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Abstrakt

Diplomová práce se zabývá základy adaptivního sí´ování vyuºitelného p°i nu-
merickém °e²ení problém· proud¥ní tekutin. V práci je aplikována metoda
kone£ných diferencí v p°ípad¥ 1D problém· a metoda kone£ných objem· for-
mulována na nestrukturované £ty°úhelníkové síti v p°ípad¥ 2D problém·. Pro
°e²ení 2D problém· proud¥ní je pouºit matematický model popsaný neline-
árním systémem Eulerových rovnic. Pro aproximaci nevazkých numerických
tok· je implementováno explicitní AUSM schéma prvního °ádu p°esnosti.
�asová diskretizace je provedena pomocí dvoustup¬ové Rungeovy-Kuttovy
metody.

Hlavní £ástí práce je popis implementace algoritm· pro adaptaci sít¥.
V první £ásti práce je popsán a implementován p°ístup k adaptaci typu
�r-re�nement� , který zachovává po£et uzl· výpo£etní sít¥ a pohybuje s uzly
sít¥, pro °e²ení 1D úloh. V druhé £ásti práce je implementován p°ístup pro
adaptaci výpo£etní sít¥ typu �h-re�nement� , který m¥ní propojení jednotli-
vých bun¥k sít¥, pro °e²ení 2D problém· proud¥ní. Vyvinuté algoritmy jsou
v práci testovány na vybraných testovacích úlohách.

Klí£ová slova: metoda kone£ných objem·, metoda kone£ných dife-
rencí, systém Eulerových rovnic, adaptace sít¥, AUSM schéma



Abstract

Diploma thesis presents basics of the adaptive mesh re�nement methods,
focused on solving numerical problems of the �uid �ow. In this thesis, �nite
di�erence method is used to solve 1D cases and �nite volume method is used
to solve 2D cases. To solve 2D cases of the �uid �ow, mathematical model
of non-linear inviscid �uid �ow is implemented, described by Euler's system
of equations. Inviscid numerical �uxes are approximated using explicit �rst
order AUSM scheme. Time discretization is done by using two stage Runge-
Kutta method.

Main focus of the thesis is to describe implementation of the algo-
rithms used for the mesh re�nement. First part of the thesis describes im-
plementation of the r-re�nement type adaptation, which maintains number
of nodes and moves them, to solve 1D cases. In second part of the thesis, h-
re�nement type of adaptation is implemented, which increases number of no-
des and changes their connections, to solve 2D cases. Developed algorithms
are tested on selected test cases.

Key words: �nite volume method, �nite di�erence method, system
of Euler's equations, adaptive mesh re�nement, AUSM scheme



Obsah

Úvod 7

1 Shrnutí p°ístup· k adaptivním sítím 10

1.1 P°ístup typu �h-re�nement� . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10

1.2 P°ístup typu �p-re�nement� . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11

1.3 P°ístup typu �r-re�nement� . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11

2 Adaptace výpo£etní sít¥ v 1D 13

2.1 Princip ekvidistribuce . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13

2.2 De Boor·v algoritmus . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14

2.3 Metoda BVP . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15

2.4 Metody pohyblivé sít¥ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16

2.5 Numerické °e²ení adaptivních sítí v 1D . . . . . . . . . . . . . 19

2.5.1 Porovnání popsaných algoritm· pro danou funkci hus-
toty sít¥ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19

2.5.2 Numerické °e²ení modelové nelineární vazké Burger-
sovy rovnice v 1D s vyuºitím adaptace sít¥ . . . . . . . 23

3 Numerické °e²ení proud¥ní stla£itelných nevazkých a tepeln¥
nevodivých tekutin ve 2D 33

3.1 Metoda kone£ných objem· . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 34

3.2 Metoda £asové integrace . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 37

3.3 Explicitní AUSM schéma . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 39

4 Adaptace výpo£etní sít¥ ve 2D 42

4.1 Implementace algoritmu pro adaptaci výpo£etní sít¥ . . . . . . 42

4.1.1 Úpravy °e²i£e pro adaptaci sít¥ . . . . . . . . . . . . . 44

4.1.2 Volba bun¥k ur£ených pro adaptaci . . . . . . . . . . . 46

4.1.3 Tvorba adaptované sít¥ . . . . . . . . . . . . . . . . . . 48



4.2 Numerické °e²ení testovacího p°íkladu: 2D GAMM kanál . . . 49

4.2.1 Adaptace 2D GAMM kanálu . . . . . . . . . . . . . . . 51

4.2.2 Numerické výsledky testovacího p°íkladu GAMM kanálu 51

Záv¥r 58

7



Úvod

V problematice numerického °e²ení proud¥ní tekutin je £asto problém zajis-
tit dostate£nou kvalitu výpo£etní sít¥. V ur£itých místech výpo£tové oblasti
je pot°eba velmi jemná výpo£etní sí´, v jiných £ástech výpo£tové oblasti na-
opak posta£uje pom¥rn¥ hrubá sí´. Z tohoto d·vodu za£ali vznikat algoritmy
a metody, které se snaºí upravovat sí´ b¥hem výpo£tu. Motivací pro vznik
této práce bylo zejména proniknout do problematiky adaptace sít¥ a vyuºít
ji pro °e²ení problém· zachycení rázových vln, se kterou se autor setkal p°i
tvorb¥ své bakalá°ské práce.

P°edkládaná diplomová práce se zabývá základy matematického mo-
delování proud¥ní tekutin s vyuºitím metod a algoritm· adaptivních sítí.
Cílem práce je zejména popsat metodiku a programovou implementaci pro-
blému adaptace sít¥. K implementaci je vyuºito výpo£tové prost°edí MATLAB.
V práci jsou také popsány problémy, kterými je pot°eba se zabývat p°i im-
plementaci adaptivních algoritm·.

Diplomová práce je rozd¥lena do £ty° kapitol. V první kapitole jsou
shrnuty p°ístupy k adaptaci sít¥ a p°íklady jejich vyuºití. Jedná se o p°ístup
typu �h-re�nement� , �p-re�nement� a �r-re�nement� .

Druhá kapitola je zam¥°ena na algoritmy pro adaptaci výpo£etní sít¥
typu �r-re�nement� , kdy je zachováván po£et uzl· sít¥ a dochází k pohybu
uzl·. V této kapitole je popsán základní matematický model, popisující po-
hyb sít¥. Dále jsou v kapitole popsány n¥které vlastnosti a problémy spojené
s °e²ením problematiky adaptivního sí´ování pomocí typu �r-re�nement� .
Druhá £ást kapitoly je v¥nována porovnání jednotlivých algoritm· pro adap-
taci sít¥. Poslední £ást kapitoly pak obsahuje numerické °e²ení modelové ne-
lineární vazké Burgersovy rovnice v 1D pomocí metody kone£ných diferencí
s vyuºitím implementovaného adaptivního algoritmu typu �r-re�nement� .

T°etí kapitola je v¥nována popisu numerického °e²ení nelineárního
systému Eulerových rovnic. Pro prostorovou diskretizaci nelineárního sys-
tému Eulerových rovnic byla zvolena metoda kone£ných objem· ve 2D for-
mulovaná pro strukturované £ty°úhelníkové sít¥. Pro aproximaci nevazkých
numerických tok· je v této práci vyuºito explicitní AUSM schéma, které je
prvního °ádu p°esnosti. Pro diskretizaci v £ase je pak vyuºita Rungeova-
Kuttova metoda druhého °ádu.
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�tvrtá a poslední kapitola této diplomové práce se v¥nuje p°ístupu
k adaptaci typu �h-re�nement� ve 2D. Tato kapitola je zam¥°ena na pro-
gramovou realizaci tohoto p°ístupu. V kapitole jsou popsány problémy p°i
implementaci, pot°ebné úpravy výchozího °e²i£e a p°evod ze strukturované
£ty°úhelníkové sít¥ na nestrukturovanou £ty°úhelníkovou sí´. Jsou zde také
uvedeny n¥které problémy, které souvisí s adaptací sít¥. V druhé £ásti této ka-
pitoly je pak navrºený a implementovaný algoritmus vyuºit pro °e²ení úlohy
proud¥ní stla£itelné nevazké a tepeln¥ nevodivé tekutiny ve známém testo-
vacím GAMM kanálu ve 2D.

V záv¥ru práce je poté provedeno celkové shrnutí a zhodnocení vy-
vinutých algoritm· pro adaptaci sít¥.
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1 Shrnutí p°ístup· k adaptivním sítím

P°i numerickém °e²ení úloh, nejen v oblasti proud¥ní tekutin, je velmi £asto
problém dosáhnout optimální kvality sít¥, pro dosaºení co nejp°esn¥j²ích vý-
sledk·. Pro kvalitní °e²ení je také velmi £asto pot°eba velkého mnoºství bu-
n¥k sít¥, £ímº dochází k nár·stu výpo£etního £asu. Z t¥chto d·vod· za£aly
vznikat metody, které pomáhají optimalizovat výpo£etní sí´ tak, aby bylo do-
saºeno co nejlep²ího pom¥ru p°esnosti výsledk· a £asové náro£nosti výpo£tu.
Tyto metody lze obecn¥ nazvat adaptací výpo£etní sít¥, nebo´ dochází k p°i-
zp·sobení (adaptaci) dané sít¥ v závislosti na zvoleném parametru, funkci
nebo norm¥.

Adaptivní sít¥ v oblasti proud¥ní tekutin nacházejí uplatn¥ní nap°í-
klad v modelování vícefázového proud¥ní [6], interakci tekutiny s pevnými
£ásticemi [7] nebo pro zachycení nespojitostí typu rázových vln, kdy je po-
t°eba zajistit lokální zahu²t¥ní sít¥ v oblasti vzniku rázové vlny. Postup p°i
adaptaci sít¥ lze rozd¥lit na t°i základní p°ístupy [3]. Cílem v²ech níºe zmín¥-
ných metod je zvý²it kvalitu sít¥, respektive tedy numerického °e²ení. Kaºdá
metoda vyuºívá r·zných p°ístup· a postup·, jak zvý²ení kvality dosáhnout.

1.1 P°ístup typu �h-re�nement�

P°i vyuºití p°ístupu typu �h-re�nement� dochází ke zm¥n¥ propojení jed-
notlivých bun¥k. Zpravidla to znamená, ºe dochází ke zm¥n¥ po£tu bun¥k,
respektive uzl· sít¥ [1]. Základním p°ístupem je rozd¥lení bun¥k na bu¬ky
men²í, lze také naopak bu¬ky slu£ovat. Hlavní výhodou tohoto p°ístupu je za-
chování topologie sít¥ a relativn¥ snadná implementace, v porovnání s ostat-
ními metodami. Nevýhodou metody je pom¥rn¥ rychlý nár·st po£tu bun¥k
a tím pádem nár·st výpo£etního £asu [4]. Pokud budeme uvaºovat 2D úlohu,
poté základní p°ístup k rozd¥lení bun¥k m·ºe vypadat nap°íklad tak, jak je
zobrazeno na následujícím obrázku.
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Obr. 1: Princip metody typu �h-re�nement�

1.2 P°ístup typu �p-re�nement�

P°ístup �p-re�nement� nachází uplatn¥ní zejména v metod¥ kone£ných prvk·
(�nite element method) [2] a pro metodu kone£ných objem· (�nite volume

method) nemá v¥t²í význam. Metoda je postavená na zvy²ování °ádu p°es-
nosti v uzlech sít¥, respektive tedy zvy²ování °ádu polynomu. Vzhledem k ne-
uplatnitelnosti pro metodu kone£ných objem·, vyuºité v této práci, je zde
tento p°ístup zmín¥n jen pro úplnost.

1.3 P°ístup typu �r-re�nement�

Poslední metoda, �r-re�nement� , zachovává po£et bun¥k sít¥, respektive uzl·
[5]. Pro zvý²ení p°esnosti °e²ení dochází k posouvání uzl· sít¥ do region·, kde
dochází k d¥j·m vyºadujícím zahu²t¥ní sít¥ (nap°. vý²e zmín¥ná rázová vlna).
K sledování a ur£ení sm¥ru pohybu uzl· se vyuºívá r·zných, matematicky
de�novaných monitorovacích funkcí. To zpravidla znamená, ºe do stávajícího
modelu zadaného problému je pot°eba p°idat dal²í, z pravidla diferenciální,
rovnice a vhodn¥ tyto nové rovnice propojit se systémem stávajících rovnic.
Tento p°ístup je velmi vhodný pro °e²ení 1D problém·, kde je moºné pom¥rn¥
dob°e propojit systém rovnic s rovnicí pro adaptací sít¥. Ve více dimenzích
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dochází ke zna£né komplikaci v implementaci rovnic a zaji²t¥ní stability °e-
²i£e. Dal²ím problémem je kvalita sít¥, kterou je pot°eba velmi pe£liv¥ hlídat.
Výhodou metody je men²í po£et bun¥k, tedy teoreticky rychlej²í výpo£et. Je
pot°eba ale brát v úvahu, ºe výpo£et je zpomalován nutností p°idat dal²í rov-
nice do jiº stávajícího systému rovnic. P°íklad adaptace typu �r-re�nement�
je zobrazen na následujícím obrázku.

Obr. 2: Princip metody typu �r-re�nement�

V této práci je vyuºito prvního p°ístupu pro °e²ení 2D úloh s vyuºi-
tím metody kone£ných objem· a t°etího p°ístupu pro °e²ení 1D úloh s vyu-
ºitím metody kone£ných diferencí.
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2 Adaptace výpo£etní sít¥ v 1D

Problém adaptivní sít¥ lze slovy de�novat nap°íklad tak, ºe máme funkci
f(x) na omezeném intervalu a máme tuto funkci aproximovat v kone£ném
po£tu bod· N . Jak daleko od sebe zvolit jednotlivé body vytvo°ené sít¥?

Zvolíme-li vhodn¥ n¥jakou funkci hustoty sít¥ ρ(x), která p°edsta-
vuje jakousi chybu numerické aproximace, potom v místech, kde tato funkce
nabývá vysokých hodnot, bude vzdálenost mezi body výpo£etní sít¥ men²í.
Naopak tam kde jsou hodnoty funkce ρ(x) nízké, budou vzdálenosti mezi
body výpo£etní sít¥ v¥t²í. Tento princip se nazývá princip ekvidistribuce.
Tento princip a základní metody pouºívané pro °e²ení adaptace sít¥ v 1D
jsou popsány v této kapitole a vycházejí z literatury [8], [9] [12].

2.1 Princip ekvidistribuce

Uvaºujme funkci ρ = ρ(x) > 0 na omezeném intervalu < a, b >. Budeme
hledat takovou sí´ τh : x1 = a < x2 · · · < xN = b, která p°erozd¥lí funkci ρ na
podintervaly de�nované pomocí jednotlivých bod· sít¥ tak, aby platilo∫ x2

x1

ρ(x)dx = · · · =
∫ xN

xN−1

ρ(x)dx. (2.1)

Tuto rovnici lze slovn¥ popsat tak, ºe plocha pod funkcí ρ(x) je stejná pro
kaºdý podinterval. Funkci ρ(x) budeme nazývat funkce hustoty sít¥ (mesh

density function). Kvadrátu této funkce ρ(x)2 budeme °íkat monitorovací
funkce (monitor function).

Dále uvaºujme, ºe sí´ τh je vytvo°ena pomocí transformace
x = x(ξ) :< 0, 1 >→< a, b >, tedy

xi = x(ξi), j = 1, . . . , N, (2.2)

ξi =
i− 1

N − 1
. (2.3)

Princip ekvidistribuce lze tedy zapsat jako∫ x(ξi)

a

ρ(x)dx = σξi, (2.4)
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kde

σ =

∫ b

a

ρ(x)dx. (2.5)

Obecn¥ lze psát ∫ x(ξ)

a

ρ(x)dx = σξ. (2.6)

kde ξ ∈ (0, 1). Derivací podle ξ lze ukázat, ºe platí

ρ(x)
dx

dξ
= σ. (2.7)

Díky tomuto vztahu lze de�novat inverzní transformaci
ξ = ξ(x) :< a, b >→< 0, 1 >

1

ρ(x)

dξ

dx
=

1

σ
. (2.8)

2.2 De Boor·v algoritmus

Jednoduchou metodou, kterou je moºné pouºít pro hledání ekvidistribuované
sít¥ je de Boor·v algoritmus. Uvaºujeme op¥t funkci hustoty sít¥ ρ(x) a n¥-
jakou do£asnou sí´ τb : x̃1 = a < x̃2 < · · · < x̃K = b. Tuto sí´ lze chápat jako
sí´ v dané £asové hladin¥, respektive iteraci. Funkci ρ(x) aproximujeme jako
po £ástech konstantní funkci p(x)

p(x) =


[ρ(x̃1)+ρ(x̃2)]

2
x ∈< x̃1, x̃2 >

[ρ(x̃2)+ρ(x̃3)]
2

x ∈< x̃2, x̃3 >
...

...
[ρ(x̃K−1)+ρ(x̃K)]

2
x ∈< x̃K−1, x̃K >

. (2.9)

Dále °e²íme problém ekvidistribuce, ale místo funkce ρ(x) máme nyní funkci
p(x), která je po £ástech konstantní. Z principu ekvidistribuce zapí²eme

P (x) =

∫ x

a

p(x)dx, (2.10)

coº lze p°epsat pomocí sumace jako

P (x̃j) =

j∑
i=2

(x̃i − x̃i−1)
[ρ(x̃i) + ρ(x̃i−1)]

2
, j = 2, 3, . . . , K. (2.11)
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Z rovnice (2.4) potom plyne

P (xj) = ξjP (b), j = 2, 3, N − 1, (2.12)

kde P (b) = P (x̃K). Pro ur£ení xj je pot°eba nejprve ur£it index k tak, aby
platilo

P (x̃k−1) < ξjP (b) < P (x̃k). (2.13)

Díky tomu, ºe P (x) je po £ástech lineární, nebo´ se jedná o integraci po
£ástech konstantní funkce, lze xj ur£it p°ímo jako

(xj − x̃k−1)
[ρ(x̃k−1) + ρ(x̃k)]

2
= ξjP (b)− P (x̃k−1), (2.14)

resp. z této rovnice lze explicitn¥ vyjád°it xj jako

xj = x̃k−1 +
2 [ξjP (b)− P (x̃k−1)]

ρ(x̃k−1) + ρ(x̃k)
. (2.15)

Vzhledem k tomu, ºe funkce p(x) je po £ástech konstantní, je pro dosaºení
°e²ení pot°eba tuto rovnici iterovat.

2.3 Metoda BVP

De Boor·v algoritmus je pom¥rn¥ jednoduchý a snadno algoritmizovatelný,
nicmén¥ je velmi obtíºné roz²í°it ho do více dimenzí. Proto jako dal²í uve-
deme metodu pro výpo£et ekvidistantní sít¥ pomocí okrajové úlohy (BVM
- Boundary value problem method). Nejprve zderivujeme rovnici (2.7) podle
prom¥nné ξ

dx

dξ

(
ρ(x)

dx

dξ

)
= 0 (2.16)

a nadále platí okrajové podmínky x(0) = a, x(1) = b.
Úlohu hledání sít¥ spl¬ující parametry zmín¥né vý²e je vhodné formulovat
pomocí varia£ního po£tu následujícím zp·sobem.
Hledejme transformaci x = x(ξ) která minimalizuje funkcionál

I(x) =
1

2

∫ 1

0

[
ρ(x)

dx

dξ

]
dξ. (2.17)
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Tuto úlohu lze také formulovat pro inverzní transformaci ξ = ξ(x).

I(ξ) =
1

2

∫ b

a

1

ρ(x)

(
dξ

dx

)2

dx. (2.18)

P°edpokládejme dále, ºe je dána funkce ρn na síti τnh . Rovnici (2.16) diskre-
tizujeme pomocí centrálních diferencí následujícícím zp·sobem

2

ξi+1 − ξi−1

[
ρ(xni+1) + ρ(xni )

2
·

(xn+1
i+1 − xn+1

i )

(ξi+1 − ξi)
−

ρ(xni ) + ρ(xni−1)

2
·

(xn+1
i − xn+1

i−1 )

(ξi − ξi−1)

]
= 0.

(2.19)

2.4 Metody pohyblivé sít¥

Vý²e zmín¥ná metoda uvaºuje, ºe ρ 6= ρ(t). P°i °e²ení £asov¥ závislých pro-
blém· se ale funkce hustoty sít¥ bude m¥nit s £asem, je tedy pot°eba zavést
metodu generování £asov¥ závislé sít¥. Vyjdeme z rovnice (2.16), ov²em nyní
bude platit ρ = ρ(x, t)

∂x

∂ξ

(
ρ(x, t)

∂x

∂ξ

)
= 0 (2.20)

s platnostní okrajové podmínky x(0) = a, x(1) = b. Pro dal²í postup je
vhodné dostat rovnici do tvaru, ve které se explicitn¥ vyskytuje rychlost
zm¥ny sít¥ (mesh speed) ∂x

∂t
. Semidiskretizace takové rovnice totiº povede na

systém oby£ejných diferenciálních rovnic. Diskretizace (2.20) povede na sys-
tém algebraických rovnic. P°i úplné diskretizaci by pak ve druhém zmín¥ném
p°ipad¥ vznikl systém algebro-diferenciálních rovnic, který je obecn¥ obtíºn¥
°e²itelný v porovnání se systémem oby£ejných diferenciálních rovnic.

Rovnice zahrnující rychlost zm¥ny sít¥ budeme nazývat MMPDE
(Moving mesh partial di�erencial equation). Zp·sob·, jak de�novat tyto rov-
nice je celá °ada a existují r·zné tvary t¥chto rovnic. V této práci budeme
MMPDE volit jako Gradient �ow equation zvoleného funkcionálu

I(ξ) =
1

2

∫ b

a

1

ρ(x, t)

(
∂ξ

∂x

)2

dx. (2.21)
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Pro sm¥r ξ, který sniºuje hodnotu I(ξ) se jedná o rovnici

∂ξ

∂t
=
P

τ

δI

δξ
. (2.22)

Zde τ > 0 je volená konstanta, kterou lze chápat jako doba odezvy sít¥ na
zm¥ny ρ(x, t) a P je diferenciální operátor.

Lze ukázat [8], ºe platí

δI

δξ
= − ∂

∂x

(
∂ξ

ρ∂x

)
. (2.23)

Tedy m·ºeme p°epsat rovnici (2.22) do tvaru

∂ξ

∂t
= −P

τ

∂

∂x

(
∂ξ

ρ∂x

)
. (2.24)

Tato rovnice je de�nována jako transformace ξ = ξ(x, t). Jak jiº bylo nazna-
£eno vý²e, je vhodn¥j²í zam¥nit prom¥nné tak aby x = x(ξ, t), nebo´ p·vodní
varianta explicitn¥ neur£uje polohu bodu ve �fyzikálním� prostoru. Zm¥nu
prom¥nných lze provést následujícím zp·sobem

ξ = ξ(x(ξ, t), t). (2.25)

Derivováním tohoto výrazu podle ξ

1 =
∂ξ

∂x

∂x

∂ξ
, (2.26)

respektive toto lze zapsat jako(
∂ξ

∂x

)−1

=
∂x

∂ξ
. (2.27)

Dále derivováním podle t

0 =
∂ξ

∂t
+
∂ξ

∂x

∂x

∂t
, (2.28)

respektive
∂x

∂t
= −∂x

∂ξ

∂ξ

∂t
. (2.29)
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S vyuºitím t¥chto vztah· lze (2.22) p°epsat do tvaru

∂x

∂t
=

1

τ

∂x

∂ξ
P

(
ρ
∂x

∂ξ

)−2(
∂x

∂ξ

)−1
∂

∂ξ

(
ρ
∂x

∂ξ

)
. (2.30)

Typ MMPDE speci�kujeme vhodnou volbou P . Nap°íklad pro P = (ρxξ)
2

dostáváme MMPDE5
∂x

∂t
=

1

τ

∂

∂ξ

(
ρ
∂x

∂ξ

)
. (2.31)

Jinou volbou P , nap°íklad P =
(ρxξ)

2

ρ
dostáváme modi�kovanou MMPDE5

∂x

∂t
=

1

τρ

∂

∂ξ

(
ρ
∂x

∂ξ

)
. (2.32)

Tato rovnice m·ºe být diskretizována nap°íklad pomocí metody kone£ných
diferencí s vyuºitím centrálních diferencí

dxi
dt

=
1

ρiτ∆ξ2

[
1

2
(ρi+1 + ρi) (xi+1 − xi)−

1

2
(ρi + ρi−1) (xi − xi−1)

]
.

(2.33)
�asovou derivaci na levé stran¥ rovnice lze aproximovat nap°íklad pomocí
zp¥tné diferen£ní formule

xn+1
i − xni

∆t
=

1

ρni τ∆ξ2

[
1

2

(
ρni+1 + ρni

) (
xn+1
i+1 − xn+1

i

)
− 1

2

(
ρni + ρni−1

) (
xn+1
i − xn+1

i−1

)]
.

(2.34)
Dal²í moºností jak volit diferenciální operátor P je nap°íklad

P = −∂x
∂ξ

(
∂

∂ξ
ρ
∂

∂ξ

)−1(
ρ
∂x

∂ξ

)2
∂x

∂ξ
. (2.35)

Tato volba vede na rovnici MMPDE4
∂

∂ξ

(
ρ
∂xt
∂ξ

)
= −1

τ

∂

∂ξ

(
ρ
∂x

∂ξ

)
. (2.36)

Spole£ným znakem v²ech MMPDE rovnic je £len

1

τ

∂

∂ξ

(
ρ
∂x

∂ξ

)
. (2.37)

Tento £len uvádí sí´ do pohybu a zárove¬ udrºuje princip ekvidistribuce
v platnosti. Tento £len vymizí, pokud je princip ekvidistribuce spln¥n, tedy
kdyº je sí´ p°erozd¥lena, ustane pohyb sít¥.
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2.5 Numerické °e²ení adaptivních sítí v 1D

V p°edchozích kapitolách byly popsány t°i metody pro tvorbu adaptivní sít¥
v 1D. Porovnejme tyto t°i metody p°ístupu k adaptaci sít¥ na jednoduché
úloze.

2.5.1 Porovnání popsaných algoritm· pro danou funkci hustoty
sít¥

Uvaºujme funkci hustoty sít¥ ve tvaru

ρ(x) = 1 + 10(1− tanh2(10(x− 0.75)))+

+20(1− tanh2(20(x− 0.25))) + 30(1− tanh2(30(x− 0.5))).
(2.38)
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Obr. 3: Funkce hustoty sít¥
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Na tuto funkci postupn¥ aplikujeme vý²e popsané algoritmy pro
tvorbu adaptivní sít¥. Vºdy p°itom vycházíme z rovnom¥rn¥ rozloºené sít¥
o 160 prvcích na intervalu < 0, 1 >. Budeme p°itom sledovat po£et iterací
pot°ebný k dosaºení normy

‖τn+1
h − τnh ‖ ≡ ‖x(j)n+1 − x(j)n‖ < 10−8, (2.39)

tedy výpo£et se zastaví v moment¥ kdy rozdíl mezi rozloºením sít¥ v následu-
jících iteracích bude men²í neº 10−8. Pr·b¥hy konvergence a pr·b¥hy zm¥n
polohy bod· sít¥ jsou zobrazeny na následujících obrázcích.
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Obr. 4: Zm¥na polohy bod· sít¥ pro de Boor·v algoritmus
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Obr. 5: Zm¥na polohy bod· sít¥ pro BVP algoritmus
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Obr. 6: Zm¥na polohy bod· sít¥ pro MMPDE5 algoritmus
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Obr. 7: Pr·b¥h konvergence pro de Boor·v algoritmus
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Obr. 8: Pr·b¥h konvergence pro BVP algoritmus
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Obr. 9: Pr·b¥h konvergence pro MMPDE5 algoritmus
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Jak je vid¥t z obrázk·, sí´ se zahustila v místech, kde se nacházejí
maxima funkce ρ(x). Pro názornost je²t¥ uve¤me graf ve kterém je zobrazeno
výsledné rozloºení sít¥ a funkce ρ(x) nap°íklad pro algoritmus MMPDE5.
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Obr. 10: ρ(x) a rozloºení sít¥

Doba výpo£tu v²ech algoritm· je p°ibliºn¥ stejná. Poznamenejme
je²t¥, ºe konvergence MMPDE metody je ovlivn¥na volbou £asového kroku
∆t a volbou konstanty τ . Pro tuto konkrétní úlohu byly zvoleny hodnoty
∆t = 0.1 a τ = 1.

2.5.2 Numerické °e²ení modelové nelineární vazké Burgersovy rov-
nice v 1D s vyuºitím adaptace sít¥

Jako p°íklad sloºit¥j²í úlohy dále uve¤me °e²ení vazké Burgersovy rovnice
v 1D, která má tvar

ut +

(
u2

2

)
= εuxx, (2.40)
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kde ε > 0 p°edstavuje um¥lou vazkost. Budeme p°itom uvaºovat dva p°ípady
pro r·zné po£áte£ní podmínky

u(0) = sin(2πx) +
1

2
sin(πx), (2.41)

u(0) =

{
1 pro x ≤ 0.5
0 pro x > 0.5

. (2.42)

P°i °e²ení budeme uvaºovat £asový interval t ∈< 0, 0.5 > a um¥lou vazkost
ε = 10−3. Jako v p°edchozím p°ípad¥ budeme uvaºovat sí´ o 160 prvcích. Pro
°e²ení vyuºijeme metodu kone£ných diferencí a vyuºijeme nap°íklad centrál-
ních diferencí v prostoru a dop°edné diference v £ase

un+1
i − uni

∆t
=

ε

h2
(ui+1 − 2ui + ui−1)− 1

4h

(
u2
i+1 − u2

i−1

)
, (2.43)

kde h = 1
N−1

. Pro diskretizaci Burgersovy rovnice m·ºeme ale pouºít jaké-
koliv jiné stabilní schéma, viz nap°íklad [10].

P°i °e²ení Burgersovy rovnice na rovnom¥rn¥ rozloºené síti nastávají
oscilace v °e²ení v místech, kde vznikají nespojitosti typu rázové vlny. �e²ení
pro tuto sí´ je zobrazeno na následujích obrázcích. Z obrázk· je patrný vznik
oscilací v °e²ení v míst¥ nespojitostí. Pro sníºení oscilací by bylo pot°eba
zvý²it po£et prvk· sít¥.
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Obr. 11: Numerické °e²ení Burgersovy rovnice na rovnom¥rn¥ rozloºené vý-
po£etní síti pro po£áte£ní podmínku (2.41)
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Obr. 12: Numerické °e²ení Burgersovy rovnice na rovnom¥rn¥ rozloºené vý-
po£etní síti pro po£áte£ní podmínku (2.42)
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V dal²ích p°ípadech budeme uvaºovat stejný po£et uzl·, ale s vyuºi-
tím adaptace sít¥ metodou MMPDE, konkrétn¥ pomocí modi�kované MM-
PDE5 (2.32). Je pot°eba si uv¥domit, ºe nyní ne°e²íme pouze jednu rovnici
pro tvorbu sít¥, ale navíc p°ibyla rovnice pro °e²ení Burgersovy rovnice. K °e-
²ení p°istupovat dv¥ma r·znými zp·soby.

Popis implementace
Prvním zp·sobem jak p°istupovat k danému problému je °e²it rovnici pro
adaptaci sít¥ sou£asn¥ s °e²ením parciální diferenciální rovnice. Zavedeme-li
nový vektor neznámých

y = [u1(t), u2(t), uN−1(t), uN(t), x1(t), x2(t), . . . , xN−1(t), xN(t)]T , (2.44)

pak m·ºeme systém diferenciálních rovnic zahrnujících rovnici pro adaptaci
sít¥ a parciální diferenciální rovnici (v na²em p°ípad¥ Burgersovu) zapsat
jako

f(t,y,y′) = 0. (2.45)

Hlavní výhodou tohoto p°ístupu je t¥sná souvislost sít¥ s °e²ením rovnice,
tedy sí´ reaguje rychle na zm¥ny v °e²ení. Dal²í výhodou je to, ºe v soft-
warovém prost°edí MATLAB existuje °ada implicitních °e²i£· (nap°íklad
ODE15i), které lze vyuºít pro °e²ení tohoto systému. Nevýhodou tohoto p°í-
stupu je zejména to, ºe nov¥ vzniklý systém bývá velmi £asto siln¥ nelineární
a má pom¥rné sloºitou strukturu. Nový systém rovnic také ztrácí n¥které d·-
leºité vlastnosti jako je symetrie nebo pozitivní de�nitnost. Systém je tedy
obecn¥ vzato mnohem sloºit¥j²í °e²it, nicmén¥ díky p°ímé závislosti sít¥ na
°e²ení dostáváme kvalitn¥j²í výsledky neº je tomu u p°ístupu, který si popí-
²eme nyní.

Druhým zp·sobem, jak p°istupovat k adaptaci sít¥ je nejprve °e²it
rovnici pro adaptaci sít¥ a poté aplikovat nové hodnoty sít¥ na °e²ení dané
parciální diferenciální rovnice. Zásadním problémem tohoto p°ístupu je fakt,
ºe novou hladinu sít¥ xn+1 po£ítáme pomocí °e²ení z p°edchozí hladiny un.
Vzniká tedy jakési zpoºd¥ní v °e²ení. Tento jev lze do jisté míry eliminovat
volbou velmi malého £asového kroku ∆t. Dal²í moºností jak toto zpoºd¥ní
minimalizovat je iterovat n¥kolikrát výpo£et n+ 1 hladiny sít¥ xn+1. Zásadní
výhodou tohoto p°ístupu je fakt, ºe od sebe lzde odseparovat °e²i£ sít¥ a °e²i£
rovnice. Tedy lze vytvo°it skript pro adaptaci sít¥ a p°idat ho k jiº fungují-
címu softwaru. Díky tomu je také moºné ve skriptu pro adaptaci sít¥ provád¥t
v¥t²í zm¥ny a volit r·zné typy a p°ístupy k adaptaci sít¥.
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První popsaný p°ístup je kv·li sloºité implementaci omezený prak-
ticky jen pro 1D p°ípady. Druhý zmín¥ný p°ípad je moºný aplikovat ve více
dimenzích, je tedy pouºívaný v r·zných aplikacích výrazn¥ £ast¥ji, by´ za
cenu niº²í p°esnosti adaptivní sít¥ a moºnosti vzniku nestabilit v °e²ení. Pro
lep²í názornost je na následujích obrázcích zobrazeno schéma obou p°ístup·.

Obr. 13: Schéma algoritmizace p°i sou£asném °e²ení adaptace sít¥ a parciální
diferenciální rovnice

Obr. 14: Schéma algoritmizace p°i odd¥leném °e²ení adaptace sít¥ a parciální
diferenciální rovnice

P°ed samotným numerickým °e²ením je pot°eba vhodn¥ zvolit funkci
hustoty sít¥. Jedna z moºností, jak tuto funkci volit je popsána v následujích
odstavcích.
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Volba funkce hustoty sít¥
Existuje °ada zp·sob·, jak volit funkci ρ(x, t). Touto problematiku se zabývá
celá kapitola v literatu°e [8] a volba jednotlivých funkcí je zde popsána a ma-
tematicky zd·vodn¥na. Pro úlohu Burgersovy rovnice m·ºeme zvolit ρ(x)
nap°íklad jako

ρi =

(
1 +

1

α
|uxx,i|2

) 1
3

, (2.46)

kde

α = max

1,

[
N∑
i=2

(
xi − xi−1

2

)(
|uxx,i|

2
3 + |uxx,i−1|

2
3

)]3
 . (2.47)

Druhé derivace vyskytující se v rovnici m·ºeme diskretizovat jako

uxx,1 = 2

[
(x2 − x1)(u3 − u1)− (x3 − x1)(u2 − u1)

(x3 − x1)(x2 − x1)(x3 − x2)

]
, (2.48)

uxx,i =
2

xi+1 − xi−1

[
ui+1 − ui−1

xi+1 − xi
− ui − ui−1

xi − xi−1

]
, (2.49)

uxx,N = 2

[
(xN−1 − xN)(uN−2 − uN)− (xN−2 − xN)(uN−1 − uN)

(xN−2 − xN)(xN−1 − xN)(xN−2 − xN−1)

]
. (2.50)

P°i numerickém °e²ení se £asto pouºívá funkce, která zp°esní ρ(x, t). Tuto
funkci lze implementovat nap°íklad takto

ρ1 = 1
2

(ρ1 + ρ2) ,
ρi = 1

4
(ρi−1 + 2ρi + ρi−1) ,

ρN = 1
2

(ρN + ρN−1) .
(2.51)

Toto schéma n¥kolikrát iterujeme (osv¥d£ily se p°ibliºn¥ £ty°i iterace). Takto
p°ipravenou funkci hustoty sít¥ ρ(x, t) implementuje do rovnice (2.34).

Výsledky numerického °e²ení Burgersovy rovnice s vyuºi-
tím adaptace sít¥
Vý²e popsaný postup byl aplikován ve výpo£tovém prost°edí MATLAB. Byly
p°itom vyuºity oba p°ístupy k °e²ení. P°i sou£asném °e²ení modi�kované
MMPDE5 a Burgersovy rovnice bylo vyuºito vnit°ního implicitního °e²i£e
v prost°edí MATLAB, funkce ODE15i. Pro p°ípad oddd¥leného °e²ení bylo
pouºito implicitní schéma pro modi�kovanou MMPDE5 a explicitní schéma
pro Burgersovu rovnici popsané v (2.43). Na následujících obrázcích je zob-
razen pr·b¥h adaptace sít¥ a °e²ení rovnice v jednotlivých £asových krocích.
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Obr. 15: Numerické °e²ení Burgersovy rovnice pro po£áte£ní podmínku (2.41)
pr·b¥h zm¥n v síti
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Obr. 16: Numerické °e²ení Burgersovy rovnice pro po£áte£ní podmínku (2.41)
pro sou£asné °e²ení
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Obr. 17: Numerické °e²ení Burgersovy rovnice pro po£áte£ní podmínku (2.41)
pro odd¥lené °e²ení
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Obr. 18: Numerické °e²ení Burgersovy rovnice pro po£áte£ní podmínku (2.42)
pr·b¥h zm¥n v síti
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Obr. 19: Numerické °e²ení Burgersovy rovnice pro po£áte£ní podmínku (2.42)
pro sou£asné °e²ení
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Obr. 20: Numerické °e²ení Burgersovy rovnice pro po£áte£ní podmínku (2.42)
pro odd¥lené °e²ení
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Z výsledk· je patrný rozdíl mezi sou£asným a odd¥leným °e²ením.
P°i sou£asném °e²ení je moºné volit parametr τ = 10−2 £ímº je zaji²t¥na
agresivn¥j²í adaptace sít¥ (p°ipome¬me, ºe τ je jakási doba odezvy sít¥ na
zm¥ny v °e²ení). V tomto p°ípad¥ také nenastává zpoºd¥ní popsané vý²e.
Díky tomu se poda°ilo úpln¥ odstranit oscilace v °e²ení.

V p°ípad¥ odd¥leného °e²ení je schéma stabilní °ádov¥ pro hodnoty
τ ∈ (1, 100). Z tohoto d·vodu dochází k výrazn¥ pomalej²í adaptaci sít¥.
Navíc vzniká vý²e popsané zpoºd¥ní. Z tohoto d·vodu se nepoda°ilo úpln¥
odstranit vzniklé oscilace, nicmén¥ do²lo alespo¬ k £áste£nému utlumení.
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3 Numerické °e²ení proud¥ní stla£itelných ne-
vazkých a tepeln¥ nevodivých tekutin ve 2D

Vzhledem k tomu, ºe práce je zam¥°ena na metody adaptace sít¥, vysta-
£íme si v této práci s matematickým modelem stla£itelné nevazké a tepeln¥
nevodivé tekutiny. Tento model je popsán systémem Eulerových rovnic. Mo-
del je posta£ující pro zachycení rázových vln a zárove¬ je výpo£etn¥ mén¥
náro£ný a podstatn¥ rychleji konverguje. Systém Eulerových rovnic je zjed-
nodu²ený systém Navierových-Stokesových rovnic, kde byly zanedbány vazké
£leny. Odvození tohoto systému je detailn¥ popsáno nap°íklad v [10] nebo [11].
Zmi¬me pouze, ºe jak systém Navierových-Stokesových rovnic, tak systém
Eulerových rovnic, vychází ze zákon· zachování hmotnosti, hybnosti (resp.
momentu hybnosti) a celkové energie termodynamického systému v Eulerov¥
popisu. Systém Eulerových rovnic lze zapsat kompaktn¥ v integrálním tvaru
jako ∫

Ω

∂w

∂t
dΩ +

∫
Ω

∂FI
j (w)

∂xj
dΩ = 0. (3.1)

Zde j = 1, 2 pro p°ípad 2D úlohy. Prom¥nná t je £as a xj je j-tá sloºka kartéz-
ského sou°adnicového systému. Vektor w nazveme vektorem konzervativních
prom¥nných a zapí²eme jej ve tvaru

w =


ρ
ρu
ρv
E

 , (3.2)

kde ρ je hustota, u a v jsou kartézské sloºky vektoru rychlosti v = (u, v)T

a E je celková energie termodynamického systému vztaºená na jednotku ob-
jemu. Lze ji zapsat ve tvaru

E = ρε+
1

2
ρ
(
u2 + v2

)
. (3.3)

Zde ε je vnit°ní energie ε = cvT . Výraz 1
2
ρ (u2 + v2) odpovídá m¥rné kinetické

energii. Vektor FI
j nazveme j-tou sloºkou nevazkého toku. Tento vektor má

pro j = 1 tvar

FI
1 (w) =


ρu

ρu2 + p
ρuv

(E + p)u

 , (3.4)
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respektive pro j = 2

FI
2 (w) =


ρv
ρuv

ρv2 + p
(E + p) v

 . (3.5)

Tento systém Eulerových rovnic obsahuje více neznámých, neº je po£et rov-
nic. Vzhledem k tomu, ºe proud¥ní stla£itelných tekutin vºdy provází termo-
dynamické zm¥ny, dopl¬uje se systém Eulerových rovnic o stavovou rovnici
ideálního plynu ve tvaru

p = ρrT, (3.6)

kde T je termodynamická teplota a r je speci�cká plynová konstanta. Stavo-
vou rovnici lze pomocí vhodných úprav p°epsat do tvaru

p = (κ− 1)

[
E − 1

2
ρ
(
u2 + v2

)]
, (3.7)

kde κ je Poissonova adiabatická konstanta.

3.1 Metoda kone£ných objem·

Pro prostorovou diskretizaci systému Eulerových rovnic vyuºijeme metodu
kone£ných objem· a odvodíme ji pro strukturovanou £ty°úhelníkovou sí´.
Výpo£tovou oblast Ω ⊂ R2 rozd¥líme na kone£ný po£et malých podoblastí
tak, aby se tyto podoblasti navzájem nep°ekrývaly a vypl¬ovaly celou výpo-
£tovou oblast. T¥mto podoblastem budeme °íkat kone£né objemy (kontrolní
objemy) a v této práci budeme uvaºovat jejich tvar ve form¥ £ty°úhelník·.
V p°ípad¥ strukturované sít¥ lze zavést indexování i, j a jednotlivé objemy
zna£it jako Ωij.
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Obr. 21: Strukturovaná sí´ ve 2D

�e²ení systému Eulerových rovnic w = w (x, t) hledáme ve st°edech
kontrolních objem· Ωij ve form¥ konstantních funkcí. Tuto konstantní funkci,
na kontrolním objemu Ωij, ozna£íme jako wij. Tato funkce je de�nována
jako integrální pr·m¥r vektoru konzervativních prom¥nných w p°es kontrolní
objem Ωij, tedy

wij =
1

| Ωij |

∫
Ωij

w (x, t) dx. (3.8)

Obecn¥ p°edstavuje | Ωij | velikost kontrolního objemu Ωij, v p°ípad¥ °e²ení
2D úlohy na strukturované £ty°úhelníkové síti se jedná o obsah £ty°úhelníku.
Nyní vyuºijeme rovnice (3.1) pro jednotlivé kontrolní objemy. P°evedeme
integrál zahrnující nevazké toky na pravou stranu a rozepí²eme po sloºkách.
Dostáváme ∫

Ωij

∂w

∂t
dx = −

∫
Ωij

[
∂FI

1 (w)

∂x
+
∂FI

2 (w)

∂y

]
dx. (3.9)

Na pravou stranu vzniklé rovnice aplikujeme dále Greenovu v¥tu∫
Ωij

∂w

∂t
dx = −

∮
∂Ωij

[
FI

1 (w)nxij + FI
2 (w)nyij

]
ds. (3.10)
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V této rovnici jsme zavedli hranici kontrolního objemu ∂Ωij a jednotkový
vektor vn¥j²í normály k této hranici nij =

(
nxij, n

y
ij

)T .
Do takto upravené rovnice dosadíme integrální pr·m¥r (3.8) a do-

stáváme

d

dt
[wij(t)] | Ωij |= −

∮
∂Ωij

[
FI

1 (w)nxij + FI
2 (w)nyij

]
ds. (3.11)

Dále nahradíme k°ivkové integrály sou£tem p°es jednotlivé hranice ∂Ωij kon-
trolního objemu Ωij. Tyto hranice ozna£íme jako hmij , kde pro £ty°úhelníkový
kontrolní objem platí h = 1, 2, 3, 4. Nahrazením integrál· dostáváme

d

dt
[wij(t)] | Ωij |= −

4∑
m=1

[
mFI

1 (w)mnxij + mFI
2 (w)mnyij

]
| hm | . (3.12)

Zde nmij =
(
mnxij,

mnyij
)
je jednotkový vektor vn¥j²í normály ke stran¥ hmij

a | hmij |=
√

∆x2
m + ∆y2

m je délka strany hmij . Vektor n
m
ij lze zapsat jako

nmij =

(
∆ym
| hmij |

,− ∆xm
| hmij |

)T
, (3.13)

kde

• ∆xm = xm+1 − xm, ∆ym = ym+1 − ym pro m = 1, 2, 3,

• ∆xm = x1 − xm, ∆ym = y1 − ym pro m = 4.

Zave¤me je²t¥ normálový vektor Smij k jednotlivým hranám kontrolního ob-
jemu hmij

Smij = nmij | hmij |= (∆ym,−∆xm)T . (3.14)
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Obr. 22: Kontrolní objem ve 2D

Nyní nahradíme nevazké toky numerickými nevazkými toky (for-
máln¥ p°ezna£íme F1 → f ,F2 → g) v rovnici (3.12) a dostáváme

d

dt
[wij(t)] | Ωij |= −

4∑
m=1

[
f Im (w)mnxij + gIm (w)mnyij

]
| hm | . (3.15)

Nyní jiº záleºí na volb¥ numerického toku. Dále je pot°eba vhodn¥
aproximovat £asovou derivaci na levé stran¥ rovnice.

3.2 Metoda £asové integrace

Pro £asovou diskretizaci derivace na levé stran¥ rovnice (3.15) Vyuºijeme
Rungeovy-Kuttovy metody. Nejprve ozna£íme pravou stranu rovnice (3.15)
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jako G (w(t)), kde G p°edstavuje operátor prostorové diskretizace. Touto
úpravou dostáváme oby£ejnou diferenciální rovnici ve tvaru

d

dt
[wij(t)] = G (w(t)) . (3.16)

Tuto rovnici °e²íme pomocí explicitní Rungeovy-Kuttovy metody druhého
stupn¥, s po£áte£ní podmínkou ve tvaru

wij (0) = wij0 =
1

| Ωij |

∫
Ωij

w (x, 0) dx. (3.17)

Rovnici °e²íme na intervalu t = (0, T ), s £asovým krokem ∆t = tn+1 − tn.
�e²ení v £ase tn ozna£íme jako wn

ij.

Nyní vypo£teme hodnotu rovnice (3.16) a ozna£íme ji jako

q1 = Q
(
wn
ij

)
. (3.18)

Druhý krok Rungeovy-Kuttovy metody ozna£íme jako

q2 = Q
(
wn
ij +

∆tq1

2

)
. (3.19)

Hodnotu wn+1
ij v £ase tn+1 potom dostaneme jako

wn+1
ij = wn

ij +
1

2
(q1 + q2) . (3.20)

Délku £asového kroku ∆t ur£íme z nutné podmínky stability [10] ve tvaru

∆t ≤ CFL
|λ(Aij)max|

∆xij
+
|λ(Bij)max|

∆yij

(3.21)

Zde CFL je konstanta volená pro explicitní schéma v intervalu CFL ∈ (0, 1),
| λ (Aij)max |=| uij | +cij a | λ (Bij)max |=| vij | +cij jsou maximální hodnoty
vlastních £ísel Jacobiových matic nevazkých tok·. Prom¥nná cij je lokální
rychlost zvuku v kontrolním objemu Ωij.

Záv¥rem poznamenejme, ºe volba Rungeovy-Kuttovy metody dru-
hého stupn¥ je posta£ující p°i vhodn¥ zvolené prostorové diskretizaci. Pro
jinou volbu prostorové diskretizace m·ºe být vyºadována volba vy²²ího °ádu
Rungeovy-Kuttovy metody, nap°íklad °ádu £vrtého. V této práci si ov²em
vysta£íme s vý²e zmín¥nou metodou.
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3.3 Explicitní AUSM schéma

Pro aproximaci nevazkého numerického vyuºijeme AUSM schéma. Odvození
vychází z £lánk· [13], [14]. Ozna£me celkový nevazký numerický tok st¥nou
kontrolního objemu Ωij jako

FI = nxij · f I + nyij · gI . (3.22)

Tento tok lze rozd¥lit na dv¥ r·zné £ásti a to na konvektivní £ást FI
(c) a tla-

kovou £ást FI
(p), tedy

FI = nxijf
I + nyijg

I = FI
(c) + FI

(p) = Mn


ρc
ρuc
ρvc
ρh0c

+ p


0
nxij
nyij
0

 . (3.23)

Zde c je lokální rychlost zvuku

c =
√
κrT , (3.24)

Mn je normálová hodnota machova £ísla

Mn =
V

c
, (3.25)

kde V je konvektivní normálová rychlost

V = u · nxij + v · nyij. (3.26)

Hodnota h0 je m¥rná stagna£ní enthalpie

h0 = h+
1

2

(
u2 + v2

)
, (3.27)

h = ε+
p

ρ
, (3.28)

kde h je m¥rná enthalpie.

Uvaºujme dále dva kontrolní objemy ve tvaru £ty°úhelník·, které
spolu sousedí, tedy mají spole£nou hranu h, viz následující obrázek.

39



Obr. 23: Sousední kontrolní objemy

Tyto dva sousedící kontrolní objemy ozna£íme indexem L - levý (left)
kontrolní objem a R - pravý (right) kontrolní objem. Stejn¥ tak vektory
konzervativních prom¥nných pro jednotlivé kontrolní objemy ozna£íme jako
wL, respektive wR.

Z rovnice (3.25) m·ºeme ur£it normálové Machovo £íslo pro ob¥
bu¬ky na jejich spole£né st¥n¥ jako

MnL =
VL
cL
, (3.29)

MnR =
VR
cR
, (3.30)

kde VL, respektive VR jsou vypo£teny podle rovnice (3.26). Výsledné Machovo
£íslo na spole£né st¥n¥ dvou sousedící kontrolních objem· ur£íme jako

MLR =M+ (MnL) +M− (MnR) . (3.31)

OperátorM je v literatu°e nazýván jako splitting function, voln¥ p°eloºeno
tedy rozkládací funkce. Existuje °ada moºností, jak tuto funkci zvolit. V této
práci je zvolena varianta, která byla jiº pouºita v jiných pracích na KME
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FAV, nap°íklad v £lánku [15]. Zvolená funkce má tvar

M± (M) =

{
M±|M |

2
M > 1,

± (M±1)2

4
± (M2−1)

2

8
jinak.

(3.32)

Obdobným zp·sobem je de�nována i splitting function pro tlak

P± (M) =

{
M±|M |

2M
|M | > 1,

(M±1)2(2∓M)
4

jinak.
(3.33)

Nyní lze ur£it tlak na spole£né st¥n¥ dvou sousedící kontrolních objem· jako

PLR = P+ (MnL) pL + P− (MnR) pR. (3.34)

Poznamenejme je²t¥, ºe funkce (3.32) a (3.33) musí spl¬ovat °adu matema-
tických vlastností, detailn¥ popsaných nap°íklad v [15].

Se znalostí tlak·, respektive Machových £ísel na spole£né st¥n¥ le-
vého a pravého kontrolního objemu lze ur£it nevazký numerický tok nap°íklad
pravou st¥nou hm, kontrolního objemu Ωij jako

FI
m

(
wL
ij,w

R
i+1j,n

m
ij

)
= F

I(c)
LR + pLR


0

mnxij
mnyij

0

 . (3.35)

Tento vztah lze p°epsat do tvaru, který je moºné dob°e implementovat. Na-
p°íklad op¥t pro pravou st¥nu kontrolního objemu Ωij

FI
m =

1

2
MLR

(
F
I(c)
L + F

I(c)
R

)
− 1

2
|MLR|

(
F
I(c)
R − F

I(c)
L

)
+pLR


0

mnxij
mnyij

0

 . (3.36)
Poznamenejme je²t¥, ºe sloupcová matice F

I(c)
L(R) má tvar

F
I(c)
L(R) =


ρc
ρuc
ρvc
ρh0c


L(R)

. (3.37)

Odvozené schéma AUSM, pro numerickou aproximaci nevazkých numeric-
kých tok·, je prvního °ádu p°esnosti.

41



4 Adaptace výpo£etní sít¥ ve 2D

Pro °e²ení úloh ve 2D byl pro adaptaci sít¥ zvolen p°ístup �h-re�nement� ,
tedy p°ístup p°i kterém se zvy²uje po£et bod· sít¥, respektive po£et bun¥k
(kontrolních objem·). Tento p°ístup byl zvolen zejména z d·vod· snadn¥j²í
implementace (jak bylo zmín¥no v kapitole 2, p°ístup �r-re�nement� je ob-
tíºn¥ algoritmizovatelný ve dvou, respektive t°ech dimenzích). Cílem této
kapitoly je zejména popis algoritmizace ve výpo£tovém prost°edí MATLAB
a popis problém·, vzniklých p°i realizaci. Vzhledem k tomu, ºe tato kapi-
tola je zam¥°ena zejména na metodiku a implementaci metod adaptivních
sítí, vysta£íme si v práci s matematickým modelem Eulerových rovnic (ne-
vazká, stla£itelná a tepeln¥ nevodivá tekutina). Navíc je aproximace nevaz-
kých numerických tok· jen prvního °ádu p°esnosti. Cílem kapitoly je tedy
objasnit metodiku a implementaci a autor si uv¥domuje ºe získané poznatky
by bylo vhodné aplikovat na sloºit¥j²í matematické modely, respektive nu-
merické schéma vy²²ího °ádu p°esnosti.

4.1 Implementace algoritmu pro adaptaci výpo£etní sít¥

Jak jiº bylo zmín¥no a popsáno vý²e, pro °e²ení Eulerových rovnic je vyuºito
metody kone£ných objem· na strukturované £ty°úhelníkové síti. Tento °e²i£
je pot°eba upravit tak, aby pomocí n¥j bylo moºné °e²it problém adaptace
sít¥.

Vzhledem k tomu, ºe sí´ je £ty°úhelníková, je pro adaptaci sít¥ vy-
uºito rozd¥lení stávajících kontrolních objemu rovnom¥rn¥ na £ty°i men²í
kontrolní objemy. Tuto proceduru je pot°eba aplikovat na takové kontrolní
objemy, které byly ozna£eny zatím neur£enou funkcí pro adaptaci. Na nov¥
vytvo°ené síti je poté numericky °e²en systém Eulerových rovnic, s vyuºitím
po£áte£ní podmínky ve form¥ hodnot z p°edchozí sít¥ (iterace). Tento postup
je opakován dokud není dosaºeno poºadovaného výsledku. Pro lep²í ilustraci
celého procesu adaptace je vhodné zobrazit proces jako vývojový diagram.
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Obr. 24: Vývojový diagram pr·b¥hu výpo£tu
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4.1.1 Úpravy °e²i£e pro adaptaci sít¥

Adaptování sít¥ vyºaduje vyuºití nestrukturované sít¥. P·vodní °e²i£, stru£n¥
popsaný v kapitole 3, je tedy pot°eba upravit tak, aby podporoval adaptování
sít¥. Jako vhodná varianta se jeví p°evod °e²i£e, respektive sít¥, na nestruk-
turovanou £ty°úhelníkovou sí´. Strukturovanou sí´, která má I bun¥k v i-tém
sm¥ru a J bun¥k v j-tém sm¥ru tedy p°evedeme na sí´ která má N = I · J
bun¥k, ale nelze tuto sí´ procházet strukturovan¥.

P°evedením sít¥ do tohoto tvaru dochází ke ztrát¥ informace o hra-
ni£ních bu¬kách výpo£tové oblasti a také o sousedících kontrolních objemech.
Z tohoto d·vodu je v °e²i£i zavedena prom¥nná sousedi. Tato prom¥nná
p°i°adí kaºdému kontrolnímu objemu sousední kontrolní objem, pokud má
s tímto sousedním kontrolním objemem spole£nou hranu. Pokud °e²i£ spo-
le£nou hranu nenajde, p°i°adí na volnou pozici hodnotu 0. Tato hodnota
ozna£uje, ºe p°íslu²ná hrana kontrolního objemu leºí na hranici. Pokud °e²ená
úloha na jedné hranici výpo£etní oblasti obsahuje r·zné okrajové podmínky,
lze na volné pozice p°i°adit hodnoty -1,-2,... kde kaºdá p°íslu²ná hodnota
ozna£uje jeden typ okrajové podmínky. Prom¥nná sousedi dále ur£uje, kolik
kontrolních objem· leºí na p°íslu²né hran¥.

Dal²ím problémem, který je pot°eba °e²it je fakt, ºe kontrolní objem
nyní m·ºe mít více neº £ty°i sousedy. Protoºe p°i adaptaci nelze p°edem
°íci, kolikrát bude který kontrolní objem rozd¥len, bylo pot°eba omezit po£et
soused·. Kaºdý kontrolní objem m·ºe mít tedy na jedné hran¥ maximáln¥
dva sousedy. S tímto omezením souvisí zvý²ení po£tu bod·, které de�nují
jeden kontrolní objem na osm (u strukturované sít¥ sta£ili £ty°i body).
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Obr. 25: Sousedi kontrolního objemu

Pokud má kontrolní objem na jedné hran¥ dva (nebo více) sousedí-
cích kontrolních objem·, je pot°eba dále ur£it závislost nevazkých numeric-
kých tok· mezi jednotlivými kontrolními objemy. To znamená, ºe pokud má
kontrolní objem na hran¥ dva sousedící kontrolní objemy, pak výsledný tok
touto hranou je sou£tem tok· ze sousedících bun¥k p°es p°íslu²ící (men²í)
hrany.

Obr. 26: Numerické toky
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4.1.2 Volba bun¥k ur£ených pro adaptaci

Jedním z dal²ích problém· p°i °e²ení problematiky adaptace sít¥ je vhodná
volba funkce, která vymezuje oblast pro adaptaci (v p°ípad¥ této práce d¥lení)
kontrolních objem·. Jako vhodná prom¥nná, podle které se °ídí algoritmus
výb¥ru region· pro adaptaci, se jeví hustota ρ. Algoritmus pro výb¥r region·
ur£ených k adaptaci lze popsat p°ibliºn¥ takto.

• Pro kaºdou hranu kontrolního objemu vypo£teme relativní normu

εik =

∣∣∣∣ρi − ρkρi

∣∣∣∣ , (4.1)

kde i = 1, 2, 3, . . . , N je po£et bun¥k a k je k-tý soused kontrolního
objemu.

• Na kaºdém kontrolním objemu vybereme maximální εik.

• Pokud platí, ºe εik > C, ozna£íme bu¬ku pro adaptaci. Konstanta C se
m·ºe m¥nit s úlohou, z numerických experiment· se osv¥d£ila hodnota
°ádov¥ okolo C = 10−2.

• Aplikujeme algoritmus pro vypln¥ní regionu pro adaptaci.

Algoritmus pro vypln¥ní regionu pro adaptaci
Pro zaji²t¥ní numerické stability, p°i °e²ení systému Eulerových rovnic, je
pot°eba zachovat dostate£nou kvalitu sít¥. Region kontrolních objem·, ozna-
£ených pro adaptaci, m·ºe být £asto nespojitý. To zp·sobuje skokové zm¥ny
ve velikosti kontrolních objem· a tato skoková zm¥na £asto vede ke ztrát¥
numerické stability a divergenci celého °e²ení. Jeden z p°ípad·, kdy nastaly
problémy s numerickou stabilitou, je zobrazen na následujících obrázcích.
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Obr. 27: P°íklad nevhodného adaptivního regionu

Obr. 28: P°íklad nevhodného adaptivního regionu - detail

Z vý²e popsaného d·vodu je do °e²i£e Eulerových rovnic pro adap-
tivní sít¥ implementován algoritmus, který se snaºí tyto nespojitosti vyhladit,
tedy vlastn¥ doozna£it kontrolní objemy uvnit° adaptivního regionu tak, aby
byl tento region pln¥ vypln¥n kontrolními objemy ozna£enými pro adaptaci.

Popsaný algoritmus hledá kontrolní objemy, které nebyly ozna£eny
pro adaptaci, ale alespo¬ dva jejich sousední kontrolní objemy byly pro adap-
taci ozna£eny. Tento základní algoritmus se ukázal jako dosta£ující a dob°e
funk£ní, pokud je proveden opakovan¥, po£et iterací op¥t záleºí na zadané
úloze.
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4.1.3 Tvorba adaptované sít¥

Nyní p°istupme k tvorb¥ nových kontrolních objem·. Kaºdý kontrolní objem,
ozna£ený pro adaptaci, rozd¥líme rovnom¥rn¥ na 4 men²í kontrolní objemy
tak, aby jejich spole£ný bod byl st°ed daného kontrolního objemu. Kaºdému
nov¥ vzniklému kontrolnímu objemu p°i°adíme vektor konzervativních pro-
m¥nných p·vodního, nerozd¥leného kontrolního objemu. Nov¥ vzniklé adap-
tované kontrolní objemy poté p°idáme k p·vodním kontrolním objem·m.

Po provedení tohoto algoritmu pro kaºdý ozna£ený kontrolní objem
dostáváme °adu kontrolních objem·, respektive jejich uzl·, které ozna£ují
stejný kontrolní objem, respektive uzel. Z tohoto d·vodu je dále nutné apli-
kovat algoritmus, který odstraní v²echny duální kontrolní objemy, respektive
uzly sít¥. Tento algoritmus pouze hledá stejné hodnoty, a pokud najde dva
stejné uzly/kontrolní objemy, jeden z nich odstraní.

Oprava hranice výpo£tové oblasti
P°i adaptování sít¥ na hranici výpo£tové oblasti, kde je navíc tato hranice
popsána k°ivkou, dochází ke zm¥n¥ geometrie vlivem chyby p°i adaptaci sít¥.
Dochází ke zm¥n¥ k°ivky na po £ástech lineární funkci. Ukazuje se, ºe tato
zm¥na má vliv na proudové veli£iny u st¥ny a dochází k oscilacím v °e²ení.
Z tohoto d·vodu je implementován algoritmus, který opravuje nov¥ vzniklé
kontrolní objemy na hranici výpo£tové oblasti. Algoritmus interpoluje nov¥
vzniklé uzly sít¥ na p°edepsanou k°ivku (hranici). Tím je zachována p·vodní
geometrie.
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Obr. 29: P°íklad oscilací na hranici výpo£tové oblasti

Posledním krokem algoritmu pro adaptaci sít¥ je výpo£et obsah·
jednotlivých kontrolních objem· a normál. Tento výpo£et je jiº ale proveden
standardním zp·sobem jako u klasického °e²ení systému Eulerových rovnic
tak, jak bylo popsáno v p°edchozí kapitole.

4.2 Numerické °e²ení testovacího p°íkladu: 2D GAMM

kanál

Vý²e popsaný algoritmus pro adaptaci sít¥ byl aplikován na známou testo-
vací úlohu, takzvaný GAMM kanál. Na následujícím obrázku je nazna£ena
výpo£tová oblast.
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Obr. 30: Geometrie testovacího 2D GAMM kanálu

Hranice výpo£tové oblasti ∂Ωinlet p°edstavuje vstup tekutiny do vý-
po£etní oblasti, hranice ∂Ωoutlet p°edstavuje výstup tekutiny z výpo£etní ob-
lasti a hranice ∂Ωwall p°edstavuje pevnou nepropustnou st¥nu.

Na jednotlivých st¥nách p°edepisujeme následující okrajové pod-
mínky.

Subsonická okrajová podmínka na vstupu

• Stagna£ní hustota ρs1 = 1.4637
[
kg
m3

]
,

• stagna£ní tlak ps1 = 137483[Pa],

• úhel náb¥hu proudu β = 0o.

Subsonická okrajová podmínka na výstupu

• Statický tlak p2 = 101325[Pa].

Okrajová podmínka na pevné nepropustné st¥n¥

• vTn = 0.

Popis implementace jednotlivých okrajových podmínek je popsán v °ad¥ pub-
likací, nap°íklad v [10]. Detailnímu popisu okrajových podmínek se podrobn¥
v¥novala také autorova bakalá°ská práce.

50



4.2.1 Adaptace 2D GAMM kanálu

Jako vstupní sí´ pouºijeme £ty°úhelníkovou nestrukturovanou sí´, která má
6340 kontrolních objem·. Na této síti provedeme numerické °e²ení Eulerových
rovnic, se zastavovací podmínkou 10 000 iterací. Tento výpo£et slouºí jako
vstupní data pro adaptaci, proto jako zastavovací podmínku sta£í p°edepsat
po£et iterací.

Dále budeme adaptovat sí´. Kritériem konvergence je dosaºení 10
000 iterací nebo spln¥ní zastavovací podmínky

rez =

√√√√∑N
k=1 |Ωk| 1

∆t

(
ρn+1
k − ρnk

)2∑N
k=1 |Ωk|

≤ 10−4. (4.2)

Proces adaptace je zastaven ve chvíli, kdy se poda°í dostate£n¥ p°esn¥ zachy-
tit Zierepovu singularitu, která by m¥la vznikat na spodní hranici výpo£tové
oblasti, ve dvou t°etinách kanálu, v oblasti kde dochází k prudkému poklesu
Machova £ísla.

4.2.2 Numerické výsledky testovacího p°íkladu GAMM kanálu

Vý²e popsaným algoritmem byly provedeny 3 adaptace. Hodnota CFL byla
nastavena jako CFL = 0.5. Provedeny byly t°i iterace adaptace sít¥. Vý-
sledná, adaptovanou sí´ je zobrazena na následujících obrázcích.
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Obr. 31: Výsledná výpo£etní sí´ po adaptaci (první adaptace £erven¥, druhá
adaptace £ern¥, t°etí adaptace r·ºov¥)

Obr. 32: Detail adaptované výpo£etní sít¥

Sí´ se adaptovala v míst¥, kde se nachází rázová vlna, viz následující
kontury.
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Obr. 33: Kontury tlaku

Obr. 34: Kontury Machova £ísla
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Obr. 35: Kontury Machova £ísla (detail)

Dále zobrazme Machovo £íslo na dolní hranici výpo£tové oblasti a
porovnejme ho s výsledky dosaºenými v [16]

54



Obr. 36: Pr·b¥h Machova £ísla na dolní st¥n¥

Obr. 37: Pr·b¥h Machova £ísla z literatury [16]
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Jak je vid¥t i obrázk·, poda°ilo se pom¥rn¥ ost°e zachytit Zierepovu
singularitu. Machovo £íslo by m¥lo dosahovat hodnoty 1.38, v práci dosaºené
výsledky dosahují hodnoty Machova £ísla 1.29. Niº²í hodnota je zp·sobena
pouºitím AUSM schématu, které je prvního °ádu p°esnosti v prostoru. Pro
p°esn¥j²í °e²ení by bylo vhodné aplikovat adaptaci sít¥ na schéma vy²²ího
°ádu p°esnosti. Na záv¥r této kapitoly je²t¥ zobrazme pr·b¥h rezidua.

Obr. 38: Pr·b¥h rezidua
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Záv¥r

Záv¥rem je moºné konstantovat, ºe cíle formulované v zadání diplomové práce
byly spln¥ny. Autor programov¥ realizoval základní p°ístupy pro adaptaci vý-
po£etní sít¥ typu �r-re�nement� v 1D s vyuºitím metody kone£ných diferencí.
Na modelovém p°íkladu nelineární vazké Burgersovy rovnice v 1D se poda°ilo
sníºit oscilace °e²ení vhodným p°eskupováním uzl· sít¥ v pr·b¥hu výpo£tu.
Dále byl vyvinut program pro numerické °e²ení nelineárního systému Eulero-
vých rovnic ve 2D, pouºívající metodu kone£ných objem· na strukturované
£ty°úhelníkové síti. Tento °e²i£ byl výchozím pro adaptaci sít¥ pomocí metody
typu �h-re�nement� . �e²i£ byl upraven pro pot°eby adaptaci sít¥ a zárove¬
p°eveden ze strukturované na nestrukturovanou £ty°úhelníkovou sí´. Imple-
mentovaný adaptivní algoritmus byl pouºit na testovací úloze 2D GAMM
kanálu. Zde se pomocí adaptace sít¥ poda°ilo pom¥rn¥ ost°e zachytit Ziere-
povu singularitu. Výsledek lze vyzdvihnout zejména z d·vodu vyuºití pouze
schématu prvního °ádu p°esnosti pro prostorovou diskretizaci.

Numerické °e²ení bylo provedeno s vyuºitím zavedených postup· pro
°e²ení systému nelineárních Eulerových rovnic pomocí metody kone£ných
objem·. P°ínos práce lze spat°ovat zejména v popisu a algoritmizaci metody
pro adaptaci sít¥, propojení se stávajícím °e²i£em a dále s popsáním problém·
vznikajících p°i p°ipojení adaptivního algoritmu ke klasickému °e²i£i.

Problematika adaptace sít¥ se ukazuje jako sloºitý problém, zejména
z pohledu numerické matematiky a stability °e²ení. Tato práce by m¥la slou-
ºit jako úvod do problematiky a vyvinutý °e²i£ by bylo pot°eba dále rozvíjet.
Dal²ím roz²í°ením této práce by bylo nap°íklad pouºítí schématu pro prosto-
rovou diskretizaci, která je vy²²ího °ádu p°esnosti. Dále by bylo velmi vhodné
roz²í°it stávající °e²i£ o model Navierových-Stokesových rovnic, p°ípadn¥ dále
vylep²it algoritmus adaptace sít¥ tak, aby mohl tvo°it nap°íklad kontrolní ob-
jemy ve tvaru trojúhelník·, nebo dále zvý²it robustnost algoritmu.
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