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Abstrakt

Diplomova prace se zabyva zaklady adaptivniho sitovani vyuzitelného pfi nu-
merickém feSeni problému proudéni tekutin. V praci je aplikovina metoda
konec¢nych diferenci v piipadé 1D problémii a metoda koneénych objemi for-
mulovana na nestrukturované ¢tyirthelnikové siti v pripadé 2D problémi. Pro
feseni 2D problémt proudéni je pouzit matematicky model popsany neline-
arnim systémem Eulerovych rovnic. Pro aproximaci nevazkych numerickych
toku je implementovano explicitni AUSM schéma prvniho fadu piesnosti.
Casova diskretizace je provedena pomoci dvoustupinové Rungeovy-Kuttovy
metody.

Hlavni ¢asti prace je popis implementace algoritmi pro adaptaci sité.
V prvni ¢asti prace je popsan a implementovan piistup k adaptaci typu
,r-refinement®, ktery zachovava pocet uzli vypocetni sité a pohybuje s uzly
sité, pro tfeSeni 1D tloh. V druhé ¢asti prace je implementovan piistup pro
adaptaci vypocetni sité typu ,h-refinement®, ktery méni propojeni jednotli-
vych bunék sité, pro feSeni 2D problémi proudéni. Vyvinuté algoritmy jsou
v praci testovany na vybranych testovacich ulohach.

Kli¢ova slova: metoda konec¢nych objemi, metoda konec¢nych dife-
renci, systém Eulerovych rovnic, adaptace sité, AUSM schéma



Abstract

Diploma thesis presents basics of the adaptive mesh refinement methods,
focused on solving numerical problems of the fluid flow. In this thesis, finite
difference method is used to solve 1D cases and finite volume method is used
to solve 2D cases. To solve 2D cases of the fluid flow, mathematical model
of non-linear inviscid fluid flow is implemented, described by Euler’s system
of equations. Inviscid numerical fluxes are approximated using explicit first
order AUSM scheme. Time discretization is done by using two stage Runge-
Kutta method.

Main focus of the thesis is to describe implementation of the algo-
rithms used for the mesh refinement. First part of the thesis describes im-
plementation of the r-refinement type adaptation, which maintains number
of nodes and moves them, to solve 1D cases. In second part of the thesis, h-
refinement type of adaptation is implemented, which increases number of no-
des and changes their connections, to solve 2D cases. Developed algorithms
are tested on selected test cases.

Key words: finite volume method, finite difference method, system
of Euler’s equations, adaptive mesh refinement, AUSM scheme
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Uvod

V problematice numerického feSeni proudéni tekutin je ¢asto problém zajis-
tit dostatecnou kvalitu vypocetni sité. V urcitych mistech vypoctové oblasti
je potieba velmi jemné vypocetni sit, v jinych ¢astech vypoctové oblasti na-
opak postacuje pomérné hruba sit. Z tohoto divodu zacali vznikat algoritmy
a metody, které se snazi upravovat sit béhem vypocétu. Motivaci pro vznik
této prace bylo zejména proniknout do problematiky adaptace sité a vyuzit
ji pro TeSeni problémi zachyceni razovych vin, se kterou se autor setkal pri
tvorbé své bakalarské prace.

Predkladana diplomovéa prace se zabyva zaklady matematického mo-
delovani proudéni tekutin s vyuzitim metod a algoritmu adaptivnich siti.
Cilem prace je zejména popsat metodiku a programovou implementaci pro-
blému adaptace sité. K implementaci je vyuzito vypoctové prostiedi MATLAB.
V praci jsou také popsany problémy, kterymi je potfeba se zabyvat pii im-
plementaci adaptivnich algoritmui.

Diplomova prace je rozdélena do ¢tyt kapitol. V prvni kapitole jsou
shrnuty piistupy k adaptaci sité a ptiklady jejich vyuziti. Jedna se o p¥istup
typu ,h-refinement*, ,p-refinement“ a ,r-refinement”.

Druha kapitola je zaméiena na algoritmy pro adaptaci vypocetni sité
typu ,r-refinement”, kdy je zachovavan pocet uzli sité a dochézi k pohybu
uzli. V této kapitole je popsan zakladni matematicky model, popisujici po-
hyb sité. Dale jsou v kapitole popsany nékteré vlastnosti a problémy spojené
s TeSenim problematiky adaptivniho sitovani pomoci typu ,r-refinement®.
Druha ¢ast kapitoly je vénovana porovnani jednotlivych algoritmi pro adap-
taci sité. Posledni ¢ast kapitoly pak obsahuje numerické feseni modelové ne-
line4drni vazké Burgersovy rovnice v 1D pomoci metody koneénych diferenci
s vyuzitim implementovaného adaptivniho algoritmu typu ,r-refinement*.

Treti kapitola je vénovana popisu numerického feSeni nelinearniho
systému Eulerovych rovnic. Pro prostorovou diskretizaci nelinedrniho sys-
tému Eulerovych rovnic byla zvolena metoda kone¢nych objemu ve 2D for-
mulované pro strukturované ¢tyithelnikové sité. Pro aproximaci nevazkych
numerickych tokii je v této praci vyuzito explicitni AUSM schéma, které je
prvniho fadu presnosti. Pro diskretizaci v Case je pak vyuzita Rungeova-
Kuttova metoda druhého tadu.



Ctvrta a posledni kapitola této diplomové prace se vénuje piistupu
k adaptaci typu ,h-refinement” ve 2D. Tato kapitola je zaméfena na pro-
gramovou realizaci tohoto ptistupu. V kapitole jsou popsany problémy pfii
implementaci, potiebné upravy vychoziho fesice a pievod ze strukturované
¢tyfihelnikové sité na nestrukturovanou ¢tyruhelnikovou sit. Jsou zde také
uvedeny nékteré problémy, které souvisi s adaptaci sité. V druhé ¢asti této ka-
pitoly je pak navrzeny a implementovany algoritmus vyuzit pro feseni tlohy
proudéni stlacitelné nevazké a tepelné nevodivé tekutiny ve znamém testo-
vacim GAMM kanalu ve 2D.

V zavéru prace je poté provedeno celkové shrnuti a zhodnoceni vy-
vinutych algoritmi pro adaptaci sité.



1 Shrnuti pristupt k adaptivnim sitim

Pti numerickém feSeni iiloh, nejen v oblasti proudéni tekutin, je velmi ¢asto
problém dosahnout optimalni kvality sité, pro dosazeni co nejpiesnéjsich vy-
sledki. Pro kvalitni feSeni je také velmi casto potieba velkého mnozstvi bu-
nék sité, ¢imz dochéazi k nartstu vypocetniho ¢asu. Z téchto duvodu zacaly
vznikat metody, které pomahaji optimalizovat vypocetni sit tak, aby bylo do-
sazeno co nejlepsiho poméru presnosti vysledkii a ¢asové naro¢nosti vypoctu.
Tyto metody lze obecné nazvat adaptaci vypocetni sité, nebot dochazi k pii-
zpusobeni (adaptaci) dané sité v zavislosti na zvoleném parametru, funkci
nebo norme.

Adaptivni sité v oblasti proudéni tekutin nachazeji uplatnéni napii-
klad v modelovani vicefazového proudéni [6], interakci tekutiny s pevnymi
Casticemi [7] nebo pro zachyceni nespojitosti typu razovych vin, kdy je po-
tfeba zajistit lokalni zahusSténi sité v oblasti vzniku razové viny. Postup pri
adaptaci sité lze rozdélit na tii zakladni p¥istupy [3]. Cilem v8ech niZe zminé-
nych metod je zvysit kvalitu sité, respektive tedy numerického reSeni. Kazda
metoda vyuziva riznych pristupt a postupt, jak zvyseni kvality dosdhnout.

1.1 Pristup typu ,h-refinement*

Pti vyuziti pristupu typu ,h-refinement dochazi ke zméné propojeni jed-
notlivych bunék. Zpravidla to znamena, ze dochazi ke zméné pocétu bunék,
respektive uzla sité [1]. Zakladnim piistupem je rozdéleni bunék na buiky
mensi, Ize také naopak bunky slu¢ovat. Hlavni vyhodou tohoto pfistupu je za-
chovéani topologie sité a relativné snadné implementace, v porovnani s ostat-
nimi metodami. Nevyhodou metody je pomérné rychly nérist po¢tu bunék
a tim padem narust vypocetniho ¢asu [4]. Pokud budeme uvazovat 2D tlohu,
poté zakladni piistup k rozdéleni bunék miize vypadat napiiklad tak, jak je
zobrazeno na nasledujicim obrazku.
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Obr. 1: Princip metody typu ,,h-refinement®

1.2 Pristup typu ,,p-refinement

Pristup ,,p-refinement® nachazi uplatnéni zejména v metodé konec¢nych prvki
(finite element method) [2] a pro metodu koneénych objemu (finite volume
method) nema veétsi vyznam. Metoda je postavena na zvySovani fadu pres-
nosti v uzlech sité, respektive tedy zvySovani radu polynomu. Vzhledem k ne-
uplatnitelnosti pro metodu kone¢nych objemt, vyuzité v této praci, je zde
tento pristup zminén jen pro tplnost.

1.3 Pristup typu ,,r-refinement*

Posledni metoda, ,,r-refinement®, zachovava pocet bunék sité, respektive uzli
[5]. Pro zvyseni piesnosti feseni dochézi k posouvani uzli sité do regiont, kde
dochézi k déjum vyzadujicim zahu$téni sité (napf. vyse zminéna razova vina).
K sledovani a urceni sméru pohybu uzli se vyuziva ruznych, matematicky
definovanych monitorovacich funkci. To zpravidla znamena, Ze do stavajiciho
modelu zadaného problému je potfeba piidat dalsi, z pravidla diferencidlni,
rovhice a vhodné tyto nové rovnice propojit se systémem stévajicich rovnic.
Tento pfistup je velmi vhodny pro feseni 1D problémii, kde je mozné pomérné
dobie propojit systém rovnic s rovnici pro adaptaci sité. Ve vice dimenzich
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dochazi ke zna¢né komplikaci v implementaci rovnic a zajisténi stability fe-
Sice. Dalsim problémem je kvalita sité, kterou je potieba velmi peclivé hlidat.
Vyhodou metody je mensi pocet bunék, tedy teoreticky rychlejsi vypocet. Je
potfeba ale brat v ivahu, Ze vypocet je zpomalovan nutnosti pridat dalsi rov-
nice do jiz stavajictho systému rovnic. Piiklad adaptace typu ,r-refinement®
je zobrazen na nasledujicim obrazku.

Obr. 2: Princip metody typu ,r-refinement®
V této praci je vyuzito prvniho pristupu pro feseni 2D tloh s vyuzi-

tim metody konec¢nych objemi a tfetiho piistupu pro feseni 1D tloh s vyu-
7itim metody koneénych diferenci.
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2 Adaptace vypocetni sité v 1D

Problém adaptivni sité lze slovy definovat naptiklad tak, Ze mame funkci
f(x) na omezeném intervalu a mame tuto funkci aproximovat v kone¢ném
poc¢tu bodu N. Jak daleko od sebe zvolit jednotlivé body vytvoiené sité?

Zvolime-li vhodné néjakou funkei hustoty sité p(x), ktera predsta-
vuje jakousi chybu numerické aproximace, potom v mistech, kde tato funkce
nabyva vysokych hodnot, bude vzdalenost mezi body vypocetni sité mensi.
Naopak tam kde jsou hodnoty funkce p(z) nizké, budou vzdalenosti mezi
body vypocetni sité vétsi. Tento princip se nazyva princip ekvidistribuce.
Tento princip a zékladni metody pouzivané pro feSeni adaptace sité v 1D
jsou popséany v této kapitole a vychazeji z literatury (8], [9] [12].

2.1 Princip ekvidistribuce

Uvazujme funkci p = p(z) > 0 na omezeném intervalu < a,b >. Budeme
hledat takovou sit 75, : 1 = a < x5 -+ < xnx = b, kterd prerozdéli funkei p na
podintervaly definované pomoci jednotlivych bodu sité tak, aby platilo

/ p(2)dp = - = /NN p(2)dz. 2.1)

Tuto rovnici lze slovné popsat tak, Ze plocha pod funkci p(x) je stejnd pro
kazdy podinterval. Funkci p(x) budeme nazyvat funkce hustoty sité (mesh
density function). Kvadratu této funkce p(z)? budeme fikat monitorovaci
funkce (monitor function).

Déle uvazujme, ze sit 75, je vytvoirena pomoci transformace
r=2z(§):<0,1 >><a,b>, tedy

i—1
&=~5—7 (2.3)

Princip ekvidistribuce lze tedy zapsat jako

(&)
/ p(z)dz = o§;, (2.4)
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kde

Obecné lze psat

kde £ € (0,1). Derivaci podle £ lze ukazat, 7e plati

p(a:)j—z = 0. (2.7)

Diky tomuto vztahu lze definovat inverzni transformaci
E=¢(x) <a,b>-<0,1>

Pt g (2.8)

2.2 De Boortv algoritmus

Jednoduchou metodou, kterou je mozné pouzit pro hledani ekvidistribuované
sité je de Booruv algoritmus. Uvazujeme opét funkci hustoty sité p(x) a né-
jakou docasnou sit 7, : 1 = a < 75 < --- < £ = b. Tuto sit lze chapat jako
sit v dané ¢asové hlading, respektive iteraci. Funkci p(z) aproximujeme jako
po ¢astech konstantni funkei p(x)

W T ES Ty, Ty >
@) tp@)l oy e< 7y, iy >

p(z) = ) 2 . (2.9)

@) p@l 3 e ey e >

Dale fesime problém ekvidistribuce, ale misto funkce p(x) mame nyni funkci
p(z), ktera je po ¢astech konstantni. Z principu ekvidistribuce zapiSeme

Pl) = / " ple)de, (2.10)

P(7;) = i (T; — Ti—1) (&) +2p(ji_1)] 1 =2,3,..., K. (2.11)
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Z rovnice (2.4) potom plyne
Pla;) = §P(b),j = 2.3, N — 1, (2.12)

kde P(b) = P(Zk). Pro urceni z; je potfeba nejprve ur¢it index k tak, aby
platilo

Diky tomu, ze P(x) je po ¢astech linearni, nebot se jedna o integraci po
castech konstantni funkce, lze x; urcit piimo jako

[p(Tr—1) + p(T4)]
2

= &P (b) — P(T)), (2.14)

(zj — Tx-1)

resp. z této rovnice lze explicitné vyjadiit z; jako

o 20P(B) ~ P(E)
et o) (215

Vzhledem k tomu, ze funkce p(z) je po ¢astech konstantni, je pro dosazeni
FeSeni potieba tuto rovnici iterovat.

2.3 Metoda BVP

De Booruv algoritmus je pomérné jednoduchy a snadno algoritmizovatelny,
nicméné je velmi obtizné rozsitit ho do vice dimenzi. Proto jako dalsi uve-
deme metodu pro vypocet ekvidistantni sité pomoci okrajové dlohy (BVM
- Boundary value problem method). Nejprve zderivujeme rovnici (2.7) podle
proménné &

j—z( ( )jgg) 0 (2.16)

a nadale plati okrajové podminky z(0) = a, z(1) = b.

Ulohu hledani sité spliiujici parametry zminéné vyse je vhodné formulovat
pomoci varia¢niho poc¢tu nésledujicim zptusobem.

Hledejme transformaci z = x(&) ktera minimalizuje funkcional

um=§£[<>f]g (217
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Tuto tulohu lze také formulovat pro inverzni transformaci £ = &(x).

1) = %/jﬁ (%)2@. (2.18)

Predpokladejme déle, ze je dana funkce p™ na siti 7;'. Rovnici (2.16) diskre-
tizujeme pomoci centralnich diferenci néasledujicicim zptusobem

2 {p(xf‘ﬂ) +p(ai) (zy —a™)

fi-‘rl - 5@'—1 2 (gi-‘rl - 5@) 2 19
plat) +ploriy) (@ =] 219
2 (& —&-1) .

2.4 Metody pohyblivé sité

Vyse zminéna metoda uvazuje, ze p # p(t). Pii TeSeni casové zéavislych pro-
blémi se ale funkce hustoty sité bude ménit s ¢asem, je tedy potieba zavést
metodu generovani ¢asové zavislé sité. Vyjdeme z rovnice (2.16), ovSem nyni
bude platit p = p(z,1t)

g—z (p(x,t)g—g =0 (2.20)

s platnostni okrajové podminky z(0) = a, (1) = b. Pro dalsi postup je
vhodné dostat rovnici do tvaru, ve které se explicitné vyskytuje rychlost
zmény sité (mesh speed) 22. Semidiskretizace takové rovnice totiz povede na
systém oby¢ejnych diferencialnich rovnic. Diskretizace (2.20) povede na sys-
tém algebraickych rovnic. Pti tiplné diskretizaci by pak ve druhém zminéném
piipadé vznikl systém algebro-diferencidlnich rovnic, ktery je obecné obtizné
feSitelny v porovnani se systémem obycejnych diferencialnich rovnic.

Rovnice zahrnujici rychlost zmény sité budeme nazyvat MMPDE
(Moving mesh partial differencial equation). Zpusobu, jak definovat tyto rov-
nice je cela fada a existuji rizné tvary téchto rovnic. V této praci budeme
MMPDE volit jako Gradient flow equation zvoleného funkcionalu

1) = %/b p(;’t) (%)de. (2.21)
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Pro smér &, ktery snizuje hodnotu I(£) se jedna o rovnici

o6 Pl
prii2 (2.22)

Zde T > 0 je volena konstanta, kterou lze chapat jako doba odezvy sité na
zmény p(x,t) a P je diferencidlni operator.

Lze ukazat [8], 7e plati

o 0 ([ 0¢
Tedy muZzeme piepsat rovnici (2.22) do tvaru
o PO [0

Tato rovnice je definovana jako transformace £ = £(x,t). Jak jiz bylo nazna-
¢eno vyse, je vhodnéjsi zaménit proménné tak aby x = x(¢, t), nebot puvodni
varianta explicitné neurcuje polohu bodu ve fyzikdlnim* prostoru. Zménu
proménnych 1ze provést nasledujicim zpiisobem

§=&(x(8,1),1). (2.25)

Derivovanim tohoto vyrazu podle &

0 Ox
1=—=— 2.2
respektive toto lze zapsat jako
e\ Oz
—= = —. 2.2
(5:) =% (221
Dale derivovanim podle ¢
o0& 060z
0= 5t + 9 Ot (2.28)
respektive
ox Ox 0€
22 2.2
ot o0& ot (2.29)
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S vyuzitim téchto vztahu lze (2.22) piepsat do tvaru

Jdr 10x o\ 2 [oz\ " 0 Ox
— =——P | p— — —p= . 2.30
oF 7O (p8§> (a§> 0¢ (p(%> (2:30)
Typ MMPDE specifikujeme vhodnou volbou P. Napiiklad pro P = (px¢)?
dostavame MMPDES5 3 L 8 3
x x
—=——1|p=. 2.31
ot 7€ (p ag) (2:31)
Jinou volbou P, naptiklad P = @ dostavame modifikovanou MMPDE5
ox 1 0 ox
o =2 2.32
ot~ Tp ok (paf) (232)

Tato rovnice mize byt diskretizovana napiiklad pomoci metody konec¢nych
diferenci s vyuzitim centralnich diferenci
dx; 1 1 1
{5 (piv1 + pi) (Tig1 — 23) — B (pi + pi1) (2 — x“)]
(2.33)

Casovou derivaci na levé strané rovnice lze aproximovat napiiklad pomoci
zpétné diferencni formule

dt — piTAE?

wowt L L ) (e ) ey et g
At pZnTA£2 9 i+1 i i+1 i 2 i i—1 7 i—1
(2.34)
Dalsi moznosti jak volit diferencialni operator P je napiiklad
dr (0 9\ ' [ 9x\*0
P=-22(2,2) (&) & (2.35)
o0& \0&" 0¢ o0& ) 0&
Tato volba vede na rovnici MMPDEA4
0 0 10 0
T, o 22 () (2.36)
o0& 0& TOE \" O
Spole¢nym znakem vSech MMPDE rovnic je ¢len
10 ox
—— | p= . 2.37
3¢ (v5¢) (237

Tento ¢len uvadi sit do pohybu a zaroven udrzuje princip ekvidistribuce
v platnosti. Tento ¢len vymizi, pokud je princip ekvidistribuce splnén, tedy
kdyz je sit prerozdélena, ustane pohyb sité.
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2.5 Numerické reseni adaptivnich siti v 1D

V predchozich kapitolach byly popsany tfi metody pro tvorbu adaptivni sité
v 1D. Porovnejme tyto tii metody piistupu k adaptaci sité na jednoduché
uloze.

2.5.1 Porovnani popsanych algoritmi pro danou funkci hustoty
sité
Uvazujme funkci hustoty sité ve tvaru

p(x) =1+ 10(1 — tanh®(10(x — 0.75)))+

+20(1 — tanh*(20(x — 0.25))) + 30(1 — tanh*(30(z — 0.5))). (2.38)

35 T T T T

rho(x)

Obr. 3: Funkce hustoty sité
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Na tuto funkci postupné aplikujeme vyse popsané algoritmy pro
tvorbu adaptivni sité. Vzdy pritom vychézime z rovnomérné rozlozené sité
o 160 prvcich na intervalu < 0,1 >. Budeme pfitom sledovat pocet iteraci
potfebny k dosazeni normy

It =7l = e ()™ = ()" < 107°, (2.39)

tedy vypocet se zastavi v momenté kdy rozdil mezi rozlozenim sité v nasledu-
jicich iteracich bude mensi nez 1078, Pribéhy konvergence a pritbéhy zmén
polohy bodii sité jsou zobrazeny na nésledujicich obrazcich.

Pocet iteraci

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

Obr. 4: Zména polohy bodi sité pro de Booriv algoritmus
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Pocet iteraci

Pocet iteraci

N =161

Obr. 5: Zména polohy bodi sité pro BVP algoritmus
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Obr. 6: Zména polohy bodu sité pro MMPDESH algoritmus
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Obr. 7: Prubéh konvergence pro de Booruv algoritmus
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Obr. 8: Prubéh konvergence pro
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Obr. 9: Prubéh konvergence pro MMPDES algoritmus
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Jak je vidét z obrazki, sit se zahustila v mistech, kde se nachézeji
maxima funkce p(z). Pro nazornost jesté uvedme graf ve kterém je zobrazeno
vysledné rozlozeni sité a funkce p(z) napiiklad pro algoritmus MMPDES.

35 T T T T

rho(x)
body site

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Obr. 10: p(z) a rozlozeni sité

Doba vypocétu vSech algoritmii je piiblizné stejnd. Poznamenejme
jesté, ze konvergence MMPDE metody je ovlivnéna volbou ¢asového kroku
At a volbou konstanty 7. Pro tuto konkrétni tlohu byly zvoleny hodnoty
At=01a71=1.

2.5.2 Numerické feSeni modelové nelinearni vazké Burgersovy rov-
nice v 1D s vyuzitim adaptace sité

Jako priklad slozitéjsi ulohy dale uvedme teSeni vazké Burgersovy rovnice
v 1D, kterd méa tvar

u2
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kde £ > 0 predstavuje umélou vazkost. Budeme pfitom uvazovat dva p¥ipady
pro rizné pocatecni podminky

1
u(0) = sin(27wz) + 5 sin(mz), (2.41)
_J1 pro x<0.5
u(0) = {0 pro x> 0.5" (2:42)

Pti feSeni budeme uvazovat casovy interval ¢ €< 0,0.5 > a umélou vazkost
e = 1073. Jako v pfedchozim pi¥ipadé budeme uvazovat sit o 160 prvcich. Pro
feSeni vyuzijeme metodu konec¢nych diferenci a vyuzijeme napiiklad centrél-
nich diferenci v prostoru a doptedné diference v Case

uttt — €

2 (3 1
=1 (Uiv1 — 2u; +uiq) — m (uipy — i), (2.43)
kde h = ﬁ Pro diskretizaci Burgersovy rovnice muzeme ale pouzit jaké-
koliv jiné stabilni schéma, viz napiiklad [10].

Pti feSeni Burgersovy rovnice na rovhomérné rozlozené siti nastévaji
oscilace v feSeni v mistech, kde vznikaji nespojitosti typu razové viny. Regeni
pro tuto sit je zobrazeno na nasledujich obrazcich. Z obréazku je patrny vznik
oscilaci v TeSeni v misté nespojitosti. Pro snizeni oscilaci by bylo potfeba
zvysit pocet prvku sité.
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u(x)

Obr. 11: Numerické feSeni Burgersovy rovnice na rovnomérné rozlozené vy-
pocetni siti pro poc¢ateéni podminku (2.41)

1.4
t=0
t=0.1
1.2 t=0.2 1
t=0.3
A t=0.4
1 A naA /l A ‘iLN/\ /‘ t=0.5 |
VIV vy —
|
0.8} ‘ 1
g |
= |
0.6 | b
|
|
|
0.2} \
0 | L L \ L
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Obr. 12: Numerické feSeni Burgersovy rovnice na rovhomeérné rozlozené vy-
pocetni siti pro poc¢ateéni podminku (2.42)
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V dalgich pripadech budeme uvazovat stejny pocet uzli, ale s vyuzi-
tim adaptace sité metodou MMPDE, konkrétné pomoci modifikované MM-
PDE5 (2.32). Je potieba si uvédomit, ze nyni nefesime pouze jednu rovnici
pro tvorbu sité, ale navic pribyla rovnice pro feSeni Burgersovy rovnice. K fe-
Seni pfistupovat dvéma riznymi zpiisoby.

Popis implementace
Prvnim zpusobem jak pfistupovat k danému problému je fesSit rovnici pro
adaptaci sité soucasné s feSenim parcialni diferencidlni rovnice. Zavedeme-li
novy vektor neznamych

Yy = [ul(t), UQ(t),UN_l(t),UN<t),ZE1(t), l’g(t), c. ,ﬂfN_l(t), IL’N(t)]T, (244)

pak mizeme systém diferencidlnich rovnic zahrnujicich rovnici pro adaptaci
sité a parcialni diferencialni rovnici (v nasem p¥ipadé Burgersovu) zapsat
jako

f(t,y,y') =0. (2.45)
Hlavni vyhodou tohoto pristupu je tésna souvislost sité s feSenim rovnice,
tedy sit reaguje rychle na zmeény v feSeni. Dalsi vyhodou je to, Ze v soft-
warovém prostfedi MATLAB existuje fada implicitnich fesi¢u (napitiklad
ODEL15i), které lze vyuzit pro feSeni tohoto systému. Nevyhodou tohoto pii-
stupu je zejména to, zZe nové vznikly systém byva velmi ¢asto silné nelinearni
a ma pomérné slozitou strukturu. Novy systém rovnic také ztraci nékteré du-
lezité vlastnosti jako je symetrie nebo pozitivni definitnost. Systém je tedy
obecné vzato mnohem slozitéjsi feSit, nicméné diky pfimé zavislosti sité na
feseni dostavame kvalitnéjsi vysledky nez je tomu u ptistupu, ktery si popi-
Seme nyni.

Druhym zptsobem, jak pfistupovat k adaptaci sité je nejprve fesit
rovhici pro adaptaci sité a poté aplikovat nové hodnoty sité na feSeni dané
parcialni diferencialni rovnice. Zasadnim problémem tohoto pfistupu je fakt,
7e novou hladinu sité 2" poéitame pomoci feseni z piedchozi hladiny u”.
Vzniké tedy jakési zpozdéni v teSeni. Tento jev lze do jisté miry eliminovat
volbou velmi malého ¢asového kroku At. Dalsi moznosti jak toto zpozdéni
minimalizovat je iterovat nékolikrat vypodet n+ 1 hladiny sité 2"+, Zasadni
vyhodou tohoto pristupu je fakt, ze od sebe lzde odseparovat feSic sité a Fesic
rovnice. Tedy lze vytvorit skript pro adaptaci sité a pridat ho k jiz funguji-
cimu softwaru. Diky tomu je také mozné ve skriptu pro adaptaci sité provadét
vétsi zmény a volit rizné typy a pristupy k adaptaci sité.
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Prvni popsany piistup je kviili slozité implementaci omezeny prak-
ticky jen pro 1D piipady. Druhy zminény piipad je mozny aplikovat ve vice
dimenzich, je tedy pouzivany v riuznych aplikacich vyrazné castéji, byt za
cenu niz8i presnosti adaptivni sité a moznosti vzniku nestabilit v feSeni. Pro
lepsi ndzornost je na nasledujich obréazcich zobrazeno schéma obou piistupi.

generator
N adaptivni sité AR TS
—f =
| Fesi¢ PDR I’
|

— — — — m— o e — — —

Obr. 13: Schéma algoritmizace pfi soucasném feSeni adaptace sité a parcidlni
diferencialni rovnice

+1
XN yn j xn+1 u"
’ generator E i
- S . = = resic PDR | >
A adaptivni sité % '
I |
| |
S — e e e e e e e e — = — d

Obr. 14: Schéma algoritmizace pii oddéleném feseni adaptace sité a parcidlni
diferencidlni rovnice

Pred samotnym numerickym fesenim je potifeba vhodné zvolit funkci

hustoty sité. Jedna z moznosti, jak tuto funkci volit je popsana v nasledujich
odstavcich.
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Volba funkce hustoty sité
Existuje fada zpisobu, jak volit funkci p(z, t). Touto problematiku se zabyva
cela kapitola v literatuie [8] a volba jednotlivych funkei je zde popséana a ma-
tematicky zdivodnéna. Pro ulohu Burgersovy rovnice muzeme zvolit p(x)
napiiklad jako

1, L\°
[0
kde
N 3
i — Ti—1 2 2
o = maz [2( ) (ol lws] (2.47)

Druhé derivace vyskytujici se v rovnici mizeme diskretizovat jako

Ugar = 2 {(IQ — 1) (uz — ur) — (23 — x1)(u2 — Ul)} , (2.48)
(IE3 - xl)(@ - fEl)(I:s - $2)
Uz i = 2 [Uz‘ﬂ — Ui U — ui1:| ’ (2.49)
Tit1 — Ti—1 Tit1 — T4 Ty — Ti—1

Uge, N = 2 |:(

IN-1— UUN)(UN—2 - UN) - ($N—2 - lﬁN)(UN—l - UN):| (2 50)

(xN—z - IN)(xN—l - $N)($N—2 - xN—1) . '
Pti numerickém feSeni se Casto pouziva funkce, kterd zptesni p(z,t). Tuto
funkci lze implementovat napiiklad takto

p1 =73 (p1+pa),
Pi = %L (pi—1 +2pi + pi-1), (2.51)
PN = % (pn + pn—1) -
Toto schéma nékolikrat iterujeme (osvédéily se piiblizné ¢tyii iterace). Takto
pripravenou funkei hustoty sité p(x,¢) implementuje do rovnice (2.34).

Vysledky numerického FeSeni Burgersovy rovnice s vyuZi-
tim adaptace sité
Vyse popsany postup byl aplikovan ve vypoctovém prostiedi MATLAB. Byly
pritom vyuzity oba pfistupy k feSeni. P¥i soucasném feSeni modifikované
MMPDES) a Burgersovy rovnice bylo vyuzito vnitiniho implicitniho teSice
v prostiedi MATLAB, funkce ODE15i. Pro ptipad odddéleného teseni bylo
pouzito implicitni schéma pro modifikovanou MMPDES5 a explicitni schéma
pro Burgersovu rovnici popsané v (2.43). Na nésledujicich obrazcich je zob-
razen prubéh adaptace sité a feSeni rovnice v jednotlivych ¢asovych krocich.

28



05 .

0.45

0.4

0.35

0.3

< 0.25

0.2

0.15

0.1

0.05

Obr. 15: Numerické feseni Burgersovy rovnice pro poc¢ate¢ni podminku (2.41)
prubéh zmén v siti
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Obr. 16: Numerické feseni Burgersovy rovnice pro poc¢ate¢ni podminku (2.41)
pro soucasné feseni
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u(x)

Obr. 17: Numerické feseni Burgersovy rovnice pro poc¢ate¢ni podminku (2.41)
pro oddélené reseni
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Obr. 18: Numerické feseni Burgersovy rovnice pro poc¢ate¢ni podminku (2.42)
prubéh zmén v siti
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Obr. 19: Numerické feseni Burgersovy rovnice pro poc¢ate¢ni podminku (2.42)
pro soucasné reseni
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Obr. 20: Numerické feseni Burgersovy rovnice pro poc¢ate¢ni podminku (2.42)
pro oddélené feseni
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7 vysledku je patrny rozdil mezi sou¢asnym a oddélenym fesenim.
Pfi soufasném feseni je mozné volit parametr 7 = 1072 &m7 je zajisténa
agresivnéjsi adaptace sité (pfipomenme, 7e 7 je jakasi doba odezvy sité na
zmény v FeSeni). V tomto piipadé také nenastava zpozdéni popsané vyse.
Diky tomu se podafilo uplné odstranit oscilace v feSeni.

V piipadé oddéleného feSeni je schéma stabilni fadové pro hodnoty
7 € (1,100). Z tohoto diuvodu dochéazi k vyrazné pomalejsi adaptaci sité.
Navic vznikd vyse popsané zpozdéni. Z tohoto diivodu se nepodafilo aplné
odstranit vzniklé oscilace, nicméné doslo alespon k ¢aste¢nému utlumeni.
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3 Numerické reSeni proudéni stlacitelnych ne-
vazkych a tepelné nevodivych tekutin ve 2D

Vzhledem k tomu, 7e prace je zaméiena na metody adaptace sité, vysta-
¢ime si v této praci s matematickym modelem stlacitelné nevazké a tepelné
nevodivé tekutiny. Tento model je popsan systémem Eulerovych rovnic. Mo-
del je postacujici pro zachyceni rdzovych vin a zaroven je vypocetné méné
narocny a podstatné rychleji konverguje. Systém Eulerovych rovnic je zjed-
nodu8eny systém Navierovych-Stokesovych rovnic, kde byly zanedbany vazké
¢leny. Odvozeni tohoto systému je detailné popsano napiiklad v [10] nebo [11].
Zminme pouze, Ze jak systém Navierovych-Stokesovych rovnic, tak systém
Eulerovych rovnic, vychazi ze zakoni zachovani hmotnosti, hybnosti (resp.
momentu hybnosti) a celkové energie termodynamického systému v Eulerové
popisu. Systém Eulerovych rovnic lze zapsat kompaktné v integralnim tvaru

jako
ow OFL (w)
—dQ —2 - 2dQ =0. 1
/Qatd —1—/9 oz, d 0 (3.1)

Zde j = 1, 2 pro ptipad 2D tlohy. Proménna ¢ je ¢as a z; je j-ta slozka kartéz-
ského soutfadnicového systému. Vektor w nazveme vektorem konzervativnich
proménnych a zapiSeme jej ve tvaru
p
w= |, (3.2)

pv
E

kde p je hustota, u a v jsou kartézské slozky vektoru rychlosti v = (u,v)T

a F je celkova energie termodynamického systému vztazené na jednotku ob-
jemu. Lze ji zapsat ve tvaru

E = pe + %p (v +27%) . (3.3)

Zde € je vnitini energie € = ¢, T. Vyraz %p (u? + v?) odpovida mérné kinetické
energii. Vektor Ff nazveme j-tou slozkou nevazkého toku. Tento vektor ma
pro j = 1 tvar
pu
2
Fl(w)=|" uputp , (3.4)
(E+p)u
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respektive pro j = 2

pU

pUv
pv® +p
(E+p)o
Tento systém Eulerovych rovnic obsahuje vice neznamych, nez je pocet rov-
nic. Vzhledem k tomu, ze proudéni stlacitelnych tekutin vzdy provéazi termo-
dynamické zmény, doplhuje se systém Fulerovych rovnic o stavovou rovnici
ideéalniho plynu ve tvaru

Fy(w) = (3.5)

p=prT, (3.6)

kde T je termodynamicka teplota a r je specifickd plynova konstanta. Stavo-
vou rovnici lze pomoci vhodnych tprav piepsat do tvaru

p=(k—1) E—%p(uzjth) , (3.7)

kde k je Poissonova adiabaticka konstanta.

3.1 Metoda kone¢nych objemi

Pro prostorovou diskretizaci systému Eulerovych rovnic vyuzijeme metodu
kone¢nych objemi a odvodime ji pro strukturovanou ¢tyfihelnikovou sit.
Vypodctovou oblast Q C R? rozdélime na kone¢ny pocet malych podoblasti
tak, aby se tyto podoblasti navzajem nepiekryvaly a vyplhovaly celou vypo-
¢tovou oblast. Témto podoblastem budeme fikat koneéné objemy (kontrolni
objemy) a v této praci budeme uvazovat jejich tvar ve formé ¢tyfuhelnika.
V piipadé strukturované sité lze zavést indexovani 7,7 a jednotlivé objemy
znacit jako €;;.
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y(i)

x(i)

Obr. 21: Strukturovana sit ve 2D

Resent systému Eulerovych rovnic w = w (x, t) hledame ve stiedech
kontrolnich objemt €2;; ve formé konstantnich funkei. Tuto konstantni funkei,
na kontrolnim objemu €);;, oznacime jako w;;. Tato funkce je definovana
jako integralni prumér vektoru konzervativnich proménnych w pies kontrolni
objem €;;, tedy

1
Wi = T / w (x,t) dx. (3.8)
| € | Ja,

Obecné predstavuje | €;; | velikost kontrolntho objemu €;;, v piipadé FeSent
2D tlohy na strukturované ¢tytihelnikové siti se jedna o obsah ¢tyithelniku.
Nyni vyuZijeme rovunice (3.1) pro jednotlivé kontrolni objemy. Pievedeme
integral zahrnujici nevazké toky na pravou stranu a rozepiseme po slozkéch.
Dostavame

ow OF!I (w) OF%(w)
—dx = — L 2 dx. 3.9
q, Ot x /Q] [ ox * dy x (3:9)
Na pravou stranu vzniklé rovnice aplikujeme déile Greenovu vétu
ow -
/ de = —y{ [F{ (w)n; + F} (w)nl;] ds. (3.10)
Qij 89”
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V této rovnici jsme zavedli hranici kontrolniho objemu 0€;; a jednotkovy

.y . . . T
vektor vnéjsi normaly k této hranici n;; = (nw, n; ) .

Do takto upravené rovnice dosadime integralni pramér (3.8) a do-
stavame

d I I

— Wi (O] | Qj |= — [F{ (w)nf; + Fy (w)nl;] ds. (3.11)

dt 9.

ij

Déle nahradime kiivkové integraly souctem pfes jednotlivé hranice 0€;; kon-
trolntho objemu €2;;. Tyto hranice oznacime jako 17, kde pro ¢tyrthelnikovy
kontrolni objem plati A = 1, 2, 3,4. Nahrazenim integrali dostavame

4

Wi (8)] | Qij 1= = > ["F1 (W) ™nf; + "Fy (w) ™nl] [ "] (3.12)

m=1

4
dt

Zde nj; = (mnfj,m y) je jednotkovy vektor vnéjsi normaly ke strané h;}

| hi} |= \/AzZ, + Ay2, je délka strany hj7. Vektor n}} lze zapsat jako

T
n” — (Aym _ Af”’"') , (3.13)

RN R B R

kde

L Axm = Tm+1 — Tm, Aym = Ym+1 — Ym Prom = 172737
® Az, =21 — Ty AYim = Y1 — Ym Pro m = 4.
Zavedme jesté normélovy vektor S} k jednotlivym hrandm kontrolniho ob-

jemu h}
ST =ny! | 7 |= (Aym, —Az,)" (3.14)
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Sa

Obr. 22: Kontrolni objem ve 2D

Nyni nahradime nevazké toky numerickymi nevazkymi toky (for-
méalné preznac¢ime F; — f Fy — g) v rovnici (3.12) a dostavame

%[Wij(t)] [ Qi 1= =Y [fr (W) 0y + gy, (W) ™) [ ™ (3.15)

m=1

Nyni jiz zalezi na volbé numerického toku. Déle je potieba vhodné
aproximovat ¢asovou derivaci na levé strané rovnice.

3.2 Metoda c¢asové integrace

Pro ¢asovou diskretizaci derivace na levé strané rovnice (3.15) Vyuzijeme
Rungeovy-Kuttovy metody. Nejprve ozna¢ime pravou stranu rovnice (3.15)
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jako G (w(t)), kde G predstavuje operator prostorové diskretizace. Touto
apravou dostavame obycejnou diferencialni rovnici ve tvaru

d
e Wi ()] = G (w(t)). (3.16)

Tuto rovnici feSime pomoci explicitni Rungeovy-Kuttovy metody druhého
stupné, s poc¢atecni podminkou ve tvaru

1
Wij (0) = W0 = m [2 w (X, 0) dx. (317)
) ij

Rovnici fesime na intervalu ¢t = (0,7), s casovym krokem At = t,11 — t,.
Reseni v Case ¢, oznacime jako wy.

Nyni vypo¢teme hodnotu rovnice (3.16) a oznacime ji jako

Q=9 (w}). (3.18)
Druhy krok Rungeovy-Kuttovy metody oznacime jako
At
Q@ =0Q (w?j + 2q1> . (3.19)
Hodnotu WZH v Case t, .1 potom dostaneme jako
n+1 n 1
Wi =W+ B} (1 +9q2). (3.20)
Délku ¢asového kroku At uréime z nutné podminky stability [10] ve tvaru
CFL
ALS Ty ABy)] (3:21)

\
max
Awmij T Ayij

Zde C'FL je konstanta volend pro explicitni schéma v intervalu CF'L € (0, 1),
| AM(A4j), e |=] s | +eig a] A(Byj), .. |=] vij | +¢ij jsou maximélni hodnoty
vlastnich ¢isel Jacobiovych matic nevazkych tokt. Proménné c;; je lokalni
rychlost zvuku v kontrolnim objemu €2;;.

Zavérem poznamenejme, ze volba Rungeovy-Kuttovy metody dru-
hého stupné je postacujici pii vhodné zvolené prostorové diskretizaci. Pro
jinou volbu prostorové diskretizace miize byt vyzadovana volba vyssiho radu
Rungeovy-Kuttovy metody, napiiklad fadu ¢évrtého. V této praci si ovSem
vysta¢ime s vySe zminénou metodou.
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3.3 Explicitni AUSM schéma

Pro aproximaci nevazkého numerického vyuzijeme AUSM schéma. Odvozeni
vychazi z ¢lanka [13], [14]. Ozna¢me celkovy nevazky numericky tok sténou
kontrolniho objemu €2;; jako

F! = ng; - 1+ nfj gl (3.22)

Tento tok lze rozdélit na dvé ruzné ¢asti a to na konvektivni ¢ast F{c) a tla-

kovou Cést Ffp), tedy

pc 0
I xel v I _ ol I puc M
Fr=npt + g =Fo+Fp =M. | | +P ”i - (3.23)
phoc 0
Zde c je lokalni rychlost zvuku
c=VrrT, (3.24)
M, je normalova hodnota machova cisla
v
M, = —, (3.25)
c
kde V' je konvektivni norméalova rychlost
V=u-nj+v-n. (3.26)
Hodnota hy je mérna stagnacni enthalpie
Lo o
h0:h+§(u +0?), (3.27)
h=e+?2, (3.28)
p

kde h je mérné enthalpie.

Uvazujme déale dva kontrolni objemy ve tvaru ¢tyrahelniki, které
spolu sousedi, tedy maji spole¢nou hranu h, viz nasledujici obrazek.
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Obr. 23: Sousedni kontrolni objemy

Tyto dva sousedici kontrolni objemy ozna¢ime indexem L - levy (left)
kontrolni objem a R - pravy (right) kontrolni objem. Stejné tak vektory
konzervativnich proménnych pro jednotlivé kontrolni objemy oznacime jako
w,, respektive wg.

Z rovnice (3.25) muZeme ur¢it normélové Machovo ¢islo pro obé
bunky na jejich spole¢né sténé jako

V

M, = -~ (3.29)
cr
V

M, = -2 (3.30)
CRr

kde V7, respektive Vg jsou vypocteny podle rovnice (3.26). Vysledné Machovo
¢islo na spolecné sténé dvou sousedici kontrolnich objemt ur¢ime jako

Mig = M (My1) + M~ (M) . (3.31)

Operator M je v literatufe nazyvan jako splitting function, volné pielozeno
tedy rozkladaci funkce. Existuje fada moznosti, jak tuto funkci zvolit. V této
praci je zvolena varianta, kterd byla jiz pouzita v jinych pracich na KME
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FAV, napiiklad v ¢lanku [15]. Zvolena funkce méa tvar

M=+|M]| M>1

M* (M) = { s 2 e\ ’ (3.32)
(M=+1) M=—1 ..
="+ ( 3 ) Jinak.
Obdobnym zptsobem je definovana i splitting function pro tlak
M+ M|
+ _ |M| > 1a

Pt (1) = {(Mﬂﬁéw) e (3:33)

Nyni Ize urcit tlak na spolecné sténé dvou sousedici kontrolnich objemu jako
PLR = P+ (MnL)pL + 73_ (MnR> PR (334)

Poznamenejme jesté, ze funkce (3.32) a (3.33) musi splitovat fadu matema-
tickych vlastnosti, detailné popsanych naptiklad v [15].

Se znalosti tlaki, respektive Machovych ¢isel na spolecné sténé le-
vého a pravého kontrolniho objemu lze urcit nevazky numericky tok naptiklad
pravou sténou A", kontrolniho objemu €2;; jako

il (3.35)

ij

I L R m\ _ gl(c)
F. (Wijvwz‘ﬂjanij) =F g TDPLR |m

S 3 O

0

Tento vztah lze prepsat do tvaru, ktery je mozné dobfe implementovat. Na-
piiklad opét pro pravou sténu kontrolniho objemu €2;;

0
Fl — %MLR (ch) v F;(C)) - %IMLR| (F;(C) . Fé(c)) +DrR :Zyj - (3.36)
0
Poznamenejme jesté, ze sloupcova matice Fi(((;)%) ma tvar
pc
Fg&; = ;”;Z’ . (3.37)
phoc

L(R)

Odvozené schéma AUSM, pro numerickou aproximaci nevazkych numeric-
kych tokt, je prvniho fadu pfesnosti.
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4 Adaptace vypocetni sité ve 2D

Pro feseni tloh ve 2D byl pro adaptaci sité zvolen pristup ,h-refinement*,
tedy pristup pri kterém se zvySuje pocCet bodu sité, respektive pocet bunék
(kontrolnich objemi). Tento piistup byl zvolen zejména z divoda snadnéjsi
implementace (jak bylo zminéno v kapitole 2, p¥istup ,r-refinement“ je ob-
tizné algoritmizovatelny ve dvou, respektive t¥ech dimenzich). Cilem této
kapitoly je zejména popis algoritmizace ve vypo¢tovém prostiedi MATLAB
a popis problémi, vzniklych pfi realizaci. Vzhledem k tomu, Ze tato kapi-
tola je zaméfena zejména na metodiku a implementaci metod adaptivnich
siti, vystac¢ime si v praci s matematickym modelem Eulerovych rovnic (ne-
vazka, stladitelna a tepelné nevodiva tekutina). Navic je aproximace nevaz-
kych numerickych toku jen prvniho fadu pfesnosti. Cilem kapitoly je tedy
objasnit metodiku a implementaci a autor si uvédomuje ze ziskané poznatky

vvvvvv

merické schéma vyssiho radu presnosti.

4.1 Implementace algoritmu pro adaptaci vypocetni sité

Jak jiz bylo zminéno a popséno vyse, pro feSeni Eulerovych rovnic je vyuzito
metody kone¢nych objemi na strukturované ¢tytrihelnikové siti. Tento Fesic
je potieba upravit tak, aby pomoci néj bylo mozné fesit problém adaptace
sité.

Vzhledem k tomu, ze sit je Ctyithelnikova, je pro adaptaci sité vy-
uzito rozdéleni stavajicich kontrolnich objemu rovnomérné na ¢tyfi mensi
kontrolni objemy. Tuto proceduru je potieba aplikovat na takové kontrolni
objemy, které byly oznaceny zatim neurcenou funkci pro adaptaci. Na nové
vytvorené siti je poté numericky fesen systém Eulerovych rovnic, s vyuzitim
pocateéni podminky ve formé hodnot z predchozi sité (iterace). Tento postup
je opakovan dokud neni dosazeno pozadovaného vysledku. Pro lepsi ilustraci
celého procesu adaptace je vhodné zobrazit proces jako vyvojovy diagram.
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Pocatecni sit
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rovnic
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Modifikace algoritmu
adaptace
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Obr. 24: Vyvojovy diagram prib&hu vypoctu
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4.1.1 Upravy fesi¢e pro adaptaci sité&

Adaptovani sité vyzaduje vyuziti nestrukturované sité. Puvodni fesi¢, stru¢né
popsany v kapitole 3, je tedy potieba upravit tak, aby podporoval adaptovani
sité. Jako vhodné varianta se jevi pfevod fesice, respektive sité, na nestruk-
turovanou ¢tyfihelnikovou sit. Strukturovanou sit, kterd ma I bunék v i-tém
sméru a J bunék v j-tém sméru tedy prevedeme na sit kterd ma N =1-.J
bunék, ale nelze tuto sit prochézet strukturované.

Prevedenim sité do tohoto tvaru dochazi ke ztraté informace o hra-
ni¢nich buiikach vypoctové oblasti a také o sousedicich kontrolnich objemech.
pritadi kazdému kontrolnimu objemu sousedni kontrolni objem, pokud mé
s timto sousednim kontrolnim objemem spolecnou hranu. Pokud feSi¢ spo-
le¢nou hranu nenajde, pfifadi na volnou pozici hodnotu 0. Tato hodnota
oznacuje, ze prislusné hrana kontrolniho objemu lezi na hranici. Pokud feSené
tiloha na jedné hranici vypocetni oblasti obsahuje rizné okrajové podminky,
lze na volné pozice prifadit hodnoty -1,-2,... kde kazda prislusnd hodnota
oznacuje jeden typ okrajové podminky. Proménnd sousedi dale urc¢uje, kolik
kontrolnich objemi lezi na prislusné hrané.

Dalsim problémem, ktery je potieba fesit je fakt, Ze kontrolni objem
nyni muze mit vice nez Ctyfi sousedy. Protoze pii adaptaci nelze pfedem
ici, kolikrat bude ktery kontrolni objem rozdélen, bylo potieba omezit pocet
sousedli. Kazdy kontrolni objem muZe mit tedy na jedné hrané maximéalné
dva sousedy. S timto omezenim souvisi zvySeni poc¢tu bodu, které definuji
jeden kontrolni objem na osm (u strukturované sité stacili étyii body).
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Obr. 25: Sousedi kontrolniho objemu

Pokud ma kontrolni objem na jedné hrané dva (nebo vice) sousedi-
cich kontrolnich objemii, je potieba dale urcit zavislost nevazkych numeric-
kych tokt mezi jednotlivymi kontrolnimi objemy. To znamené, Ze pokud mé
kontrolni objem na hrané dva sousedici kontrolni objemy, pak vysledny tok
touto hranou je souctem toku ze sousedicich bunék pfes piislusici (mensi)
hrany.

Obr. 26: Numerické toky
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4.1.2 Volba bunék uréenych pro adaptaci

Jednim z dalSich problému pii feSeni problematiky adaptace sité je vhodna
volba funkce, ktera vymezuje oblast pro adaptaci (v p¥ipadé této prace déleni)
kontrolnich objemt. Jako vhodna proménna, podle které se ridi algoritmus
vybéru regionti pro adaptaci, se jevi hustota p. Algoritmus pro vybér regionti
urcenych k adaptaci lze popsat pfiblizné takto.

e Pro kazdou hranu kontrolniho objemu vypoc¢teme relativni normu

, (4.1)

kde i = 1,2,3,..., N je pocet bunék a k je k-ty soused kontrolniho
objemu.

e Na kazdém kontrolnim objemu vybereme maximéalni €.

e Pokud plati, ze €;;, > C, ozna¢ime buiiku pro adaptaci. Konstanta C' se
miize ménit s ilohou, z numerickych experimenti se osvédcila hodnota
fadové okolo C' = 1072

e Aplikujeme algoritmus pro vyplnéni regionu pro adaptaci.

Algoritmus pro vyplnéni regionu pro adaptaci

Pro zajisténi numerické stability, pti feSeni systému Eulerovych rovnic, je
potieba zachovat dostatecnou kvalitu sité. Region kontrolnich objemii, ozna-
¢enych pro adaptaci, mize byt ¢asto nespojity. To zpusobuje skokové zmény
ve velikosti kontrolnich objemt a tato skokova zména cCasto vede ke ztraté
numerické stability a divergenci celého teSeni. Jeden z piipadii, kdy nastaly
problémy s numerickou stabilitou, je zobrazen na nasledujicich obréazcich.
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Obr. 28: Priklad nevhodného adaptivniho regionu - detail

7, vy$e popsaného divodu je do teSi¢e Eulerovych rovnic pro adap-
tivni sité implementovan algoritmus, ktery se snazi tyto nespojitosti vyhladit,
tedy vlastné dooznacit kontrolni objemy uvnit¥ adaptivniho regionu tak, aby
byl tento region plné vyplnén kontrolnimi objemy oznacenymi pro adaptaci.

Popsany algoritmus hleda kontrolni objemy, které nebyly oznaceny
pro adaptaci, ale alesponi dva jejich sousedni kontrolni objemy byly pro adap-
taci oznaceny. Tento zakladni algoritmus se ukazal jako dostacujici a dobte
funkéni, pokud je proveden opakované, pocet iteraci opét zalezi na zadané
iloze.
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4.1.3 Tvorba adaptované sité

Nyni pfistupme k tvorbé novych kontrolnich objemi. Kazdy kontrolni objem,
oznaceny pro adaptaci, rozdélime rovnomérné na 4 mensi kontrolni objemy
tak, aby jejich spole¢ny bod byl stied daného kontrolntho objemu. Kazdému
nové vzniklému kontrolnimu objemu piifadime vektor konzervativnich pro-
ménnych puvodniho, nerozdéleného kontrolniho objemu. Nové vzniklé adap-
tované kontrolni objemy poté pridame k pivodnim kontrolnim objemum.

Po provedeni tohoto algoritmu pro kazdy oznaceny kontrolni objem
dostavame fadu kontrolnich objemii, respektive jejich uzli, které oznacuji
stejny kontrolni objem, respektive uzel. Z tohoto divodu je dale nutné apli-
kovat algoritmus, ktery odstrani vSechny dualni kontrolni objemy, respektive
uzly sité. Tento algoritmus pouze hleda stejné hodnoty, a pokud najde dva
stejné uzly /kontrolni objemy, jeden z nich odstrani.

Oprava hranice vypoc¢tové oblasti

Pri adaptovéani sité na hranici vypoctové oblasti, kde je navic tato hranice
popsana kiivkou, dochazi ke zméné geometrie vlivem chyby pfi adaptaci sité.
Dochézi ke zméné kiivky na po ¢astech linearni funkci. Ukazuje se, ze tato
zména ma vliv na proudové veli¢iny u stény a dochazi k oscilacim v teSeni.
7 tohoto diuvodu je implementovan algoritmus, ktery opravuje nové vzniklé
kontrolni objemy na hranici vypoc¢tové oblasti. Algoritmus interpoluje nové
vzniklé uzly sité na predepsanou kiivku (hranici). Tim je zachovana ptuvodni
geometrie.
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Obr. 29: Piiklad oscilaci na hranici vypoctové oblasti

Poslednim krokem algoritmu pro adaptaci sité je vypocet obsahi
jednotlivych kontrolnich objemilt a normal. Tento vypocet je jiz ale proveden
standardnim zpiisobem jako u klasického feseni systému Eulerovych rovnic
tak, jak bylo popsano v predchozi kapitole.

4.2 Numerické teSeni testovaciho prikladu: 2D GAMM
kanal
Vyse popsany algoritmus pro adaptaci sité byl aplikovan na znamou testo-

vaci tlohu, takzvany GAMM kanal. Na nasledujicim obrézku je naznacena
vypoctova oblast.

49



|=3[m]

Qwall

1[m]

2
9Qinlet QcR

h=

Qoutlet
3Qwall

Iv =0,1h

Obr. 30: Geometrie testovaciho 2D GAMM kanélu

Hranice vypoctové oblasti 0€2;,,;.; predstavuje vstup tekutiny do vy-
pocetni oblasti, hranice 0Q,,4: predstavuje vystup tekutiny z vypocetni ob-
lasti a hranice 02, predstavuje pevnou nepropustnou sténu.

Na jednotlivych sténéch ptredepisujeme nésledujici okrajové pod-
minky.

Subsonicki okrajova podminka na vstupu

e Stagnacni hustota ps; = 1.4637 [%L
e stagnacni tlak ps = 137483[Pal,

e (el nabéhu proudu g = 0°.

Subsonicki okrajova podminka na vystupu
e Staticky tlak po = 101325[Pal.

Okrajova podminka na pevné nepropustné sténé
e vin=0.

Popis implementace jednotlivych okrajovych podminek je popsan v fadé pub-
likaci, naptiklad v [10]. Detailnimu popisu okrajovych podminek se podrobné
vénovala také autorova bakalaiski préce.
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4.2.1 Adaptace 2D GAMM kanalu

Jako vstupni sit pouzijeme ¢tyfuhelnikovou nestrukturovanou sit, ktera mé
6340 kontrolnich objemii. Na této siti provedeme numerické feseni Eulerovych
rovnic, se zastavovaci podminkou 10 000 iteraci. Tento vypocet slouzi jako
vstupni data pro adaptaci, proto jako zastavovaci podminku sta¢i pfedepsat
pocet iteraci.

Dale budeme adaptovat sit. Kritériem konvergence je dosazeni 10
000 iteraci nebo splnéni zastavovaci podminky

N n+1 n)2
Dbt ’Qk‘é /) <1074 (4.2)
Zk:l ‘Qk|

Proces adaptace je zastaven ve chvili, kdy se podaii dostatec¢né presné zachy-
tit Zierepovu singularitu, kterd by méla vznikat na spodni hranici vypoctové
oblasti, ve dvou tretinach kanalu, v oblasti kde dochézi k prudkému poklesu
Machova ¢isla.

rez =

4.2.2 Numerické vysledky testovaciho pirikladu GAMM kanalu
Vyse popsanym algoritmem byly provedeny 3 adaptace. Hodnota C'F'L byla

nastavena jako C'F'L = 0.5. Provedeny byly t¥i iterace adaptace sité. Vy-
sledné, adaptovanou sit je zobrazena na nasledujicich obrazcich.
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Obr. 31: Vysledné vypocetni sit po adaptaci (prvni adaptace ¢ervené, druhé
adaptace Cerné, t¥eti adaptace rizove)
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Obr. 32: Detail adaptované vypocetni sité

Sit se adaptovala v misté, kde se nachéazi rdzova vlna, viz nésledujici
kontury.
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Obr. 33: Kontury tlaku
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Obr. 34: Kontury Machova ¢isla
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Obr. 35: Kontury Machova ¢isla (detail)

Dale zobrazme Machovo ¢islo na dolni hranici vypoctové oblasti a
porovnejme ho s vysledky dosazenymi v [16]
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Obr

. 37: Prubéh Machova ¢isla z literatury [16]
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Jak je vidét i obrazki, podafilo se pomérné ostie zachytit Zierepovu
singularitu. Machovo ¢islo by mélo dosahovat hodnoty 1.38, v praci dosazené
vysledky dosahuji hodnoty Machova ¢isla 1.29. Nizsi hodnota je zptisobena
pouzitim AUSM schématu, které je prvniho fadu presnosti v prostoru. Pro
presnéjsi feseni by bylo vhodné aplikovat adaptaci sité na schéma vyssiho
rfadu presnosti. Na zavér této kapitoly jesté zobrazme prubéh rezidua.

log10(rez)

45 i i i i i
0 0.5 1 14 2 25
pocet iteraci ¥ 1D4

Obr. 38: Prubéh rezidua
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ZAveér

Zavérem je mozné konstantovat, Ze cile formulované v zadani diplomové prace
byly splnény. Autor programové realizoval zakladni piistupy pro adaptaci vy-
pocetni sité typu ,,r-refinement” v 1D s vyuzitim metody konec¢nych diferenci.
Na modelovém piikladu nelinedrni vazké Burgersovy rovnice v 1D se podatilo
snizit oscilace Tfeseni vhodnym preskupovanim uzla sité v pribéhu vypoctu.
Déle byl vyvinut program pro numerické feseni nelinearniho systému Eulero-
vych rovnic ve 2D, pouzivajici metodu kone¢nych objemi na strukturované
¢tyftahelnikové siti. Tento FeSic¢ byl vychozim pro adaptaci sité pomoci metody
typu ,,h-refinement. Regic byl upraven pro potieby adaptaci sité a zaroven
preveden ze strukturované na nestrukturovanou ¢tyitihelnikovou sit. Imple-
mentovany adaptivni algoritmus byl pouzit na testovaci tloze 2D GAMM
kandlu. Zde se pomoci adaptace sité podarilo pomérné ostfe zachytit Ziere-
povu singularitu. Vysledek lze vyzdvihnout zejména z divodu vyuziti pouze
schématu prvniho fadu presnosti pro prostorovou diskretizaci.

Numerické feSeni bylo provedeno s vyuzitim zavedenych postupi pro
feseni systému nelinearnich Eulerovych rovnic pomoci metody konec¢nych
objemt. P¥inos prace lze spatiovat zejména v popisu a algoritmizaci metody
pro adaptaci sité, propojeni se stavajicim feSicem a déle s popsanim problémi
vznikajicich pfi pripojeni adaptivniho algoritmu ke klasickému feSici.

Problematika adaptace sité se ukazuje jako slozity problém, zejména
z pohledu numerické matematiky a stability feSeni. Tato prace by méla slou-
zit jako uvod do problematiky a vyvinuty fesSi¢ by bylo potieba dale rozvijet.
Dalsim rozsifenim této prace by bylo napiiklad pouziti schématu pro prosto-
rovou diskretizaci, ktera je vyssiho fadu presnosti. Dale by bylo velmi vhodné
rozsitit stavajici fesi¢ o model Navierovych-Stokesovych rovnic, piipadné déle
vylepsit algoritmus adaptace sité tak, aby mohl tvorit naptiklad kontrolni ob-
jemy ve tvaru trojuhelniki, nebo dale zvysit robustnost algoritmu.
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