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Zadani

Magnetickd levitace:

Pokyny pro vypracovani BP:

1. Seznamte se s principy magnetické levitace permanentniho magnetu v
fizeném magnetickém poli.

2. Vytvorte zjednoduSeny matematicky model soustavy magnetické levi-
tace tvorené fizenymi solenoidovymi civkami, permanentnimi magnety
a senzorem polohy levitujictho permanentniho magnetu. Vznikly neli-
nedrni model linearizujte v rovnovaZném stavu.

3. Pro linearizovany model navrhnéte stabilizujici zpétnovazebni zakon fi-
zeni a proved’te jeho ovéfeni metodou simulace.

4. NavrZeny systém realizujte a na redlné soustaveé ovérte funkcni vlast-
nosti provedeného ndvrhu.
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Abstract

This thesis deals with the principles of magnetic levitation. Then it deals
with specific realization of controlled magnetic levitation formed by perman-
ent magnets and solenoid coils. The mathematical model is derived for this
system, and is linearized at the equilibrium point. Based on the model, feed-
back control is designed and the results are verified by simulation and real
system realization.
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Abstrakt

Tato prace pojedndva o principech, jimiZ je mozné docilit magnetické levitace.
Dile se pak zabyva konkrétni realizaci fizené magnetické levitace tvorené per-
manentnimi magnety a solenoidovymi civkami. Pro tuto soustavu je odvozen
matematicky model a model linearizovany v rovnovazném bodé. Na zakladé
matematického modelu je navrzena zpétnovazebni regulace. Vysledky jsou
ovéreny metodou simulace i realizaci na redlné soustave.
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magnetickd levitace, zpétnovazebni fizeni, LQR, model dynamického sys-
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Uvod

V pribehu této praci se budeme vénovat jevu zvaném magnetickd levitace.
Nastinime si zdkladni principy na kterych mize byt magnetické levitace do-
saZzeno a hlavni ¢ast price budeme odvozovat matematicky model soustavy
kterd umoziiuje dosdhnout magnetické levitace zpétnovazebné fizenym po-
lem. U matematického modelu nalezneme rovnovazny bod ve kterém dochézi
k magnetické levitaci pro jehoZ okoli odvodime model linearizovany, ktery
ndm usnadni ndvrh regulacni smycky. Nejprve budeme zkoumat matematicky
model systému metodou simulace a ndsledné ovéfime spravnost modelu a né-
vrhu regulace na redlné soustave.



1 Uvod do problematiky

1.1 Definice magnetické levitace

Magnetickd levitace je obecné zndmy jev, ktery si umi kazdy dobie predsta-
vit, pro Uplnost si viak tento jev definujeme. Existuje celd fada definic, my si
uvedeme vlastni kterd je s nimi v souladu:

Definice 1 (Magneticka levitace) Magnetickou levitaci nazyvdame stav, kdy je
gravitacni zrychleni plné ruseno vyhradné za pomoci silového piisobeni mag-
netického pole s tim, Ze Zddné dalsi sily tomuto jevu nenapomdhaji. Za magne-
tickou pseudolevitaci pak ddle oznacujeme stav, kdy sice dochdzi ke kompen-
zaci tihové sily magnetickym polem, ovsem na levitujici téleso ddle piisobi jiné
(zpravidla mechanické) sily, které jej stabilizuji.

Obrazek 1.1: Magneticka levitace - ilustracni foto

Zdroj vlastni



Obrézek 1.2: Magnetickd pseudolevitace - ilustracni foto

Zdroj vlastni

1.2 Fyzikalni podklad pro magnetickou levitaci

Pro dvod do principii magnetické levitace je duilezité uvést nejprve zdkladni
zékonitosti elektromagnetismu, které se této problematiky piimo tykaji. Nutno
podotknout, Ze elektromagnetismus jako takovy je rozsahly védni obor a my
se zde budeme zabyvat pouze zjednoduSenymi principy, které ptimo souviseji
s problematikou magnetické levitace.

1.2.1 Magneticka indukce

Magnetické pole, respektive jeho silové ucinky budeme popisovat pomoci
magnetické indukce. Magnetickd indukce je vektorovd veliCina, znaci se pis-
menem B a jeji zékladni jednotkou je tesla [T'] [15].

Magnetickd indukce je funkci polohy v prostoru, takZe tvofi tzv. vekto-
rové pole, to miizeme vizualizovat napiiklad pomoci silocar, které dobie popi-
suji orientaci magnetické indukce v prostoru, nebo barevnym grafem hustoty
magnetické indukce, ktery zase 1épe zachycuje velikost magnetické indukce
v jednotlivych mistech.



Obrazek 1.3: Vizualizace pomoci siloCar

An Introduction to the Theory of Magnetostatics. COMSOL Multiphysics® Modeling Software [online]. Copyright © 2019 by COMSOL Inc. All rights

reserved [cit. 19.05.2019]. Dostupné z: https://www.comsol.com/multiphysics/magnetostatics-theory
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Obrazek 1.4: Graf hustoty magnetické indukce
Performance of the new 2D ACAR spectrometer in Munich - INSPIRE-HEP. HEP - INSPIRE-HEP [online]. Dostupné z:

http://inspirehep.net/record/1190544/plots

1.2.2 Zdroj magnetického pole

Magnetické pole vznikd pohybem elektrického ndboje. Zdrojem magnetic-
kého pole je tedy kazdy elektricky vodi¢ jimz protéka elektricky proud.
Elementarnim zdrojem magnetického pole miize byt mald uzaviena prou-
dova smycka ve tvaru kruZnice viz obrazek 1.5, takova smycka generuje mag-
netické pole symetrické podle svislé osy prochdzejici sttedem kruhu a inten-
zita tohoto pole je zdvisl4 na proudu / prochdzejici smyckou a obsahem plo-
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chy kruhu §. Pokud budeme velikost smycky zmenSovat § — 0, ziskame
tzv. magneticky dipdl, jehoZ pole je plné definovano vektorovou veliCinou tzv.
magnetickym momentem se zdkladni jednotkou [/-S ], ktery definuje orientaci
a intenzitu tohoto pole [15].

Obrazek 1.5: Proudova smycka

Zdroj vlastni

Na atomérni trovni kazdy elektron obihajici jadro atomu tvofi malou prou-
dovou smycku a atom samotny tedy miZe byt zdrojem elementarniho magne-
tického pole [15]. Silové interakce mezi magnetickymi dipoly budeme rozebi-
rat v kapitole 2.1.3.

1.2.3 Magnetizace

Vzhledem k tomu, Ze ve vétSiné latek jsou magnetické dipSly nebo jejich
shluky tzv. domény nahodile orientované, jejich plisobeni se navzdjem rusi
a z vnéjsiho pohledu je generované magnetické pole nulové.

Pri pisobeni vnéjsitho magnetického pole jsou nékteré latky schopny jed-
notlivé dipdly zorientovat souhlasné tak, Ze vysledny magneticky moment je
nenulovy, a dochdzi tak k zesileni vnéj$tho magnetického pole. Nékteré latky
jsou navic schopné udrzet si svou usporadanou orientaci i po pominuti G¢inkt
vnéjstho magnetického pole.

Naopak existuji latky jejichz atomy maji nulovy magneticky moment, takze
u nich k obdobnému jevu nedochdzi, a u nékterych dokonce dochézi ke jevu,
kdy se na zdkladé piisobeni vnéjsiho pole naopak zméni usporadani elektrono-
vého obalu atomu tak, Ze je vysledny magneticky moment opacné orientovany
oproti zdroji vnéjsiho pole, a dochazi tak k zeslabeni tohoto pole.

Vsechny tyto zmény, ke kterym dochdzi v latkach pfi vystaveni vlivu vnéj-
Stho magnetického pole nazyvame magnetizace [23].



1.2.4 Permeabilita

Nejzédkladnéjsi vlastnosti definujici silovou interakci latky s vnéjSim magnetic-
kym polem je permeabilita. Permeabilita je vlastnosti vSech latek i prostiedi,
znadf se feckym pismenem y a jeji zakladni jednotkou je [Hm™'] nebo [NA~2].
Magnetické pole se §ifi i ve vakuu a permeabilita vakua predstavuje zdkladni
konstantu hodnoty permeability a znaci se uy.

o = 4m- 107 Hm™! (1.1)

Konstanta permeability vakua mé z hlediska silové interakce specidlni vy-
znam. Jak by se dalo ocekdvat, silové pisobeni mezi vakuem a zdrojem mag-
netického pole je nulové, stejné tak je t€éméf nulové (zanedbatelné) pro latky
nebo prostredi s permeabilitou blizkou vakuu (u ~ o).

Kromé permeability jako takové miizeme pracovat i s bezrozmérnou veli-
¢inou tzv. relativni permeabilitou, kterd se vztahuje pravé na zminénou abso-
lutni permeabilitu vakua a ma tvar:

=% (12)
Ho

Relativni permeabilita vakua je tedy rovna 1 a latky s relativni permeabili-
tou u, ~ 1 povazujeme za nemagnetické, patii mezi né napt. vzduch.

Latky s relativni permeabilitou y, € (0, 1) magnetické pole ve svém ob-
jemu zeslabuji a nazyvame je diamagnetika. Vzdjemné silové pisobeni mezi
zdrojem magnetického pole a diamagnetikem je odpudivého charakteru.

Specidlnim pripadem diamagnetik jsou latky s relativni permeabilitou u, =
0 tzv. dokonald diamagnetika, kterd prakticky tplné vytésiiuji magnetické pole
ze svého objemu a vykazuji relativné silnou odpudivou interakci se zdrojem
magnetického pole.

Latky s relativni permeabilitou p, > 1 magnetické pole ve svém objemu
zesiluji a jsou oznaCovany jako paramagnetické. Silova interakce mezi para-
magnetickou ldtkou a zdrojem magnetického pole je pfitazlivého charakteru.

Latky s relativni permeabilitou y, >> 1 nazyvame feromagnetické. Fe-
romagnetické latky magnetické pole ve svém objemu velmi zesiluji a silova
interakce se zdrojem vnéjStho magnetického pole je silné pfitazlivého cha-
rakteru. Feromagnetické latky maji navic tu vlastnost, Ze jejich relativni per-
meabita neni konstantni, ale miZe se ménit v zavislosti na intenzité vnéjsiho
magnetického pole [24].

Pro predstavu zde je tabulka n€kolika latek s rozdilnymi relativnimi per-
meabilitami:



Material Relativni permeabilita - u,

Pyroliticky grafit 0.999 6

Voda 0,999 991

Vakuum 1

Plynny kyslik 1,000 001 86 [24]
Vzduch 1.000 000 37

Neodymium magnet 1.05

Zelezo 300 — 10 000

Permalloy 50 000 — 140 000

1.2.5 Indukované vyrivé proudy

Doposud jsme se bavili o vlastnostech latek, které souvisi s ptisobenim vnéj-
Stho magnetického pole, hmota ov§em nemusi silové interagovat pouze s mag-
netickym polem jako takovym, ale i s jeho ¢asovou zménou.

Na zménu magnetického pole reaguji elektrické vodice, u kterych pti zméné
magnetického pole v jejich objemu dochdzi ke vzniku indukovaného elektric-
kého proudu, ktery generuje magnetické pole, jeZ ptsobi proti zméné, kterd
jej vyvolala. Pokud k tomuto jevu dochdzi ve vodici s nenulovym odporem,
indukovany proud je tlumen a dochdzi k zahfani materidlu. [18]

Tento princip dobie demonstruje zndmy experiment, kdy nechdme perma-
nentni magnet propadnout zkrz médénou trubku. Indukované pole brzdi pada-
jici magnet a zaroven jej okradd o Cast kinetické energie, kterd se zméni v teplo

zahfivajici trubku.
S
Permanent
Magnet S

& |
I

Obrazek 1.6: Magnet padajici zkrz médénou trubku

Induction Heating: What Is It How Does It Work? | RDO Induction L.L.C.. Industrial Induction Heating Systems Equipment | RDO Induction L.L.C.

[online]. Copyright © 2017 [cit. 19.05.2019]. Dostupné z: https://rdoinduction.com/fundamentals-of-induction-heating.html
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1.3 Principy fungovani magnetické levitace

1.3.1 Mechanicka stabilizace

Docilit magnetické levitace pouze za pouziti permanentnich magnetd neni
mozné, jelikoZ jakdkoliv konfigurace bude vZdy nestabiln{ alespoti v jednom
stupni volnosti. Samuel Earnshaw matematicky v roce 1842 dokézal obdobny
princip pro elektrostatické ndboje a jeho tzv. Earnshawo pravidlo [5] je platné
i pro soustavu permanentnich magneta.

Nejjednodussi zpiisob, jak tento problém obejit a docilit tak magnetické
pseudolevitace je pouziti mechanické stabilizace, tedy zpravidla mechanickou
fixaci levitujictho permanentniho magnetu ve sméru nestabilnich volnosti.

Mezi tyto pseudolevitace patfi napiiklad odpuzujici se magnety stabilizo-
vané provazky, duty magnet stabilizovany tyckou, ale i rotujici magnet (kaca)
ktery je stabilizovén setrvac¢nou (odstfedivou) silou, respektive tzv. gyrosko-
pickym efektem.

Obrazek 1.7: Stabilizace tyCkou

Zdroj vlastni



Obrazek 1.8: Stabilizace gyroskopickym efektem

Magnetickd levitace — Wikipedie. [online]. Dostupné z: https://cs.wikipedia.org/wiki/Magneticka_levitace

Obrazek 1.9: Stabilizace opérem v horizontdlnim sméru
IJARSMT - International Journal of Advanced Research in Science Management and Technology [online]. Copyright ©,0 [cit. 19.05.2019]. Dostupné z:

http://www.ijarsmt.com/docs/issues/drsanjay-purkar-naman-agrawal-naman-surana-257.pdf

1.3.2 Casové proménné pole

Magnetickd levitace vyvoland ¢asoveé proménnym magnetickym polem je za-
loZena na vzniku vyfivych proudi v elektricky vodivé latce, kterd zaroven ne-
smi mit prili§ vysokou permeabilitu [22]. Ménime-li rychle magnetické pole,
napiiklad pusténim stfidavého proudu do civky nebo rotaci zdroje magnetic-
kého pole nesymetrického kolem osy otd€eni, v levitujicim pfedmétu s dosta-
teCnou vodivosti se indukuje magnetické pole, které vyvola odpudivou silovou
interakci se zdrojem proménného magnetického pole. Vzhledem k tomu, Ze je
toto pole indukovano pfimo na zdklad¢ zdroje, jeho orientace je neustéle v do-
konalém protikladu a dochdzi tak ke stabilni levitaci [22].

Hlavni nevyhodou této metody je, Ze i vodi¢ s pomérné malym odporem
jako naptiklad méd’ se pri tomto procesu rychle zahfiva cozZ je nepfiznivé pre-
devsim kvili energetickym ztratdm a dal$im nezadoucim dcinkiim souviseji-


https://cs.wikipedia.org/wiki/Magnetick�_levitace#/media/File:Science_show_magnetic_levitation.jpg
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cim se zahtatim levitujiciho objektu.
Téchto vedlejsich Gcinkl se dd ovSem i vyuzit, piikladem je taveni kovil
pomoci magnetické levitace.

Obrazek 1.10: Taveni magnetickou levitaci

Melting | TRUMPF. [online]. Copyright © 2019 [cit. 19.05.2019]. Dostupné z: https://www.trumpf.com/en_CA/applications/induction-heating/melting/

1.3.3 Diamagenticka levitace

Diamagnetickd levitace neni vdzdna Earnshawovym pravidlem a umoZiuje
stabilni konfigurace [22]. V ur¢itém smyslu je nejlep§im druhem magnetické
levitace, jelikoZ nevyZaduje Zadny piisun energie ke svému fungovani. Pro-
blémem ovSem je, Ze bézné dostupné materidly vykazuji jen velmi slabé dia-
magnetické vlastnosti, takze se nemohou znaSet nad béZnymi permanentnimi
magnety, a k jejich levitaci je zapotiebi extrémné silného magnetického pole.
Napt. levitace vodnich kapek, nebo malého ZivocCicha jako je Zaba se poda-
filo docilit polem o velikosti okolo 16 tesla v laboratornich podminkéch [21].
Nejdostupnéjsi zptisob jak docilit diamagnetické magnetické levitace je patrné
pomoci pyrolytického grafitu, ktery md dostatecné nizkou permeabilitu a z4-
rovenl malou hustotu, takZe je schopen levitovat v poli tvofeném dostupnymi
permanentnimi magnety. Zdvihova sila v tomto piipadé je ovS§em mald na to,
aby bylo mozné nadnaset vétsi mnozstvi dodate¢ného ndkladu.

Vétsi zdvihovou silu maji pochopitelné dokonald diamagnetika, ty jsme
vSak schopni v sou€asnosti vytvorit pouze zchlazenim supravodivych materi-
alt pod kritickou teplotu, ktera se u supravodicii L. typu pohybuje v blizkosti
absolutni nuly a je potfeba je chladit tekutym heliem. Kriticka teplota supra-
vodica II. typu je vyssi, takZe ji 1ze dosahnout chlazenim pomoci tekutého du-
siku, ktery je méné nakladny na vyrobu [19], nicméné v obou pfipadech kvuli
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nutnosti vyroby chladiv pfichdzime o hlavni vyhodu diamagnetické levitace
totiZ jeji nezavislost na prisunu energie.

Obrazek 1.11: Levitace pyrolytického grafitu
Chapter 1: Magnetism — Magnetic levitation without electricity. Science Toys | Science Toys [online]. Dostupné z:

https://scitoys.com/scitoys/scitoys/magnets/pyrolytic_graphite.html

Obréazek 1.12: Levitace nad supravodi¢em

[online]. Copyright © [cit. 19.05.2019]. Dostupné z: http://ktf-usu.ru/images/79d51f4d7e4d54d54b55519¢3b462d00.jpg

1.3.4 Rizené pole

Magnetickd levitace fungujici na principu fizeného pole zpravidla vyuziva
kombinace permanentnich a elektromagnet, kdy permanentni magnety maji
za ukol pusobit zdvihovou silou a elektromagnety plni funkci stabilizacni. Le-
vitace se dosahuje pomoci zp€tnovazebniho fizeni, které je zavislé na infor-
maci o vychylce z rovnovdZného stavu, tato informace je ziskdvana pomoci
senzord.

Energetickd naroCnost fizené levitace je ddna predevSim piesnosti regu-
lace, pokud jsou odchylky od rovnovazného stavu rychle kompenzovany a jeji
amplituda je mald, je zapotfebi pouze relativné malych zdsaht ze strany elek-
tromagnett, které stoji energii. Tento zptisob dosazeni magnetické levitace ma
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zfejmé& nejvétsi uplatnéni v praxi, naptiklad u kolejové dopravy typu maglev.
Jak je levitace dosahnuto pravé u maglevu je dobfe shrnuto naptiklad v tomto
Clanku [25]. Pro svou eleganci se magnetické levitace pouzivé i k dekoracné
orientovanym zafizenim jako jsou tfeba levitujici globy, nebo kvétinace.

Obdovnym typem levitace, jako je na obrazku 1.14 se budeme ve zbytku
prace zabyvat podrobnéji.

Obrazek 1.13: Transrapid daglev (Sanghaj)
Feds to spend $27.8 million on D.C. to Baltimore maglev train study. [online]. Copyright ©2019 [cit. 19.05.2019]. Dostupné z:

https://mashable.com/2015/11/09/maryland-maglev/?europe=true

Obrazek 1.14: Magneticka levitace kvétinace

Floating Plant Pots? The Science Behind Making Things Levitate - The High Tech Society. The High Tech Society - Tech News, Reviews How To’s

[online]. Dostupné z: https://thehightechsociety.com/floating-plant-pots-science-behind-making-things-levitate/

1.4 ReSena tloha

Ve zbytku price se budeme zabyvat konkrétnim pfipadem magnetické levi-
tace. Jedna se o ulohu stabilizovat vznésejici se permanentni magnet, jez levi-
tuje v poli tvofeném pevné ukotvenych permanentnich magnetti. Soustava se
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kromé zminénych pasivnich prvki sklada jest€ z pevné ukotvenych solenoido-
vych civek umoziujici ak¢ni zasahy do systému, z Hallovych sond (senzori)
umoznujicich sledovani stavu levitujictho magnetu a Cislicové vypocetni jed-
notky fidici proudy protékajici civkami.

V tomto ptipadé vyuZijeme konfigurace, kdy je levitujici magnet nesta-
bilni ve dvou stupnich volnosti, a to v horizontdlnich soufadnicich x a y. Ci-
lem bude tedy navrZeni optimdlniho reguldtoru, respektive fidiciho algoritmu,
ktery bude generovat vhodné ak¢ni zasahy stabilizujici cely systém, ¢imZ bude
docileno magnetické levitace.

Uloha neni feSena s cilem vyuZiti magnetické levitace ke konkrétnimu
praktickému tucelu, ale pro demonstraci potencidlu matematického modelo-
vani a zpétnovazebniho fizeni.

Obrazek 1.15: Nakres soustavy

Zdroj vlastni



2 Matematicky model

2.1 Vytvoreni nelinearniho matematického modelu

Pro navrZeni optimdlniho reguldtoru je zapotiebi v prvni fadé sestavit vhodny
matematicky model systému, ktery dobte popisuje jeho dulezité fyzikalni vlast-
nosti.

Nasim ukolem je regulovat polohu a orientaci levitujictho magnetu, sté-
Zejni pro nds tedy bude popsat jeho dynamické chovani na zdkladé nasledu;i-
cich vztahi:

1. Dynamika tuhého télesa (z Newtonovych pohybovych zdkonti)

2. Silové interakce magnetti odvozené pro magnetické dip6ly (z Maxwello-
vych rovnic)

3. Tihové zrychleni (z Newtonova gravitacniho zdkona)

Na redlny systém maji pochopitelné vliv i dalsi veli¢iny, které ov§em pro
sloZitost odvozeni a pfedpoklddaného malého vlivu na dynamiku zanedbdme.
Mezi tyto vlivy by mohly patfit napiiklad aerodynamické vlastnosti nebo in-
dukované vyrivé proudy, vznikajici ve vodi¢ich pohybem magnetu a zménou
poli civek.

2.1.1 Vybér stavovych proménnych

Jak uZ bylo fe¢eno, matematicky model bude popisovat pohyb permanentniho
magnetu. Tento magnet volné umistény ve 3D prostoru mé celkem 6 stupiiil
volnosti, takze jeho libovolné polohy a orientace muzeme docilit kombinaci
trech ortogondlnich translacnich a tiech ortogonalnich rotacnich operaci. Z po-
hledu newtonovské mechaniky plati, Ze stav télesa je plné definovan jeho polo-
hou a rychlosti pro kazdy stupen volnosti. Zavadime tedy pro systém celkem
12 stavovych proménnych plné popisujicich aktudlni stav levitujictho mag-
netu.

a) 3 proménné pro popis polohy: ¥ = [x y z]T
b) 3 proménné pro popis translacni rychlosti: X=[x yz]T
¢) 3 proménné pro popis orientace: o = XAk

d) 3 promé&nné pro popis thlové rychlosti: @& = [w; w, w3]T

14



Popis polohy

Popis polohy je trividlni, budeme ji popisovat standardnim trojsloZzkovym vek-
torem v kartézskych soufadnicich, stejné tak jako jeji Casovou derivaci.

Popis orientace

Popis orientace v prostoru (dimenze vétsi nez 2) je ponékud komplikované;jsi.
Orientaci neni mozné vyjadfit obdobnym zpisobem jako polohu, tedy trojici
rotaci kolem ti{ ortogondlnich os, protoZe zatimco polohovy vektor se d4 roz-
lozit na jednotlivé slozky a translacni operaci tak rozdélit do tii posunti ve
sméru jednotlivych os nezdvisle na poradi, pro rotaci stejnd pravidla neplati.
Operace jednotlivych elementarnich rotaci nejsou komutativni tzn. aplikaci
identické trojice rotaci v riizném poradi dosahneme rozdilné orientace viz ob-

razek 2.1 a obrdzek 2.2 pro orientaci popsanou trojici thld [¢ 6 y]" = [§ § £]".

Obréazek 2.1: Rotace v poradi ¢ — 6 — ¢

Zdroj vlastni

Obrézek 2.2: Rotace v pofadi y — 0 — ¢

Zdroj vlastni

Z tohoto divodu existuje celd fada zptisobt, jak popisovat orientaci ob-
jektu ve 3D prostoru liSici se svym zdpisem 1 vyhodami a nevyhodami. Mezi
nejznaméjsi zplisoby popisu orientace patii Eulerovy thly, kvaterniony a ro-
taCni matice.

My zvolime pro popis orientace Eulerovy uhly, jelikoZ se jednd o variantu
patrné nejvice intuitivni, k jeji hlavni nevyhodé¢, tzv. gimbal lock efektu, ne-



bude na okoli rovnovazného stavu dochazet a navic bude v tomto bod€ velmi
jednoduché rovnice nad Eulerovymi uhly linearizovat.

Eulerovy thly

Eulerovy dhly fesi problém s nekomutativnosti rotaci tim zpisobem, Ze za-
vadi jejich striktni poradi. Je-li toto poradi zachovano, usporadana trojice dhlt
jednoznacné definuje natoceni télesa v prostoru. Existuje celkem 12 moZnych
poradi Eulerovych thli, my budeme naddle pouZivat poradi 3 — 2 — 1,
respektive Yy — 6 — ¢ [2].

Vztazné soustavy

JelikoZ se orientace levitujictho magnetu vzhledem k pevné podstavé méni s
Casem, méni se spolu s ni i spousta vztaht potiebnych k vypoctu dynamiky
télesa. Abychom vypocet usnadnili a zpfehlednili, je nezbytné zavést si kromé
origindlni vztazné soustavy svdzané s podstavou, jesté dal§i vztaznou sou-
stavu, jez bude kopirovat natoCeni levitujictho magnetu. VztaZnou soustavu
spjatou se zdkladnou, kterd je z pohledu okolniho svéta nehybnd, oznacime
jako R" (world frame) a soustavu svézanou s pohybujicim se télesem jako R®
(body frame). Bazi R” bude tvofit {£, §, 2} a bazi R? {by, b», bs).

Vzhledem k tomu, Ze Eulerovy uhly, jeZ pouzivdme, jednoznacné definuji
orientaci R? vzhledem k R", pfirozené Ize na zdkladé jejich hodnot prepo&ist
libovolnou vektorovou veli€inu vyjadfenou v jedné vztazné soustaveé do sou-
stavy druhé. Vypocet rotace vektoru vyjadfeného ve R" podle samostatnych
¢, 0,y je trividlni jelikoZ se da predstavit jako rotace ve 2D podprostoru a lze
vyjadfit pfendsobenim daného vektoru jednou z nasledujicich rotacnich matic
zleva [17]:

by 1 0 0 |[ x]

by |=| 0 cos(¢) sin(¢) || y |, pro rotaci ¢ 2.1
b; 0 —sin(p) cos(¢) || z |

b, cos(d) 0 —sin(d) || x

b, | = 0 1 0 y |, pro rotaci 6 2.2)
b; sin(@) 0 cos(@) || z |

b, cos(¥) sin(y) O ][ x

by |=| —sin(y¥) cos(¥) O [| y |, pro rotaci ¢ 2.3)
b3 0 0 1|z




JelikoZ jsme si zavedli striktni poradi elementarnich rotaciyy — 6 — ¢, 1ze
tedy vyslednou operaci popsat matici vzniklou prondsobenim elementdrnich
rotacnich matic v opacném poradi:

1 0 0 c@ 0 —s(9) cy) s@y) O

C=|0 c¢ s 0 1 0 —s@) <) O (2.4)
0 —s(¢d) c(¢) s(@) 0 c(6) 0 0 1
(@) c(0)s(¥) —s(6)

Cy =| —c@s@) + 5s(@)s(O)c@) ()W) + s(B)s(O)s@)  s($)c(0)

$(@)s@W) + c(P)sO)c(y)  —s(P)c) + c(@)s(O)s()  c()c(0)
(2.5)

Matice C} tedy prevadi libovolny vektor vyjadfeny v soutradnicich R" do
soufadnic R”. Inverzni operace, Cili pfevod soufadnic R” na R", l1ze docilit
totoZznou pouze transformovanou matici:

cO)c(y) —c(P)s@) + s(9)s(O)c()  5(d)s(W) + c(h)s(O)c ()
Co=C' =| cOs@) c(@)cW) + s(B)sO)s(y)  —s(P)ch) + c($)s(O)s(p)

—s(0) s(¢)c(0) c(@)c(6)
(2.6)

Pocatek soustavy souradnic

Jako pocatek soustavy soutfadnic si zavedeme pro R" bod, ktery se nachdzi

Vvew

nic R" bude (viz obrazek 2.3) a R’ bude souhlasné orientovand pro nulové
Eulerovy dhly [¢ 6 ¢]" = [0 0 0].



Obrazek 2.3: Soufadny systém

Zdroj vlastni

2.1.2 Model levitujiciho permanentniho magnetu

Vlastnosti levitujictho magnetu se daji rozdélit do dvou zdkladnich katego-
rii, do vlastnosti mechanickych, pro které budeme magnet povazovat za tuhé
téleso ve tvaru vélce a do vlastnosti magnetickych, které odvodime pro mag-
neticky dipdl nachazejici se v t€Zisti télesa.

Levitujici magnet necht’ je z mechanického hlediska homogenni tuhé té-
leso ve tvaru vdlce s polomérem R, vySkou 4 a hustotou p, z ¢ehoZ i vyplyvajici
hmotnosti m a tenzorem momentu setrvacnosti I, ktery je ve vztazné soustavé
RP konstantni:

I 0 0 émh2 + L—lme2 0 0
I=1]0 I 0= 0 11—2mh2 + ‘l—lmR2 0 2.7
0 0 I 0 0 1mR?

2

Z hlediska magnetického, necht’ je magnet definovédn vektorem magnetic-
kého momentu 7, respektive jeho konstantni velikosti ||n7|| a orientaci ko-
pirujici orientaci tuhého télesa. Ve vztazné soustavé R’ je jeho podoba kon-
stantni a ma tvar:

g = ol - [0 0 117 (2.8)

Pro dalsi vypocty budeme potiebovat znat tvar tohoto magnetického mo-
mentu vyhradné ve vztazné soustavé R". Odvodime jej na zdkladé vztahu 2.6
prendsobenim matici C?, :

i = Il - [gox Goy Gocl”



kde

Gox = sin(@)sin(yy) + cos(@)sin(B)cos(y)
qoy = —sin(¢)cos(y) + cos(¢)sin(0)sin(y))
o, = cos(¢)cos(6)

2.1.3 Model statickych permanentnich magnetu

Vsechny Ctyfi statické permanentni magnety jsou napevno umisténé v kon-
strukci a jejich polohu i orientaci tedy budeme z hlediska vztazné soustavy R"
povaZovat za konstantni.

Magnetické vlastnosti kazdého ze Ctyf statickych magnetii, necht’ jsou de-
finovany vektorem magnetického momentu, ktery je ve R" konstantni jak ve-
likosti tak svoji orientaci a ma jednoduchy tvar:

iy =y = 1ty = iy = || - [00 117 (2.9)

Tvar ve vztazné soustavé R’ nebudeme potiebovat.

Kazdy ze ¢ty magnetl pisobi na levitujici magnet silou a momentem sily.
Magnetické pole kazdého ze statickych magnetii budeme popisovat rovnici
magnetické indukce pro magneticky dipdl ve tvaru [15]:

Bp(rp):_o( A 14

dr\ 7P 17,11

kde p je index p-tého magnetického dipélu (magnetu) a vzhledem k tomu,

7e nas bude zajimat hodnota magnetické indukce statického magnetu vzdy
v misté t€Zisté levitujictho magnetu, polohovy vektor r, bude v naSich rov-

(2.10)

nicich vzdy predstavovat relativni polohu levitujictho magnetu vzhledem ke
statickému magnetu p a r, bude rovno jejich vzdalenosti.

Dile pro silové plisobeni mezi levitujicim magnetem a p-tym statickym
magnetem plati [15]:

Fy =V (i - B,) @.11)
- 50/ - 7 22
Foltot) = s -t - 7)o+ - )7, TN ),
(2.12)



F

_ 3pomomy [ZOCIOx (X0 = Xp)qo:  20(X0 = Xp)[(X0 = Xp)q0x + (Yo = ¥p)qoy + 2090:]
4 | I7pIP 7,1 77

(2.13)

£ SHomomy [Zoq()y L 00 = Y)0: (2000 = ¥p)[ (X0 = Xp)ox + (o — ¥p)goy + Zogc]
’ Sz 1| (e [ 77
(2.14)
P 3uomom; [ZZquZ [(x0 = xp)q0x + (Yo = Yp)qoy + 20q0:]
’ dr | IlP 7" 2.15)
_ 5z%[(xo = Xp)q0x + (Yo = ¥p)qoy + 2040:] '
77
a moment sily je definovany jako [15]:
7, = [T, Ty T,1" = ifig x B, (2.16)
2
T _ Homom: 3 (Zo - zp) dy  qo, 3 (yo —yp) (ZO - zp)qu, @17
" 4 17,1° 17,11° 17,1° '
i ) .
pomoms [3 (%0 = %) (0 =2 q0: 3(20-2) g0 gy,
Ty = 2115 - >0 + — (218)
4 17l 17l 17l
pomoms | 30 =) (0 = ) dox 3 (30 = ) (20 = 7)oy
T, = — - — (2.19)
4r | 17l 17l

Statické permanentni magnety spolu s gravitaci ur€uji dynamiku nefize-
ného systému.

2.1.4 Model solenoidovych civek

Silova piisobeni solenoidovych civek budeme modelovat stejné jako pro per-
manentni magnety s tim rozdilem, Ze magneticky moment se miize ménit v
Case na zdkladé protékajiciho proudu fizeného vstupem u. Civky budou roz-
déleny do dvou dvojic tim zplsobem, Ze bude kazda civka zapojena do série s



civkou umisténou naproti. Navic v obou dvojicich budou civky zapojeny tak,
Ze bude proud prochdzet opacnym smérem a pro jejich magnetické momenty
tak bude platit ndsledujici vztah:

(2.20)

kde K| je konstanta dand sou¢inem poctu zaviti a primérné plochy uvnitf
zavitl a u;_, jsou fizené proudy protékajici civkami:

llms|| = nIA

2.21)
llms|| = Ksu;

Vysledny magneticky moment civky bude podléhat saturaci zptisobené
omezenym piikonem zdroje elektrického napéti a akéni zdsahy na tomto ome-
zeném intervalu jsou navic kvantizovany, jelikoz soucastka fidici proudy ope-
ruje na zdkladé€ 9bitové digitalni informace.

Ukolem civek je piisobit na nestabilni systém tim zpisobem, aby se stal
stabilnim. Schopnost kompenzace odchylek od rovnovdzného stavu je ekviva-
lentni s fiditelnosti, tedy existenci fizeni u(t), které vychyleny systém dokéaze
dopravit zpét do nulového (rovnovazného) stavu.

Definice 2 (Riditelnost) "Spojity linedrni dynamicky systém je Fiditelny, jestliZe
Vx(ty) # 0,x(ty) € R" existuje rizeni u(t) na konecném casovém instervalu

t € [ty, t1], které zpiisobi zménu daného pocldtecniho stavu systému x(ty) v kon-
covy stav x(t;) = 0."[3]

Riditelnost systému definovaného stavovym popisem {A, B,C, D} se di
snadno ovéfit porovndnim dimenze stavu s hodnosti matice fiditelnosti:

Véta 1 "Spojity linedrni dynamicky systém je fiditelny <= hodnost matice
riditelnosti Q, je rovna dimenzi vektoru stavu x(t)"[3]:

h(O,]=h [B,AB, A’B, .. .AHB] = dimx(t) = n (2.22)

2.1.5 Model senzoru

YV 2 Vs

Pro tuspésné fizeni magnetické levitace bychom v idedlnim pfipadé potfebovali
znat stav levitujictho magnetu v kazdém ¢asovém okamziku. Méfit kompletni
stav pfimo neni ov§em technicky trividlni, budeme se proto muset spokojit



s vystupem systému, ktery zajiSt'uje jeho pozorovatelnost, respektive rekon-
struovatelnost. JelikoZ pozorovatelnost je siln€js$i vlastnost nez-li rekonstru-
ovatelnost, tedy kazdy pozorovatelny systém je i zaroven rekonstruovatelny,
budeme déle pracovat pouze s pozorovatelnosti.

Definice 3 (Pozorovatelnost) "Spojity linedrni dynamicky systém je pozoro-
vatelny, jestlize pozorovdnim vstupu u(t) a vystupu y(t) na konecném casovém
intervalu t € [ty, 1] lze urcit pocdtecni stav systému x(ty).”[3]

Pozorovatelnost systému definovaného stavovym popisem {A, B, C, D} se
da snadno ovéfit porovnanim dimenze stavu s hodnosti matice pozorovatel-
nosti:

Véta 2 "Spojity linedrni dynamicky systém je pozorovatelny < hodnost
matice pozorovatelnosti Q,, je rovna dimenzi vektoru stavu x(t)"[3]:

hlQ,|=h| CcT CTA ... CTa™! ]T = dim x(1) = n (2.23)

Hallova Sonda

Pro ziskani vhodného vystupu ze systému pouZzijeme Hallovy sondy.

Hallova sonda je analogovy senzor, jehoZ vystupem je napéti, které je na
omezeném intervalu linedrné imérné indukénimu toku prochazejici jeho sen-
zorickou ploskou.

Budeme-li uvaZzovat, Ze ploska naSich senzort je velmi mala, bude mag-
netickd indukce napfi¢ ploskou téméf homogenni a miizeme predpokladany
prochézejici indukéni tok aproximovat kolmou sloZkou magnetické indukce
v misté stfedu plosky ndsobenou samotnou plochou senzorické plosky S.

Dostdvéame:

Upw=K,-B (2.24)

Kde U,,, budeme znacit vystupni napéti hallovy sondy, které je dano kon-
stantou K zahrnujici velikost plochy S a dal$i fyzikdlni vlastnosti senzoru,
zatimco B je hodnota kolmé slozky magnetické indukce v misté stfedu sen-
zoru.

Budeme tedy vysetfovat bodovou hodnotu magnetické indukce vzdy v misté
senzoru. Magnetickd indukce v kazdém bodu prostoru v ramci naseho levituji-
ciho zafizeni je funkci polohy a orientace levitujiciho magnetu a proudi prou-
dicich v solenoidovych civkach, dale je jeji hodnota dana vlivem statickych
magnetd, ktery je konstantni.



Proud proudici v civkach ze senzort zjist' ovat nepotiebujeme, jelikoZ o ném
sami budeme rozhodovat, nabizi se tedy zvolit umisténi a orientaci senzord
tim zpisobem, aby nebyli ovlivnény piisobenim civek a idedlné ani ptsobe-
nim statickych permanentnich magnetd. JelikoZ vS§echny magnety a civky sta-
tické zdkladny lezi v jedné roviné a jejich magnetické momenty jsou na tuto
rovinu vZdy kolmé, hodnoty magnetické indukce v této ploSe jsou nulové ve
slozkach B, a By, magnetickd indukce je zde plné soustiedéna do slozky B,
(rovnice 2.10 pfi dosazeni nulového z).

Jelikoz hallovy sondy méii pouze indukéni tok kolmy na jejich plosku, pfi
osazeni do zminéné plochy tak, aby na ni byla ploska senzoru kolma, bude
ruseni ze strany civek a statickych magnetu minimdlni (teoreticky nulové).

Vhodnym umisténim senzori mizeme méfit tedy Cisté pole generované
levitujicim magnetem. Hodnota magnetické indukce v misté osazeni senzoru
o soufadnicich:

T
Xn =[x yn 2]

bude rovna:

B(&o. i) = Ho {3[)?}1 — Xo] (o - [X), — Xo]) Xo } (2.25)

4n 1%, — %olP° 1%, — %oll°
Pro zajisténi pozorovatelnosti fizeného stavu magnetu je zapotiebi alespon
dvou Hallovych sond ve vySe definovaném prostoru, tak aby zdroven nebyly
jejich plosky navzajem rovnobézné. Pro celkové zprehlednéni a zjednoduseni
rovnic umistime sondy méfici indukci ve sméru y na osu y a sondy méfici
indukci ve sméru x na osu x.

Timto zpiisobem miiZzeme odvodit ocekdvany vystup senzoru na ose x:

3[xn = x1(qox[xn — x] = goyy — qo.2 .
Ut = Kh,uomo ( [xr — x1(qo [_}h _)] : qoyy = qo:2) _ qo0 : 3) _n
4r 115, — Xoll 11X, — Xoll
(2.26)
a obdobné ur¢ime ocekdvany vystup senzoru na ose y:
y tomyg [ 3[yn — y1(=qoxXx + goy[yn — y1 = qo:2) oy
U()ut =K, > 2115 o — :hZ
4n [, — Xoll 11, — oll
(2.27)

Senzory jsou zatizeny Sumem, ktery se d4 dobfe modelovat bilym Sumem.
Akckoli je vystup senzoru analogovy, dochazi k jeho zpracovéni digitdlni vy-
pocetni jednotkou v diskrétnich Casovych okamZicich, tudiZ vystup modelu
senzoru budeme diskretizovat metodou zero-order-hold. Vysledny model sen-
zoru se da zndzornit nasledujicim schématem na obrazku:



Band-Limited
White Noise

Position U”m =
> Add1  Zero-Order Scope
Orientation Hold
Sensor

Obrazek 2.4: Schéma modelu senzoru

Rekonstrukei skute¢ného stavu levitujiciho magnetu z vystupd senzort se
budeme zabyvat v rdmci jiZ linearizovaného modelu v kapitole 3.3.

BliZsi informace o fungovani Hallovych sond 1ze nalézt napfiklad v tomto
Clanku [6].

2.1.6 Soustava diferencialnich rovnic

Soustavu diferencidlnich rovnic popisujicich chovédni systému odvodime po-
moci Newton-Eulerovy metody, jelikoZ je relativné snadné dit dohromady
vSechny pfimé sily a momenty sil plisobicich na levitujici magnet.

Nejzdkladnéjsim vztahem potfebnym k odvozeni rovnic popisujicich dy-
namiku systému je druhy Newtoniv zdkon, ktery objasiiuje vztah mezi pa-
sobici silou a zrychlenim, respektive druhou Casovou derivaci polohy télesa.
Vypocet polohy bude probihat vyhradné ve vztazné soustavé pevné spojené
s podstavou R":

8
Xm =mg + Z F, (2.28)
n=1

kde ¢ je gravitani zrychleni a F, je sila, kterou ptisobi n-ty prvek statické
soustavy (magnet nebo civka) na levitujici magnet.

Obdobné plati souvislost mezi thlovym zrychlenim, respektive ¢asovou
derivaci thlové rychlosti a ptisobicim momentem sily, s tim rozdilem, Ze pro
usnadnéni bude vypocet provddén vyhradné ve vztazné soustavé rotujici spolu
s télesem R?:

8
6 =-x16+ ) CF, (2.29)
n=1

kde 7, je moment sily, kterym ptlisobi n-ty prvek (magnet nebo civka) na
levitujici magnet. Do rovnice dynamiky rotace télesa navic vstupuje gyrosko-
picky Clen, ktery je definovany vztahem —@ x I [16].



Kviili komplikacim vyvolanych nekomutativnosti rotaci, které byly disku-
tovany v kapitole 2.1.1 neplati to, Ze by byla uhlova rychlost pfimou casovou
derivaci Eulerovych dhld, souvislost mezi tihlovou ryhlosti a hledanou deri-
vaci se vSak da odvodit na zdkladné nasledujiciho vztahu [16]:

w1 1 0 0 c® 0 -—s(0) 0 1 0 0 0

w |=10 c(@d) s(o) 0 1 0 0 [+ 0 c(od) s(o) 0 |+
0
)

S O o

w3 0 —s(¢) cl¢) [l s6) 0 c& || 0 —s(¢) c(¢)
(2.30

Po vhodné tpravé dostdvame tvar:

¢ = w; + (wy sin ¢ + w3 cos @) tan §
0 = w, cos ¢ — w3 sin ¢ (2.31)

Y = (wy sin ¢ + w3 cos ¢) sec §

Z rovnic 2.31 je dobfe patrny problém gimbal lock effektu, nebot’ pro 6
blizké bodiim {7 + kn, k € Z} rostou nebo klesaji ¢ a ¢ nad viechny meze, coZ
prirozené zaptiCini velké chyby numerickych vypoctd, a v samotnych bodech
nejsou tyto derivace viibec definované.

Pro modelovani dynamiky rotace télesa pouZijeme tedy soustavu Sesti di-
ferencidlnich rovnic, narozdil od modelovéni translace, kde si vystaCime se
tiemi. Celkem tedy dostavame devét diferencidlnich rovnic, jejichZ feSenim je
dynamické chovani magnetu v Case.

Vysledna soustava deviti diferencialnich rovnic

. 3pomomy 24: [Zoq()x (X0 = xp)qo:  _zo(xo — xp)[(x0 = Xp)qox + (Yo — Yp)qoy + ZOQOz]]
X = 5 +

Arm - L |I7,IP I711° 711"
N 3pomoKu, [ ] _ 3pomoKiu, [ ] N 3,uom0Ksu2[ ] B 3,UomoKsuz[ ]
4m 5 4m =6 4m =7 4m =8
(2.32)

. _ Suomomy i [Zquy (Yo = ¥p)qo: 5Zo(yo = )Xo = x,)q0x + Yo — ¥p)qoy + 2090:] ]+

4mm = A AR 17,1
N 3uomoK i, 3uomoK i, N 3uomoKuy 3uomoK iy
4mtm 4mtm 4mtm 4rtm B
p=5 p=6 p=1 p=8

(2.33)



= + —

dmm |17 17117
B SZ%[(XO = Xp)qox + (Yo — Yp)qoy + ZOQOZ]] g
17,117
N 3pomoK i _ 3uomoKuy N 3uomoKuy _ 3uomoKu,
4mtm B 4ntm I 4ntm B 4ntm B
p=5 p=0 =7 p=8
(2.34)
_ L—-1 HoMmohniy
@ = 11 Walds 471'11 pZ:;{
2
3 (ZO - Zp) qoy qoy 3 (yO - yp) (ZO - Zp) qoz
cos(6) cos(¥) 9 - - .
17,11 17,11 (17,11
2
. 3 (.xo - .xl)) (Z() - Zp) qoz 3 (ZO - Zp) qox qox
+ cos(6) sin(y) I17,F B T T el
P P P
N T e
e 17, 17,
4 Homo K uy _ HomoKu, N Homo K sup _ HomoKuy
47T11 p=5 47'[]1 p=6 471'11 =7 471'11 =8
(2.35)

3 2) 300 =) (0 2)
(—c(@)s(y) + s(¢)s(@)c(y)) 07 %) Ao qoy Yo = Yp)\% — Zp qOZj|

17,1 17,13 AE

17,11 17, |1° 17,

3 (0 = x,) (20 - 2p) 3z )2
+(C(¢)C(¢)+S(¢)S(9)S(¢/)) 0 p)\20 — Zp) 4oz 20 —Zp QOx+ qox }4_

+ sin(g) cos ) [3 Lozl s 30— )0 =) qw} }+

1711 17,113

N ,UomoKle{ } 3 NomoKsul{ } N ﬂomoKsuz{ } 3 ,UomoKsuz{ }
47'[]2 p=5 47'[12 =6 471'12 p=7 471'12 =8

(2.36)



L -1 mom 4
(o3 = 21 1w1w2+'u0 0 22{
p=1

2
(s()s() + c(@)s(O)c(¥)) ) (ZO _ Z") o0 qoy 3 (yO - y,,) (Zo - Zp) qo:

17,1P 17,1 17,1°

2
- (S((b)c(lﬂ) — C(¢)S(9)S(lﬁ)) 3 ()Co - Xp) (ZO - ZP) qo; B 3 (Zo — Zp) qox Gox

17, 11> (I7,11° 17,112
3{(¥o=¥p) 20 = 2p)qox 3 (X0 —xp)(20 — 2p) G0y
+ cos(¢) cos() ( p)ﬂ( < p) - ( pl( S p) d }+
117,11 17l
N Homo K suy _ HomoKu N Homo K iy _ HomoKuy
drlz o =5 drls o 6 drls o =7 drls o =8

2.37)
¢ = w + (wy sin @ + w3 cos @) tan 6 (2.38)
0 = w, cos ¢ — w3 sin @ (2.39)
s = (w, sin ¢ + ws cos @) sec § (2.40)

kde trojice tecek ... predstavuje substituci pfedchdzejicitho vyrazu ohrani-
¢eného specifickym typem zdvorek s pfislusnym indexem p a ||7,|| pfedstavuje

Vv oev

netu.

2.2 Vytvoreni linearizovaného modelu

Systém popsany soustavou nelinedrnich diferencidlnich rovnic poskytuje sice
dobry odhad chovéni redlného systému téméf v libovolném stavu, ovSem pro
jeho analyzu pro potieby nalezeni vhodného regulatoru se jedna o zpisob po-
pisu nadmiru slozity. Omezime-li se v§ak na dostatecné malé okoli néjakého
pracovniho bodu, chova se kazdy systém témér linearné, a nabizi se tak na-
hrazeni modelu za linearizovany, na ktery se da uplatnit matematicky aparat
linearnich systémd, ¢imZ bychom si zdsadné usnadnili navrh regula¢niho al-
goritmu.

V naSem pripadé budeme linearizaci provadét v rovnovdzném bodé, kde
jsou veskeré sily v rovnovdze a magnet zistava v klidu, coz je presné stav, kdy
dochdzi k dokonalé levitaci.



2.2.1 Nalezeni rovnovazného stavu

RovnovaZzny stav nalezneme, poloZime-li derivace vSech stavovych promén-
nych rovny nule a vyfesime vzniklou soustavu nelinedrnich rovnic. Nalezeni
tohoto feSeni si podstatné usnadnime, budeme-li pfedpoklddat, Ze se hledané
feSeni nachdzi na ose z pro nulové Eulerovy thly. Pak uz staci pouze vyfesit
rovnici 2.34 s jedinou nezndmou z.

Existuji celkem 4 redlna feSeni, tedy i 4 rovnovazné body. Nés bude zaji-
mat pouze bod s nejvyssi hodnotou z, jelikoZ ostatni 3 body jsou nestabilni
v soufadnici z, a navic architektura zafizeni ani neumoZiuje umisténi levituji-
ctho magnetu do téchto mist.

Reseni provedeme numericky pomoci MATLABu.

Reseni
¢.=0 x =0
6, =0 yr=0
W, =0 z,=3.1145-1072

2.2.2 Stavovy popis

Vybér stavovych proménnych byl jiz diskutovan vyse, pro zptehlednéni pro-
cesu linearizace si nyni stavové proménné ucelime do ndsledujici struktury:

X=X X1 = X7 =fi
Xy =Yy Xy = Xg = f
X3 =72 X3 = Xg =f
X4 = X4 = X10 = fa
X5 = X5 = X1 =f
X6 = X6 = X12 = f6 (2.41)
X7 =X X7 =rovnice 2.32 = f;
Xg =y Xg = rovnice 2.33 = f
X9 =2 X9 = rovnice 2.34 = fy
X0 = ¢ Xjo = rovnice 2.48 = fio
X1 =6 xi; = rovnice 2.49 = fi
Xio = Xj» = rovnice 2.50 = fi»

x(t) = [x1 x2 ... x12]" (2.42)



Dynamiku systému popsaného t€mito stavovymi proménnymi miizeme cha-
pat jako zdavislost elementdrnich zmén jednotlivych stavovych proménnych na
zménu jejich ¢asovych derivaci, jakoZ i zménu ¢asovych derivaci proménnych
ostatnich.

JelikoZ vytvédiime linearizovany systém, nahradime jednotlivé zdvislosti
jejich Taylorovymi polynomy prvniho stupné, kde nulty ¢len polynomu tvor{
hodnoty rovnovédzného stavu a €len prvni tvori parcidlni derivace Casové de-
rivace i-té stavové proménné podle j-té stavové promeénné. Vysledny popis
linearizovaného systému pak bude mit tvar [3]:

x(1) = x, + Ax(?)
l/t(t) = Ukonst T Al/t(l) (243)
y(@) =y, + Ay(1)

Ax(t) = AAx(t) + BAu(z)

Ay(f) = CAx(t) + DAu(t) (2.44)

kde znak A znadi tzv. prirastkové proménné, neboli odchylku dané pro-

sV 2

ménné od vychoziho rovnovdzného stavu.

2.2.3 Rozlozeni prvki v podstavé

Permanentni magnety a civky jsou v podstavé rozmistény do Ctverce o strané
2 - a a senzory jsou ve vzddlenosti s od stfedu (viz obrdzek 2.5). Hodnoty
a a s vyuzijeme k vycisleni vysledki parcidlnich derivaci v nasledujicich ka-
pitolach.

9,
D
D

Il rermanentni magnety

a B civky

) senzory

/A
1V
A

O

O

Obrazek 2.5: Schéma rozloZeni

Zdroj vlastni



2.2.4 Matice A

A je matice dynamiky, kterd je tvofena parcidlnimi derivacemi (viz rovnice
2.45). Prvek matice na i-tém fadku a j-tém sloupci zde definuje zménu Casové
derivace i-té stavové proménné na zdklad¢ jednotkové zmény proménné j-té.

YO ... 20
A 6£[.] : : [3] (2.45)
Y o | 0h0 0k
0xi Oxn A tons
(0 0 0 0 0 010000 0
O 0 0 O O O001O0O0O0O0
0O 0 0 O O O0o0O0OT1TO0OO0ODO
O 0 0 0O O OO0OOOT1TODO
O 0 0 0O O OO0OOOOT1DO
A O 0 O O O O0O0O0O0OO0O0T1
aps 0 0 O as 0 0000 OO
0 an 0 a4 0 0 00O0O0O0O0
0 0 a3 0 0 00 O0OO0OOODO
0 ap 0 ayw 0 0000 O0O0O
asi 0 0 0 ass 0 0000 00
(0 0 0 0 0 000000 0

Prvky ayi, ais, ax, axy a asz; dostaneme snadno parcidlnimi derivacemi
prislusnych rovnic podle prislusnych stavovych proménnych.

0 3uolima|| - ||m 4 20a> 1404’72 2072
w2 2B Bl ||m0||_( 4200 10 ﬁz;): 2o
OX Ly thns 4mm W7l 117yl 17l 117l
0 3uollms|| - |l 4z,  20z.a°
ais = ﬁ = ol o] ( —»Z 5 _)ZC; ) = —-4.907
0X 13, tton 4mtm 17l 17l
afs 3pollol| - llmioll [ 4 20a> 140a’z; 20z
an = —— = = - =mt =5 — 757 | = 662.0
9 L tioms 4nm W7l 117l 17l 117l
oy DB Bl o] ( 4, 20zra2) e
Y Ly, aons 4m [ -
gu = O _ 3ptollba|l - 1ol ( 12120 140z;‘)_
33 = o - ’ - T - -
07 1, toms: 4rm 1 R 1% | A 14| ¢




Vzhledem k tomu, Ze dynamiku orientace mame rozepsanou do Sesti dife-
rencidlnich rovnic, je pro linearizaci zapotrebi provést nékolik dvah.

Vzhledem ke tvaru rovnov4zného stavu budou vztaZné soustavy R* a R?
navzdjem ekvivalentni:

[p6y]" =[000]7 = R =R’ (2.46)

Pokud pro tento stav R splyvd s R?, nemusime déle rozliSovat soufadnice
proménnych v rozdilnych vztaznych soustavach a bude na zdklad€ vztahu 2.31
platit 1 nasledujici:

QSZ(,U[ - &Z(Dl
9:0)2 - 9:a)2 (247)
V=03 = ¥=u;

Za téchto predpokladiit miizeme pro odvozeni linedrniho systému sloucit
rovnice 2.35 - 2.40 a ziskdvame pouhé 3 rovnice:

4 2
.. L-0).. 3(zg— 2 3(yg — 7o — Zy)doy
f10:¢:(3 2)9$+M0m2m02[ (zo _)ps) Qoy (_])0y3_ (Yo Yp)_f(; p)qO]
I drl, 17l 17,1 (17,1
Homo K iy [ ] _ HomoKu, [ ] N ,UomoKsuz[ ] 3 MomoKsuz[ ]
ZET7 R Ny R P 70 e P e
(2.48)
4 2
5 ILL-1). . 3(x0 — Xp)(Zo — 2p)q0,  3(z0— z " "
f“:Q:(l 3)¢¢+'u0m2m02[(0 p)_)((; pdoz (0_)[)5)q0+(_1)03]
14 4nl, 17,1l 17,1l 117, ]
HomoK suy [ ] _ HomoKu, [ ] N ﬂomoKsuz[ ] 3 ﬂomoKsuz[ ]
47T12 p=5 471'12 =6 47T12 =7 47'[[2 =8
(2.49)
4
.. L-1).. 3(yg — 70 — Zo)ox  3(Xo — Xp)(Zg — Z
f12 _ (ﬁ _ ( 21 1)¢9 + ,uo4mzmo Z [ (}’0 YP)_E (; p)qO _ ( 0 p)_f ()5 p)qu]
3 L 17,1l 117, ]
Homo K iy [ ] _ HomoKu [ ] N MomoKsuz[ ] 3 ,UomoKsuz[ ]
drl; o =5 drl; o =6 drl o > arl, o =8
(2.50)

které uz lze snadno linearizovat:

_ oo 12,

60a%z,

g _ 3pollall - ol (
279 4nl, AE

XrsUkonst

) = 58353

17,117



0 3uollia|| - || 1272 4
w = o] Bpulbib] ||mo||'( 2 3):_1057
00 1, tions 4rly I7pll> 117
0 3olliiall - ol {122, 60a2z,
w2 M| Bulibl ||mo||.( 2 _ ff)=-58353
OX 1y ithons 4rl, 17l 117
0 3uollmz|| - || 1272 4
w2 Ol Bl ||m0||.(_ 2, 3):_1057
ag XrsUkonst 47T12 ”rp” ||r[7||

2.2.5 Matice B

Matice B definuje reakci systému na ak¢ni zdsah, respektive fizeni u. Prvek
matice na i-tém faddku a j-tém sloupci definuje zménu Casové derivace i-té
stavové proménné na zakladé jednotkové zmény j-t€ho vstupu systému (fizeni)

u;.
hG . IR0
SfI. Ouy uy,
5= L s s 3] @51)
duy Auy XrsUkonst
[0 01
0 O
0 O
0 O
0 O
0 O
B =
by 0
0 bn
0 O
0 Dy
bs; 0
[0 0]
0 3ol K 2 10az?
b, = 2| Blliol ( 2 flz;) 08870
al/ll XrsUkonst 47Tm ||r])|| ||rp||
d BuollollK, | 2a  10az?
by = ofs _ 3pollrioll ( ﬂas _ flz;) 08870
8”2 XrsUkonst 47Tm ”rpH ||rp||




bay = dfio _ _3lvlo||’7’lo||Ks _(6azr) ~ _161.0
Oy |y, ions Anly 17, 11°
bs, = dfu _ 3uollriol K _(6azr) 1610
Our |, soms: 4nl, 17, 11°

2.2.6 Matice C

V kapitole 2.1.5 jsme popsali matematicky model senzort, respektive zdvislost
jejich vystupt na stavu levitujictho magnetu.

Systém bude mit tedy 2 vystupy {h;, h,}, senzory umistime dle schématu
2.5 tak, Ze respektujeme pravidla diskutovand v kapitole 2.1.5. Soufadnice
senzord budou mit nasledujici tvar:

Xm =[50 O]T
¥ =1[050]"

Vystup h; bude odpovidat rovnici 2.26 s ptisluSnymi soufadnicemi s a vy-

(2.52)

stup h, rovnici 2.27 s prisluSnymi soufadnicemi x;;.

Matice C definuje zavislost zmény vystupti systému na zakladé zmény jeho
stavu. Ziskame ji obdobnym zptisobem jako matici A a B s tim, Ze parcidlné
derivujeme vystupy podle stavovych proménnych:

ohy() . ohi()
6]1 ) 0x| dxp
C= ohlL] : : [3] (2.53)
ox Xrllkonst | Ohy()  Oha()
axl 6x” XrsUkonst
C—C” 0O ¢c3 0 ¢5 000 O0O0O0O
0 Cyy (€23 Cp4 0O 00 0O0O0O0O
oh pomg  3z,(z; — 4s%)
- = . ! =-1.0727
C11 axy ot A ( 2 + Z%)7/2
ohy uomy  3s(s? —4z2)
C = — = . =
13 (9)(,'3 ot A (SZ + Z%)7/2
oh 352 1
L ) . - 00112
a)C5 X Ukonst 4r (S2 + Z%)S/z (S2 + 23)3/2
oh,
Cyp = — =cC
= axz XrsUkonst !
oh,
Cyz3 = — =cC
» 6x3 XrsUkonst :
oh,
Cryy = — = —C
# ax4 XrsUkonst P



2.2.7 Matice D

Matice D definuje zavislost zmény vystupu systému (vystupii senzord) na
zménu fizeni. V disledku vhodného zvoleni polohy a orientace naSich senzorti
nebude mit fizeni Zadny pifimy vliv na vystup senzord a matice D bude nulova.
V piipadé, Ze bychom nedodrzeli pravidla osazeni senzord diskutovand v ka-
pitole 2.1.5, magnetické pole generované civkami by se pfimo projevovalo na
vystupech senzord a matice D by obsahovala nenulové prvky.

00
2=lo o
2.2.8 Eliminace stavovych proménnych

Z matic A a B miizeme vyvodit zavér, Ze pro linearizovany systém nebude mit
stavovd proménna ¢ zZadny vyznam, jelikoZ zistavd vzdy konstantni (rovna
pocatecni podmince). U souradnice z dale pozorujeme, Ze nijak neinteraguje
s jinymi stavovymi proménnymi neZ sama se sebou, nelze ji ovlivnit fizenim,
a zdroven je sama o sob¢ stabilni, respektive neni nestabilni.

Z hlediska navrhu reguldtoru pro nds tedy tyto dvé zminéné stavové pro-
ménné, jakoz i jejich Casové derivace, nebudou zvIast' zajimavé a miZeme je
vypustit, ¢imZ se nim zmensi matice {A, B, C}.

Redukovany stavovy systém

[0 0 O 0 1 0 0 O] [0 0]
0O 0 O O 0100 0 O
0O 0 O O O0O0T1O 0 O
A= O 0 O 0 O0O0O01 B= 0 O
an 0 0 as 0 0 0O b11 0
0 arxyy dyq 0 0 00O 0 b22
0 ap asa 0 0 0 0 O 0 ba
las; 0 0 ass 0 0 0 O bs, O |
c= | 0 0 ¢5 0 0 0 O D= 0 0]
0 ¢ cy 0 00 0 O 0 0

2.2.9 Urceni parametru systému

Postup méfeni hmotnosti, vzdalenosti, odport apod. neni patrné tfeba blize
popisovat, hor$i je to se zméfenim magnetickych momentli permanentnich



magnetl. Zatimco magneticky moment civky se da urcit ze vztahu 2.21, mag-
neticky moment permanentnich magnetl je neznamy a je zapotiebi jej expe-
rimentdlné zméfit nebo alespont odhadnout. Magnetické momenty statickych
permanentnich magneti se pokusime odhadnout na zdkladé vztahu pro je-
jich translacni silu (viz rovnice 2.34). Experiment provedeme za pomoci dvou
magnetl, u kterych mechanicky zafixujeme vSechny stupné volnosti kromée
souradnice z (viz ndsledujici obrazek 2.6):

Obrazek 2.6: Experimentalni odhad m,

Zdroj vlastni

Na vznasejici se magnet pasobi pouze sila ve sméru souradnice z a je rovna
sile gravitaéni. Ze znalosti hmotnosti magnetu miZeme upravit rovnici 2.34
a vypocitat magneticky moment:

(2.54)

*damg
610

Magneticky moment vétsiho levitujictho magnetu odhadneme obdobnym

zptisobem s dodatecnou znalosti magnetického momentu magnetu mensiho

=1.5321 (2.55)

llta |l =

(viz obrazek 2.7):

6 - . -
.- \/ poll el - [l .56
4rmg
4
4
7ol = M8 _ 3 3906 (2.57)

611017712 |



Obrazek 2.7: Experimentdlni odhad m,

Zdroj vlastni

Vypocet je provadén na zakladé vztaht pro magneticky dipdl, jimz mag-
netické vlastnosti magnetti pouze aproximujeme a mechanicka fixace neni do-
konald, coz muzZe zpusobit bliZze nedefinovanou nepiesnost meteni.



3 Navrh regulatoru

3.1 Stavova zpétna vazba

Linedrni stavovy regulator generuje fizeni, jeZ je rovno linedrni kombinaci
méfenych (nebo rekonstruovanych) stavovych proménnych systému. Lze ho
definovat konstantni matici K o rozmérech m X n, kde m je fad systému (pocet
stavovych proménnych) a n je pocet vstupil systému. Generovany akeni zasah
je tedy roven [4]:

u(t) = =K - x(1) 3.1)

Gain

> X' = Ax+Bu
y = Cx+Du

System

Obrazek 3.1: Stavova zpétnd vazba

Zdroj vlastni

Pfi znalosti stavu lze stavovou zpétnou vazbou pfifadit pdly fiditelného
systému témér do libovolnych mist komplexni roviny [1]. Je zfejmé, Ze od na-
Seho stavového regulatoru budeme vyZadovat stabilizaci systému, tedy presu-
nuti nestabilnich p6la do levé poloroviny komplexni roviny. Stabilita systému
ovSem rozhodné neni jediny pozadavek na vlastnosti nasi uzaviené smycky,
krom jiného pro nas bude zajimat rychlost regulace a naroky na akcni zasahy,
jez jsou omezené a stoji energii. Pokud bychom se spokojili s pfemisténim ne-
stabilnich p6li do stabilni poloroviny, v praxi by nas regulator pravdépodobné
nefungoval spravné napiiklad z divodu nerealizovatelnych akénich zdsahd,
nebo pfili§ malé robustnosti.
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Nalezenim optimdlni stavové zpétné vazby se zabyva teorie optimalniho
fizeni. Neexistuje optimdlni regulator ve vSech aspektech, jelikoz pii ukolu
regulace nardZime na problém, kdy jsou jednotlivé poZadavky na uzavienou
smycku mezi sebou do urcité miry v konfliktu. Typicky pozadavek na co
nejrychlejsi odezvu regulace byva v pfimém konfliktu s poZadavkem na co
nejmensi akéni zdsahy a spotfebovanou energii.

Z téchto divodd jde v teorii optimalniho fizeni zpravidla o ukol nalézt
optimalni regulétor (stavovou zpétnou vazbu), kterd je optimdlni ve smyslu
urcité kriteridlni funkce.

3.2 Linear-Quadratic Regulator

Linear-Quadratic Regulator (LQR) je metoda pro nalezeni optimélni stavové
zpétné vazby u = —Kx minimalizaci kriteridlni funkce [11]:

J(u) = f ) (xT Ox + u' Ru + 2xTNu) dt (3.2)
0

kde Q je pozitivné semidefinitni, R pozitivné definitni matice a N miiZe byt
nulova. Casto se pouZivd pravé zjednoduseny tvar kriteridlni funkce s nulovou
matici N, se kterym budeme pracovat i my:

J(u) = f ) (xT Ox + uTRu) dt (3.3)
0

Kriteridlni funkce je n-dimenziondlni kvadratickd s jednim globalnim mi-
nimem. Nalezeni minima se provadi pomoci tzv. Riccatiho diferencidlni rov-
nice [13]. My vypocet provedeme numericky pomoci Matlab funkce lgr(A, B, O, R)
[11].

3.2.1 Navrh parametru Q aR

Matice Q a R se ve vétsing pripadi voli jako diagonalni matice. Pfi pouziti di-
agondlnich matic se kriteridlni funkce stdvéd velmi prehlednou a intuitivni. Jed-
notlivé prvky v matici Q pak predstavuji miru penalizace odchylky pfislusné
stavové proménné a prvky v matici R miru penalizace velikosti ptisluSného
ak¢éniho zasahu. Navrhér tak mize navrhnout a pozdéji ladit stavovou zpét-
nou vazbu tak, aby byla optimalni pfimo na zdklad¢€ pozadavkt na uzavienou
smycku.

My zatneme s jednotkovymi maticemi Q = I,R = [ a poté na zdkladé
simulaci ladime jednotlivé parametry tak, aby fizeni bylo za simulacnich pod-
minek v realizovatelném rozsahu a zaroven byl reguldtor co nejvice robustni



(napf. na pridani zavazi na levitujici magnet). Pii simulacich bylo patrné, Ze
kritické jsou predev§im poloha a orientace ve srovnéni s jejich derivacemi
(rychlostmi), proto parametry matice Q prislusici rychlostem zvolime mensi.

Rychlost odezvy pro nds pifi ndvrhu neni prili§ dilezitd, z principu bude
pri pouziti LQR vzdy pomérné velkd, protoze ptiliS pomaly nédjezd na regu-
lovanou hodnotu by v pfipadé naseho systému implikoval i velky energeticky
vydej, dals$i vyhodou LQR je tedy 1 to, Ze automaticky odfiltruje matice K,
které by generovali regulacni manévry tohoto typu nezdvisle na parametrech
QaR.

Vysledné matice Q, R a K
1 0 00 O 0 0 0 |
0100 O 0 0 0
0010 O 0 0 0
0001 O 0 0 0 1 0
QOOOOO.OIO 0 0 [01] (3-4)
000O0 O 001 O 0
000O0 O 0 001 O
0 000 O 0 0 0.01]
K = 10° -1.3678 —0.0000 —0.0000 0.0071 -0.0508 -0.0000 -0.0000 0.0002

-0.0000 -1.3678 -0.0071 0.0000 -0.0000 -0.0508 -0.0002 0.0000
(3.5)

Odvozeni LQR a podrobnéjsi popis ndvrhu a pouziti 1ze nalézt v ¢lanku
[13].

3.2.2 Symetrie systému

Linedrni dynamicky systém definovany dvojici (A, B), A € R™", B € R™" na-
zyvame vstupné-vystupné symetricky podle matice symetrie 7" pokud plati
[10]:

TA = AT
(3.6)
TB =BG
kde G je permutacni matice ve tvaru:
0 1
1 .
G = o (3.7)



a neuvazujeme trividlni feSeni pro matici 7 = I nebo T = 0.

Pro zachovani symetrie uzavieného systému se stavovou zpétnou vazbou
ur¢enou pomoci LQR je zapotiebi, aby parametrizujici matice Q a R spliiovali
podminky:

=T"QT
Q TQ (3.8)
R =G RG
N34S systém je vstupné-vystupné symetricky podle matic:
01 0 0 00 0 O]
1o o0 0 00 0 O
00 0 -100 0 O
00 -1 0 00 O O 0 1
=100 001 0 o0 ’G_[l o] (39)
00 0 O 10 0 O
00 0 O 00 0 -1
00 0 0 00 -1 0

a jelikoz matice Q a R odvozené v predchozi kapitole 3.2.1 odpovidaji
podmince 3.8, navrzend stavova zpétna vazba nenarusuje symetrii systému.

Podminka 3.8 v nasem ptipadé odpovida pozadavku na shodnou penalizaci
dvojic {x1, x2}, {x3, x4}, {x5, X6}, {x7, x3} @ {uy, up}.

3.3 Rekonstruktor stavu

Jak jiz bylo naznaceno v kapitole 2.1.5, nejsme schopni pfimo méfit stav le-
vitujictho magnetu ménici se v Case. Pokud je ovSem systém pozorovatelny,
je mozné z konecné dlouhého pribéhu, respektive z konecného poctu vzorki
jeho vystupt urcit i kompletni stav systému.

Toho lze docilit vyfeSenim vystupni rovnice [3]:

k=1
y(k) = CA*x(0) + Z CA*7' Bu(j) + Du(k) (3.10)
=0
Pro fizeni v redlném Case je ovSem feSeni této rovnice problematické zejména
z divodu své vypocetni narocnosti (pro kazdou zménu akéniho zasahu mu-
sime hledat feSeni rovnice), navic délka (pocet vzorkil) vystupu nartista s Ca-
sem, takZe by bylo navic zapotfebi dynamicky ménit c¢ast pribéhu ze ktéré pfi
feSeni vychdazet.

Pro fizeni v redlném Case existuje daleko elegantnéjsi zptisob urceni redl-
ného stavu totiZ pouZiti identického rekonstruktoru stavu.



Rekonstruktor stavu je virtudlni dynamicky systém, ktery ma v sobé za-
budovanou dynamiku samotného fizeného systému, ale dale je navic ovliviio-
van rozdilem ocekdvaného vystupu od vystupu redlné méfeného. Pro nulovou
odchylku predikovaného a redlného vystupu ma rekonstruktor totoZnou dyna-
miku jako fizeny systém. V piipadé nenulové odchylky ma rekonstruktor pfi
vhodném navrZeni tu vlastnost, Ze konverguje k tomu, aby zminénd odchylka
byla nulové a dochdzi tak k vysledovéni (rekonstrukci) redlného stavu.

Zasadni vyhodou rekonstruktoru stavu oproti explicitnimu feSeni rovnice
3.10 je jeho relativné mald a zaroven konstantni vypocetni i pamét’ ova naroc-
nost.

Kombinaci stavové zpétné vazby a rekonstruktoru stavu se souhrné fika
dynamicky kompenzator [4].

A

X' = Ax+Bu 2 K*o u X' = Ax+Bu y > [ ]
y = Cx+Du y = Cx+Du

Full-state estimator ~ Full-state feedback System Scope

Obrazek 3.2: Dynamicky kompenzator

Zdroj vlastni

N4&s rekonstruktor stavu bude linearni systém definovany Ctvefici matic
A, B,,C,, D, vetvaru [1]:

A, =A-Kr-C
B, = [B Kr]
(3.11)
C, =1
D, =0

Kde K, je prirtistkova matice kterou navrhneme také metodou LQR po-
moci MATLAB funkce [1]:

K. = (gr(A",C", Q,, R))' (3.12)

Parametrizujici matice Q, a R, zvolime tak, aby dynamika konvergence k
redlnému stavu byla dostateCné rychlejsi neZ dynamika redlného systému, ale
zaroven ne prili§ kvuli robustnosti rekonstrukce:

0,=10-1

3.13
R, =001-1 G-15)



K, =10*.

[—0.0097  0.0000 |
0.0000 —0.0097
0.0000 —0.2566
0.2566 —0.0000

—-0.2687  0.0000
0.0000 —0.2687
0.0000 —5.3480

| 5.3480  —0.0000)

(3.14)



4 Simulace

Simulaci sestaveného matematického modelu systému budeme provadét po-
moci nastroje MATLAB Simulink. Dynamika systému je modelovdna pomoci
nelinedarnich diferencidlnich rovnic odvozenych v kapitole 2 a fidici algorit-
mus je modelovan na zdkladé vypoctt v kapitole 3. Cely simulaéni program
je k dispozici v ptiloze prace, simulovat lze libovolné parametrizovany systém
a vysledky simulaci jde zobrazit jak grafy, tak animaci vytvofenou v Simscape
Multibody.

Obrazek 4.1: Snimek z animace v Simscape

Zdroj vlastni Zdroj vlastni
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4.1 Nerizeny systém
Simulace 1 - rovnovazny stav

Pro ovéfeni spravné ur¢eného rovnovazného stavu, zacneme simulaci s poca-
teCnimi podminkami v rovnovdZzném stavu.

Pocate¢ni podminky:

X =[00z000000000]"

Prubéh poloh
0.04 T \p y

0.02 - i y

Poloha [m]

0 | | | | | | | | |
0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 35 4 4.5 5
Cas [s]

Pribéh orientace
T T T

—
-0

Eulerovy Uhly [rad]
o

_1 Il Il Il Il Il Il Il Il Il
0 0.5 1 1.5 2 25 3 35 4 4.5 5
Cas[s]

Obrazek 4.2: Test rovnovazného stavu

Zdroj vlastni

Systém dle ocekavani ziistava v klidu.



Simulace 2 - nestabilita

V dalsi simulaci vychylime pocatecni podminky nepatrné od rovnovazného
stavu v soufadnicich x a y.

Pocate¢ni podminky:

x=[10"° =102 000000000]"

Priubéh polohy
T T

0.05
'E %
- x
5 0 — g -
o AN z
o
-0.05 ] ] ] ] ] ]
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7
Cas [s]
Pribéh orientace
— 05 T T
©
o
£ 0 ] ¢
=1 —_—
> \J f
o -0.5 - b (4
<2
=)
L N 1 1 1 1 1 1
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7

Cas[s]

Obrazek 4.3: Test nestability systému

Zdroj vlastni

AC jsme vychylili magnet o pouhy nanometr ve sméru x a y, kviili nestabi-
lité systému a naprosté absenci klidového tfeni vychyleni exponencidlné roste
az je simulace ukoncena pfed okamZikem, kdy by doSlo ke stfetu s jednim
z magnetil v podstavé.



Simulace 3 - eliminace

V kapitole 2.2.8 jsme za ucelem ndvrhu reguldtoru ze stavového popisu eli-
minovali soufadnice z a i, jelikoZ na okoli rovnovaZzného stavu neovliviiuji
stabilitu systému. Tuto vlastnost ovéfime v nasledujici simulaci.

Pocate¢ni podminky:

% =[00(z +0.001)000000001]"

Prubéh polohy
T T

0.04 T
E »
© = [
< 0.02 y
o z
o

0 | | | | | | | | |
0 0.5 1 15 2 25 3 35 4 4.5 5
Cas [s]
Prubéh orientace

= 6 T T T

o

24T | o

5 oy

>

8 2 - Y

o

>

w O L L L L L L L L L

0 0.5 1 1.5 2 25 3 35 4 45 5
Cas [s]

Obrazek 4.4: Test vychyleni z a ¢

Zdroj vlastni

Dle oc¢ekavani libovolné vychyleni z nebo ¢ neovlivni zbylé stavové sou-
fadnice (za predpokladu Ze jsou v rovnovdZném bod¢) a magnet naddle levituje
s netlumenou oscilaci ve sméru osy z, kolem které se zaroven otaci.



4.2 Rizeny systém
Nésledujici simulace jiZ zahrnuji aktivni fizeni.
Simulace 4 - regulace s primo mérenym stavem

Pro prvni fizenou simulaci uvdzime, Ze stav levitujictho magnetu miZeme
piimo presné méfit. Pfi umisténi magnetu do rozumné vzdédlenosti od rovno-
vazného bodu probéhne regulace velmi elegantné a rychle konverguje k nulové
odchylce a nulovému fizeni. Po¢4te¢ni podminky:

xo = [0.001 —0.0015z,00000000 17"

;X 1073 Pribéh polohy
T T

Poloha [m]
T
\
\
\
N\
\
1

2 I I I I I I I I I

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
Cas[s]
Prabéh orientace
T 02 T T T
o
> 1
= (]
S
> —90
3 — i
o
3 - I I I I I
0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
Cas [s]

Pribéh Fizeni
T

Proud [A]

- 1 1 1 1 1 1
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
Cas[s]

Obrazek 4.5: Regulace malé pocatecni vychylky

Zdroj vlastni



Simulace 5 - velka vychylka

Pti zvySovani pocatecni odchylky se pfirozené zvySuje i obtiZnost stabilizova-
telnosti systému reguldtorem, jeZ je navrzen pro linearizovany systém a navic
podléha saturaci. Pokud umistime magnet piili§ daleko od rovnovazného bodu
neni mozné systém stabilizovat.

Pocate¢ni podminky:

xo = [0.0032 —0.0027z,00000000 1]"

Priubéh polohy
T T

0.05 T —T—
3 ////,//’ A
F - =
o —— y
[¢} ~
o
0.05 | | | | | |
0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35
Cas[s]
Prubéh orientace
T 2 T T —
o T
> 00— e —— bl 5
s N ;
2, \ g
o 2l \ b Y
8 N
0 4 ! ! ! ! ! !
0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35

Cas [s]
Pribéh Fizeni
T T

Proud [A]
o
T
1
!
< X

2 L I I I I I
0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35

Cas[s]

Obrazek 4.6: Regulace velké pocatecni vychylky

Zdroj vlastni

Pro zvyseni kritické odchylky se kterou si regulator jeSté zvlddne poradit
by bylo zapotiebi osadit zafizeni civkami, které by za stejnych proudil vytva-
fely silngj$i magnetické pole.



Simulace 6 - Fizeni na zakladé senzoru

Rekonstruujeme-li redlny stav na zdkladé vystuptl ze senzord, nemiZeme ocCe-
kdvat lepsi vysledky neZz-li pfi simulaci, kdy jsme pocitali s pfimym méfenim
stavu. Konvergence k nulové odchylce neni z diivodu zasumélého vystupu sen-
zorll moZn4, a tak systém po odeznéni prechodového déje stochasticky osciluje
na okoli rovnovazného bodu. Stfedni hodnota odchylky pfi ustdlenych oscila-
cich je dana predevsim intenzitou zminéného Sumu.

xo = [0.001 —0.0015z,000000001]"

%1073 Prabéh polohy
T T

Poloha [m]
o
!
1

2 1 1 1 1 1 1 1 1 1

0 0.5 1 15 2 25 3 35 4 4.5 5
Cas [s]
Prubéh orientace
= 05 T T T
©
>
2 JAA —¢
S0 VAWAVWMMW —
>
5 \/ \/ P
()
o 05 ! ! ! ! ! ! ! ! !
0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4 4.5 5
Cas [s]

Pribéh fizeni
T

Proud [A]

Obrazek 4.7: Prubeh regulace na zaklade€ zasumélych senzort

Zdroj vlastni



p X 1073 Porovnani rekonstrukce polohy
E N . N X
—_ s ? T
S / X - y J re-x
S )
o — —rey
1 1 1 1 1 1 1 |
1.5 2 25 3 35 4 45 5
Cas[s]
03 Porovnani rekonstrukce orientace
0.2
k<)
©
= 0.1 /\ 6
>
2 [
>0 AAWMMMWM ARG |
S — —re-¢
& -0.1 o red
S
i}
0.2
0.3 1 1 1 1 1 1 1 1 1 |
0 0.5 1 1.5 2 25 3 3.5 4 45 5
Cas [s]
2
Obrazek 4.8: Rekonstrukce stavu
Zdroj vlastni
%107 Pribéh vystupt senzort
T T T
— 3r
=
82
X
>
B 1|
£ x-out
g ok -out
S50 y
2
51
©
=L ]
_3 Il Il Il Il Il Il Il Il Il
0 0.5 1 1.5 2 25 3 3.5 4 4.5 5
Cas 3]

Obrazek 4.9: Pribéh vystupl senzort

Zdroj vlastni



Simulace 7 - robustnost (s pfimo mérenym stavem)

Nyni otestujeme robustnost stavové zpétné vazby s piimo méfenym stavem na
odchylku modelu systému. Odchylku modelu budeme simulovat jednoduchym
zpuisobem, totiZ zvySenim hmotnosti m a matice setrvacnosti /, coz by mohlo
predstavovat pridani zavaZzi na levitujici magnet:

m=15-m

It 2'[

Pocate¢ni podminky:

xo = [0.001 —0.0015z,00000000 1]"

4.1

%1073 Priibéh polohy
=3 . : . .
© L X
5 ° —
S, ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6 1.8 2
= Cas [s]
® Priibéh orientace
: 0.2 T T T T T T
S 0 LA AN\ N — — e S B °
> N S N ~—" ~ — 0
> P
2 o2 \ \ \ \ \ \ \ \ \
% 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6 1.8 2
W Cas [s]
Prubéh fizeni
T 2 . : .
QS of u-x
[ uy
oo, \ \ | \ \ \ \ \ \
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6 1.8 2

Cas [s]

Obrazek 4.10: Test robustnosti s piimo méfenym stavem

Zdroj vlastni

I s uvedenou chybou modelu systému se podafilo, byt s o néco horS§im
pribéhem, stavovou zpétnou vazbou docilit stabilizace.



Simulace 8 - robustnost (s rekonstruktorem stavu)

Dynamicky kompenzator, jeZ vychazi z omezeného vystupu systému je na
chybu modelu mnohem nachylnéjsi a i kdyZz zvolime velmi malou odchylku
modelu a uvazime nezaSumély vystup senzort, stabilizace neni dspésnd. Z
této a predchozi simulace lze usoudit, Ze nejproblematictéjsi sloZkou nasSeho
dynamického kompenzétoru je rekonstrukce stavu. Robustnéjsi rekonstrukce
je zaroven v pfimém konfliktu s pozadavkem na rychlost vysledovani stavu,
ktera je nezbytnd pro uspéSnou stabilizaci systému.
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Obrazek 4.11: Test robustnosti s rekonstruktorem stavu

Zdroj vlastni



5 Realna soustava

5.1 Popis architektury

Zatizeni na kterém budeme predeslé vypocty testovat postavime na zdklad¢ to-
hoto projektu [7]. Ve zkratce se zafizeni kromé prvki jiz diskutovanych (mag-
nety, civky, senzory a vypocetni jednotka) sklada ze zdroje elektrického na-
péti, operacniho zesilovace s kaskddou odport a potenciometrii, ktery slouzi
k zesileni signdli Hallovych sond a H mustku, ktery fidi proudy protékajici
civkami na zdkladé digitdlni informace z vypocetni jednotky (Arduino mini).

Obrazek 5.1: Foto sestrojeného zatizeni

Zdroj vlastni

5.2 Nasazeni navrZeného regulatoru

Regulacni algoritmus se bohuzel nepodarilo tspésné nasadit na redlnou sou-
stavu. Ditvodem je patrné prili§ velkd odchylka matematického modelu od re-
ality, kterd neumozni spravné vysledovani stavu a zapficini nevhodné akéni
zésahy dynamickym kompenzitorem. Odchylku modelu bliZze analyzujeme

v nésledujici kapitole.

5.3 Analyza odchylka modelu

Vlastnosti systému jsou definovany na zdkladé Newtonovych pohybovych z4-
kond a silové interakce magnetickych dipdlt. Pro nas systém neni divod se
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domnivat, Ze by nepfesnost matematického modelu méla byt zplisobena me-
chanickymi vlastnostmi tuhého télesa. Naopak co se tyCe popisu magnetic-
kého pole jednotlivych magnetl a civek, je zfejmé, Ze popis odvozeny dle
vzorce pro magneticky dipdl bude pouze hrubou aproximaci redlného pole, je-
likoz celkové pole magnetu (nebo civky) je generovdno v celém jeho objemu,
nikoliv pouze v jednom bod¢ (téZisti).

5.3.1 Odchylka magnetického pole

Pro ilustraci principu rozdilnosti redlného pole a pole generovaného magne-
tickym dip6lem se omezime na 2D prostor vznikly svislym fezem prostoru
ptivodniho, pro ktery srovname pole generované jednim a 14 dipdly uspotada-
nych v mfiZce dle nésledujictho obrazku 5.2 (sestaveni presného popisu mag-
netického pole magnetu je nad rdmec této prace):

Rozmisténi 1 dipolu Rozmisténi 14 dipolu
0.03 0.03
0.02 - 0.02
0.01 0.01
T 0 ° E ol 0000000
N N 000000
-0.01 1 -0.01 1
-0.02 1 -0.02 1
-0.03 -0.03
-0.01 0 0.01 -0.01 0 0.01
x [m] x [m]

Obréazek 5.2: Rozmisténi dipdli

Zdroj vlastni

Magnetické momenty kazdého ze soustavy 14 magnetickych dipdla byly
urceny tak, aby se pro referencni vzajemnou polohu ze které byl experimen-
tem 2.7 uren magneticky moment m, ob& pole shodovala. Nalezeni téchto
momentt, které si ozna¢ime jako my4 bylo docileno numerickou metodou pu-
lenim intervald a vysledkem je:

mys = mg - 0.07525 ... (5.1)



Na nasledujicich grafech jsou zniazornéna pole obou modeli. Jednotlivé
Sipky definuji bodovou velikost a orientaci magnetické indukce v jejich stredu,
orientace je ddna orientaci Sipky a velikost barvou. Pro lepsi rozloZeni barev-
ného gradientu je stupnice barev logaritmicka:

Magnetické pole 1 dip6lu Magnetické pole 14 dipola
0.08 N P P 0.08 9 P P
\\\\\\\\\\‘Trf \»\T"’
- N A f /| O Referencnibod NN O Referencni bod
ooef TTUDNNNY 008 R EYy.
t 17 VY !

NN A
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R
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wor s 22 PP TOTA VNN S

0,08 L L L n . 0.08 L L L
-0.08 -0.06 -0.04 -0.02 0 002 0.04 006 0.08 -0.08 -0.06 -0.04 -0.02 0 002 0.04 006 0.08

Obrazek 5.3: Pole obou modelu

Zdroj vlastni

V grafech jsou ¢ernym obdélnikem oznaceny fyzické rozméry magnetu
a cernym kruhem ve spodni ¢4sti je oznacena referencni vzajemna poloha, pro
kterou byly v experimentu 2.7 magnetické momenty urceny.

Pro vizualizaci vzdjemnych odchylek poli vypoéteme obdobnym zpiso-
bem miizku bodovych hodnot magnetikych indukci pro obé magnetické pole
s vétsi Cetnosti (400 x 400) a pro kazdy bod porovname velikosti indukci obou
poli dle vztahu pro odchylku e definovanou:

_|B1 = Byl
~ max(By, Bi4)
Kde B, je pro dany bod velikost magnetické indukce pole generovaného
jednim dipélem a By4 pole generovaného soustavou 14 dip6lia.

(5.2)

KaZdou vypoctenou odchylku zobrazime pixelem s prisluSnou barvou ba-
revného gradientu s polynomidlni stupnici. V grafu ddle oznac¢ime ¢ernymi ob-
délniky relativni polohu dvou permanentnich magneta (respektive jejich fezy),
se kterymi levitujici magnet interaguje a fialovym obdélnikem primét umis-
téni senzort. Bily kruh v dolni ¢4asti grafu opét oznacuje referencni bod, pro
ktery byly uréeny magnetické momenty:

1.977

0.2556

0.0331

0.0043

0.0006

Maaneticka indukce IT1



Odchylka velikosti magnetické indukce

-0.07 100%

-0.035 56.25%

z[m]

25%

Odchylka velikosti magnetické indukce

0.035 6.25%

0.07
-0.07 -0.035 0 0.035

x [m]

0%

Obrazek 5.4: Odchylka velikosti magnetické indukce

Zdroj vlastni

Stejnym zplisobem porovndme i bodovou orientaci obou poli. Tentokrat
bude odchylka definovand jednoduSe vzdjemnym thlem orientaci obou poli
a stupnice barevného gradientu bude logaritmicka:



Odchylka orientace magnetické indukce

-0.07 180"

-0.035 41.32°
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9.49"

0.035 2.18"

Odchylky orientace magnetické indukce [deg]

0.07 <05

-0.07 -0.035 0 0.035 0.07
x [m]
Obrazek 5.5: Odchylka orientace magnetické indukce

Zdroj vlastni

Nakonec provedeme celkové zhodnoceni rozdilnosti obou modeli. Tu pro-
vedeme normalizaci odchylek orientace na interval (0, 1) a ndslednym souci-
nem obou srovnani (velikosti a orientace). Vysledek vizualizujeme opét po-
moci barevného gradientu s logaritmickou stupnici a dostdvame souhrnny zhod-
nocujici graf rozdilnosti obou poli:



Celkové zhodnoceni rozdilnosti poli

max

= Poloha magnetu
== Poloha senzoru
Referencni bod

-0.035

z [m]

0.035

0.07
-0.07 -0.035 0 0.035 0.07
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min

Obrazek 5.6: Souhrnné odchylka obou poli

Zdroj vlastni

Z poslednich tii srovnavacich graft je patrné, Ze vzajemna poloha magnetii
podstavy a levitujictho magnetu neni $t’astnd, jelikoZ se oba modely v téchto
mistech relativné hodné lisi. O néco lépe je na tom umisténi senzord.

Skutecny rozdil poli generovanych redlnym magnetem a aproximaci mag-
netickym dip6lem bude pochopitelné jiny, nez ilustracni priklad pro 14 di-
poli, ale princip odlisnosti by mél byt podobny. Dalsi faktor, jez vstupuje do
nepiesnosti modelu a nebyl jesté zminén, je 1 zakfiveni magnetického pole fe-
romagnetickymi jadry civek a silova interakce levitujictho magnetu s t€mito
jadry.

Nejlépe patrny disledek rozdilného tvaru poli je daleko vétsi nartist mo-
mentu sily u matematického modelu ve srovndni s redlnou soustavou pro stejné
odchylky od rovnovadzného bodu. Toho si lze v§imnou porovndnim ustilené
orientace vychyleného magnetu s fixni polohou. Na nésledujicich dvojicich
obrazki je srovnani ustdlené orientace modelu a redlného magnetu pfi témér
stejné mechanicky fixované translacni poloze. Velky rozdil orientace je dobre
patrny pouhym okem (pfesné méreni pro komplikovanost provedeno nebylo).



Redlna ustalena orientace Ustalena orientace modelu

Ustalena orientace modelu

Obrazek 5.7: Demostrace odchylky modelu

Zdroj vlastni



5.4 Shrnuti nevhodnosti navrzeného regulatoru

Zjistili jsme, Ze naS dynamicky kompenzétor je velice ndchylny na nepfesnost
modelu zejména z diivodu nespravného vysledovani stavu. Ddle jsme ukazali,
Ze aproximace magnetického pole vzorcem pro magneticky dipdl je pro danou
konfiguraci pomérné nepresnd a vykazuje prili§ odlisné silové ptlisobeni ve
srovnani s realitou. BliZze jsme zkoumali princip této odliSnosti porovnanim
pole generované jednim a 14 magnetickymi dipdly. Kombinace zminénych
problému znemozniuje dspeésnou realizaci navrZzené regulace.

5.5 Nasazeni empiricky urceného PID regulatoru

Na druhou stranu se na redlné soustavé podarilo docilit levitace a to s relativné
malymi oscilacemi a velkou robustnosti, pomoci €isté empiricky ladéného vy-
stupniho PID reguldtoru, respektive dvojici téchto reguldtorti, zvIast' pro osu
X a pro osu y piimo na zdkladé vystupu senzorli bez rekonstrukce stavu. Po-
dobny typ regulace byl ovSem pouzit v origindlnim projektu [7], nejednd se
tedy o vlastni pfinos této prace.

Obrazek 5.8: Levitace docilend empiricky uréenym PID

Zdroj vlastni



Obrazek 5.9: Robustnost - pfi pfidani zdvazi

Zdroj vlastni

Naopak matematicky model naseho systému se PID regulaci pfimo vy-
stupll senzord bez rekonstrukce stavu stabilizovat nepodafilo, coz dale pou-
kazuje na velkou odliSnost reality od modelu, ktery je dle vSeho paradoxné
daleko htife stabilizovatelny.



Vysledky Prace

Podarilo se odvodit matematicky model systému levitujictho permanentniho
magnetu. Model simuluje stav levitujictho magnetu, tedy jeho polohu a ori-
entaci v prostoru. Silové interakce mezi levitujicim permanentnim magnetem
a mnoZinou permanentnich magnetli a civek umisténych v podstavé byly od-
vozeny pro soustavu magnetickych dipdlti na zdkladé Maxwellovych rovnic,
s tim, Ze permanentni magnety maji konstantni magnetické momenty a civky
maji magnetické momenty linedrné imérné fizenému protékajicimu proudu.
Reakce na tato silova ptisobeni byly odvozeny pro tuhé téleso (valec) na za-
kladé Newtonovych pohybovych zdkonti. Model Hallovych sond, respektive
odhad jejich vystupti byl odvozen vypoctem bodové kolmé slozky magnetické
indukce v misté senzoru.

Matematicky model byl linearizovan na okoli rovnovadZného bodu, ve kte-
rém dochazi k levitaci. Na zdkladé linedrniho modelu byla navrhnuta stavova
zpétnovazebni regulacni smycka metodou LQR. Pokud jsme uvazZovali pifimé
méfeni stavu, dosahli jsme pfi simulaci velmi dobrych vysledku, kdy odchylka
a fizeni rychle konvergovali k prakticky nulovym hodnotdm. Regulace nebyla
dle o¢ekavani uspésna pii prilis velké pocatecni vychylce a to predevsim kvili
omezené velikosti akcnich zdsahid a také zvétSujici se odchylkou linearniho
a nelinedrniho modelu se vzdalenosti od rovnovaZzného bodu.

Pro fizeni na zdkladé vystupu senzort byl odvozen rekonstruktor stavu. Pri
uvaze nulového Sumu na senzorech bylo opét dosazeno dobrych regulacnich
vysledkd, kdy po odeznéni prechodového déje magnet levitoval s minimal-
nimi oscilacemi. Pri pficteni bilého Sumu na vystup senzort se tyto oscilace
zvySovaly, jelikoZ rekonstruktor stavu nebyl schopen redlny stav vysledovat
s takovou presnosti a pokud byla intenzita Sumu pfilis velkd, regulace skoncila
nezdarem. Jak se ukdzalo, nejvétsi slabinou celého dynamického kompenza-
toru byla citlivost rekonstruktoru stavu na presnost modelu.

Co se tycCe realizace navrZzeného dynamického kompenzatoru na redlné
soustave, Uspesné stabilizace dosazeno nebylo. Divodem byla patrné pfilis
velkd odchylka matematického modelu s realitou a to konkrétné predev§im
aproximaci magnetického pole jednotlivych magnetti vzorcem pro magneticky
dipdl. Tato nepresnost se pii urCovani dynamiky systému projevi ve vSech
trech maticich linearizovaného systému {A, B, C}, ze kterych navrh regulace
vychdzi, coz vyusti v kombinaci Spatného vysledovéni stavu a nevhodnych
akénich zasahii. Odchylka modelu byla experimentalné ovéfena porovnanim
ustdlené orientace simulovaného a redlného levitujictho magnetu pfi zafixo-
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vani transla¢ni odchylky od rovnovazného stavu. Pii translacni vychylce od
rovnovazného bodu dochézi u redlného systému k daleko mensimu nardstu
momentu sily pasobici na levitujici magnet ve srovnani s matematickym mo-
delem.

Rozdilnost poli redlného magnetu a aproximace magnetickym dipélem
jsme blize zkoumali na ilustracnim piikladu pro soustavu 14 dipdli. Zde se
ukdzalo, Ze rozdilnost obou poli je velmi zdvisla na relativni poloze a Ze po-
loha magnett, se kterymi dochdzi k silové interakci je v tomto ohledu relativné
nest’astna.

Chyba na strané harwaru byla vyloucena dspéSnym nasazenim empiricky
ladéné PID regulatoru, obdobnému regulatoru pouzitého v projektu [7], na
zékladé kterého bylo zafizeni konstruovéno.



Diskuze

Pro Gspésné nasazeni odvozeného dynamického kompenzétoru na zakladeé mo-
delu by bylo zapotiebi zdokonalit popis magnetickych poli, napt. nahrazenim
aproximace pomoci jednoho magnetického dipdlu celou mnoZinou slabSich
dipdli rozmisténych v objemu télesa. Vypocet takového modelu by byl ovSem
relativné ndro¢ny, jelikoz by bylo zapotfebi pocitat kartézsky soucin silovych
interakci vSech dipdli v levitujicim magnetu se v§emi dipdly podstavy.

Uspésnost &isté empiricky uréené regulace bez rekonstrukce stavu nazna-
Cuje, Ze je pro tento tkol odvozovani reguldtoru na zdkladé presného matema-
tického modelu zbytecné narocné a bylo by patrné daleko snazsi zdokonalovat
kvalitu regulace dalSim empirickym ladénim a piipadné fyzickymi dpravami
zafizeni jako takového.

64



Zaver

Definovali jsme si jev magnetickd levitace, sezndmili jsme se se zdkladnimi
principy, jimiZ lze tohoto jevu docilit a detailn€ jsme rozebrali jeden z téchto
zpusobll vyuzivajici zpétnovazebniho fizeni. Pro systém, jeZ jsme zkoumali
jsme sestavili matematicky model pfedstavujici soustavu nelinedrnich rovnic
odvozenych z Newtonovych pohybovych zdkont a zakonu pro silovou inter-
akci magnetickych dipdli. Tyto rovnice jsme za ucelem nalezeni vhodného
stabilizujiciho zpétnovazebniho algoritmu linearizovali v nestabilnim rovno-
vazném bod€ a na zdklad€ linearizovaného systému jsme navrhli stavovou
zpétnou vazbu pomoci metody LQR. Vzhledem k pfimo neméfenému stavu
jsme navrhli rekonstruktor vyuZivajici omezeny vystup systému z dvojice sen-
zorl. V ramci simulaci se podarilo systém pomoci navrzeného dynamického
kompenzétoru stabilizovat, ale odchylka matematického modelu od redlného
svéta byla prili§ velkd, predev§im v popisu magnetického pole jednotlivych
magnetl a civek, takze regulacni algoritmus nasazeny na redlné zafizeni se-
lhal. Selhdni na strané zafizeni jako takového jsme vyloucili, jelikoZ se na ném
podafilo magnetické levitace docilit empiricky uréenym PID reguldtorem.
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Seznam znaceni

LQR
PID

~n I M IFE X

s(¢)
c(¢)

linear quadratic regulator
proporciondlné integraéné derivaéni
magnetickd indukce [T]
permeabilita [Hm™!]
relativni permeabilita
magneticky moment [Am?]
sila [N]

hmotnost [kg]

gravitaéni zrychleni [ms=2]
Matice setrvacnosti [kg-m?]
sin(¢)

cos(¢)



A Priloha

Zdrojovy koéd simulaéniho modelu je k dispozici na https://github.com/
thonzyk/6DOF-Magnetic-levitation.


https://github.com/thonzyk/6DOF-Magnetic-levitation
https://github.com/thonzyk/6DOF-Magnetic-levitation
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