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Abstrakt

Práce pojednává o principech °ízení, kterými lze dosáhnout stability sférického inverzn¥

uloºeného kyvadla na kvadropté°e. Systém je rozd¥len do dvou subsystému, kde je kaºdý

ze systém· navrºen zvlá²´. Na základ¥ matematických model· je navrºeno vhodné °ízení.

Kvadroptéra je °ízena kaskádou PID regulátor·, zatímco pro inverzní sférické kyvadlo je

realizován LQ regulátor. Navrºené subsystémy jsou nakonec spojeny v jeden. Výsledky

jsou ov¥°eny a prezentovány pomocí simulace a 3D vizualizace.
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Abstract

This thesis deals with principle of control, which can be used to achieve the stability

of the spherical inverted pendulum on the quadrotor. The system is divided into two

subsystems where each of the systems is designed separately. Based on mathematical

models, appropriate management is proposed. The quadropter is controlled by a cascade of

PID controllers, while an LQ controller is implemented for the inverse spherical pendulum.

The two subsystems are composed into single one. The results are veri�ed and presented

using simulation and 3D visualization.
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quadrotor, pendulum, control, PID, frame, regulator, system, model
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Kapitola 1

Úvod

Kvadrokoptéra neboli dron je helikoptéra se £ty°mi rotory. První takový funk£ní stroj

vyrobil pan Etienne Oehmichen roku 1920. Dnes je vývoj soust°ed¥n p°edev²ím na malé

bezpilotní kvadroptéry, které vynikají svými manévrovacími schopnostmi. Pouºívají je

hasi£i, policie i armáda. Jejich vyuºití v²ak není v·bec omezeno. N¥které £lánky pojedná-

vají o vyuºití dron· ve velkých skladech a to nap°íklad k po£ítání zboºí £i p°evozu balík·,

jiné se soust°edí na mapování golfových h°i²´ pomocí kamer.

Manévrovatelnost kvadroptéry je zásadní vlastností a zm¥nou oproti klasickým lé-

tajícím objekt·m jako jsou letadla £i helikoptéry. Tato skute£nost dává moºnost návrhu

i realizaci °e²ení hned n¥kolika s ní spojených problém·. Existují projekty, které se za-

bývají pro p°íklad p°evozem nákladu za vyuºití kvadroptér. Formulace tohoto problému

uvaºuje náklad, tedy kyvadlo, zav¥²ené pod kvadroptérou. Klasickou úlohou je pak stabi-

lizace nákladu p°i zrychlování £i zpomalování kvadroptéry. Tento problém lze p°i ur£itých

zjednodu²eních transformovat na klasický vozík se zav¥²eným kyvadlem, jeº se pohybuje

pouze ve dvoudimenzionálním prostoru.

Jednou z dal²ích °e²itelných úloh je stabilizace kyvadla nad t¥lem kvadroptéry, tzv.

inverzního sférického kyvadla. Nejznám¥j²ím °e²itelem obdobného problému je Ra�aello

D'Andrea, coº je ²výcarský inºenýr a podnikatel, který je zárove¬ vedoucím výzkumu

dynamických systém· a °ízení na ETH Zurich. Ten se v¥nuje p°eváºn¥ °ízení kvadroptér,

p°i£emº jeho nejznám¥j²í práce jsou realizace kvadroptéry s inverzním kyvadlem, ovládání

kvadroptér pomocí gest nebo °ízení trajektorie letu skupiny kvadroptér. Problém °ízení

kvadroptéry s inverzním kyvadlem a s ním spojené podproblémy jsou obsahem této práce.

Cílem této práce je navrhnout matematický model kvadroptéry s inverzním kyva-

dlem, navrhnout vhodné °ízení ke stabilizaci tohoto sloºeného systému a vytvo°it vizuální

simulaci výsledk·. Ve²kerý obsah je potom rozd¥len do t°í hlavních £ástí.
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První £ást se zaobírá kvadroptérou jako samostatným systémem. Tato kapitola obsa-

huje deklaraci sou°adnicových rámc· a jejich vzájemných vztah·. Krátká £ást je v¥nována

rota£ním maticím. Model je navrºen na základ¥ matematicko-fyzikálních rovnic a z nich

vycházejících vztah·. Systém je linearizován v pracovním bod¥, kde je navrºeno °ízení

pomocí kaskády PID regulátor·.

Druhá £ást je v¥nována inverznímu kyvadlu s pohyblivým záv¥sem. Sférické inverzní

kyvadlo je klasický typ úlohy automatického °ízení, o kterém pojednávají nap°íklad £lánky

[4], [3] nebo teze [6]. I kdyº takový systém nemá ve sv¥t¥ p°íli² velké uplatn¥ní, tvo°í

zajímavou úlohu ke zdokonalení jejího °e²itele v oboru °ízení systém·. Systém je navrºen

Lagrangeovou metodou a jeho stabilizace je provedena pomocí stavové zp¥tné vazby s

vyuºitím optimaliza£ní úlohy LQR.

T°etí £ást práce pojednává o sloºeném systému, kde jsou p°ipojeny p°edchozí dva

subsystémy k sob¥. D·leºitou sou£ástí je diskutování moºnosti spojení dvou subsystém·

a p°edpoklad·, za kterých tak lze u£init.

Navrºené systémy jsou modelovány v programu MATLAB, který nabízí ²iroké moº-

nosti simulací v celém oboru °ízení systém·. Vizualizace výsledk· je rovn¥º provedena v

tomto programu.
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Kapitola 2

Kvadroptéra

2.1 Konstrukce

Jednou z nej£ast¥ji pouºívaných konstrukcí kvadroptér je konstrukce se £ty°mi statickými

rotory. Existují ale také kvadroptéry s dynamickými rotory, které poskytují ²ir²í moºnost

°ízení pro svou schopnost zm¥ny náklonu samostatných rotor·. Klasicky jsou rotory umís-

t¥ny do vrchol· £tverce a to z d·vodu snadné °iditelnosti. V²echny rotory mají nastaveny

lopatky tak, aby vyvíjely tah sm¥rem nahoru. Jeden pár protilehlých rotor· se ov²em to£í

jedním sm¥rem, zatímco druhý pár opa£ným. Toto provedení zamezuje rota£nímu ú£inku,

který motory vytvá°í v·£í celé konstukci. V praxi je následkem totoºné orientace rotor·

to£ivý pohyb kvadroptéry kolem osy z opa£ným sm¥rem neº je pohyb lopatek rotor·.

15



U reálného modelu kvadroptéry se k m¥°ení vlastního transla£ního zrychlení a úhlo-

vým zrychlením vyuºívá tzv. inerciální m¥°ící jednotka (IMU). To je elektronické za°ízení,

které m¥°í veli£iny pomocí kombinace akcelerometr· a gyroskop·, n¥kdy také magneto-

metr·, a hlásí je °ídícímu systému. Inerciální me°ící jednotky se také typicky pouºívají v

letadlech. V této práci se p°edpokládá úplná znalost v²ech stav· a uvaºuje se m¥°ení bez

poruch, jeº by mohly z jednotek p°icházet.

2.2 Sou°adnicové rámce a reprezentace pozice

Sou°adnicové rámce nebo sou°adnicové systémy umoº¬ují jednozna£n¥ popsat polohu

bodu pomocí £ísel jakoºto sou°adnic £ili koordinát. Aby bylo v·bec moºné popsat po-

hyb tuhého t¥lesa v prostoru, je t°eba deklarovat pevné a pohyblivé sou°adnicové rámce,

které mezi sebou mají jisté vazby. Ke kvadropté°e se p°istupuje jakoºto k tuhému t¥lesu

ve vesmíru popsanému sou°adnicovými rámci letounu v·£i p°edem danému lokálnímu sou-

°adnicovému rámci. Obecn¥ se de�nuje celá °ada sou°adnicových rámc·, kde mezi nejzná-

m¥j²í pat°í Earth-Fixed Coordinate Frame (EFCF), Earth-Centered, Earth-Fied (ECEF

nebo ECR) £i Aircraft-Body Coordinate Frame (ABCF) viz kniha [5]. Existuje také více

p°ístup· k popisu vztah· mezi t¥mito rámci. T°emi nejpouºívan¥j²ími jsou popisy pomocí

Eulerových úhl·, matice rotace a quaternion·. Zde se transformace mezi rámci popisuje

pomocí rota£ních matic.

2.2.1 Pravidlo pravé ruky

P°ed de�nováním samotných sou°adnicových rámc· je t°eba deklarovat pozitivní sm¥ry

ve v²ech osách sou°adnicového rámce a dále také pro v²echny úhly.

Tyto pozitivní sm¥ry lze ur£it pravidlem pravé ruky. Pravidlo pravé ruky je v ma-

tematice a fyzice b¥ºnou mnemotechnickou pom·ckou pro pochopení orientace os ve t°í-

rozm¥rném prostoru. Palec pravé ruky reprezentuje pozitivní sm¥r osy x, ukazovák osy y

a prost°ední£ek ukazuje pozitivním sm¥rem v ose z.

Typicky se vyuºívají dv¥ intuitivní nastavení pozitivních sm¥r· os. Jsou to nastavení

ruky, kdy osa z (palec) sm¥°uje sm¥rem dolu nebo nahoru. Podle toho se m¥ní uspo°ádání

zbylých dvou os sou°adnicového systému. Volba kladného sm¥ru osy z sm¥rem dol· se

£asto vyuºívá v letectví a to z d·vodu pozitivního sm¥°ování gravita£ního zrychlení. V

práci je také z tohoto d·vodu zvolena varianta, kdy kladný sm¥r osy z je sm¥r dol·.

16



2.2.2 Lokální sou°adnicový systém a sou°adnicový systém kvadrop-

téry

Lokální sou°adnicový systém, respektive jeho po£átek, m·ºe být zvolen v testovacím pro-

st°edí (nap°. v laborato°i) a vyuºit k pozorování dynamických stav· kvadroptéry vzhledem

k po£átku lokálního sou°adnicového systému (tím m·ºe být ur£ité místo na podlaze) a

k ur£ení pozice kvadroptéry ve t°ídimenzionálním prostoru. Tento lokální rámec (v práci

také vztaºný) bude v práci zna£en písmenem LF - Local frame, který tvo°í sou°adnice[
xL yL zL

]T
.

Sou°adnicový rámec kvadroptéry je �xován na její t¥lo, kde po£átky jednolitých os

tohoto systému leºí ve st°edu kvadroptéry a to tak, ºe osa xb prochází skrz p°í¤ a zá¤

letounu a ukazuje tedy pozitivním sm¥rem vp°ed. Osa zb prochází skrz symetrické t¥lo

letounu a sm¥°uje dol·. Osa yb je ur£ena pravidlem pravé ruky a sm¥°uje tak skrz jedno

z postranních ramen letounu. Sou°adnicový systém kvadroptéry (v práci také t¥lesový

rámec) je zna£en písmenem BF - Body frame. Ten je tvo°en sou°adnicemi
[
xb yb zb

]
.

LF

xb

yb

zb

BF

xL

yL

zL

Obrázek 2.1: Sou°adnicové rámce

2.2.3 Matice rotace

Otá£ení pomocí rota£ních matic je obecn¥ jedním ze zp·sob· popisu rotace tuhého t¥lesa

kolem vztaºného sou°adnicového systému. Popisuje se rotace soustavy sou°adnic do nov¥

vzniklé polohy ur£ené nov¥ vzniklým sou°adnicovým systémem. Z p°edchozí de�nice o
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sou°adnicových rámcích 2.2.2 vychází, ºe zde se popisuje rotace mezi lokálním a t¥lesovým

rámcem. Jakýkoliv vektor ~v lze obecn¥ vyjád°it jako

~v = ab~xb + bb~yb + cb~zb = aL~xL + bL~yL + cL~zL (2.1)

kde dolní indexy zna£í dané sou°adnicové rámce. Produktem roznásobení rovnice (2.1)

jednotlivými vektory xb, yb, zb jsou tyto t°i rovnice

ab(~xb, ~xb) + bb(~yb, ~xb) + cb(~zb, ~xb) = aL(~xL, ~xb) + bL(~yL, ~xb) + cL(~zL, ~xb)

ab(~xb, ~yb) + bb(~yb, ~yb) + cb(~zb, ~yb) = aL(~xL, ~yb) + bL(~yL, ~yb) + cL(~zL, ~yb)

ab(~xb, ~zb) + bb(~yb, ~zb) + cb(~zb, ~zb) = aL(~xL, ~zb) + bL(~yL, ~zb) + cL(~zL, ~zb),

(2.2)

kde rovnice (2.2) má maticový tvar zápisuabbb
cb

 =

(~xL, ~xb) (~yL, ~xb) (~zL, ~xb)

(~xL, ~yb) (~yL, ~yb) (~zL, ~yb)

(~xL, ~zb) (~yL, ~zb) (~zL, ~zb)


aLbL
cL

 . (2.3)

P°esná de�nice matice rotace, respektive Eulerova v¥ta, °íká: Jakékoliv rotace tuhého

φ

θ

ψ

X

Y

Z

Obrázek 2.2: Znázorn¥ní úhl· kolem sou°adnicového systému

t¥lesa lze dosáhnout t°emi elementárními rotacemi kolem sou°adnicového systému, který

prochází skrz tuhé t¥leso. V praxi to znamená, ºe pro tuhé t¥leso lze de�novat rota£ní

matici R na základ¥ elementární rota£ních matic Ri takovou, ºe postupn¥ otá£í t¥leso do

poºadovaného nato£ení. Takové elementární rotace lze ur£it z p°edchozí rovnice (2.3).

V p°eváºné v¥t²in¥ £lánk· jsou elementární rotace reprezentovány maticemi Rφ,

Rθ a Rψ nebo obdobn¥ Rx, Ry a Rz. Obdobnost zna£ení spo£ívá v pojmenování úhl·

nato£ení kolem daných os viz obrázek 2.2.
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Exaktní formy elementárních matic rotace Rx(φ), Ry(θ) a Rz(ψ) jsou potom dány

takto:

zbyb

φ

yL

zL

xL = xb
Rx(φ) odpovídá elementární rota£ní matici

pro úhel φ kolem osy x

Rx(φ) =

1 0 0

0 cosφ sinφ

0 − sinφ cosφ

 (2.4)

Obrázek 2.3: Rotace o úhel φ kolem osy x

xb

zb

θ

yL = yb

zL

xL

Ry(θ) ... elementární rota£ní matice pro úhel

θ kolem osy y

Ry(θ) =

cos θ 0 − sin θ

0 1 0

sin θ 0 cos θ

 (2.5)

Obrázek 2.4: Rotace o úhel θ kolem osy y

xb
yb

ψ

yL

zL = zb

xL Rz(ψ) ... elementární rota£ní matice pro úhel

ψ kolem osy z

Rz(ψ) =

 cosψ sinψ 0

− sinψ cosψ 0

0 0 1

 (2.6)

Obrázek 2.5: Rotace o úhel ψ kolem osy z

Zavádí se názvy jednotlivých nato£ení o daný úhel a to následovn¥

• Nato£ení o úhel φ je náklon neboli "roll".

• Nato£ení o úhel θ je sklon neboli "pitch.

• Nato£ení o úhel ψ je oto£ení neboli "yaw".
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P°íklad 1 Pro snaz²í pochopení rotování kolem rámc· je uveden p°íklad rotace kolem

dvou os.

zbyb

φ

yL

zL

xL = xb První rotace je provedena o úhel roll φ.

Osa xb tak z·stává beze zm¥ny a je na-

dále shodná s p·vodní osou xL lokálního

rámce.

Obrázek 2.6: P°íklad - první rotace o úhel φ kolem osy xL

zb
z′b

yb
y′b

x′b

θ

yL

zL

xL = xb Následná rotace rotuje jiº p°erotovaným

sou°adným systémem BF o úhel pitch θ.

Obrázek 2.7: P°íklad - druhá rotace o úhel θ kolem osy yL

Nicmén¥, jak de�nice elementárních rota£ních matic Rx(φ), Ry(θ) a Rz(ψ), tak

jejich vzájemné násobení, závisí z£ásti na volb¥ uºivatele. Uºivatelé v r·zných kontextech

a literaturách pouºívají r·zné sady konvencí. V²ech dvanáct moºných sekvencí rotace je

popsáno v dodatku A.
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2.3 Návrh modelu

Návrh matematického modelu kvadroptéry vyuºívá Newton-Eulerovy rovnice pro 3D po-

hyb tuhého t¥lesa. Cílem této sekce je získat hlub²í pochopení kinematiky a s ní navázané

dynamiky kvadroptéry a poskytnout tak model, který je dostate£n¥ spolehlivý pro simu-

laci a °ízení.

2.3.1 Transla£ní kinematika

Stavové veli£iny rychlosti jsou m¥°itelné v rámcích BF , ov²em stavové veli£iny pozice jsou

sou£ástí rámc· LF . Z tohoto d·vodu je t°eba transformovat veli£iny mezi rámci a to

pomocí rota£ních matic. De�nuje se

xb = Rb
LxL = Rx(φ)Ry(θ)Rz(ψ)xL, (2.7)

kde xb =
[
xb yb zb

]T
∈ R3, xL =

[
xL yL zL

]T
∈ R3 a rota£ní matice Rb

L, která

slouºí k p°evodu lokálních rámc· na t¥lesové rámce a je dána jako sou£in elementárních

rota£ních matic pro jednotlivé úhly

Rb
L = Rx(φ)Ry(θ)Rz(ψ), (2.8)

Rb
L =

 c(ψ)c(θ) s(ψ)c(θ) −s(θ)
c(ψ)s(φ)s(θ)− c(φ)s(ψ) s(φ)s(ψ)s(θ) + c(φ)c(ψ) c(θ)s(φ)

c(φ)c(ψ)s(θ) + s(φ)s(ψ) c(φ)s(ψ)s(θ)− c(ψ)s(φ) c(φ)c(θ)

 , (2.9)

kde c a s zna£í funkce cos() a sin(). Jelikoº inverzní matice k Rb
L je de�nována vztahem

(Rb
L)

TRb
L = I, (2.10)

kde I je diagonální jednotková matice, platí, ºe obrácená transformace (t¥lesové rámce na

lokální) se de�nuje

xL = RL
bxb = Rx(φ)

TRy(θ)
TRz(ψ)

Txb = (Rb
L)

Txb, (2.11)

kde RL
b je transforma£ní matice z t¥lesového na lokální rámec - tedy

RL
b = Rx(φ)

TRy(θ)
TRz(ψ)

T = (Rb
L)

T, (2.12)

RL
b =

c(ψ)c(θ) c(ψ)s(φ)s(θ)− c(φ)s(ψ) c(φ)c(ψ)s(θ) + s(φ)s(ψ)

s(ψ)c(θ) s(φ)s(ψ)s(θ) + c(φ)c(ψ) c(φ)s(ψ)s(θ)− c(ψ)s(φ)
−s(θ) c(θ)s(φ) c(φ)c(θ)

 . (2.13)

21



2.3.2 Rota£ní kinematika

Rota£ní kinematika plyne ze stejných obecných výsledk·. Vzhledem k tomu, ºe úhlové

rychlosti jsou de�novány v t¥lese a Eulerovy úhly jsou v mezilehlých sou°adnicových rám-

cích, lze pouºít odvozenou rota£ní matici Rb
L k ur£ení vztahu mezi úhlovou rychlostí a

£asovými deriváty Eulerových úhl·. Úhlové rychlosti jsou vektory sm¥°ující kolem kaºdé

osy otá£ení.

ωb =

pq
r

 = R(φ)R(θ)

00
ψ̇

+R(φ)

0θ̇
0

+

φ̇0
0

 , (2.14)

kde ωb =
[
p q r

]T
, z £ehoº je po úpravách

ωb =

pq
r

 =

1 0 −s(θ)
0 c(φ) c(θ)s(φ)

0 −s(φ) c(θ)c(φ)


φ̇θ̇
ψ̇

 = T

φ̇θ̇
ψ̇

 , (2.15)

kde T je transforma£ní matice pro úhly z lokálních na t¥lesové rámce. Inverzí transfor-

ma£ní matice T je dosaºeno opa£né transformace viz 2.16

T−1 =

1 t(θ)s(φ) t(θ)c(φ)

0 c(φ) −s(φ)
0 s(φ)

c(θ)
c(φ)
c(θ)

 (2.16)

a tedy platí i φ̇θ̇
ψ̇

 =

1 t(θ)s(φ) t(θ)c(φ)

0 c(φ) −s(φ)
0 s(φ)

c(θ)
c(φ)
c(θ)


pq
r

 . (2.17)

Vsuvka 1 Gimball lock

V rovnici (2.31) je u n¥kterých element· matice jmenovatelem cos θ. To je d·vodem

vzniku problému, který je znám jako Gimbal lock. Gimbal lock je ztráta jednoho stupn¥

volnosti v t°ídeminzionálním mechanismu, ke kterému dochází, kdyº jsou práv¥ dv¥ ze t°í

os systému uvedeny do paralelního uspo°ádání. V takovém p°ípad¥ se zablokuje systém do

rotace v tzv. degenerovaném dvoudimenzionálním prostoru. Tento problém je p°i realizaci

letu kvadroptéry t°eba o²et°it. O²et°ení tohoto problému je v praxi nedílnou sou£ástí p°i

navrhování °ízení systému. Ke stabilizaci kyvadla nad kvadroptérou se ale uvaºuje jen

relativn¥ malá výchylka. Pro simulování stabilizace tak není nutn¥ pot°eba o²et°ovat tento

problém.
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2.3.3 Transla£ní dynamika

Pohybové rovnice kvadroptéry jsou de�novány v lokálním referen£ním rámci. Zrychlení

kvadroptéry v tomto rámci se pak rovná sou£tu gravita£ní síly a síly tahu motor·. Síla

odporu okolí je zanedbána. Vektor tahu v t¥lesovém rámci je transformován do lokálního

rámce pomocí matice rotace 2.2.3. Výsledná síla generovaná £ty°mi motory v lokálním

rámci je de�nována jako sou£et sou£in· sou£initele tahu a úhlových rychlostí kaºdého z

motor·.

mẍL = Fg − FL
T , (2.18)

kde m je hmotnost kvadroptéry, Fg =
[
0 0 mg

]T
∈ R3 je vektor gravita£ní síly a FL

T

je vektor síly celkového tahu. Pro sílu tahu platí

FL
T = RL

b

4∑
i=1

Fi =

 0

0

b
∑4

i=1 ω
2
i

 . (2.19)

b je sou£initel tahu, coº je bezrozm¥rná veli£ina vyjad°ující schopnost motoru vyvíjet

ur£itý tah a ωi zna£í úhlové rychlosti motor·. Dynamické rovnice translace lze po úpravách

zapsat
ẍL = −FT

m
[s(φ)s(ψ) + c(φ)c(ψ)s(θ)]

ÿL = −FT
m
[c(φ)s(ψ)s(θ)− c(ψ)s(φ)]

z̈L = g − FT
m
[c(φ)c(θ)]

. (2.20)

2.3.4 Rota£ní dynamika

Pohybové rovnice jsou de�novány v t¥lesovém rámci, protoºe rotace mohou být vypo£teny

kolem st°edu kvadroptéry, a ne kolem st°edu lokálního sou°adného rámce. Protoºe se

p°edpokládá, ºe kvadroptéra je symetrická, je její matice setrva£nosti také symetrická.

Motory vytvá°ejí to£ivý moment, který je v d·sledku tahu dán jako úm¥rný sou£inu

sou£initele tahu a £tverce úhlové rychlosti rotoru. Eulerova rovnice udává celkový to£ivý

moment aplikovaný na kvadroptéru jako

Jω̇ = τm − (ω × Jω) , (2.21)
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kde

τm =

 τφ

τθ

τφ

 =

 `b (ω2
4 − ω2

2)

`b (ω2
1 − ω2

3)

d (ω2
1 − ω2

2 + ω2
3 − ω2

4)

 , (ω × Jω) =
 θ̇ψ̇ (Jz − Jy)
ψφ̇ (Jz − Jz)
θ̇φ̇ (Jy − Jz)

 . (2.22)

τm =
[
τφ τθ τψ

]T
∈ R3 je vektor to£ivých moment· vytvo°ených motory. Pro t¥lesa,

která se mohou voln¥ pohybovat ve trojrozm¥rném prostoru, mohou být jejich momenty

setrva£nosti popsány tzv. symetrickou maticí setrva£nosti 3x3 se sadou vzájemn¥ kolmých

hlavních os, pro které je tato matice diagonální a momenty kolem os p·sobí nezávisle na

sob¥. J je tedy diagonální matice setrva£nosti. Taková matice se zapisuje jako

J =

Jx 0 0

0 Jy 0

0 0 Jz

 , (2.23)

kde Jx, Jy a Jz odpovídají moment·m setrva£nosti v daných osách a J je celková matice

setrva£nosti kvadroptéry. Celková rota£ní dynamika je tak popsána jako

φ̈ = Jy−Jz
Jx

θ̇ψ̇ +
τφ
Jx

θ̈ = Jx−Jy
Jy

φ̇ψ̇ + τθ
Jy

ψ̈ = Jx−Jy
Jz

φ̇θ̇ +
τψ
Jz

. (2.24)

Momenty setrva£nosti je t°eba zm¥°it u konkrétní reálné kvadroptéry. Jp, celkový moment

setrva£nosti motor·, je shledán malým a z tohoto d·vodu nejsou gyroskopické momenty

uvaºovány. Navíc se zde vyskytují £etné aerodynamické jevy, které ovliv¬ují let kvadrop-

téry, jako nap°. p°i letu blízko zem¥ (nebo b¥hem fáze p°istání), kdy tvo°í motory vzdu²né

proudy ovliv¬ující celkový pohyb kvadroptéry. V²echny tyto jevy jsou zanedbány. Tyto

jevy lze vhodn¥ zvoleným °ízením £áste£n¥ eliminovat.

24



2.3.5 Dynamika aktuátor·

Aktuátor nebo také ak£ní £len je obvykle £ást mechatronické soustavy, která p°evádí in-

forma£ní £ást procesu na technickou. Ze systému tak vychází p°íkaz o zm¥n¥ sm¥ru, který

je aktuátorem p°eveden na mechanickou energii pot°ebnou k vychýlení ze sou£asného

sm¥ru pohybu stroje. Takový aktuátor se stává vstupem systému. Zvaºují se tedy vstupy,

které lze aplikovat na systém za ú£elem °ízení tohoto systému. Zde jsou ak£ní £leny £ty°i

ovládané rotory. Celkový tah FT je produkován zrychlením v²ech £ty° rotor· stejným sm¥-

rem. Momenty tahu v jednotlivých osách
[
τφ τθ τψ

]T
∈ R3 jsou vyvíjeny zpomalením,

respektive zrychlením dvou r·zných pár· rotor· a to následovn¥
F b
T

τφ

τθ

τψ

 =


b b b b

0 −`b 0 `b

`b 0 −`b 0

d −d d −d



ω2
1

ω2
2

ω2
3

ω2
4

 =


u1

u2

u3

u4

 , (2.25)

kde l je vzdálenost mezi rotorem a st°edem dronu a d je sou£initel odporu a ωi jsou úhlové

rychlosti motor·. Sou£initel odporu je bezrozm¥rná veli£ina, která ur£uje závislost odporu

prost°edí na tvaru t¥lesa.

K de�nování °ídicích vstup· do systému kvadroptéry jsou pouºity rovnice tahu a

momentu.

�ídícími vstupy jsou:

• u1 - výsledný tah £ty° rotor· xb
yb

zb

• u2 - rozdíl tahu mezi motory na ose x, který má za následek

zm¥ny úhlu nato£ení a následný pohyb v p°í£ném sm¥ru v ose

x.

xb
yb

zb

• u3 - rozdíl tahu mezi motory na ose y, který má za následek

zm¥ny úhlu nato£ení a následný pohyb v bo£ním sm¥ru v ose

y.

xb
yb

zb

• u4 - rozdíl to£ivého momentu mezi rotory ve sm¥ru hodinových

ru£i£ek a proti sm¥ru hodinových ru£i£ek, coº má za následek

moment, který otá£í kvadrotorem kolem svislé osy z.

xb
yb

zb
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Pohybové rovnice (2.20) a (2.24) s nov¥ zavedenými °ídicími vstupy z rovnice (2.25)

a to takto
ẍL = −u1

m
[s(φ)s(ψ) + c(φ)c(ψ)s(θ)]

ÿL = −u1
m
[c(φ)s(ψ)s(θ)− c(ψ)s(φ)]

z̈L = g − u1
m
[c(φ)c(θ)]

φ̈ = Jy−Jz
Jx

θ̇ψ̇ + u2
Jx

θ̈ = Jx−Jy
Jy

φ̇ψ̇ + u3
Jy

ψ̈ = Jx−Jy
Jz

φ̇θ̇ + u4
Jz

. (2.26)

2.3.6 Stavový popis a linearizace

Stavový popis modelu umoº¬uje deklarovat vazbu derivace stavové veli£iny p°ípadn¥ de-

rivace vektoru stavu na libovolný vstup nebo výstup. Rovnice, dle které se stavový popis

vyjad°uje, je dána

ẋ = Ax+Bu, (2.27)

Z hlediska dynamických vlastností je vliv vstupu na výstup v¥t²inou zanedbatelný a po-

vaºuje se £asto za nulový. Jak jiº bylo °e£eno, v této práci se p°edpokládá úplná znalost

stavu a matice C a D jsou tedy nepodstatné. Protoºe stavová rovnice vyjad°uje vztah

mezi derivací a stavem a vstupem, mají matice A,B tvar

A =


∂f1
∂x1

∂f1
∂x2

s ∂f1
∂xn

∂f2
∂x1

∂f2
∂x2

s ∂f2
∂xn

...
... . . . ...

∂fn
∂x1

∂fn
∂x2

s ∂fn
∂xn

 ,B =


∂f1
∂u1

∂f1
∂u2

s ∂f1
∂um

∂f2
∂u1

∂f2
∂u2

s ∂f2
∂um

...
... . . . ...

∂fn
∂u1

∂fn
∂u2

s ∂fn
∂um

 ,
kde fi jsou funkce pohybových rovnic, xi jsou stavové veli£iny pohybových rovnic a ui
jsou zavedené vstupy. Pro systém kvadroptéry je odpovídající sada rovnic fi a stavových

veli£in xi rovna
f1 = ẋ1 = ẍL = −u1

m
[s(φ)s(ψ) + c(φ)c(ψ)s(θ)]

f2 = ẋ2 = ÿL = −u1
m
[c(φ)s(ψ)s(θ)− c(ψ)s(φ)]

f3 = ẋ3 = z̈L = g − u1
m
[c(φ)c(θ)]

f4 = ẋ4 = φ̈ = Jy−Jz
Jx

θ̇ψ̇ + u2
Jx

f5 = ẋ5 = θ̈ = Jx−Jy
Jy

φ̇ψ̇ + u3
Jy

f6 = ẋ6 = ψ̈ = Jx−Jy
Jz

φ̇θ̇ + u4
Jz

. (2.28)

Nelineární systém je takový, jehoº alespo¬ jeden prvek je nelineární. Odezva na

výstupu tohoto prvku tak není násobkem hodnoty na vstupu. Zcela zásadní vlastností
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nelineárních systém· je to, ºe v nich obecn¥ neplatí princip superpozice. V praxi to zna-

mená, ºe p°i analýze nelineárních systém· nelze pouºít ty techniky, které v sob¥ p°ed-

poklad platnosti principu superpozice obsahují. Z tohoto d·vodu se nelineární systémy

linearizují. Linearizace se de�nuje jako nahrazení £ásti pr·b¥hu funkce p°ímkou. Jedná se

o aproximaci lineární funkcí.

Pro provedení linearizace je nejprve pot°eba zvolit uspo°ádání stavového vektoru,

které se m·ºe li²it volbou návrhá°e systému. Uspo°ádání vektoru stavu je zvoleno násle-

dujícím zp·sobem

x =
[
xL yL zL φ θ ψ ẋL ẏL żL φ̇ θ̇ ψ̇

]T
∈ R12 (2.29)

Dal²ím krokem je volba rovnováºného bodu, ve kterém bude systém linearizován. Pri-

márním poºadavkem je, aby kvadroptéra stála v prostoru na jednom míst¥ - bez pohybu.

Rovnováºný bod je tak zvolen jako

x =
[
xL yL zL 0 0 0 0 0 0 0 0 0

]T
∈ R12 (2.30)

Pro tento rovnováºný bod lze zjednodu²it úhlové rychlosti z rovnice ur£ující transformaci

mezi úhlovými rychlostmi a deriváty úhl· platíφ̇θ̇
ψ̇

 = T

pq
r

 =

1 t(θ)s(φ) t(θ)c(φ)

0 c(φ) −s(φ)
0 s(φ)

c(θ)
c(φ)
c(θ)


pq
r

 (2.31)

Pro malé výchylky úhl· je moºné zjednodu²it rovnice zavedením rovnosti mezi úhlovými

rychlostmi jednotlivých rámc·
[
φ̇ θ̇ ψ̇

]T
=
[
p q r

]T
. Ta vychází z p°edpokladu,

ºe úhly
[
φ θ ψ

]T
≈
[
0 0 0

]T
a tedy platí

φ̇θ̇
ψ̇

 =

1 0 0

0 1 0

0 0 1


pq
r

 . (2.32)

A lze rede�novat stavový vektor jako

x =
[
xL yL zL φ θ ψ ẋL ẏL żL p q r

]T
∈ R12. (2.33)
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Tento rovnováºný bod ur£uje stavový popis kvadroptéry, který lze zapsat následovn¥

A =



1 0 0 0 0 0

0 1 0 0 0 0

06x6 0 0 1 0 0 0

0 0 0 1 0 0

0 0 0 0 1 0

0 0 0 0 0 1

0 −g

g 0 010x6

02x4



,B =



04x8

1
m

0 0 0

0 1
Jx

0 0

0 0 1
Jy

0

0 0 0 1
Jz


. (2.34)

2.3.7 �iditelnost systému

Základní úlohou °ízení dynamických systém· je ur£ení °ízení, které zp·sobí zm¥nu da-

ného po£áte£ního stavu systému. Lze-li takové °ízení ur£it, obvykle existuje takových

°ízení více a mezi generovanými trajektoriemi lze vybírat. Pro zji²t¥ní, zda v·bec existuje

n¥jaké °ízení systému, se zavádí pojem °iditelnost stavu, kdy výchozím stavem je libo-

volný po£áte£ní stav systému a koncovým stavem je po£átek stavového prostoru. Jsou-li

v²echny stavy systému °iditelné, °íká se, ºe systém je °iditelný. V praxi se °iditelnost

systému ur£uje pomocí tzv. matice °iditelnosti viz teze [1]. Ta má tvar

h [Qc] = h
[
B,AB,A2B, . . .AAn−1B

]
= dimA = n. (2.35)

Pakliºe má matice °iditelnosti stejnou hodnost (po£et nezávislých °ádk·) jako matice dy-

namiky systému, je systém °iditelný.

Pro systém kvadroptéry je na základ¥ deklarovaných matic A,B z rovnice (2.34) sestro-

jena matice °iditelnosti Qc ∈ R12×48, kde po£et nezávislých °ádk· odpovídá hodnosti

matice dynamiky a systém je shledán jako °iditelný.

2.4 Návrh °ízení kvadroptéry

�ízení celého systému lze rozd¥lit na celkem t°i subsystémy. Nejniº²í regula£ní smy£ka

°ídí úhlové rychlosti (p, q, r) v kaºdé ose kvadroptéry. Tato smy£ka musí b¥ºet na vysoké

frekvenci kv·li rychlé dynamice kvadroptéry. Následující smy£ka vy²²í úrovn¥ °ídí orientaci

kvadroptéry (úhly roll, pitch, yaw). Smy£ka nejvy²²í úrovn¥ ur£uje °ízení translace v osách
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(x, y, z ). Z rovnice (2.26) je patrné, ºe úhly p°ímo závisí na vstupech a naopak nezávisí

na poloze kvadroptéry, zatímco transla£ní veli£iny závisí na úhlech - tedy nep°ímo na

vstupech. Z tohoto d·vodu se obvykle volí k °ízení systému tzv. kaskáda PID regulátor·

viz £lánek [7]. Tato £ást popisuje zvolenou strategii °ízení a to práv¥ pomocí kaskády PID,

kde, v návaznosti na p°edchozí de�nované závislosti, °ídící systém nejniº²í úrovn¥ ovládá

úhlové rychlosti
[
p q r

]T
, vy²²í úrove¬ tvo°í PID pro úhly

[
φ θ ψ

]T
a na vn¥j²í

úrovni je °ízena transla£ní poloha kvadroptéry
[
x y z

]T
.

2.4.1 Obecná strategie °ízení

�ízení kvadroptéry je klasický underactuated problem systém nebo také poddimenzovaný,

co se tý£e vstup· v·£i výstup·m. Kvadroptéra je schopna se pohybovat v ²esti stupních

volnosti (t°i transla£ní a t°i rota£ní). Má ov²em pouze £ty°i °ídicí vstupy (rychlosti kaºdého

motoru). Zatímco kvadroptéra se m·ºe pohybovat p°ímo na svislé ose z, aniº by se zm¥nil

jakýkoli jiný stav, pro vodorovný pohyb v osách x a y je pot°eba zm¥nit náklon celé

kvadroptéry. Vzhledem k tomu, ºe není moºné ovládat ²est stup¬· volnosti pouze pomocí

£ty° °ídicích vstup·, navrhují se místo toho regulátory pro stabilizaci kolem poºadovaných

pozic x, y, z a poºadovaného sm¥ru. Obecn¥ je vhodné navrhovat regulátory v kaskád¥

navzájem 5− 10× pomalej²í, o £ím vy²²í úrove¬ regulátoru se jedná.

2.4.2 PID regulátor

PID regulátor pat°í mezi spojité regulátory. Skládá se z proporcionální, integra£ní a de-

riva£ní £ásti. Do regulátoru vstupuje regula£ní odchylka e(t) a vystupuje ak£ní veli£ina

x(t), která se p°ivádí jako vstup u(t) do °ízeného systému. P°enos takového regulátoru lze

obecn¥ psát jako

FR(s) =
X(s)

E(s)
. (2.36)

Vstup u je, jak jiº bylo zmín¥no, tvo°en sloºkami P , I a D, kde proporcionální £ást re-

gulátoru P je prostý zesilova£ a tato sloºka je tedy p°ímo úm¥rná regula£ní odchylce.

Integra£ní sloºka I zlep²uje kvalitu regulace na základ¥ minulosti stav·. Sloºka derivace

D tvo°í tu £ást regulátoru, která zrychluje regula£ní d¥j na základ¥ budoucích stav·, ale

také zesiluje ²um.
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Obrázek 2.8: PID regulátor

Sloºky regulátoru potom mají tvar

P = kP e(t),

I = kI
∫ t
0
e(t− 1)dt,

D = kDė(t).

(2.37)

Z blokového schématu viz 2.8 platí, ºe regula£ní odchylka e(t) je rozdílem poºadovaného

výstupu xd(t) a skute£ného výstupu x(t)

e(t) = xd(t)− x(t). (2.38)

Celková rovnice PID regulátoru pro vstup u(t) je tedy dána následovn¥

u(t) = kpe(t) + kI

∫ t

0

e(t− 1)dt+ kDė(t), (2.39)

ve tvaru p°enosu

U(s) = kp +
kI
s

+ kDs = kR
(T1s+ 1) (T2s+ 1)

s
, (2.40)

kde T1,2 jsou £asové konstanty regulátoru.

Jak jiº bylo °e£eno, °ízení kvadroptéry se obvykle navrhuje za pomocí kaskády PID

regulátoru. Kaskáda regulátor· se klasicky pouºívá u systém· s velkým dopravním zpoº-

d¥ním. Dopravní zpoºd¥ní se za vyuºití kaskády regulátor· d¥lí na více £ástí a tím se

zlep²uje kvalita a rychlost regulace. Kaskádní regulace je ov²em u kvadroptér nezbytná i

kv·li tomu, ºe polohové veli£iny jsou závislé na úhlech nato£ení a tedy stabilizace úhl·

tvo°í vnit°ní regulátor, zatímco vn¥j²í regulátor reguluje transla£ní veli£iny. Zapojení re-

gulátor· lze blokovým schématem vyjád°it viz obrázek 2.9
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Obrázek 2.9: Kaskáda regulátor·

Zpo£átku je t°eba implementovat regulátor pro stabilizaci kvadroptéry ve stabilní

poloze. To znamená, ºe v²echny poºadované úhly jsou nulové a pro ú£ely lad¥ní je nasta-

vena poºadovaná vý²ka. Dále se tyto poºadované hodnoty polohy a letové vý²ky mohou

li²it v závislosti na vstupech vn¥j²í regula£ní smy£ky. Vzhledem k tomu, ºe zjednodu²ený

model odstranil v²echny vazby v pohybových rovnicích, lze °ízení polohy realizovat s ne-

závislým °ídicím vstupem pro úhel. PID regulátory s vlastními veli£inami úhl· θ a φ mají

tvar

θd(t) = kP (xLd − xL) + kI

∫ t

0

(xLd − xL) dt+ kD

(
ẊG
d − ẊG

)
,

φd(t) = kP (yLd − yL) + kI

∫ t

0

(yLd − yL) dt+ kD

(
Ẏ G
d − Ẏ G

)
.

(2.41)

Ovládání vý²ky je analogií °ízení celkového tahu kvadroptéry. To je d·leºité, protoºe tento

°ídicí vstup také ovliv¬uje pohyb podél osy x a y. To je vid¥t v transla£ních rovnicích po-

hybu, kde u1 je vstup ve sm¥rech x a y. Ve zjednodu²eném modelu je vertikální zrychlení

nezávislé na náklonu. To v²ak neplatí, kdyº se kvadroptéra otá£í, protoºe komponenty

vertikálního zrychlení jsou také v rovinách x a y.

u1(t) =
1

cos(φ) cos(θ)

(
kP ez(t) + kI

∫ t

0

ez(t)dt+ kD
ez(t)− ez(t− 1)

dt
+mg

)
, (2.42)

kde u1(t) je celkový tah v²ech motor· v £ase a ez(t) je chybová hodnota pro osu z v £ase.
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Co se tý£e stabilizace úhl· v druhé vrstv¥ regulátor·, jejich rovnice mají tvar

pd(t) = kP eφ(t) + kI

∫ t

0

eφ(t)dt+ kD
eδ(t)− eφ(t− 1)

dt
,

qd(t) = kP eθ(t) + kI

∫ t

0

eθ(t)dt+ kD
eθ(t)− eθ(t− 1)

dt
,

rd(t) = kP eψ(t) + kI

∫ t

0

eψ(t)dt+ kD
eψ(t)− eψ(t− 1)

dt
,

(2.43)

kde pd(t), qd(t) a rd(t) jsou poºadované úhlové rychlosti kolem os xb, yb a zb v radiánech

za sekundu.

Tyto rovnice se stávají poºadovanými momenty tvo°enými motory a tvo°í t°etí vrstvu

regulátor·. Lze tedy psát

u2(t) = kP ep(t) + kI

∫ t

0

ep(t)dt+ kD
ep(t)− ep(t− 1)

dt
,

u3(t) = kP eq(t) + kI

∫ t

0

eq(t)dt+ kD
eq(t)− eq(t− 1)

dt
,

u4(t) = kP er(t) + kI

∫ t

0

er(t)dt+ kD
er(t)− er(t− 1)

dt
.

(2.44)

S ohledem na °ídicí vstupy je moºné vypo£ítat jednotlivé otá£ky motoru pot°ebné pro

kaºdý motor. Tyto rychlosti jsou u reálné kvadroptéry zaslány do ESC. ESC neboli electro-

nic speed controller (elektronický kontrolér rychlosti) je elektrotechnické za°ízení regulující

podle °ídícího signálu proud tekoucí centrálním okruhem. ESC poté posílá p°íkazy p°ipo-

jenému motoru, aby se to£il poºadovanou rychlostí a vytvo°il poºadovaný moment tahu.

Poºadované otá£ky motoru lze vypo£ítat inverzí °ídící matice, jeº byla vypo£tena vý²e viz

rovnice (2.44), pro kterou tak platí
ω2
1

ω2
2

ω2
3

ω2
4

 =


b b b b

0 −`b 0 `b

`b 0 −`b 0

d −d d −d


−1 

u1

u2

u3

u4

 =


1
4b

0 1
2lb

1
4d

1
4b
− 1

2lb
0 − 1

4d
1
4b

0 − 1
2lb

1
4d

1
4b

1
2lb

0 − 1
4d



u1

u2

u3

u4

 .
(2.45)
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2.5 Simula£ní ov¥°ení

Nezbývá neº ov¥°it správnost v²ech odvozených pohybových rovnic, coº lze u£init za

pomocí simula£ního experimentu. Cílem této sekce je poskytnout vizuální náhled na

navrºený model kvadroptéry a veri�kovat odvozené vztahy ur£ující celkovou dynamiku

kvadroptéry. To je provedeno na základ¥ p°edem daných poºadavk· (tyto poºadavky jsou

pozd¥ji speci�kovány). Simula£ní model kvadroptéry je nade�nován jako soustava bod· a

Obrázek 2.10: Vizualiza£ní model kvadroptéry

ploch vytvo°ených mezi body tak, aby napodoboval zjednodu²ený vzhled reálné kvadrop-

téry.

Model je sestrojen v programu SIMULINK viz obrázek 2.11, kde jsou do blok· vlo-

ºeny zji²t¥né rovnice a vztahy popisující celkový pohyb kvadroptéry. Pro pot°eby simulace

byly zvoleny následující parametry kvadroptéry viz tabulka 2.1, na kterých jsou pohybové

rovnice závislé. U reálné kvadroptéry je pot°eba v²echny parametry zm¥°it. Tyto parame-

try spole£n¥ s kompletní strukturou modelu byly p°ebrány z projektu [7].
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parametr hodnota popis

m 0.65 kg Celková hmotnost kvadroptéry

g 9.87 m/s2 Gravita£ní zrychlení kvadroptéry

l 0.784 m Délka ramene kvadroptéry od jejího st°edu

b 3.13 · 10−5 Koe�cient tahu

d 7.5 · 10−7 Koe�cient t°ení

Jx 7.5 · 10−3 Moment setrva£nosti v ose x

Jy 7.5 · 10−3 Moment setrva£nosti v ose y

Jz 1.3 · 10−2 Moment setrva£nosti v ose z

Jp 6.5 · 10−5 Moment setrva£nosti motoru

Tabulka 2.1: Tabulka hodnot parametr· kvadroptéry

Cílem simula£ního experimentu bude zjistit, zda se simula£ní model kvadroptéry

chová dle p°edpoklad·. Primárním p°edpokladem a poºadavkem na systém je, aby doká-

zal za relativn¥ krátký £as zm¥nit svou polohu z po£áte£ního do poºadovaného bodu. Po-

£áte£ní podmínky systému kvadroptéry jsou nastaveny
[
xL yL zL

]T
=
[
0 0 0

]T
.

Kvadroptéra se nachází v po£átcích lokálního rámce a tedy ve startovací pozici je t¥le-

sový a lokální rámec shodný. P°edpokládá se, ºe kvadroptéra stojí klidn¥ v po£áte£ním

bod¥ a vyrovnává gravita£ní sílu. Poºadovaná nová poloha je dána
[
xLd yLd zLd

]T
=[

0.5 0.3 −1
]T
.

Obrázek 2.11: Blokové schéma zapojení systému kvadroptéry v Simulinku
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(a) 3D graf stabilizace kyvadla
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Obrázek 2.12: Simulace stabilizovaného nelineárního modelu kyvadla

Na grafu 2.12 je vid¥t 3D vizualizace kvadroptéry spole£n¥ s opsanou trajektorií,

kterou vykonala z po£átku do poºadovaného místa. Grafy pr·b¥h· pozi£ních veli£in se

ustalují na poºadovaných hodnotách za relativn¥ krátký £as, £ímº jsou spln¥ny p°edpo-

klady.
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Kapitola 3

Inverzní kyvadlo s pohyblivým pivotem

Kyvadlo je t¥leso, které se m·ºe voln¥ pohybovat kolem bodu tzv. pivotu vºdy ve stejné

vzdálenosti, jeº je délka ramene (záv¥su) kyvadla. Pokud je takové t¥leso vychýleno z

rovnováºné polohy, koná kývavý pohyb. P°i tomto pohybu se m¥ní potenciální energie

kyvadla na kinetickou energii kyvadla a naopak. Inverzní kyvadlo je takové, které je umís-

t¥né nad bodem otá£ení. Stabilizace takového kyvadla je klasickým problémem automa-

tického °ízení. Kyvadlo má dva stupn¥ volnosti, které lze popsat bu¤ pomocí pr·m¥t·

úhl· náklonu do rovin XZ a YZ, nebo pr·m¥tem výchylky transla£ní polohy hmotného

pohyblivého bodu kyvadla vzhledem k jeho pivotu - tedy pr·m¥tem hmotného bodu do

roviny XY dle £lánk· [2] nebo [3].

3.1 Návrh systému

r
s

ζ

l

y

z

x

Jelikoº kyvadlo vykonává pohyb ve 3D prostoru a po°ád

ve stejné vzdálenosti od st°edu otá£ení, je jeho de�ni£ní

obor popsán rovnicí koule

x2 + y2 + z2 = l2, (3.1)

kde l je obecn¥ polom¥r otá£ení, který tak odpovídá délce

záv¥su kyvadla (v práci je zna£ena lp) jehoº hmotnost se

v práci zanedbává.

Z

tohoto d·vodu se také o 3D kyvadle mluví jako o kyvadle sférickém. Pohyb kyvadla je zde

popisován transla£ními sou°adnicemi
[
r s ζ

]T
, kde vý²ková sou°adnice ζ je de�nována
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z rovnice koule a to

ζ :=
√
l2p − r2 − s2. (3.2)

Dále je t°eba zd·raznit, ºe v²echny vn¥j²í síly a t°ení jsou zanedbány a model kyvadla

je tak popsán jako "ideální". Kyvadlo se na základ¥ t¥chto záv¥r· pohybuje zcela bez

odporu a jeho pohyb není v £ase tlumený.

3.1.1 Pohybové rovnice

Pohybové rovnice kyvadla lze vyjád°it pomocí Lagrangeovy funkce. Lagrangeova funkce

nebo také Lagrangeián dynamického systému p°edstavuje výchozí bod Lagrangeovy for-

mulace klasické mechaniky. Je pojmenována po Josephovi Louisovi Lagrangeovi.

V klasické mechanice je Lagrangeián de�nován jako rozdíl zobecn¥né kinetické ener-

gie T systému a jeho zobecn¥né potenciální energie V, tedy

L = T − V. (3.3)

P°ímou substitucí lagrangeiánu do Eulerova-Lagrangeovy rovnice je získán systém

parciálních diferenciálních rovnic p°edstavujících pohybové rovnice zkoumaného systému.

Kinetická energie T je dána sou£tem rychlostí pivotu a pohyblivého bodu kyvadla takto

T =
1

2

(
(ẋ+ ṙ)2 + (ẏ + ṡ)2 + (ż +−rṙ + sṡ

ζ
)2
)
, (3.4)

kde r je pr·m¥t pohyblivého bodu kyvadla v ose x a sou°adnice s je pr·m¥t pohyblivého

bodu kyvadla v ose y.

Potenciální energie V je sou£tem potenciálních energií pivotu a pohyblivého bodu kyvadla

U = g(z + ζ). (3.5)

Lagrangeián udává rozdíl mezi popsanými energiemi

L = T − V, (3.6)

L =
1

2

(
(ẋ+ ṙ)2 + (ẏ + ṡ)2 +

(
ż − rṙ + sṡ

ζ

)2
)
− g(z + ζ). (3.7)

Pro výpo£et zrychlení poºadovaných stavových prom¥nných je vyuºito vzorc· (3.8)

d
dt

(
∂L
∂ṙ

)
− ∂L

∂r
= 0

d
dt

(
∂L
∂ṡ

)
− ∂L

∂s
= 0

, (3.8)
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odkud jsou po úpravách získána zrychlení kyvadla

r̈ = 1

(l2p−s2)ζ2

(
−r4ẍ−

(
l2p − s2

)2
ẍ− 2r2

(
sṙṡ+

(
−l2p + s2

)
ẍ
)
+

r3 (ṡ2 + ss̈− ζ(g + z̈)) + r
(
−l2pss̈+ s3s̈+ s2 (ṙ2 − ζ(g + z̈)) + l2p (−ṙ2 − ṡ2 + ζ(g + z̈))

)
s̈ = 1

(l2p−r2)ζ2

(
−s4ÿ −

(
l2p − r2

)2
ÿ − 2s2

(
rṙṡ+

(
−l2p + r2

)
ÿ
)
+

s3 (ṙ2 + rr̈ − ζ(g + z̈)) + s
(
−l2prr̈ + r3r̈ + r2 (ṡ2 − ζ(g + z̈)) + l2p (−ṙ2 − ṡ2 + ζ(g + z̈))

)
(3.9)

3.1.2 Linearizace a stavový popis

Linearizace kyvadla bude provedena pro nestabilní stacionární bod nad pivotem - tedy

x0 =
[
r s ζ

]T
=
[
0 0 lp

]T
, který je roven nulové odchylce v obou moºných sm¥rech

pohybu a kyvadlo je tak uloºeno do poºadované inverzní polohy. Stavové veli£iny jsou z

p°edchozích výpo£t· rovny

f1 = ẋ1 = ṙ = x3

f2 = ẋ2 = ṡ = x4

f3 = ẋ3 = r̈ = 1

(l2p−s2)ζ2

(
−r4ẍ−

(
l2p − s2

)2
ẍ− 2r2

(
sṙṡ+

(
−l2p + s2

)
ẍ
)
+

r3 (ṡ2 + ss̈− ζ(g + z̈)) + r
(
−l2pss̈+ s3s̈+ s2 (ṙ2 − ζ(g + z̈)) + l2p (−ṙ2 − ṡ2 + ζ(g + z̈))

)
f4 = ẋ4 = s̈ = 1

(l2p−r2)ζ2

(
−s4ÿ −

(
l2p − r2

)2
ÿ − 2s2

(
rṙṡ+

(
−l2p + r2

)
ÿ
)
+

s3 (ṙ2 + rr̈ − ζ(g + z̈)) + s
(
−l2prr̈ + r3r̈ + r2 (ṡ2 − ζ(g + z̈)) + l2p (−ṙ2 − ṡ2 + ζ(g + z̈))

)
(3.10)

Dynamiku kyvadla tak tvo°í diferenciální rovnice druhého °ádu, kde tyto pohybové rovnice

kyvadla lze zapsat op¥t pomocí stavového popisu. Stavový popis systému má tvar
ẋ1

ẋ2

ẋ3

ẋ4

 =


0 0 1 0

0 0 0 1
g
l

0 0 0

0 g
l

0 0


︸ ︷︷ ︸

A


x1

x2

x3

x4

+


0 0

0 0
−1
l

0

0 −1
l


︸ ︷︷ ︸

B

[
ẍ

ÿ

]
.

(3.11)

V matici B není uvaºována sloºka zrychlení z̈, protoºe se p°edpokládá stabilní poloha v

ose z = konst a tedy z̈ = 0.
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3.1.3 Stabilita systému

Jednou ze základních vlastností systému je jeho stabilita p°ípadn¥ nestabilita. Stabilita

se de�nuje °adou kritérií. Obecn¥ lze stabilitu popsat jako schopnost systému vrátit se

do p·vodního nebo ustáleného stavu po skon£ení v²ech poruch (ru²ivých faktor·). K

posouzení stability se vyuºívá tzv. kritérium stability podle vlastních £ísel. Vlastní £ísla

jsou obecn¥ £ísla komplexní. Kyvadlo má vºdy kladnou délku l > 0 a gravita£ní konstanta

g je také kladná. To znamená, ºe vlastní £ísla systému jsou vºdy komplexn¥ sdruºená pro

jakoukoliv hodnotu l. Vlastní £ísla mají obecný tvar

λ1,2 =

√
g

l
λ3,4 =

√
g

l
(3.12)

Lze je rozd¥lit na reálnou a imaginární £ást. Toto kritérium vyuºívá k posouzení

stability reálnou £ást vlastních £ísel. Pro vlastní £ísla jakéhokoliv systému mohou nastat

pouze tyto t°i situace:

• Reálná £ást v²ech vlastních £ísel je men²í neº nula Re(λ1 − n) < 0 - pak platí, ºe

systém je asymptoticky stabilní.

• Reálná £ást alespo¬ jednoho vlastního £ísla nebo reálná £ást páru komplexn¥ sdru-

ºených vlastních £ísel má nulovou reálnou £ást Re(λn) = 0 - pak platí, ºe systém je

na mezi stability.

• Reálná £ást alespo¬ jednoho vlastního £ísla nebo reálná £ást páru komplexn¥ sdru-

ºených vlastních £ísel má kladnou reálnou £ást Re(λn) > 0 - pak platí, ºe systém je

nestabilní.

−6 −4 −2 2 4 6

−4

−2

2

4

Re(z)

Im(z)

Obrázek 3.1: Rozd¥lení Gaussovy roviny podle stability pól·

39



Na grafu 3.1 zna£í modrá barva moºné umíst¥ní stabilních pól·, £ervená barva zna£í

nestabilní umíst¥ní pól· a pro póly umíst¥né na imaginární ose Im, tedy mají reálnou

£ást Re = 0, je systém na mezi stability.

Z uvedené de�nice platí, ºe systém je nestabilní. Otá£ení kyvadla lze rozd¥lit na dva

subsystémy, kde jeden subsystém °e²í polohu kyvadla v rovin¥ XZ a druhý v rovin¥ YZ,

p°i£emº kaºdý z nich je logicky nestabilní v této poloze. Subsystémy sférického kyvadla s

pohyblivým pivotem mají identický tvar[
ẋ1

ẋ3

]
=

[
0 1
g
l

0

][
x1

x3

]
+

[
0
1
Ml

]
Fx ,

(3.13)

[
ẋ2

ẋ4

]
=

[
0 1
g
l

0

][
x2

x4

]
+

[
0
−1
Ml

]
Fy .

(3.14)

3.1.4 �iditelnost systému

Z £ásti 2.3.7 de�nice °iditelnosti platí, ºe má-li matice °iditelnosti stejnou hodnost jako

matice dynamiky, je systém °iditelný. Na základ¥ de�novaných matic A,B kyvadla viz

(3.11) je sestrojena matice °iditelnostiQc, jejíº hodnost h(Qc) = 4 odpovídá °ádu systému

a je dokázáno, ºe systém je °iditelný.

3.2 Návrh °ízení - stavová zp¥tná vazba

Realizace zp¥tné stavové vazby slouºí k °ízení systému jím samotným - vyuºívá se zp¥tné

vazby. �ízení stavovou zp¥tnou vazbou se zdá být jako nejú£in¥j²í princip °ízení stability

systému kv·li síle pojmu stav, který v sob¥ obsahuje úplnou informaci o minulosti sou-

stavy. Primární pot°ebou pro realizaci takového °ízení je proto úplná znalost v²ech stav·,

coºe je spln¥no díky p°edpokladu ze sekce 2.1. Systému se p°i°azuje poºadované chování,

které se ur£uje zvolenými póly. Stavovou zp¥tnou vazbu je moºné zapsat obecn¥ pomocí

následující rovnice, kde se vstup u de�nuje jako

u = −Kx. (3.15)
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System

−K

Obrázek 3.2: PID regulátor

a tedy lze substitucí vstupu u z rovnice (3.15) do klasické rovnice systému zapsat

tyto rovnice systému jako

ẋ = Ax−BKx,

ẋ = (A−BK)x,

kde se de�nuje poºadavek

A−BK ∼ L, (3.16)

p°i£emº matice L je matice ur£ující poºadované umíst¥ní pól· a má obecný tvar

L(λ) =


λ 1

. . . . . .
. . . 1

λ

 ∈ Rl×l. (3.17)

Obecn¥ je poºadavkem stabilizace systému a tedy je pot°eba volit poºadované umís-

t¥ní pól· v levé polorovin¥ Gaussovy roviny. Pro kaºdý pár komplexn¥ sdruºených vlast-

ních £ísel, jeº ur£ují polohu pól·, se v matici L nachází jeden tzv. Jordan·v blok. Pro

dva páry komplexn¥ sdruºených vlastních £ísel se tedy v matici L nachází dva Jordanovy

bloky. Matice L má speci�kovaný tvar

L(λ) =


λ 1 0 0

0 λ 0 0

0 0 λ 1

0 0 0 λ

 . (3.18)

Problémem je stanovení matice L. Ta vyºaduje znalost o budoucím umíst¥ní pól·,

jeº bude ideální pro °ízení systému. Volba umíst¥ní pól· ov²em ovliv¬uje celkovou stabi-

lizaci systému v£etn¥ jejích náklad· na ak£ní zásahy a rychlost regulace.
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3.2.1 LQ regulátor

Teorie optimálního °ízení se zabývá provozováním dynamického systému p°i minimálních

nákladech. Zp·sob, kdy je dynamika systému popsána mnoºinou lineárních diferenciálních

rovnic a cena ak£ních zásah· kvadratickou funkcí, se nazývá optimaliza£ní úloha LQ. �e-

²ení poskytuje tzv. lineární-kvadratický regulátor (LQR). LQ je kritérium minimalizující

náklady °ízení regulace zp¥tnou stavovou vazbou. Umoº¬uje pomocí váhových matic p°i-

°adit "d·leºitost"rychlosti regulace proti velikosti náklad· na zásahy u stavových veli£in.

Kriteriální funkce pro £asov¥ spojitý systém je dána ve tvaru

J(u) =

∫ ∞
0

(
xTQx+ uTRu+ 2xTNu

)
dt, (3.19)

kde

u = −Kx, (3.20)

a K je de�nováno jako

K = R−1
(
BTP +NT

)
, (3.21)

kde P je °e²ním tzv. Riccatiho algebraické rovnice

ATP + PA− (PB +N)R−1
(
BTP +NT

)
+Q = 0. (3.22)

Program MATLAB nabízí funkci °e²ící tuto problematiku lqr(A,B,Q,R), kde uºi-

vatel p°irazuje váhy stavovým veli£inám p°es váhové matice Q a R.

Zde je primárním problémem °ízení stav· pozice. V¥t²í váha u t¥chto stavových

veli£in v maticiQ zp·sobuje zkrácení doby náb¥hu, zatímco v¥t²í váhy u stavových veli£in

v matici R zpomalují dobu náb¥hu a omezují velikost ak£ních zásah·. P°i°azování vah je

ov²em problematika sama o sob¥ a váhy jsou tak v¥t²inou p°i°azovány v °ádech 10n pro

zjednodu²ení. Matice Q a R mají speci�kovaný tvar

Q =


Q1 0 0 0

0 Q2 0 0

0 0 Q3 0

0 0 0 Q4

 ,R =

[
R1 0

0 R2

]
, (3.23)

kde Qi a Ri zna£í váhy p°i°azené daným stav·m ve váhových maticích.
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3.3 Simula£ní ov¥°ení

Vyzkoumané vztahy a rovnice pohybu jsou ov¥°eny simula£ním experimentem. Simula£ní

ov¥°ení bylo provedeno v programu SIMULINK. Simula£ní model vychází z rovnic od-

vozených v sekci 3. Pro viditelné ov¥°ení výsledk· je simulováno chování kyvadla b¥hem

n¥kolika simula£ních experiment·.

Vizualizaci kyvadla ztvár¬uje plný bod jakoºto pohyblivý bod kyvadla a úse£ka

spojující pivot s pohyblivým bodem jakoºto záv¥s kyvadla. Pivot kyvadla je umíst¥n

do po£átku jeho vlastního sou°adnicového systému. Na systému kyvadla jsou provedeny

celkem t°i simula£ní experimenty.

První z nich reprezentuje pohyb padajícího neregulovaného kyvadla, které je vy-

chýlené z nestabilního stacionárního bodu. Zde se zkoumá samotná dynamika kyvadla a

pr·b¥hy veli£in p°i ne°ízeném pádu.

Druhý experiment znázor¬uje jiº stabilizované kyvadlo, které je op¥t vychýleno z

nestabilního stacionárního bodu pomocí po£áta£ních podmínek na pr·m¥ty r a s. Tento

experiment by m¥l dokázat správnost navrºeného °ízení a p°ípadn¥ zjistit rychlost regu-

lace. P°edpokladem je stabilizace kyvadla do polohy nad pivotem.

T°etí a poslední experiment se v¥nuje stabilizaci regulovaného systému, kde jsou

do vstup· kyvadla p°ivedeny impulsy reprezentující vn¥j²í vlivy. P°edpokladem tohoto

experimentu je dostate£n¥ rychlá reakce na tyto vlivy a následná stabilizace kyvadla do

svislé polohy nad pivot.

Simula£ní parametry kyvadla jsou zvoleny viz tabulka 3.1.

parametr hodnota popis

g 9.87 m/s2 Gravita£ní zrychlení

l 1 m Délka záv¥su

m 1 kg Hmotnost pivotu

Tabulka 3.1: Tabulka hodnot parametr· kyvadla
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Samovoln¥ pohybující se kyvadlo modelované bez odporu a t°ení by se m¥lo chovat

jako klasické matematické kyvadlo. Kyvadlo je uvedeno do polohy mimo stacionární bod

a to s po£áte£ní podmínkou
[
r s

]T
=
[
0.01 0.01

]T
. Na grafu 3.3 je vid¥t 3D vizua-

lizace pohybu kyvadla a dále také pr·b¥hy veli£in pr·m¥t· do os. Neregulované kyvadlo

za£íná padat a vzdálenosti r a s se zv¥t²ují, aº dosáhnou velikosti r, s =
√
2
2
. Prom¥nná ζ

naopak klesá tém¥° do nuly, coº symbolizuje pád kyvadla. Jak jiº bylo zmín¥no, kyvadlo

m·ºe opisovat trajektorii plá²t¥ jedné z polokoulí díky zavedeným zjednodu²ením a simu-

la£ní experiment tak musí být ukon£en t¥sn¥ p°ed stavem, kdy se ζ = 0.
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Obrázek 3.3: Simulace nestabilizovaného nelineárního modelu kyvadla
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Druhý experiment °e²í systém kyvadla s regulací. Regulace byla provedena pomocí

LQR, kde váhové matice °ízení jsou nastaveny viz 3.24, kde jsou váhy stanoveny na jed-

notkové v²em stav·m stejn¥.

Q =


1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

 ,R =

[
1 0

0 1

]
(3.24)

Stabilizace pomocí LQR byla navrºena na zlinearizovaném modelu a poté otestována i

na nelineárním modelu. Výsledky simulací p°i pouºití nelineárního modelu jsou vid¥t na

grafu 3.4. Kyvadlo by se m¥lo na základ¥ minulosti vlastních stavových veli£in stabilizovat

do rovnováºného stavu. Experiment je proveden s nastavenými po£áte£ními podmínkami

na stav
[
r s

]T
=
[
0.2 0.1

]T
a umíst¥ným pivotem do bodu

[
0 0

]T
.
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(d) Pr·b¥h prom¥nné zeta

Obrázek 3.4: Simulace stabilizovaného nelineárního modelu kyvadla
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Poslední t°etí simula£ní experiment reprezentuje chování regulovaného systému jako

reakci na vn¥j²í vlivy (pulsy síly). Tento experiment p°edpokládá po£áte£ní umíst¥ní po-

hyblivého bodu kyvadla do nestabilního stacionárního bodu, kdy r, s = 0. Vychýlení z

po£áte£ního stavu tak zap°í£i¬ují pouze vstupující vn¥j²í pulsy. Snahou systému by m¥lo

být regulovat výchylky kyvadla a vracet systém vºdy do poºadovaného stacionárního

bodu. Reakce systému na vn¥j²í pulsy síly jsou vyobrazené na grafu 3.5. V²echny si-
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(d) Pr·b¥h prom¥nné zeta

Obrázek 3.5: Simulace stabilizovaného nelineárního modelu kyvadla na pulsy síly

mula£ní experimenty prob¥hly dle p°edpoklad·. Nejprve byla ov¥°ena celková správnost

dynamiky kyvadla. Následn¥ byl zvolen regulátor, který dokázal stabilizovat systém do

poºadovaného koncového stavu. Kyvadlo lze obecn¥ stabilizovat nekone£nou mnoºinou

regulátor· K. Kaºdý jeden napl¬uje kriteriální úlohu LQ podle uºivatelem p°i°azených

vah ve váhových maticích. Lze tedy tvrdit, ºe LQ kritériem nelze navrhnout nevhodný

regulátor. Regulátor bude vºdy ideální vzhledem k danému kritériu.
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Kapitola 4

Sloºený systém

Kompletní systém je sloºen ze dvou p°edchozích subsystém· (kvadroptéry viz sekce 2 a

inverzního kyvadla viz sekce 3). Praktická realizace stabilizace kyvadla nad kvadroptérou

vyºaduje uvaºovat subsystémy jako jeden systém, kde na sebe vzájemn¥ p·sobí jeho £ásti.

P°i realizaci takového systému by tedy bylo t°eba op¥t navrhovat systém a to jako jeden

celek. V praxi bývá kvadroptéra v·£i kyvadlu relativn¥ malá a lehká. P°i vychýlení kyvadla

ze stabilní polohy tak kyvadlo m¥ní t¥ºi²t¥ kvadroptéry, £ímº se m¥ní i její náklon. Naopak

kvadroptéra p·sobí na kyvadlo silou, kterou vyvolává její zrychlení v osách.

xb

yb

zb

BF

r
s

ζ

l

y

z

x

Pro jednoduchost modelu je zp¥tné silové p·-

sobení kyvadla na kvadroptéru zanedbáno

a provázanost sloºeného systému pak spo-

£ívá pouze v pohyblivosti pivotu kyvadla, jeº

je napojen do st°edu kvadroptéry viz obrá-

zek 4.1. Nyní lze s pivotem hýbat na zá-

klad¥ pohybu kvadroptéry a do systému sfé-

rického kyvadla jsou tudíº zavedeny vstupy,

tvo°ené zrychlením kvadroptéry. Toto ov²em

platí pouze pro vstupy
[
ẍ ÿ

]
, protoºe se

p°edpokládá pouze rovinný pohyb v rovin¥

a to v rovin¥ XY, jeº vychází z p°edpokladu

dvou stup¬u volnosti.

Obrázek 4.1: Spojení systém· kyvadla a kvadroptéry
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4.1 Návrh systému

Poslední navrºený systém je v tuto chvíli neintuitivn¥ tím nejsnaz²ím, jelikoº oba díl£í

subsystémy jiº byly navrºeny v p°edchozích kapitolách. Dynamické rovnice obou subsys-

tém· jsou provázány z jedné strany silou, která je poºadavkem subsystému kyvadla pro

kvadroptéru. Z druhé strany je vstupem do subsystému kyvadla zrychlení kvadroptéry

jakoºto reakce na poºadavek síly.

4.1.1 Dynamika

Dynamika sloºeného systému vychází z rovnic popisující dynamiku kvadroptéry ve vztaº-

ném rámci LF
ẍL = −FT

m
[s(φ)s(ψ) + c(φ)c(ψ)s(θ)]

ÿL = −FT
m
[c(φ)s(ψ)s(θ)− c(ψ)s(φ)]

z̈L = g − FT
m
[c(φ)c(θ)]

φ̈ = Jy−Jz
Jx

θ̇ψ̇ + τx
Jx

θ̈ = Jx−Jy
Jy

φ̇ψ̇ + τy
Jy

ψ̈ = Jx−Jy
Jz

φ̇θ̇ + τz
Jz

(4.1)

a z rovnic dynamiky kyvadla

r̈ = 1
(L2−s2)ζ2

(
−r4ẍ− (L2 − s2)2 ẍ− 2r2 (sṙṡ+ (−L2 + s2) ẍ) + r3 (ṡ2 + ss̈− ζ(g + z̈))+

r (−L2ss̈+ s3s̈+ s2 (ṙ2 − ζ(g + z̈)) + L2 (−ṙ2 − ṡ2 + ζ(g + z̈)))

s̈ = 1
(L2−r2)ζ2

(
−s4ÿ − (L2 − r2)2 ÿ − 2s2 (rṙṡ+ (−L2 + r2) ÿ) + s3 (ṙ2 + rr̈ − ζ(g + z̈))+

s (−L2rr̈ + r3r̈ + r2 (ṡ2 − ζ(g + z̈)) + L2 (−ṙ2 − ṡ2 + ζ(g + z̈))) .

(4.2)

Kyvadlo má v tuto chvíli stále vlastní nijak nespeci�kovaný sou°adnicový rámec,

jelikoº nebylo dosud t°eba ho p°íli² °e²it. Speci�kován nebyl z toho d·vodu, ºe vhodným

umíst¥ním sou°adnicového rámce kyvadla do t¥lesového sou°adnicového rámce kvadrop-

téry, viz 4.2, se rámce kyvadla a kvadroptéry stávají souhlasnými. Následkem souhlasného

umíst¥ní dvou rámc· je, ºe pr·m¥t pohyblivého bodu kyvadla (tedy jeho výchylka) je v

tuto chvíli výchylkou od po£átku sou°adnicového rámce kvadroptéry BF . Z tohoto záv¥ru
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LF

xb = x

yb = y

zb = z

BF

xL

yL

zL

r
s

ζ

l

Obrázek 4.2: Lokální a t¥lesové sou°adnicové rámce s napojeným systémem kyvadla

vychází rovnost
[
x y z

]T
=
[
xb yb zb

]T
, a lze tedy psát dynamiku kyvadla

r̈ = 1
(L2−s2)ζ2

(
−r4ẍb −

(
l2p − s2

)2
ẍb − 2r2

(
sṙṡ+

(
−l2p + s2

)
ẍb
)
+ r3 (ṡ2 + ss̈− ζ(g + z̈b))+

r
(
−l2pss̈+ s3s̈+ s2 (ṙ2 − ζ(g + z̈b)) + l2p (−ṙ2 − ṡ2 + ζ(g + z̈b))

)
s̈ = 1

(l2p−r2)ζ2

(
−s4ÿb −

(
l2p − r2

)2
ÿb − 2s2

(
rṙṡ+

(
−l2p + r2

)
ÿb
)
+ s3 (ṙ2 + rr̈ − ζ(g + z̈b))+

s
(
−l2prr̈ + r3r̈ + r2 (ṡ2 − ζ(g + z̈b)) + l2p (−ṙ2 − ṡ2 + ζ(g + z̈b))

)
.

(4.3)

4.1.2 Vstup kyvadla - zrychlení

xb

yb

zb

BF

Fxy

Fxy

r
s

ζ

l

Nyní je t°eba dopo£ítat zrychlení v t¥lesovém rámci,

které bude vstupem pro systém kyvadla, £ímº se ky-

vadlo stává ovladatelné kvadroptérou. Z p°epo£te-

ných rychlostí a úhlových rychlostí z lokálního na

t¥lesový sou°adnicový rámec jsou zrychlení v t¥leso-

vém rámci de�novány

ẍb = rẏb − qżb − g[s(θ)]
ÿb = pżb − rẋb + g[s(φ)c(θ)].

(4.4)

Obrázek 4.3: Vyjád°ení síly v t¥lesovém rámci
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4.1.3 Vstup kvadroptéry - síla

Síly p·sobící na kyvadlo
[
Fx Fy

]T
∈ R2 jsou tvo°eny p°íslu²nými zrychleními pivotu v

osách. Ze spojení dvou subsystém· je nyní pivotem samotný st°ed kvadroptéry, a tedy síly

p·sobící na pohyblivý bod kyvadla p°i pohybu kvadroptéry jsou stejn¥ velké, ale opa£n¥

namí°ené neº síly, které vyvíjí kvadroptérá svým pohybem. Z p°edchozího umíst¥ní rámc·

do sebe navzájem vyplývá, ºe tyto síly jsou alokovány v sou°adnicovém rámci kvadroptéry

BF .

Fx

FT−Fg

θ

x

z

Obrázek 4.4: Vyjád°ení rozloºení síly tahu v t¥lesovém rámci

Poºadovaný úhel θ ur£uje náklon kvadroptéry a je roven θ = tan−1
(

Fx
−Fg

)
. Síla Fg

je obecn¥ známá, zatímco poºadovanou sílu Fx, pot°ebnou ke stabilizaci kyvadla, de�nuje

regulátor kyvadla. Úhel θ je pak poºadovaným úhlem v t¥lesovém rámci a tvo°í tak p°ímý

vstup do systému kvadroptéry. Analogicky se síly d¥lí v rovin¥ Y Z pro sílu Fy a pro

poºadovaný úhel tak platí φ = tan−1
(

Fy
−Fg

)
.
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4.2 �ízení sloºeného systému

�ízení celého systému spo£ívá ve sledování odchylky kyvadla v rovin¥ XY, kde tuto vý-

chylku musí sledovat kvadroptéra. �ízení obou systém· jiº bylo navrºeno a model tak lze

pouze p°ipojit dle 4.1.3 a 4.1.2. Blokové schéma zapojení subsystému je vid¥t na obrázku

4.5.

PID

úhly

PID

pozice
systém

kvadroptéry

φd, θd

ψd

x,y,z

x d,yd,z d
Fbt

τd

ωbd

φd, θd,ψd

PID

úhlové

rychlosti

φd, θd

+

kyvadlo

+LQR

ẍ,ÿ

Obrázek 4.5: Blokové schéma zapojení subsystém·

4.3 Simula£ní ov¥°ení

Simula£ní ov¥°ení sloºeného systému je provedeno, stejn¥ jako je to u výchozích rovnic

pohybu, spojením dvou simula£ních subsystém·. Simula£ní model je tedy rovn¥º navrºen

v programu SIMULINK. Jelikoº dosud nem¥lo kyvadlo blíºe speci�kovaný rámec a nyní

se stalo pohyblivým v·£i lokálnímu rámci, je pro vizualizaci nutné transformovat polo-

hové sou°adnice kyvadla do lokálního rámce. To je provedeno op¥t pomocí rota£ní matice

2.2.3. Síla Fx,y, kterou de�nuje regulátor kyvadla, pot°ebnou k jeho stabilizaci, p°ebírá

simula£ní model kvadroptéry coby poºadavek na zm¥nu úhlu v daném sm¥ru. Simula£ní

experimenty by m¥ly dokázat, ºe kvadroptéra je schopná stabilizovat výchylku kyvadla a

zárove¬ se vrátit do poºadovaného stavu. Navrºené °ízení by m¥lo také umoº¬ovat p°esun

kvadroptéry z po£áte£ního na poºadované místo, aniº by z kvadroptéry kyvadlo spadlo.

A podstatným simula£ním experimentem je také prokázání vhodné reakce systému na
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vn¥j²í vlivy. V²echny t°i de�nované situace je moºné simulovat a tvo°í tak sérii t°í simu-

la£ních experiment·. Pro simulaci sloºeného systému byly zvoleny následující parametry

vycházející ze subsystém· viz tabulka 4.1.

parametr hodnota popis

m 1.4 kg Celková hmotnost kvadroptéry

g 9.87 m/s2 Gravita£ní zrychlení kvadroptéry

lq 0.56 m Délka ramene kvadroptéry od jejího st°edu

b 1.3858 · 10−6 Sou£initel tahu

d 1.3328 · 10−5 Sou£initel odporu

Jx 0.05 Moment setrva£nosti v ose x

Jy 0.5 Moment setrva£nosti v ose y

Jz 0.24 Moment setrva£nosti v ose z

lp 1 m Délka záv¥su

Tabulka 4.1: Tabulka hodnot parametr· pro sloºený systém

Simula£ní schéma kvadroptéry s p°ipojeným kyvadlem viz obrázek 4.6 je navrºeno

na základ¥ teoretického blokového schéma z £ásti 4.2. Blokové schéma je roz²í°eno o bloky

subsystém· vytvá°ející pot°ebné vazby mezi subsystémy dle sekcí 4.1.3 a 4.1.2.

Obrázek 4.6: Simula£ní schéma zapojení kvadroptéry s kyvadlem
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První simula£ní experiment by m¥l prokázat reakceschopnost systému kvadroptéry

stabilizovat kyvadlo do svislé polohy p°i dané po£áte£ní podmínce na stav kyvadla. Tato

podmínka je zvolena
[
r s

]T
=
[
0.08 0.07

]T
, coº odpovídá zhruba 6◦ vychýlení

oproti svislému uloºení kyvadla. Poºadavek na kvadroptéru je dán
[
xLd yLd zLd

]T
=[

0 0 0
]T
. Tedy kvadroptéra by m¥la stabilizovat kyvadlo a poté se vrátit do po£áte£-

ního bodu.
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Obrázek 4.7: Simulace stabilizovaného nelineárního modelu sloºeného systému na po-

£áta£ní podmínky kyvadla

Z graf· viz obrázek 4.7 a 4.8 je patrné, ºe kvadroptéra zareagovala na výchylku kyvadla.

Pr·b¥h r, s dokazuje postupnou stabilizaci kyvadla do poºadované polohy. Poté se dle

p°edpoklad· kvadroptéra vrací do poºadovaného po£áte£ního bodu. Zajímavý je vývoj

prom¥nné z, na jejíº regulaci je kladen velký d·raz a to kv·li zanedbávání pohybu v této

ose u subsystému kyvadla. Regulace prom¥nných x, y se zdá být jako relativn¥ pomalá a
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ur£it¥ by bylo moºné nalézt rychlej²í °ízení. To by ov²em vyºadovalo p°enastavení regulá-

tor· v²ech vnit°ních smy£ek tak, aby byl spln¥n poºadavek na pom¥ry rychlostí v kaskád¥

regulátor· 5 − 10× pomalej²í regulace s kaºdou dal²í vn¥j²i smy£kou viz de�nice z £ásti

2.4.1. Tímto je prokázána stabilizace kyvadla nad kvadroptérou.
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Obrázek 4.8: Simulace stabilizovaného nelineárního modelu sloºeného systému na po-

£áta£ní podmínky kyvadla

Následující druhý simula£ní experiment viz 4.9 a 4.10 se odráºí od prvního experimentu.

Tento simula£ní experiment bude ukazovat, zda je kvadroptéra schopná vyrovnávat vý-

chylky kyvadla tvo°ené vn¥j²ími vlivy. Pro tento ú£el bude do subsystému kyvadla p°i£ten

navíc vstup reprezentující pulsy síly. Poºadovaná poloha kvadroptéry je v po£átku sou-

°adnicového systému
[
xLd yLd zLd

]T
=
[
0 0 0

]T
, stejn¥ jako výchylka kyvadla

v·£i kvadropté°e
[
r s

]T
=
[
0 0

]T
.
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(a) 3D graf stabilizace kyvadla
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(c) Pr·b¥h prom¥nné y
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(d) Pr·b¥h prom¥nné z
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(e) Pr·b¥h prom¥nné s
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Obrázek 4.9: Odezva stabilizovaného nelineárního modelu sloºeného systému na pulsy síly

Simula£ní model se chová dle p°edpoklad· a po kaºdém p°íchozím pulsu se snaºí

kvadroptéra nejprve stabilizovat kyvadlo do rovnováºného stavu a poté se vrací na poºa-

dovanou pozici do po£átku sou°adného systému.
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Obrázek 4.10: Odezva stabilizovaného nelineárního modelu sloºeného systému na pulsy

síly

Simula£ní experimenty m¥ly roz²í°it navrºený sloºený systém o vizuální podobu °e²e-

ného problému a zárove¬ veri�kovat tento navrºený systém spole£n¥ s navrºeným °ízením.

�ízený systém byl podroben experimentu s po£áte£ní podmínkou na výchylku kyvadla.

Sloºený systém dokázal reagovat na výchylku kyvadla, tuto výchylku stabilizovat a poté

se celý systém vrátil do poºadované polohy v prostoru, £ímº byla dokázána správnost

navrºeného °ízení. Druhý experiment týkající se stabilizace sloºeného systému p°i p·so-

bení vn¥j²ích sil na kyvadlo m¥l poukázat na robustnost °ízení, protoºe pulsy sil, které

vstupují do subsystému kyvadla, p·sobí na neúpln¥ stabilizovaný systém. Oba simula£ní

experimenty odráºely ur£ité moºnosti nastavení, do kterého je moºné sloºený systém v

reálném sv¥t¥ uvést (první experiment - uºivatel vkládá kyvadlo na kvadroptéru a druhý -

uºivatel p·sobí silou a destabilizuje kyvadlo). Oba experimenty prob¥hly dle p°edpokladu

a jsou d·kazem vhodn¥ navrºeného °ízení.
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Kapitola 5

Záv¥r

Kvadroptéry jsou díky svému ²irokému vyuºití velice atraktivním tématem a dávají moº-

nost realizace n¥kolika p°idruºeným projekt·m. Jedním z takových projekt· je stabilizace

kvadroptéry s inverzním kyvadlem, coº je tématem této práce. Hlavní my²lenkou práce

bylo proniknutí do problematiky °ízení kvadroptér a dále vyuºití takové kvadroptéry pro

°ízení inverzn¥ uloºeného kyvadla, £ehoº se poda°ilo docílit.

Na úvod je odvozen vztah mezi lokálním a t¥lesovým sou°adnicovým rámcem s

vyuºitím Eulerových úhl· a rotace mezi úhly za pomoci rota£ní matice R. Tím jsou

ur£eny kinematické rovnice kvadroptéry, které jsou dále roz²í°eny o transla£ní a rota£ní

dynamiku a p·sobící síly a momenty, které jsou popsány jako produkty aktuátor·. Na

základ¥ odvozených rovnic se zavádí linearizace a stavový popis systému kvadroptéry.

P°ed návrhem °ízení je prozkoumána a prokázána °iditelnost systému kvadroptéry.

Samotný návrh °ízení obsahuje obecný popis °ízení klasických reálných kvadroptér

a za pouºití kaskády PID regulátor·, která je podrobn¥ popsána, je navrºeno speci�cké

°ízení pro stabilizaci systému.

�ízený systém je následn¥ podroben simula£nímu experimentu. Tato a následující

simulace jsou provád¥ny za vyuºití programu MATLAB a jeho roz²í°ení SIMULINK.

Simula£ní experiment poskytuje 3D vizualizaci problému a veri�kuje navrºené °ízení.

Navazující kapitola se zabývá systém sférického kyvadla, které je inverzn¥ uloºené.

Inverzní sférické kyvadlo samo o sob¥ nemá ve sv¥t¥ p°íli² ²iroké vyuºití a stává se tak

minimáln¥ zajímavou úlohou v teorii °ízení. Systém kyvadla lze navrhnout s vyuºítím sle-

dování úhl· nebo naopak pozi£ních pr·m¥t· do roviny, p°i£emº práce °e²í návrh systému

pomocí pozi£ních pr·m¥t·. Ob¥ moºnosti jsou v²ak v reálném sv¥t¥ aplikovatelné, jelikoº

lze m¥°it náklon ve sférických kloubech nebo p°ípadn¥ kamerou snímat výchylku pohybli-

vého bodu kyvadla do roviny. Nevýhodou volby transla£ních veli£in m·ºe být nemoºnost
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sledování pohybu kyvadla v jedné z ploch polokoule, po kterých se kyvadlo m·ºe pohybo-

vat. Pro pot°eby °ízení kyvadla nad pivotem to ov²em není podstatné. Systém je navrºen

Lagrangeovou metodou vyuºívající rozdíl v energiích. Dále je provedena linearizace v po-

ºadovaném umíst¥ní kyvadla a zaveden stavový popis kyvadla. Kyvadlo je shledáno jako

nestabilní v daném stacionárním bod¥ a na modelu je vy²et°ena °iditelnost, p°i£emº ky-

vadlo je rovn¥º shledáno jako °iditelné. Návrh °ízení je proveden skrze stavovou zp¥tnou

vazbu a optimalizaci LQ - kompletn¥ tedy skrze lineární kvadratický regulátor. Simula£ní

£ást prezentuje výsledky 3D vizualizací a pr·b¥hy veli£in a to na základ¥ t°í simula£ních

experiment·.

První z experiment· zkoumá pohyb ne°ízeného kyvadla pro zavedené po£áte£ní pod-

mínky na výchylku kyvadla. Druhý simula£ní experiment reprezentuje zavedený °ízený

systém, kde jsou op¥t zvoleny po£áte£ní podmínky na výchylku kyvadla. Tento experiment

potvrzuje moºnost °ízení kyvadla navrºeným regulátorem. Poslední z trojice experiment·

znázor¬uje regulaci p·sobení vn¥j²ích sil na systém kyvadla.

Oba navrºené systémy jsou v dal²í kapitole spojeny v jeden a stávají se tak sub-

systémy celkového sloºeného systému. V tuto chvíli se vychází z jiº odvozených rovnic

obou subsystém·. Sou°adnicové rámce kyvadla a kvadroptéry se umis´ují do sebe a stá-

vají se souhlasnými, coº je podmínkou pro nenutnost p°epo£ítávat vztahy mezi kyvadlem

a kvadroptérou a zavád¥t tak dal²í rámec. �ízení kvadroptéry bylo t°eba navrhovat do-

state£n¥ rychlé tak, aby bylo moºné následn¥ p°ipojit subsystém kyvadla. Návrh °ízení

samotné kvadroptéry ov²em není p°ímo tématem této práce. P°es tento fakt je t°eba upra-

vit parametry pozi£ního regulátoru v návaznosti na p°ipojenou dynamiku kyvadla, jelikoº

pozi£ní regulátor musí být daleko slab²í a pomalej²í neº regulátor kyvadla a to z toho

d·vodu, ºe primárním cílem je stabilizace kyvadla.

Sloºený systém s navrºeným °ízením je op¥t testován v simula£ním prost°edí. Si-

mula£ní experimenty jsou provedeny obdobn¥ jako u subsystému kyvadla. Experimenty

prokazují chování sloºeného systému v prvním p°ípad¥ jako reakci na vychýlení kyvadla

jakoºto po£áte£ní podmínku, a v druhém p°ípad¥ jako odezvu systému na p·sobení vn¥j-

²ích sil na subsystém kyvadla. Zajímavým experimentem by také mohla být stabilizace

sloºeného systému, kdy kvadroptéra opisuje trajektorii kruºnice a stabilizuje pohyblivý

bod kyvadla nad st°edem této kruºnice.
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P°íloha A

P°ehled moºných kombinací rota£ních

matic

Následující tabulka slouºí jako p°ehled v²ech dvanácti moºných sekvencí násobení elemen-

tárních matic, jimiº lze dosáhnout kompletní rotace.

X1Z2X3 =

 c2 −c3s2 s2s3

c1s2 c1c2c3 − s1s3 −c3s1 − c1c2s3
s1s2 c1s3 + c2c3s1 c1c3 − c2s1s3



X1Z2Y3 =

 c2c3 −s2 c2s3

s1s3 + c1c3s2 c1c2 c1s2s3 − c3s1
c3s1s2 − c1s3 c2s1 c1c3 + s1s2s3



X1Y2X3 =

 c2 s2s3 c3s2

s1s2 c1c3 − c2s1s3 −c1s3 − c2c3s1
−c1s2 c3s1 + c1c2s3 c1c2c3 − s1s3



X1Y2Z3 =

 c2c3 −c2s3 s2

c1s3 + c3s1s2 c1c3 − s1s2s3 −c2s1
s1s3 − c1c3s2 c3s1 + c1s2s3 c1c2



Y1X2Y3 =

 c1c3 − c2s1s3 s1s2 c1s3 + c2c3s1

s2s3 c2 −c3s2
−c3s1 − c1c2s3 c1s2 c1c2c3 − s1s3



Y1X2Z3 =

c1c3 + s1s2s3 c3s1s2 − c1s3 c2s1

c2s3 c2c3 −s2
c1s2s3 − c3s1 c1c3s2 + s1s3 c1c2



Y1Z2Y3 =

 c1c2c3 − s1s3 −c1s2 c3s1 + c1c2s3

c3s2 c2 s2s3

−c1s3 − c2c3s1 s1s2 c1c3 − c2s1s3


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Y1Z2X3 =

 c1c2 s1s3 − c1c3s2 c3s1 + c1s2s3

s2 c2c3 −c2s3
−c2s1 c1s3 + c3s1s2 c1c3 − s1s2s3



Z1Y2Z3 =

c1c2c3 − s1s3 −c3s1 − c1c2s3 c1s2

c1s3 + c2c3s1 c1c3 − c2s1s3 s1s2

−c3s2 s2s3 c2



Z1Y2X3 =

c1c2 c1s2s3 − c3s1 s1s3 + c1c3s2

c2s1 c1c3 + s1s2s3 c3s1s2 − c1s3
−s2 c2s3 c2c3



Z1X2Z3 =

c1c3 − c2s1s3 −c1s3 − c2c3s1 s1s2

c3s1 + c1c2s3 c1c2c3 − s1s3 −c1s2
s2s3 c3s2 c2



Z1X2Y3 =

c1c3 − s1s2s3 −c2s1 c1s3 + c3s1s2

c3s1 + c1s2s3 c1c2 s1s3 − c1c3s2
−c2s3 s2 c2c3


kde £ísla 1, 2, 3 znázor¬ují úhly φ, θ, ψ tj. úhly odpovídající první, druhé a t°etí elementární

rotaci. X, Y, Z jsou matice p°edstavující elementární rotace kolem os x, y, z pevného rámce.

"s"a "c"p°edstavují sinus a cosinus.
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