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Abstrakt

Prace pojednava o principech fizeni, kterymi lze dosdhnout stability sférického inverzné
uloZeného kyvadla na kvadroptére. Systém je rozdélen do dvou subsystému, kde je kazdy
ze systému navrzen zvlast. Na zakladé matematickych modelu je navrzeno vhodné fizeni.
Kvadroptéra je tizena kaskddou PID regulatori, zatimco pro inverzni sférické kyvadlo je
realizovan LQ) regulator. Navrzené subsystémy jsou nakonec spojeny v jeden. Vysledky

jsou ovéreny a prezentovany pomoci simulace a 3D vizualizace.
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Abstract

This thesis deals with principle of control, which can be used to achieve the stability
of the spherical inverted pendulum on the quadrotor. The system is divided into two
subsystems where each of the systems is designed separately. Based on mathematical
models, appropriate management is proposed. The quadropter is controlled by a cascade of
PID controllers, while an 1.Q) controller is implemented for the inverse spherical pendulum.
The two subsystems are composed into single one. The results are verified and presented

using simulation and 3D visualization.
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Kapitola 1
Uvod

Kvadrokoptéra neboli dron je helikoptéra se ¢tyimi rotory. Prvni takovy funkéni stroj
vyrobil pan Etienne Oehmichen roku 1920. Dnes je vyvoj soustfedén predev§im na malé
bezpilotni kvadroptéry, které vynikaji svymi manévrovacimi schopnostmi. Pouzivaji je
hasi¢i, policie i armada. Jejich vyuziti vSak neni viibec omezeno. Nékteré ¢lanky pojedna-
vaji o vyuziti dronu ve velkych skladech a to napfiklad k pocitani zbozi ¢i prevozu baliki,
jiné se soustfedi na mapovani golfovych h#ist pomoci kamer.

Manévrovatelnost kvadroptéry je zasadni vlastnosti a zménou oproti klasickym 1é-
tajicim objektim jako jsou letadla ¢i helikoptéry. Tato skute¢nost davi moznost navrhu
i realizaci feSeni hned nékolika s ni spojenych problémi. Existuji projekty, které se za-
byvaji pro priklad prevozem nakladu za vyuziti kvadroptér. Formulace tohoto problému
uvazuje naklad, tedy kyvadlo, zavésené pod kvadroptérou. Klasickou tilohou je pak stabi-
lizace nakladu pii zrychlovani ¢i zpomalovani kvadroptéry. Tento problém lze pii urcitych
zjednodusenich transformovat na klasicky vozik se zavésenym kyvadlem, jez se pohybuje
pouze ve dvoudimenzionalnim prostoru.

Jednou z dalsich fesitelnych tloh je stabilizace kyvadla nad télem kvadroptéry, tzv.
inverzniho sférického kyvadla. NejznaméjSim feSitelem obdobného problému je Raffaello
D’Andrea, coz je $vycarsky inzenyr a podnikatel, ktery je zaroven vedoucim vyzkumu
dynamickych systémii a fizeni na ETH Zurich. Ten se vénuje pfevazné tizeni kvadroptér,
pricemz jeho nejznaméjsi prace jsou realizace kvadroptéry s inverznim kyvadlem, ovladani
kvadroptér pomoci gest nebo Tizeni trajektorie letu skupiny kvadroptér. Problém fizeni
kvadroptéry s inverznim kyvadlem a s nim spojené podproblémy jsou obsahem této prace.

Cilem této prace je navrhnout matematicky model kvadroptéry s inverznim kyva-
dlem, navrhnout vhodné fizeni ke stabilizaci tohoto slozeného systému a vytvorit vizualni

simulaci vysledkii. Veskery obsah je potom rozdélen do tii hlavnich ¢asti.
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Prvni ¢ést se zaobira kvadroptérou jako samostatnym systémem. Tato kapitola obsa-
huje deklaraci souradnicovych ramcu a jejich vzajemnych vztahu. Kratka ¢ast je vénovana
rota¢nim maticim. Model je navrzen na zakladé matematicko-fyzikalnich rovnic a z nich
vychéazejicich vztahi. Systém je linearizovan v pracovnim bodé, kde je navrzeno Fizeni
pomoci kaskady PID regulatori.

Druhé ¢ast je vénovana inverznimu kyvadlu s pohyblivym zavésem. Sférické inverzni
kyvadlo je klasicky typ tlohy automatického tizeni, o kterém pojednévaji napiiklad ¢lanky
[4], [3] nebo teze [6]. T kdy7z takovy systém nemd ve svété prilis velké uplatnéni, tvori
zajimavou ulohu ke zdokonaleni jejiho TeSitele v oboru fizeni systémi. Systém je navrzen
Lagrangeovou metodou a jeho stabilizace je provedena pomoci stavové zpétné vazby s
vyuzitim optimaliza¢ni dlohy LQR.

Tteti cast prace pojednava o slozeném systému, kde jsou pfipojeny piedchozi dva
subsystémy k sobé. Diilezitou soucasti je diskutovani moznosti spojeni dvou subsystému
a predpokladii, za kterych tak lze ucinit.

Navrzené systémy jsou modelovany v programu MATLAB, ktery nabizi Siroké moz-
nosti simulaci v celém oboru fizeni systémii. Vizualizace vysledki je rovnéz provedena v

tomto programu.
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Kapitola 2

Kvadroptéra

2.1 Konstrukce

Jednou z nejcastéji pouzivanych konstrukeci kvadroptér je konstrukce se ¢tyimi statickymi
rotory. Existuji ale také kvadroptéry s dynamickymi rotory, které poskytuji $ir$i moznost
fizeni pro svou schopnost zmény naklonu samostatnych rotori. Klasicky jsou rotory umis-
tény do vrcholt ¢tverce a to z divodu snadné fiditelnosti. V8echny rotory maji nastaveny
lopatky tak, aby vyvijely tah smérem nahoru. Jeden par protilehlych rotori se ovsem toci
jednim smérem, zatimco druhy par opa¢nym. Toto provedeni zamezuje rotacnimu tc¢inku,
ktery motory vytvari viaci celé konstukei. V praxi je nasledkem totozné orientace rotoru

to¢ivy pohyb kvadroptéry kolem osy z opac¢nym smeérem nez je pohyb lopatek rotort.
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U realného modelu kvadroptéry se k méteni vlastniho transla¢niho zrychleni a thlo-
vym zrychlenim vyuziva tzv. inercialni méfici jednotka (IMU). To je elektronické zafizeni,
které méii veliciny pomoci kombinace akcelerometrii a gyroskopi, nékdy také magneto-
metrl, a hlasi je fidicimu systému. Inercidlni mefici jednotky se také typicky pouzivaji v
letadlech. V této praci se predpoklada tplna znalost vSech stavii a uvazuje se méfeni bez

poruch, jez by mohly z jednotek pfichézet.

2.2 Souradnicové ramce a reprezentace pozice

Soutadnicové ramce nebo soufadnicové systémy umoziuji jednoznacné popsat polohu
bodu pomoci ¢isel jakozto soufadnic ¢ili koordinat. Aby bylo vubec mozné popsat po-
hyb tuhého télesa v prostoru, je tieba deklarovat pevné a pohyblivé souradnicové ramce,
které mezi sebou mayji jisté vazby. Ke kvadroptéte se pristupuje jakozto k tuhému télesu
ve vesmiru popsanému soufadnicovymi ramei letounu vici pfedem danému lokdlnimu sou-
fadnicovému ramci. Obecné se definuje cela fada soutadnicovych rameii, kde mezi nejzna-
méjsi patii Farth-Fized Coordinate Frame (EFCF), FEarth-Centered, Earth-Fied (ECEF
nebo ECR) ¢i Aircraft-Body Coordinate Frame (ABCF) viz kniha [5]. Existuje také vice
pristupt k popisu vztahtt mezi témito ramci. Tfemi nejpouzivanéjsimi jsou popisy pomoci
Eulerovych thla, matice rotace a quaternionii. Zde se transformace mezi rdmci popisuje

pomoci rotac¢nich matic.

2.2.1 Pravidlo pravé ruky

Pted definovanim samotnych soufadnicovych ramci je tfeba deklarovat pozitivni sméry
ve vSech osach soufadnicového ramce a dale také pro vSechny thly.

Tyto pozitivni sméry lze urcit pravidlem pravé ruky. Pravidlo pravé ruky je v ma-
tematice a fyzice béznou mnemotechnickou pomitckou pro pochopeni orientace os ve tii-
rozmérném prostoru. Palec pravé ruky reprezentuje pozitivni smér osy x, ukazovak osy y
a prostiednicek ukazuje pozitivnim smérem v ose z.

Typicky se vyuzivaji dvé intuitivni nastaveni pozitivnich smért os. Jsou to nastaveni
ruky, kdy osa z (palec) smétuje smérem dolu nebo nahoru. Podle toho se méni usporadéani
zbylych dvou os soutradnicového systému. Volba kladného sméru osy z smérem doli se
¢asto vyuziva v letectvi a to z divodu pozitivniho sméfovani gravitacniho zrychleni. V

praci je také z tohoto divodu zvolena varianta, kdy kladny smér osy z je smér dola.
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2.2.2 Lokalni souradnicovy systém a souradnicovy systém kvadrop-
téry

Lokalni souradnicovy systém, respektive jeho pocatek, miize byt zvolen v testovacim pro-
stfedi (napf. v laboratofi) a vyuzit k pozorovani dynamickych stavii kvadroptéry vzhledem
k pocatku lokalniho souifadnicového systému (tim muZe byt ur¢ité misto na podlaze) a
k urceni pozice kvadroptéry ve tf¥idimenzionalnim prostoru. Tento lokalni ramec (v praci

také vztazny) bude v praci znacen pismenem Lp - Local frame, ktery tvoii soufadnice
T

L YL 2L
Souradnicovy ramec kvadroptéry je fixovan na jeji télo, kde pocatky jednolitych os
tohoto systému lezi ve stfedu kvadroptéry a to tak, Ze osa x;, prochéazi skrz prid a zad
letounu a ukazuje tedy pozitivnim smérem vpied. Osa z, prochazi skrz symetrické télo
letounu a sméfuje dolu. Osa v, je uréena pravidlem pravé ruky a smétuje tak skrz jedno
z postrannich ramen letounu. Soufadnicovy systém kvadroptéry (v praci takeé télesovy

ramec) je zna¢en pismenem Bp - Body frame. Ten je tvofen soufadnicemi [ To Yb 2 }

YL

2L

Obrazek 2.1: Soufadnicové ramce

2.2.3 Matice rotace

Otaceni pomoci rotacnich matic je obecné jednim ze zpusobu popisu rotace tuhého télesa
kolem vztazného soutadnicového systému. Popisuje se rotace soustavy souradnic do nové

vzniklé polohy uréené nové vzniklym soufadnicovym systémem. Z piedchozi definice o
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soufadnicovych ramcich 2.2.2 vychézi, Ze zde se popisuje rotace mezi lokdlnim a télesovym

ramcem. Jakykoliv vektor v’ lze obecné vyjadrit jako
U= apy + by + cp2p = arZr + bryr + cLzL (2.1)

kde dolni indexy znac¢i dané soufadnicové ramce. Produktem roznasobeni rovnice (2.1)

jednotlivymi vektory xp, ys, 25 jsou tyto tfi rovnice

— — —

ap(Zp, Tp) + bo(Uo, T) + cu(Zp, To) = ar(Zr, Tp) + br (YL, @) + (2L, Tp)
ap(Ty, Uo) + o (Us, Up) + (%, Up) = arn(Zr, %) + br(¥r, ) + cL(ZL, Ub) (2.2)
( )

ap (@p, %) (Yr, %) (Z,7%)| |ar
b| = | (@0, %) We.0) (Zo,0)]| [br] - (2.3)
Cp (fLa'gb y_)ngb gln’gb) cr

Obrazek 2.2: Znazornéni dhli kolem soufadnicového systému

telesa lze dosahnout tremi elementdarnim: rotacems kolem souradnicového systému, ktery
prochdzi skrz tuhé téleso. V praxi to znamend, 7e pro tuhé téleso lze definovat rotac¢ni
matici R na zakladé elementarni rotac¢nich matic R; takovou, ze postupné otac¢i téleso do
pozadovaného natoceni. Takové elementarni rotace lze uréit z piedchozi rovnice (2.3).

V prevazné vétsiné c¢lankt jsou elementarni rotace reprezentoviny maticemi Ry,
Ry a Ry nebo obdobné Ry, Ry a R,. Obdobnost znaceni spoc¢ivad v pojmenovani thli

natoc¢eni kolem danych os viz obrazek 2.2.
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Exaktn{ formy elementarnich matic rotace Rx(¢), Ry(0) a R,(¢) jsou potom dany

takto:
¢ [\ Rx(¢) odpovida elementarni rota¢ni matici
an J L= pro thel ¢ kolem osy x
yL ,// \\\ 1 O
p / Y2 Rx(¢) = |0 cos ¢ sin ¢
0 —sing coso
ZL
Obrazek 2.3: Rotace o tihel ¢ kolem osy z
Tp
Pt \/ Ry (0) ... elementarni rota¢ni matice pro tihel
\\/ oL 0 kolem osy vy
0 \\ cos# 0 —sind
YL =y \ Ry(0)=1 0 1 0
L singd 0 cos
v Zp
2L
Obrazek 2.4: Rotace o thel 6 kolem osy y
T T R, () ... elementarni rota¢ni matice pro tthel
Yo ey ¥ kolem osy z
Tp
v cos Y sin v
> R,(¢) = |—sinY  cos
ZL = Zp 0 0

Obrazek 2.5: Rotace o tihel ¢ kolem osy z

Zavadi se nazvy jednotlivych natoceni o dany thel a to nasledovné

e Natoceni o thel ¢ je ndklon neboli "roll”.
e Natoceni o thel 6 je sklon neboli "pitch.

e Natoceni o thel ¢ je otocend neboli "yaw".
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Piiklad 1 Pro snazsi pochopeni rotovdni kolem ramci je uveden ptiklad rotace kolem

Pruni rotace je provedena o thel roll ¢.

dvou 0s.
A
| J oL =y
7
/ \
/ .
o Osa xy, tak zistdvd beze zmény a je na-
/ \
Yoo\, \ ddle shodnd s puvodni osou xy, lokdlniho
\Z/ L .
(D /2 rdmece.
<L

Obrézek 2.6: Priklad - prvni rotace o tihel ¢ kolem osy x

Ly
- =T
// T =T Naslednd rotace rotuje jiZ prerotovanym
0 , /I N soutadnym systémem Bp o ihel pitch 0.
L B ,’I /N 2y
|

Ul
Obrazek 2.7: Priklad - druhé rotace o thel 6 kolem osy y,,

Nicméne, jak definice elementdrnich rotacnich matic Rx(¢), Ry(0) a R,(v), tak
jejich vzajemné ndsobent, zdvisi zcédsti na volbé uZivatele. UZivatelé v ruzngch kontextech

a literaturdch pouZivaji rizné sady konvenci. Vsech dvandct moznijch sekvenci rotace je

popsdno v dodatku A.
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2.3 Navrh modelu

Navrh matematického modelu kvadroptéry vyuziva Newton-Eulerovy rovnice pro 3D po-
hyb tuhého télesa. Cilem této sekce je ziskat hlubsi pochopeni kinematiky a s ni navazané
dynamiky kvadroptéry a poskytnout tak model, ktery je dostatecné spolehlivy pro simu-

laci a fizeni.

2.3.1 Transla¢ni kinematika

Stavové veli¢iny rychlosti jsou méfitelné v ramcich Br, ovSem stavové veli¢iny pozice jsou
soucasti ramci Lp. Z tohoto divodu je tfeba transformovat veli¢iny mezi ramci a to

pomoci rota¢nich matic. Definuje se

xp = Rpxy, = R (¢)Ry ()R (¥)xL, (2.7)

T T
kde x, = [ Ty U % ] ER® xp, = |z, yr 2z, | € R3arotaéni matice RP, ktera

slouzi k prevodu lokalnich ramcii na télesové ramce a je ddna jako soucin elementarnich

rotac¢nich matic pro jednotlivé ihly

c(¥)c(9) s(¢)c(0) —s(0)
Ry = | c(4)s(0)s(0) — c(¢)s(¥)) s(d)s(¥)s(8) + c(d)e(v)) c(8)s(d)| , (2.9)

)
c(@)c(y)s(0) + s(9)s()  c(9)s(¥)s(0) — c(¥)s(d) c(9)c(0)

kde ¢ a s znaci funkce cos() a sin(). Jelikoz inverzni matice k RP je definovana vztahem
(RY)TRE = 1, (2.10)

kde T je diagonalni jednotkova matice, plati, ze obracena transformace (télesové ramce na

lokalni) se definuje
xr, = Rixp = Ry(0) "Ry (0) "R (¢) "x1 = (RP) "xw, (2.11)

kde RE je transformac¢ni matice z télesového na lokalni ramec - tedy

Ri; = Rx(9) "Ry (0) "R, ()" = (Rp)™, (2.12)
c(¥)e(0) c(¥)s(9)s(0) — c(@)s() c(d)e(y)s(0) + s(¢)s(¥)
Ry = [s(¥)c(8) s(0)s(v)s(8) + c(d)e() e(9)s(¢)s(8) — e(v)s(9) | - (2.13)
—s(0) c(0)s(¢) c(¢)c(0)
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2.3.2 Rotacéni kinematika

Rota¢ni kinematika plyne ze stejnych obecnych vysledki. Vzhledem k tomu, Ze tuhlové
rychlosti jsou definovany v télese a Eulerovy thly jsou v mezilehlych soutadnicovych ram-
cich, lze pouzit odvozenou rota¢ni matici RP k urcéeni vztahu mezi thlovou rychlosti a
¢asovymi derivaty Eulerovych ahli. Uhlové rychlosti jsou vektory smétujici kolem kazdé

osy otaceni.

p 0 0 ¢
wp= |q| =R(@)R®O) |0| +R(s) |8 + |0], (2.14)
r 0

T
kde wy = [ p q r } , Z ¢ehoz je po upravach

p 1 0 —s(0) | [ 0
wp=1q| = |0 c@) c@)s@)| |0 =T |0, (2.15)
r 0 —s(¢) c@)c(d)] [¥ 0

kde T je transformacni matice pro thly z lokdlnich na télesové ramce. Inverzi transfor-

mac¢ni matice T je dosazeno opac¢né transformace viz 2.16

L t(0)s(¢)  t(0)c(o)
T =0 c¢)  —s(0) (2.16)
0 () (@)
c(0) c(6)
a tedy plati i
¢ L i0)s(e)  tO)c(d)| |p
0| =10 <) —s(¢) | |a] - (2.17)
W 0 s(¢) c(9)

Vsuvka 1 Gimball lock

V rovnici (2.31) je u nékterjch elementi matice jmenovatelem cos . To je divodem
vzniku problému, ktery je zndm jako Gimbal lock. Gimbal lock je ztrdta jednoho stupné
volnosti v tFideminziondlnim mechanismu, ke kterému dochdzi, kdyZ jsou prdavé dvé ze tri
0s systému uwvedeny do paralelniho uspordddni. V takovém pripadé se zablokuje systém do
rotace v tzv. degenerovaném dvoudimenziondlnim prostoru. Tento problém je pii realizact
letu kvadroptéry treba oSetrit. Osetient tohoto problému je v praxi nedilnou soucdsti pri
navrhovani Fizeni systému. Ke stabilizaci kyvadla nad kvadroptérou se ale uvaZuje jen
relatione mald vijchylka. Pro simulovdni stabilizace tak neni nutné potieba oSetFovat tento

problém.
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2.3.3 Transla¢ni dynamika

Pohybové rovnice kvadroptéry jsou definoviny v lokdlnim referen¢nim ramci. Zrychleni
kvadroptéry v tomto rdmci se pak rovna souctu gravitacéni sily a sily tahu motori. Sila
odporu okoli je zanedbana. Vektor tahu v télesovém ramci je transformovan do lokélniho
rdmce pomoci matice rotace 2.2.3. Vysledna sila generované ¢tyfmi motory v lokalnim
ramci je definovana jako soucet soucini soucinitele tahu a thlovych rychlosti kazdého z

motoril.
mig = F, — Ff, (2.18)

T
kde m je hmotnost kvadroptéry, F, = [ 0 0 mg } € R? je vektor gravitacni sily a Ff

je vektor sily celkového tahu. Pro silu tahu plati

0

4

Ff=RL) F = 0 . (2.19)
= bZ?ﬂwz’z

b je soudinitel tahu, coz je bezrozmérné veli¢ina vyjadiujici schopnost motoru vyvijet

urc¢ity tah a w; znaci thlové rychlosti motoru. Dynamické rovnice translace lze po tpravach

zapsat
iy = =1L [s(0)s() + c(¢)e(v)s(0)]
yr = — 1 le()s(¥)s(0) — c(v)s(9)] - (2.20)

2.3.4 Rotac¢ni dynamika

Pohybové rovnice jsou definovany v télesovém ramci, protoze rotace mohou byt vypocteny
kolem stfedu kvadroptéry, a ne kolem stiedu lokdlniho soutfadného rdmce. Protoze se
predpoklada, 7e kvadroptéra je symetricka, je jeji matice setrvacnosti také symetricka.
Motory vytvareji toCivy moment, ktery je v disledku tahu dan jako tmérny soucinu
soucinitele tahu a ¢tverce thlové rychlosti rotoru. Eulerova rovnice udéava celkovy tocivy

moment aplikovany na kvadroptéru jako

Jw=1,— (wxJw), (2.21)
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kde

Ty b (w2 — w?) 0y (J. — J,)
Tm = | Ty = 147 (W% - w?%) ) (w X Jw) = ¢¢ (Jz - Jz) . (2'22)
To d (W} — w3 +wj — wj) 09 (J, — J.)

Tm = [ Ts To Ty ]T € R? je vektor to¢ivych momentii vytvoienych motory. Pro télesa,
kterd se mohou volné pohybovat ve trojrozmérném prostoru, mohou byt jejich momenty
setrvacnosti popsany tzv. symetrickou matici setrvacnosti 3x3 se sadou vzajemné kolmych
hlavnich os, pro které je tato matice diagonalni a momenty kolem os piisobi nezavisle na

sobé. J je tedy diagonalni matice setrvacnosti. Takova matice se zapisuje jako

p

o O

J= : (2.23)

o &~ o

0
0

o~

kde J,, J, a J, odpovidaji momentiim setrvacnosti v danych osach a J je celkova matice

setrvac¢nosti kvadroptéry. Celkova rota¢ni dynamika je tak popséana jako

0= 1700 + 3

O=L70d)+ 3 (2.24)

b= g4
Momenty setrvacnosti je tieba zméfit u konkrétni redlné kvadroptéry. J,,, celkovy moment
setrvacnosti motort, je shledan malym a z tohoto divodu nejsou gyroskopické momenty
uvazovany. Navic se zde vyskytuji ¢etné aerodynamické jevy, které ovliviiuji let kvadrop-
téry, jako napft. pii letu blizko zemé (nebo b&hem faze pfistani), kdy tvoii motory vzdusné
proudy ovliviwujici celkovy pohyb kvadroptéry. VSechny tyto jevy jsou zanedbéany. Tyto

jevy lze vhodné zvolenym fizenim c¢asteéné eliminovat.
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2.3.5 Dynamika aktuatori

Aktuator nebo také akéni ¢len je obvykle ¢ast mechatronické soustavy, kterd prevadi in-
formacni ¢ast procesu na technickou. Ze systému tak vychazi piikaz o zméné sméru, ktery
je aktuatorem preveden na mechanickou energii potfebnou k vychyleni ze soucasného
sméru pohybu stroje. Takovy aktuator se stava vstupem systému. Zvazuji se tedy vstupy,
které lze aplikovat na systém za tcelem fizeni tohoto systému. Zde jsou akéni ¢leny ¢tyfti
ovladané rotory. Celkovy tah Fr je produkovan zrychlenim vSech ¢tyf rotorii stejnym smé-
rem. Momenty tahu v jednotlivych oséch [ Te To Ty }T € R3 jsou vyvijeny zpomalenim,

respektive zrychlenim dvou riznych parua rotori a to nasledovné

b b b b b w} Uy

| _ |0 b 0 w3 _ | e (2.25)
To 0 —tb 0 w? uz |

Ty d —d d —d w32 Uy

kde [ je vzdalenost mezi rotorem a stfedem dronu a d je soucinitel odporu a w; jsou thlové
rychlosti motoru. Soucinitel odporu je bezrozmeérna veli¢ina, kterd urcuje zavislost odporu
prostiedi na tvaru télesa.

K definovani fidicich vstuptu do systému kvadroptéry jsou pouzity rovnice tahu a
momentu.

Ridicimi vstupy jsou:

e w1y - vysledny tah ¢étyt rotort

e uy - rozdil tahu mezi motory na ose x, ktery mé za nésledek

zmény hlu natoceni a nasledny pohyb v pri¢ném sméru v ose %4
Z. Zp
e u3 - rozdil tahu mezi motory na ose y, ktery mé za nésledek D

zmény thlu natoceni a nasledny pohyb v bo¢nim sméru v ose = 4‘ St
y Go >

e u, - rozdil to¢ivého momentu mezi rotory ve sméru hodinovych
rucicek a proti sméru hodinovych rucicek, coz mé za nasledek

moment, ktery otaci kvadrotorem kolem svislé osy z.

25



Pohybové rovnice (2.20) a (2.24) s nové zavedenymi Fidicimi vstupy z rovnice (2.25)
a to takto

2p = —x[s(9)s(¥) + c(@)c(v)s(0)]
i = —rle(9)s(¥)s(0) — (i) s(0)]
ZL =g — mle(9)c(0)]
¢ =Lty 4 w2
i i+
b g 4

(2.26)

2.3.6 Stavovy popis a linearizace

Stavovy popis modelu umoznuje deklarovat vazbu derivace stavové veli¢iny piipadné de-
rivace vektoru stavu na libovolny vstup nebo vystup. Rovnice, dle které se stavovy popis
vyjadiuje, je dana

& = Az + Bu, (2.27)

Z hlediska dynamickych vlastnosti je vliv vstupu na vystup vétsinou zanedbatelny a po-
vazuje se ¢asto za nulovy. Jak jiz bylo feceno, v této préci se predpoklada tplna znalost
stavu a matice C' a D jsou tedy nepodstatné. Protoze stavova rovnice vyjadiuje vztah

mezi derivaci a stavem a vstupem, maji matice A, B tvar

o of o oh on on 4 on
Ox1 Oxo Oxn Ou1  Ous O
o, 0 Of ofs 0f 4 Oh

Y - T R
Ofn  Ofn o Ofn Ofn Ofn o  Ofn
Ox1 Oxo Oxn Ou1  Ous O

kde f; jsou funkce pohybovych rovnic, x; jsou stavové veli¢iny pohybovych rovnic a wu;

jsou zavedené vstupy. Pro systém kvadroptéry je odpovidajici sada rovnic f; a stavovych

veli¢in x; rovna
fir =21 =2 = —7t[s(0)s(¥) + c(¢)c(¥)s(0)]
fo =3y =yjp = = [c(9)s(¥)s(0) — c(1h)s(9)]
Ja=a3=2p=g— %[0@)0(9)]
f4=¢4=é=%9¢+3—i
f5=155=é=hj;?;]y€5¢+1}—;
fﬁzfﬁzﬁé:%éé"i_%

Nelinearni systém je takovy, jehoz alesponi jeden prvek je nelinedrni. Odezva na

(2.28)

vystupu tohoto prvku tak neni ndsobkem hodnoty na vstupu. Zcela zésadni vlastnosti
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nelinedrnich systémi je to, Ze v nich obecné neplati princip superpozice. V praxi to zna-
mené, ze pii analyze nelinearnich systému nelze pouzit ty techniky, které v sobé pied-
poklad platnosti principu superpozice obsahuji. 7Z tohoto divodu se nelinearni systémy
linearizuji. Linearizace se definuje jako nahrazeni ¢asti pribéhu funkce piimkou. Jedné se
o aproximaci linearni funkei.

Pro provedeni linearizace je nejprve potieba zvolit usporadani stavového vektoru,
které se miize liSit volbou navrhéie systému. Uspoiddani vektoru stavu je zvoleno nésle-

dujicim zptsobem

.. .IT
X=\|a, y, 2z & 0 ¥ xp y, ZL & 0 | €R? (2.29)

Dalsim krokem je volba rovnovazného bodu, ve kterém bude systém linearizovan. Pri-
marnim pozadavkem je, aby kvadroptéra stala v prostoru na jednom misté - bez pohybu.

Rovnovazny bod je tak zvolen jako

T
X=|Z, y, Z. 00 000000 0| €R? (2.30)

Pro tento rovnovazny bod lze zjednodusit hlové rychlosti z rovnice urcujici transformaci

mezi hlovymi rychlostmi a derivaty thla plati

t(0)s(o)  tO)ec(d)| |p
( s

?) —s(0) | |a (2.31)
)

(
s(¢) c(¢
FO) () r

¢ P
6| =T |q| =
¥ r

o O =
o

Pro malé vychylky thla je mozné zjednodusit rovnice zavedenim rovnosti mezi ihlovymi
T

. . .7
rychlostmi jednotlivych ramcu [ o 0 } = [ p q r ] . Ta vychézi z predpokladu,

e ihly [ 6 6 MT%[O 0 oratedyplati

b 100
ol =10 1 0 (2.32)
0 00 1
A lze redefinovat stavovy vektor jako
T
X= |z yr 20 ¢ 0 ¢ 2 yL 2L p ¢ 7“] S (2.33)
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Tento rovnovazny bod urcuje stavovy popis kvadroptéry, ktery lze zapsat nasledovné

[ 10 0 00 0

01 0 000 i 7
Ows 00 1 000 0.
00 0 100
A= 6o 0 010 ,B=|L g 0 0 (2.34)

0 0 0 0 01 0 Jl_JL 0 0

0 —yg 0 0 Jiy 0

g 0 010x6 | 0 0 J%_

| 02x4 1

2.3.7 Riditelnost systému

Zakladni tlohou fizeni dynamickych systémi je urceni fizeni, které zplisobi zménu da-
ného pocatecniho stavu systému. Lze-li takové Tizeni urcit, obvykle existuje takovych
fizeni vice a mezi generovanymi trajektoriemi lze vybirat. Pro zjisténi, zda viibec existuje
néjaké Tizeni systému, se zavadi pojem fiditelnost stavu, kdy vychozim stavem je libo-
volny pocatecni stav systému a koncovym stavem je pocatek stavového prostoru. Jsou-li
vSechny stavy systému riditelné, 7ika se, Ze systém je fiditelny. V praxi se fiditelnost

systému ur¢uje pomoci tzv. matice Fiditelnosti viz teze [1|. Ta mé tvar
hQc] = h[B, AB,A’B, .. .AA“_IB} =dim A =n. (2.35)

Paklize ma matice Fiditelnosti stejnou hodnost (pocet nezavislych radki) jako matice dy-
namiky systému, je systém tiditelny.

Pro systém kvadroptéry je na zékladé deklarovanych matic A, B z rovnice (2.34) sestro-
jena matice Fiditelnosti Q. € R'2**® kde pocet nezavislych fadki odpovida hodnosti

matice dynamiky a systém je shledén jako riditelny.

2.4 Navrh tizeni kvadroptéry

Rizeni celého systému lze rozdélit na celkem tfi subsystémy. Nejnizsi regulac¢ni smycka
fidi ihlové rychlosti (p, ¢, r) v kazdé ose kvadroptéry. Tato smycka musi bézet na vysoké
frekvenci kvili rychlé dynamice kvadroptéry. Nasledujici smycka vyssi arovné fidi orientaci

kvadroptéry (ahly roll, pitch, yaw). Smycka nejvyssi irovné urcuje fizeni translace v osach
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(z, y, z). Z rovnice (2.26) je patrné, Ze thly pfimo zavisi na vstupech a naopak nezéavisi
na poloze kvadroptéry, zatimco translac¢ni veli¢iny zavisi na thlech - tedy nepifimo na
vstupech. Z tohoto divodu se obvykle voli k fizeni systému tzv. kaskada PID regulatortu
viz ¢lanek [7]. Tato ¢ast popisuje zvolenou strategii ¥izeni a to pravé pomoci kaskady PID,
kde, v navaznosti na pfedchozi definované zavislosti, fidici systém nejnizsi arovné ovlada

T T
tihlové rychlosti [ p q r ] , vy8si droven tvoii PID pro thly [ o 0 ] a na vneéjsi
T

drovni je Fizena transla¢ni poloha kvadroptéry [ r oy z ]

2.4.1 Obecna strategie Fizeni

Rizeni kvadroptéry je klasicky underactuated problem systém nebo také poddimenzovany,
co se tyce vstupu viudi vystuptim. Kvadroptéra je schopna se pohybovat v Sesti stupnich
volnosti (t¥i transla¢ni a t¥i rota¢ni). Ma ovSem pouze ¢tyfi fidici vstupy (rychlosti kazdého
motoru). Zatimco kvadroptéra se miize pohybovat piimo na svislé ose z, aniz by se zménil
jakykoli jiny stav, pro vodorovny pohyb v osach x a y je potfeba zménit naklon celé
kvadroptéry. Vzhledem k tomu, Ze neni mozné ovladat Sest stupni volnosti pouze pomoci
¢ty tidicich vstupt, navrhuji se misto toho regulatory pro stabilizaci kolem pozadovanych
pozic x, y, z a pozadovaného sméru. Obecné je vhodné navrhovat regulatory v kaskadeé

navzajem 5 — 10x pomalejsi, o ¢im vySsi troven regulatoru se jedna.

2.4.2 PID regulator

PID regulator patii mezi spojité regulatory. Sklada se z proporcionalni, integra¢ni a de-
rivaéni ¢asti. Do regulatoru vstupuje regulaéni odchylka e(t) a vystupuje akéni veli¢ina
x(t), ktera se privadi jako vstup u(t) do fizeného systému. Pienos takového regulatoru lze

obecné psat jako
X(s)

E(s)’

Vstup u je, jak jiz bylo zminéno, tvofen slozkami P, I a D, kde proporcionalni ¢ast re-

Fr(s) = (2.36)

gulatoru P je prosty zesilova¢ a tato slozka je tedy primo umérna regulac¢ni odchylce.
Integracni slozka I zlepsuje kvalitu regulace na zakladé minulosti stavi. Slozka derivace
D tvori tu ¢ast regulatoru, kterd zrychluje regula¢ni déj na zédkladé budoucich stavi, ale

také zesiluje Sum.
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Obrézek 2.8: PID regulator

Slozky regulatoru potom maji tvar

P = k?pG(t),
I =k [ye(t—1)dt, (2.37)
D = kpé(t).

Z blokového schématu viz 2.8 plati, ze regula¢ni odchylka e(t) je rozdilem pozadovaného

vystupu z,4(t) a skuteéného vystupu z(t)
e(t) = xq(t) — z(t). (2.38)

Celkova rovnice PID regulatoru pro vstup u(t) je tedy dana nasledovné

t
u(t) = kpe(t) + k; / e(t — 1)dt + kpé(t), (2.39)
0
ve tvaru prenosu
T 1) (T: 1
U(s) =kp+%+sz:kR( el )S( 2t 1) (2.40)

kde T} » jsou ¢asové konstanty regulatoru.

Jak jiz bylo fec¢eno, tizeni kvadroptéry se obvykle navrhuje za pomoci kaskady PID
regulatoru. Kaskada regulatori se klasicky pouziva u systému s velkym dopravnim zpoz-
dénim. Dopravni zpozdéni se za vyuziti kaskaddy reguldtoru déli na vice ¢asti a tim se
zlepsuje kvalita a rychlost regulace. Kaskadni regulace je ovSem u kvadroptér nezbytna i
kvuli tomu, ze polohové veli¢iny jsou zavislé na tihlech natoceni a tedy stabilizace thla
tvofi vnitini regulator, zatimco vnéjsi regulétor reguluje transla¢ni velic¢iny. Zapojeni re-

gulatoru lze blokovym schématem vyjadrit viz obrazek 2.9
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PID Ff
Td;Yd,%d pozice PID
ihlové b systém
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rychlosti kvadroptéry
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a
iy J y
@ds Oastba

Obrézek 2.9: Kaskada regulatoru

Zpocatku je tifeba implementovat regulator pro stabilizaci kvadroptéry ve stabilni
poloze. To znamena, 7Ze vSechny pozadované tihly jsou nulové a pro ucely ladéni je nasta-
vena pozadovand vyska. Déle se tyto pozadované hodnoty polohy a letové vysky mohou
lisit v zavislosti na vstupech vnéjsi regula¢ni smycky. Vzhledem k tomu, ze zjednoduseny
model odstranil vSechny vazby v pohybovych rovnicich, 1ze fizeni polohy realizovat s ne-
zévislym Fidicim vstupem pro tihel. PID regulatory s vlastnimi veli¢inami dhla 6 a ¢ maji
tvar .

04(t) = kp (v, — 1) + kl/ (xp, —xp)dt+ kp (XdG — XG> ,
° (2.41)
0ult) = (s, =) + b1 [ oy =) e+ ko (V= V).

Ovladéani vysky je analogii fizeni celkového tahu kvadroptéry. To je dulezité, protoze tento
fidici vstup také ovliviiuje pohyb podél osy x a y. To je vidét v translac¢nich rovnicich po-
hybu, kde u; je vstup ve smérech z a y. Ve zjednoduSeném modelu je vertikalni zrychleni
nezavislé na naklonu. To vSak neplati, kdyz se kvadroptéra otaci, protoze komponenty
vertikalniho zrychleni jsou také v rovinach z a y.

1 () —e.(t = 1)

kde u;(t) je celkovy tah vSech motori v ¢ase a e,(t) je chybova hodnota pro osu z v Case.
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Co se tyce stabilizace ihla v druhé vrstvé regulatori, jejich rovnice maji tvar

pa(t) = kpey(t) + ki /Ot es(t)dt + kp s(t) _;Z’(t _ 1)7
Qd(t) = ]{peg(t) + kl /Ot 69(t)dt + kD 60@) _:;te(t _ 1)’ (2'43)
ralt) = kpey(t) + ks /Ot o ()it 4 k<D _;;p(t 1)

kde pq(t), qa(t) a r4(t) jsou pozadované uhlové rychlosti kolem os xp, ¥, a 2z, v radianech

za sekundu.

Tyto rovnice se stavaji pozadovanymi momenty tvorenymi motory a tvoii tieti vrstvu

regulatort. Lze tedy psat

us(t) = kpe,(t) + ki /Ot ep(t)dt + kp 210 _;f(t o)
us(t) = kpeq(t) + ki /O e (1)t + kp e _C‘;tq(t mid) (2.44)
uy(t) = kpe,(t) + kg /Ot e, (t)dt + kp r(t) _;;(t — 1).

S ohledem na fidici vstupy je mozné vypocitat jednotlivé otacky motoru potiebné pro
kazdy motor. Tyto rychlosti jsou u realné kvadroptéry zaslany do ESC. ESC neboli electro-
nic speed controller (elektronicky kontrolér rychlosti) je elektrotechnické zafizeni regulujici
podle fidiciho signalu proud tekouci centralnim okruhem. ESC poté posila ptikazy piipo-
jenému motoru, aby se tocil pozadovanou rychlosti a vytvofil pozadovany moment tahu.
Pozadované otacky motoru lze vypocitat inverzi fidici matice, jez byla vypoctena vyse viz

rovnice (2.44), pro kterou tak plati

-1

w? b b b Uy = 0 57 a Uy
wi | |0 —b 0 b w | |5 —m 0 -5 Us
w3 |l 0 - 0 Us B ﬁ 0 —ﬁ ﬁ Us
w3 d —-d d —d Uy ﬁ 2%}; —4—1d Uy

(2.45)
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2.5 Simulac¢ni ovéreni

Nezbyva nez ovérit spravnost vSech odvozenych pohybovych rovnic, coz lze ucinit za
pomoci simula¢niho experimentu. Cilem této sekce je poskytnout vizualni nahled na
navrzeny model kvadroptéry a verifikovat odvozené vztahy urcujici celkovou dynamiku
kvadroptéry. To je provedeno na zakladé predem danych pozadavki (tyto pozadavky jsou

pozdéji specifikovany). Simula¢ni model kvadroptéry je nadefinovan jako soustava bodii a

Obrézek 2.10: Vizualiza¢ni model kvadroptéry

ploch vytvorenych mezi body tak, aby napodoboval zjednodusSeny vzhled realné kvadrop-
téry.

Model je sestrojen v programu SIMULINK viz obrazek 2.11, kde jsou do bloki vlo-
zeny zjisténé rovnice a vztahy popisujici celkovy pohyb kvadroptéry. Pro potfeby simulace
byly zvoleny nasledujici parametry kvadroptéry viz tabulka 2.1, na kterych jsou pohybové
rovnice zavislé. U realné kvadroptéry je potieba vSechny parametry zmérit. Tyto parame-

try spole¢né s kompletni strukturou modelu byly pfebrany z projektu [7].
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parametr | hodnota popis
m 0.65 kg Celkova hmotnost kvadroptéry
g 9.87 m/s? Gravitacni zrychleni kvadroptéry
1 0.784 m | Délka ramene kvadroptéry od jejiho stiedu
b 3.13-107° Koeficient tahu
d 7.5-1077 Koeficient t¥eni
g, 7.5-1073 Moment setrvacnosti v ose x
Jy 7.5-1073 Moment setrva¢nosti v ose y
J, 1.3-1072 Moment setrvac¢nosti v ose z
Ip 6.5-107° Moment setrvacnosti motoru

Tabulka 2.1: Tabulka hodnot parametri kvadroptéry

Cilem simula¢niho experimentu bude zjistit, zda se simula¢ni model kvadroptéry

chova dle predpokladii. Primarnim piedpokladem a pozadavkem na systém je, aby doka-

zal za relativné kratky cas zménit svou polohu z poc¢atec¢niho do pozadovaného bodu. Po-

T T
¢ateéni podminky systému kvadroptéry jsou nastaveny [ L YL 2L ] = [ 0 00 ] .

Kvadroptéra se nachazi v pocatcich lokalniho ramce a tedy ve startovaci pozici je téle-

sovy a lokalni ramec shodny. Piedpoklada se, ze kvadroptéra stoji klidné v pocatecnim

T
bodé a vyrovnava gravitacni silu. Pozadovana nova poloha je dana [ Tr, YL, ZL, ]

T
[0.5 0.3 —1} .

x
o

X_desired

u1

==

I
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&
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Obrazek 2.11: Blokové schéma zapojeni systému kvadroptéry v Simulinku
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Obrazek 2.12: Simulace stabilizovaného nelinedrniho modelu kyvadla

Na grafu 2.12 je vidét 3D vizualizace kvadroptéry spole¢né s opsanou trajektorii,
kterou vykonala z poc¢atku do pozadovaného mista. Grafy pribéht pozic¢nich veli¢in se
ustaluji na pozadovanych hodnotach za relativné kratky cas, ¢imz jsou splnény piedpo-
klady.
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Kapitola 3
Inverzni kyvadlo s pohyblivym pivotem

Kyvadlo je téleso, které se muze volné pohybovat kolem bodu tzv. pivotu vidy ve stejné
vzdélenosti, jez je délka ramene (zavésu) kyvadla. Pokud je takové téleso vychyleno z
rovnovazné polohy, kond kyvavy pohyb. Pti tomto pohybu se méni potencidlni energie
kyvadla na kinetickou energii kyvadla a naopak. Inverzni kyvadlo je takové, které je umis-
téné nad bodem otaceni. Stabilizace takového kyvadla je klasickym problémem automa-
tického Fizeni. Kyvadlo méa dva stupné volnosti, které lze popsat bud pomoci prumétiu
uhla naklonu do rovin X7 a YZ, nebo primétem vychylky transla¢ni polohy hmotného
pohyblivého bodu kyvadla vzhledem k jeho pivotu - tedy prumétem hmotného bodu do
roviny XY dle ¢lankt [2] nebo [3].

3.1 Navrh systému

Jelikoz kyvadlo vykonava pohyb ve 3D prostoru a porad
ve stejné vzdalenosti od stfedu otaceni, je jeho defini¢ni

obor popsan rovnici koule
2yt + =1 (3.1) Z

kde [ je obecné polomér otaceni, ktery tak odpovida délce

zévésu kyvadla (v praci je znacena [,) jehoz hmotnost se

v praci zanedbava.

tohoto duvodu se také o 3D kyvadle mluvi jako o kyvadle sférickém. Pohyb kyvadla je zde

T
popisovan transla¢nimi soutfadnicemi [r s C] , kde vyskova soutadnice ( je definovana
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7 rovnice koule a to

Ci= /12 —r? =2 (3.2)

Dale je treba zduraznit, 7e vSechny vnéjsi sily a tieni jsou zanedbany a model kyvadla
je tak popsan jako "idealni". Kyvadlo se na zakladé téchto zavéru pohybuje zcela bez

odporu a jeho pohyb neni v ¢ase tlumeny.

3.1.1 Pohybové rovnice

Pohybové rovnice kyvadla lze vyjadiit pomoci Lagrangeovy funkce. Lagrangeova funkce
nebo také Lagrangeian dynamického systému ptedstavuje vychozi bod Lagrangeovy for-
mulace klasické mechaniky. Je pojmenovana po Josephovi Louisovi Lagrangeovi.

V klasické mechanice je Lagrangeian definovan jako rozdil zobecnéné kinetické ener-

gie T systému a jeho zobecnéné potencidlni energie V, tedy
L=T-YV. (3.3)

Ptimou substituci lagrangeidnu do Eulerova-Lagrangeovy rovnice je ziskan systém
parcialnich diferencidlnich rovnic predstavujicich pohybové rovnice zkoumaného systému.

Kineticka energie T' je dana souctem rychlosti pivotu a pohyblivého bodu kyvadla takto

zu:%(@+4Y+%y+sf+«z+—ffzﬁf>, (3.4)

kde r je primét pohyblivého bodu kyvadla v ose x a soutadnice s je primét pohyblivého

bodu kyvadla v ose y.

Potencilni energie V' je sou¢tem potencidlnich energii pivotu a pohyblivého bodu kyvadla
U=g(z+(). (3.5)
Lagrangeian udava rozdil mezi popsanymi energiemi

L=T-V, (3.6)

L:%<@+ﬁﬁ+@+@f+<2—wzf§>)—g@+<y (3.7)

Pro vypocet zrychleni pozadovanych stavovych proménnych je vyuzito vzorcu (3.8)

d (0L oL

4 (oLy _ 9L _

) hTy @5)
dt \ 0s Os
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odkud jsou po tpravach ziskana zrychleni kyvadla

=:

- e (_r% — (12— 52)% i — 202 (7% + (—12 + 82) &) +

r? (8% 4 58 = ((g+ 2)) +r (=[5 + %5 + 82 (1 = (g + 2)) + [ (=% = 82 + ((g + 2)))

i= e (=5t = (2= 1%)"5— 25 (ris + (2 +1%) ) +

sS4 ri =g+ 2) + s (i + %+ 12 (82 = (g + 2) + 2 (= = 2+ (g + £)))
9

3.1.2 Linearizace a stavovy popis

Linearizace kyvadla bude provedena pro nestabilni staciondrni bod nad pivotem - tedy
T T

Ty = [r S C} = [0 0 lp} , ktery je roven nulové odchylce v obou moznych smérech

pohybu a kyvadlo je tak ulozeno do pozadované inverzni polohy. Stavové veli¢iny jsou z

predchozich vypocti rovny

fomia = = ey (=t = (= )5 = 20 (s (<84 92) )+
r3(52+33—C(g+2))+T( lgss+s 54 5% (r? (g+z))+l§( 72§ +C(g+z)))
f4:f4:§=(l%_12>g2< Sy—(lz—r) j — 2% (15 + (=12 + 1) §) +

S*(F 4 rF = Clg + 2)) s (it % 412 (82 = (g + £)) + G (= = 84 (g + 2))

(3.10)
Dynamiku kyvadla tak tvoii diferencidlni rovnice druhého fadu, kde tyto pohybové rovnice

kyvadla lze zapsat opét pomoci stavového popisu. Stavovy popis systému ma tvar

7 001 0| [n 0 0
r220001x2+00[f]
@iy 90 0 0| | = o0 |§] (3.11)
2y 040 0 |z 0 =t

— B

V matici B neni uvazovana slozka zrychleni Z, protoze se predpoklada stabilni poloha v

ose z = konst a tedy Z = 0.
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3.1.3 Stabilita systému

Jednou ze zakladnich vlastnosti systému je jeho stabilita pfipadné nestabilita. Stabilita
se definuje fadou kritérii. Obecné 1ze stabilitu popsat jako schopnost systému vratit se
do piivodniho nebo ustaleného stavu po skonéeni vSech poruch (rusivych faktora). K
posouzeni stability se vyuziva tzv. kritérium stability podle vlastnich ¢isel. Vlastni ¢isla
jsou obecné ¢isla komplexni. Kyvadlo méa vzdy kladnou délku [ > 0 a gravita¢ni konstanta
g je také kladna. To znamena, Ze vlastni ¢isla systému jsou vzdy komplexné sdruzené pro

jakoukoliv hodnotu [. Vlastni ¢isla maji obecny tvar

)\172 == \/g )\374 - \/g (312)

Lze je rozdélit na redlnou a imaginarni ¢ast. Toto kritérium vyuziva k posouzeni
stability redlnou ¢ast vlastnich ¢isel. Pro vlastni ¢isla jakéhokoliv systému mohou nastat

pouze tyto tii situace:

e Realna ¢ast vSech vlastnich ¢isel je mensi nez nula Re(\; — n) < 0 - pak plati, ze

systém je asymptoticky stabilni.

e Realna cast alespon jednoho vlastniho ¢isla nebo redlna ¢ést paru komplexné sdru-
zenych vlastnich ¢isel méa nulovou realnou ¢ast Re(\,) = 0 - pak plati, Ze systém je

na mezi stability.

e Realna cast alespon jednoho vlastniho ¢isla nebo realné ¢ést paru komplexné sdru-
zenych vlastnich ¢isel ma kladnou redlnou ¢ast Re()\,) > 0 - pak plati, Ze systém je

nestabilni.

Obrazek 3.1: Rozdéleni Gaussovy roviny podle stability poli
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Na grafu 3.1 znac¢i modra barva mozné umisténi stabilnich poli, ¢ervend barva znaci
nestabilni umisténi polu a pro poly umisténé na imaginarni ose I'm, tedy maji redlnou
¢ast Re = 0, je systém na mezi stability.

7 uvedené definice plati, 7e systém je nestabilni. Otaceni kyvadla lze rozdélit na dva
subsystémy, kde jeden subsystém tesi polohu kyvadla v roviné XZ a druhy v roviné YZ,
pricemz kazdy z nich je logicky nestabilni v této poloze. Subsystémy sférického kyvadla s

pohyblivym pivotem maji identicky tvar
: 0 1 : 0 1
33'1 _ Ty 4 F, 33'2 _ T2 4
T3 0] |23 o 20| |z

(3.13) (3.14)
3.1.4 Riditelnost systému

0

1

Ml

~I<

7 casti 2.3.7 definice Fiditelnosti plati, ze ma-li matice Fiditelnosti stejnou hodnost jako
matice dynamiky, je systém fiditelny. Na zakladé definovanych matic A, B kyvadla viz
(3.11) je sestrojena matice fiditelnosti Q., jejiz hodnost h(Q.) = 4 odpovida Fadu systému

a je dokdzano, ze systém je riditelny.

3.2 Navrh rizeni - stavova zpétna vazba

Realizace zpétné stavové vazby slouzi k fizeni systému jim samotnym - vyuziva se zpétné
vazby. Rizeni stavovou zpétnou vazbou se zdé byt jako nejucinéjsi princip fizeni stability
systému kvuli sile pojmu stav, ktery v sobé obsahuje tplnou informaci o minulosti sou-
stavy. Primérni potiebou pro realizaci takového tizeni je proto Gplnéa znalost vSech stavi,
coze je splnéno diky predpokladu ze sekce 2.1. Systému se pfifazuje pozadované chovani,
které se urcuje zvolenymi poély. Stavovou zpétnou vazbu je mozné zapsat obecné pomoci

nasledujici rovnice, kde se vstup u definuje jako

u=—Kuz. (3.15)
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System

-K

Obrazek 3.2: PID regulator

a tedy lze substituci vstupu w z rovnice (3.15) do klasické rovnice systému zapsat

tyto rovnice systému jako

iz =Ar — BKrz,
t=(A— BK)z,

kde se definuje pozadavek
A -BK~ L, (3.16)

pricemz matice L je matice urc¢ujici pozadované umisténi poli a ma obecny tvar

Al

L\ = c R™. (3.17)
-

A

Obecné je pozadavkem stabilizace systému a tedy je potfeba volit pozadované umis-
téni pola v levé poloroviné Gaussovy roviny. Pro kazdy par komplexné sdruzenych vlast-
nich ¢isel, jez urcuji polohu polu, se v matici L nachazi jeden tzv. Jordaniv blok. Pro
dva pary komplexné sdruzenych vlastnich ¢isel se tedy v matici L nachézi dva Jordanovy

bloky. Matice L m4 specifikovany tvar

L()) = (3.18)

o o o

1
A
0
0

o > O O
> o= O O

Problémem je stanoveni matice L. Ta vyzaduje znalost o budoucim umisténi poli,
jez bude idealni pro fizeni systému. Volba umisténi poli ovSsem ovliviiuje celkovou stabi-

lizaci systému vcetné jejich nédklada na ak¢éni zédsahy a rychlost regulace.
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3.2.1 LQ regulator

Teorie optimalniho fizeni se zabyva provozovanim dynamického systému pii minimélnich
nakladech. Zptsob, kdy je dynamika systému popsana mnozinou linearnich diferenciélnich
rovnic a cena ak¢nich zasahii kvadratickou funkci, se nazyva optimaliza¢ni tloha LQ. Re-
Seni poskytuje tzv. linearni-kvadraticky regulator (LQR). LQ je kritérium minimalizujici
naklady rizeni regulace zpétnou stavovou vazbou. Umoznuje pomoci vahovych matic pii-
fadit "dulezitost"rychlosti regulace proti velikosti nakladi na zasahy u stavovych velic¢in.

Kriteridlni funkce pro ¢asové spojity systém je dana ve tvaru

J(u) = / (z"Qz + u" Ru+ 22" Nu) dt, (3.19)
0
kde
u=—Kuz, (3.20)
a K je definovano jako
K=R'(B'"P+N"), (3.21)

kde P je feSnim tzv. Riccatiho algebraické rovnice
AP+ PA— (PB+ N)R ' (B"P+ N")+Q =0. (3.22)

Program MATLAB nabizi funkci fesici tuto problematiku lgr(A, B, @, R), kde uzi-
vatel prirazuje vahy stavovym veli¢cinAm pfes vahové matice Q a R.

Zde je primarnim problémem fizeni stavi pozice. Vétsi vaha u téchto stavovych
veli¢in v matici @ zpisobuje zkraceni doby nabéhu, zatimco vétsi vahy u stavovych veli¢in
v matici R zpomaluji dobu ndbéhu a omezuji velikost ak¢nich zésahii. Pfitazovani vah je
ovsem problematika sama o sobé a vahy jsou tak vétSinou pfifazovany v fadech 10" pro

zjednoduSeni. Matice Q a R maji specifikovany tvar

Qi 0 0 0
0 0 0 R 0
Q= @ R=1|"" (3.23)
0 0 Q 0 0 Ry
0 0 0 Q

kde Q); a R; znadi vahy prifazené danym stavim ve vahovych maticich.
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3.3 Simulac¢ni ovéreni

Vyzkoumané vztahy a rovnice pohybu jsou ovéfeny simula¢nim experimentem. Simula¢ni
ovéreni bylo provedeno v programu SIMULINK. Simula¢ni model vychazi z rovnic od-
vozenych v sekci 3. Pro viditelné ovéfeni vysledki je simulovdno chovani kyvadla béhem
nékolika simula¢nich experimentii.

Vizualizaci kyvadla ztvarnhuje plny bod jakozto pohyblivy bod kyvadla a tsecka
spojujici pivot s pohyblivym bodem jakozto zavés kyvadla. Pivot kyvadla je umistén
do pocatku jeho vlastniho soufadnicového systému. Na systému kyvadla jsou provedeny
celkem tii simula¢ni experimenty.

Prvni z nich reprezentuje pohyb padajiciho neregulovaného kyvadla, které je vy-
chylené z nestabilniho staciondrniho bodu. Zde se zkouma samotné dynamika kyvadla a
pribéhy veli¢in pii nefizeném padu.

Druhy experiment znazoriuje jiz stabilizované kyvadlo, které je opét vychyleno z
nestabilntho stacionarniho bodu pomoci poc¢atacnich podminek na priméty r a s. Tento
experiment by mél dokézat spravnost navrzeného fizeni a pripadné zjistit rychlost regu-
lace. Pfedpokladem je stabilizace kyvadla do polohy nad pivotem.

Tteti a posledni experiment se vénuje stabilizaci regulovaného systému, kde jsou
do vstupt kyvadla piivedeny impulsy reprezentujici vnéjsi vlivy. Pfedpokladem tohoto
experimentu je dostatec¢né rychla reakce na tyto vlivy a nasledna stabilizace kyvadla do
svislé polohy nad pivot.

Simula¢ni parametry kyvadla jsou zvoleny viz tabulka 3.1.

parametr | hodnota popis
g 9.87 m/s? | Gravitacni zrychlent
1 1m Délka zavésu
m 1 kg Hmotnost pivotu

Tabulka 3.1: Tabulka hodnot parametri kyvadla
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Samovolné pohybujici se kyvadlo modelované bez odporu a tieni by se mélo chovat
jako klasické matematické kyvadlo. Kyvadlo je uvedeno do polohy mimo stacionarni bod
a to s pocateéni podminkou [ r s }T = [ 0.01 0.01 ]T. Na grafu 3.3 je vidét 3D vizua-
lizace pohybu kyvadla a déle také pribéhy veli¢in pruméti do os. Neregulované kyvadlo
zacind padat a vzdalenosti r a s se zvétsuji, az dosahnou velikosti r, s = \/75 Proménna ¢
naopak klesa téméi do nuly, coz symbolizuje pad kyvadla. Jak jiz bylo zminéno, kyvadlo
muze opisovat trajektorii plasté jedné z polokouli diky zavedenym zjednodusSenim a simu-

la¢ni experiment tak musi byt ukoncen tésné pied stavem, kdy se ( = 0.
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Obrézek 3.3: Simulace nestabilizovaného nelinedrnitho modelu kyvadla
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Druhy experiment fesi systém kyvadla s regulaci. Regulace byla provedena pomoci
LQR, kde vidhové matice fizeni jsou nastaveny viz 3.24, kde jsou vahy stanoveny na jed-

notkové vSem staviim stejné.

10
R= (3.24)
0 1

o O O =
o O = O
oS = O O
_ o O O

Stabilizace pomoci LQR byla navrzena na zlinearizovaném modelu a poté otestovana i
na nelinearnim modelu. Vysledky simulaci pti pouziti nelinedrnitho modelu jsou vidét na
grafu 3.4. Kyvadlo by se mélo na zdkladé minulosti vlastnich stavovych veli¢in stabilizovat

do rovnovazného stavu. Experiment je proveden s nastavenymi pocate¢nimi podminkami

T T T
na stav [ r s } = [ 0.2 0.1 } a umisténym pivotem do bodu [ 0 0 ] .
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Obrazek 3.4: Simulace stabilizovaného nelinedrniho modelu kyvadla
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Posledni tfeti simula¢ni experiment reprezentuje chovani regulovaného systému jako
reakci na vnéjsi vlivy (pulsy sily). Tento experiment predpoklada pocatecni umisténi po-
hyblivého bodu kyvadla do nestabilntho stacionarniho bodu, kdy r,s = 0. Vychyleni z
byt regulovat vychylky kyvadla a vracet systém vzdy do pozadovaného stacionarniho

bodu. Reakce systému na vnéjsi pulsy sily jsou vyobrazené na grafu 3.5. VSechny si-
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Obrézek 3.5: Simulace stabilizovaného nelinedrniho modelu kyvadla na pulsy sily

mula¢ni experimenty probéhly dle predpokladi. Nejprve byla ovérena celkova spravnost
dynamiky kyvadla. Nasledné byl zvolen regulétor, ktery dokazal stabilizovat systém do
pozadovaného koncového stavu. Kyvadlo lze obecné stabilizovat nekoneénou mnozinou
regulatori K. Kazdy jeden napliuje kriteridlni ilohu LQ podle uzivatelem pfirazenych
vah ve vahovych maticich. Lze tedy tvrdit, ze LQ kritériem nelze navrhnout nevhodny

regulator. Regulator bude vzdy idealni vzhledem k danému kritériu.
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Kapitola 4
SloZzeny systém

Kompletni systém je sloZen ze dvou predchozich subsystému (kvadroptéry viz sekce 2 a
inverzniho kyvadla viz sekce 3). Prakticka realizace stabilizace kyvadla nad kvadroptérou
vyzaduje uvazovat subsystémy jako jeden systém, kde na sebe vzajemné ptisobi jeho ¢asti.
P1i realizaci takového systému by tedy bylo tfeba opét navrhovat systém a to jako jeden
celek. V praxi byva kvadroptéra vici kyvadlu relativné mala a lehka. Pti vychyleni kyvadla

ze stabilni polohy tak kyvadlo méni tézisté kvadroptéry, ¢imz se méni i jeji naklon. Naopak

kvadroptéra pusobi na kyvadlo silou, kterou vyvolava jeji zrychleni v osach.

Pro jednoduchost modelu je zpétné silové pii-
sobeni kyvadla na kvadroptéru zanedbano
a provazanost slozeného systému pak spo-
¢iva pouze v pohyblivosti pivotu kyvadla, jez
je napojen do stfedu kvadroptéry viz obra-
zek 4.1. Nyni lze s pivotem hybat na za-
kladé pohybu kvadroptéry a do systému sfé-

rického kyvadla jsou tudiz zavedeny vstupy,

tvotené zrychlenim kvadroptéry. Toto ovsem
plati pouze pro vstupy [ Ty ], protoze se
predpokldda pouze rovinny pohyb v roviné
a to v roviné XY, jez vychazi z predpokladu

dvou stupnu volnosti.

Obrézek 4.1: Spojeni systémi kyvadla a kvadroptéry
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4.1 Navrh systému

Posledni navrzeny systém je v tuto chvili neintuitivné tim nejsnazsim, jelikoz oba dil¢i
subsystémy jiz byly navrzeny v predchozich kapitolach. Dynamické rovnice obou subsys-
témi jsou provazany z jedné strany silou, kterd je pozadavkem subsystému kyvadla pro
kvadroptéru. Z druhé strany je vstupem do subsystému kyvadla zrychleni kvadroptéry

jakozto reakce na pozadavek sily.

4.1.1 Dynamika

Dynamika sloZeného systému vychézi z rovnic popisujici dynamiku kvadroptéry ve vztaz-
ném ramci Lp
iy = —4E[s(0)s(v) + c(¢)e(v)s(9)]
yr = == [e()s(v)s(0) — c(¥)s(¢)]
i = g — E2[e(0)e(6)]
O =220 + 3
j— ]szJy(bw_i_ ;Z
b = Jz;ZJy b+ =

a z rovhic dynamiky kyvadla

(4.1)

i = e (—rti = (12— )% — 202 (575 4 (— L2 52) &) + 7 (5 5 — (g + ) +
r(—L?s8 + 55 + s° (12 <@+2D+L% i — 8§+ ((g+%)))
5= —(L2_1T2)CQ (—s4gj — (L2 =12 — 252 (ris + (=L2 4+ r2) §) + 3 (P2 + i — C(g + 3)) +
s (=LPri 4+ 13 + 12 (5% = (g + 2)) + L* (=% = 8* +((g + 2))) -
(4.2)
Kyvadlo méa v tuto chvili stéle vlastni nijak nespecifikovany souradnicovy réamec,
jelikoz nebylo dosud tfeba ho pfili§ Tesit. Specifikovin nebyl z toho divodu, Ze vhodnym
umisténim soutfadnicového ramce kyvadla do télesového soutfadnicového ramce kvadrop-
téry, viz 4.2, se ramce kyvadla a kvadroptéry stavaji souhlasnymi. Nasledkem souhlasného
umisténi dvou ramct je, ze prumét pohyblivého bodu kyvadla (tedy jeho vychylka) je v

tuto chvili vychylkou od poc¢atku souradnicového ramce kvadroptéry Br. Z tohoto zavéru
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YL

Obrazek 4.2: Lokélni a télesové souradnicové ramce s napojenym systémem kyvadla

T T
vychézi rovnost [x Y z] = [xb Yb zb] , a lze tedy psat dynamiku kyvadla

= e (= (1 = 5°) " = 2 (518 4+ (<15 4 7)) 77 (8% 4+ 55 — s+ ) +
P (—Bss+ %5 4 52 (72 = (g + 5)) + B (=2 = 2 + (g + )

S (e (=5 = (2= 12)" 4 — 28 (175 + (=2 +72) §i) +5° (72 + i = C(g + 4)) +
s(—2ri+r3i+r2(82 =g+ %) + B (—? =+ (g + %)) -
(4.3)
4.1.2 Vstup kyvadla - zrychleni
E,, Nyni je tfeba dopocitat zrychleni v télesovém ramci,

o

které bude vstupem pro systém kyvadla, ¢imz se ky-
vadlo stava ovladatelné kvadroptérou. Z piepocte-
nych rychlosti a thlovych rychlosti z lokdlniho na

télesovy souradnicovy ramec jsou zrychleni v téleso-

vém rameci definovany

Ty =1 — q2 — g[s(0)]

i} . . (4.4)
b = D2y — 1@ + g[s(o)c(6)].

Obrézek 4.3: Vyjadreni sily v télesovém ramci
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4.1.3 Vstup kvadroptéry - sila

Sily pusobici na kyvadlo [ F, F, ]T € R? jsou tvoFeny piislusnymi zrychlenimi pivotu v
osach. Ze spojeni dvou subsystémi je nyni pivotem samotny stied kvadroptéry, a tedy sily
piisobici na pohyblivy bod kyvadla pii pohybu kvadroptéry jsou stejné velké, ale opacné
namiiené nez sily, které vyviji kvadroptéra svym pohybem. Z predchoziho umisténi ramci
do sebe navzajem vyplyva, Ze tyto sily jsou alokovany v soufadnicovém ramci kvadroptéry
Bp.

Obrazek 4.4: Vyjadieni rozlozeni sily tahu v télesovém ramci

Pozadovany thel § uréuje naklon kvadroptéry a je roven 6 = tan~! (_F—E) Sila F,
je obecné znamé, zatimco pozadovanou silu F}, potiebnou ke stabilizaci kyvadla, definuje
regulator kyvadla. Uhel € je pak pozadovanym thlem v télesovém ramci a tvoii tak piimy
vstup do systému kvadroptéry. Analogicky se sily déli v roviné Y Z pro silu F, a pro

pozadovany thel tak plati ¢ = tan™! <%>
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4.2 Rizeni slozeného systému

Rizeni celého systému spociva ve sledovani odchylky kyvadla v roviné XY, kde tuto vy-
chylku musi sledovat kvadroptéra. Rizen{ obou systémil jiz bylo navrzeno a model tak lze
pouze pripojit dle 4.1.3 a 4.1.2. Blokové schéma zapojeni subsystému je vidét na obrazku
4.5.

PID
— . = Fb
Td,Yd>2d pozice ®d, 0a ! PID
Wh systém
L,Y,% T\ thlové ] e
] kvadroptéry
Uy PID Td | rychlosti
—> uhl
+ y
—>
@d, 04,94
®d, 0a
kyvadlo
+LQR
L,y

Obrazek 4.5: Blokové schéma zapojeni subsystémi

4.3 Simulac¢ni ovéreni

Simulacni ovéfeni slozeného systému je provedeno, stejné jako je to u vychozich rovnic
pohybu, spojenim dvou simula¢nich subsystémi. Simula¢ni model je tedy rovnéz navrzen
v programu SIMULINK. Jelikoz dosud nemélo kyvadlo blize specifikovany rdmec a nyni
se stalo pohyblivym viic¢i lokdlnimu ramci, je pro vizualizaci nutné transformovat polo-
hové soutadnice kyvadla do lokalntho rdmce. To je provedeno opét pomoci rotacni matice
2.2.3. Sila F, ,,
simula¢ni model kvadroptéry coby pozadavek na zménu thlu v daném smeéru. Simula¢ni

kterou definuje regulator kyvadla, potfebnou k jeho stabilizaci, pfebira

experimenty by mély dokazat, ze kvadroptéra je schopné stabilizovat vychylku kyvadla a
zaroven se vratit do pozadovaného stavu. Navrzené fizeni by mélo také umoznovat presun
kvadroptéry z pocatec¢niho na pozadované misto, aniz by z kvadroptéry kyvadlo spadlo.

A podstatnym simula¢nim experimentem je také prokazani vhodné reakce systému na
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vnéjsi vlivy. VSechny tii definované situace je mozné simulovat a tvori tak sérii t¥i simu-
la¢nich experimenti. Pro simulaci slozeného systému byly zvoleny nésledujici parametry

vychézejici ze subsystémi viz tabulka 4.1.

parametr | hodnota popis
m 1.4 kg Celkova hmotnost kvadroptéry
g 9.87 m/s? Gravita¢ni zrychleni kvadroptéry
lq 0.56 m Délka ramene kvadroptéry od jejiho stiedu
b 1.3858 - 10~¢ Soudinitel tahu
d 1.3328 -107° Soucinitel odporu
gy 0.05 Moment setrvacnosti v ose x
Jy 0.5 Moment setrvacnosti v ose y
J 0.24 Moment setrvacnosti v ose z
ly 1m Délka zavésu

Tabulka 4.1: Tabulka hodnot parametri pro slozeny systém

Simula¢ni schéma kvadroptéry s pfipojenym kyvadlem viz obrazek 4.6 je navrzeno
na zakladé teoretického blokového schéma z ¢asti 4.2. Blokové schéma je rozsiteno o bloky

subsystémil vytvarejici potfebné vazby mezi subsystémy dle sekci 4.1.3 a 4.1.2.

>
-
[L—sua
. .
e

-
— N
fesires ¥ gf desired

Obréazek 4.6: Simula¢ni schéma zapojeni kvadroptéry s kyvadlem
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Prvni simula¢ni experiment by mél prokazat reakceschopnost systému kvadroptéry

stabilizovat kyvadlo do svislé polohy pii dané poc¢ateéni podmince na stav kyvadla. Tato

T T

podminka je zvolena [ r s } = [ 0.08 0.07 } , coz odpovida zhruba 6° vychyleni
T

oproti svislému ulozeni kyvadla. Pozadavek na kvadroptéru je dan [ Tr, YL, ZL, ] =

T
[ 000 ] . Tedy kvadroptéra by méla stabilizovat kyvadlo a poté se vratit do pocéatec-
niho bodu.

1.2

0.8

(a) 3D graf stabilizace kyvadla

P

X[m]

06 \\\

|
04r |
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time[s]
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(¢) Prubéh proménné y (d) Pribéh proménné z

Obrazek 4.7: Simulace stabilizovaného nelinearniho modelu slozeného systému na po-

¢atacni podminky kyvadla

7 grafu viz obrazek 4.7 a 4.8 je patrné, ze kvadroptéra zareagovala na vychylku kyvadla.
Pribéh r, s dokazuje postupnou stabilizaci kyvadla do pozadované polohy. Poté se dle
predpokladi kvadroptéra vraci do pozadovaného pocatecniho bodu. Zajimavy je vyvoj
proménné z, na jejiz regulaci je kladen velky duraz a to kvili zanedbavani pohybu v této

ose u subsystému kyvadla. Regulace proménnych z,y se zd& byt jako relativné pomalé a
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vvvvv

tort v8ech vnitinich smycek tak, aby byl splnén pozadavek na poméry rychlosti v kaskadé
regulatort 5 — 10x pomalejsi regulace s kazdou dalsi vnéjsi smyckou viz definice z ¢asti

2.4.1. Timto je prokazéna stabilizace kyvadla nad kvadroptérou.
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Obréazek 4.8: Simulace stabilizovaného nelinedrniho modelu slozeného systému na po-

¢ataéni podminky kyvadla

Nasledujici druhy simula¢ni experiment viz 4.9 a 4.10 se odrazi od prvniho experimentu.
Tento simula¢ni experiment bude ukazovat, zda je kvadroptéra schopna vyrovnavat vy-
chylky kyvadla tvofené vnéjsimi vlivy. Pro tento tcel bude do subsystému kyvadla pric¢ten

navic vstup reprezentujici pulsy sily. Pozadovana poloha kvadroptéry je v pocatku sou-
T

T
fadnicového systému [ Tr, YL, 2Ly } = [ 0 0O } , stejné jako vychylka kyvadla

T T
viéi kvadroptére [ r s } = [ 00 } .
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Obrézek 4.9: Odezva stabilizovaného nelinearntho modelu slozeného systému na pulsy sily
Simula¢ni model se chova dle predpokladi a po kazdém piichozim pulsu se snazi

kvadroptéra nejprve stabilizovat kyvadlo do rovnovdzného stavu a poté se vraci na poza-

dovanou pozici do pocatku souifadného systému.
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Obréazek 4.10: Odezva stabilizovaného nelinedrniho modelu slozeného systému na pulsy

sily

Simula¢ni experimenty mély rozsifit navrzeny sloZzeny systém o vizualni podobu feSe-
ného problému a zaroven verifikovat tento navrzeny systém spole¢né s navrzenym fizenim.
f{izeny systém byl podroben experimentu s poc¢ate¢ni podminkou na vychylku kyvadla.
Slozeny systém dokazal reagovat na vychylku kyvadla, tuto vychylku stabilizovat a poté
se cely systém vratil do pozadované polohy v prostoru, ¢imz byla dokidzana spravnost
navrzeného Fizeni. Druhy experiment tykajici se stabilizace sloZzeného systému pii piiso-
beni vnéjsich sil na kyvadlo mél poukizat na robustnost fizeni, protoze pulsy sil, které
vstupuji do subsystému kyvadla, pusobi na netplné stabilizovany systém. Oba simula¢ni
experimenty odrazely urcité moznosti nastaveni, do kterého je mozné sloZzeny systém v
realném svété uvést (prvni experiment - uzivatel vklada kyvadlo na kvadroptéru a druhy -
uzivatel pusobi silou a destabilizuje kyvadlo). Oba experimenty prob&hly dle predpokladu

a jsou dikazem vhodné navrzeného tizeni.
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Kapitola 5
Zavér

Kvadroptéry jsou diky svému Sirokému vyuziti velice atraktivnim tématem a dévaji moz-
nost realizace nékolika pfidruzenym projektiim. Jednim z takovych projekti je stabilizace
kvadroptéry s inverznim kyvadlem, coz je tématem této prace. Hlavni myslenkou préce
bylo proniknuti do problematiky fizeni kvadroptér a dale vyuziti takové kvadroptéry pro
fizeni inverzné ulozeného kyvadla, ¢ehoz se podarilo docilit.

Na uvod je odvozen vztah mezi lokdlnim a télesovym soufadnicovym ramcem s
vyuzitim Eulerovych thli a rotace mezi thly za pomoci rota¢ni matice R. Tim jsou
urceny kinematické rovnice kvadroptéry, které jsou déle rozsifeny o transla¢ni a rotacni
dynamiku a pusobici sily a momenty, které jsou popsany jako produkty aktuatori. Na
zékladé odvozenych rovnic se zavadi linearizace a stavovy popis systému kvadroptéry.
Pted navrhem fizeni je prozkouména a prokazana tiditelnost systému kvadroptéry.

Samotny navrh fizeni obsahuje obecny popis fizeni klasickych redlnych kvadroptér
a za pouziti kaskddy PID regulatoru, ktera je podrobné popsana, je navrzeno specifické
fizeni pro stabilizaci systému.

f{izeny systém je nasledné podroben simulacnimu experimentu. Tato a nasledujici
simulace jsou provadény za vyuziti programu MATLAB a jeho rozsifeni SIMULINK.
Simula¢ni experiment poskytuje 3D vizualizaci problému a verifikuje navrzené rizeni.

Navazujici kapitola se zabyva systém sférického kyvadla, které je inverzné ulozené.
Inverzni sférické kyvadlo samo o sobé nema ve svété piili§ Siroké vyuziti a stava se tak
minimalné zajimavou tlohou v teorii fizeni. Systém kyvadla lze navrhnout s vyuzitim sle-
dovani uhli nebo naopak pozi¢nich pruméti do roviny, pricemz prace resi navrh systému
pomoci pozi¢nich pruméti. Obé moznosti jsou vSak v redlném svété aplikovatelné, jelikoz
lze métit nédklon ve sférickych kloubech nebo pfipadné kamerou snimat vychylku pohybli-

vého bodu kyvadla do roviny. Nevyhodou volby translac¢nich veli¢in mze byt nemoznost
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sledovani pohybu kyvadla v jedné z ploch polokoule, po kterych se kyvadlo mize pohybo-
vat. Pro potfeby tizeni kyvadla nad pivotem to ov§em neni podstatné. Systém je navrzen
Lagrangeovou metodou vyuzivajici rozdil v energiich. Déle je provedena linearizace v po-
zadovaném umisténi kyvadla a zaveden stavovy popis kyvadla. Kyvadlo je shledano jako
nestabilni v daném stacionarnim bodé a na modelu je vySetfena riditelnost, pricemz ky-
vadlo je rovnéz shledano jako Fiditelné. Navrh fizeni je proveden skrze stavovou zpétnou
vazbu a optimalizaci LQ - kompletné tedy skrze linearni kvadraticky regulator. Simulac¢ni
¢ast prezentuje vysledky 3D vizualizaci a pribéhy veli¢in a to na zékladé tii simulac¢nich
experimenti.

Prvni z experimentti zkouméa pohyb nefizeného kyvadla pro zavedené pocatecni pod-
minky na vychylku kyvadla. Druhy simula¢ni experiment reprezentuje zavedeny fizeny
systém, kde jsou opét zvoleny pocatec¢ni podminky na vychylku kyvadla. Tento experiment
potvrzuje moznost fizeni kyvadla navrzenym regulatorem. Posledni z trojice experimenti
zndzornuje regulaci pisobeni vnéjsich sil na systém kyvadla.

Oba navrzené systémy jsou v dalsi kapitole spojeny v jeden a stavaji se tak sub-
systémy celkového slozeného systému. V tuto chvili se vychézi z jiz odvozenych rovnic
obou subsystémii. Soutfadnicové ramce kyvadla a kvadroptéry se umistuji do sebe a sté-
vaji se souhlasnymi, coz je podminkou pro nenutnost piepocitavat vztahy mezi kyvadlem
a kvadroptérou a zavadét tak dalsi ramec. Rizeni kvadroptéry bylo tfeba navrhovat do-
state¢né rychlé tak, aby bylo mozné nasledné pfipojit subsystém kyvadla. Navrh fizeni
samotné kvadroptéry ovSem neni pfimo tématem této prace. Pies tento fakt je tfeba upra-
vit parametry pozi¢niho reguldtoru v nadvaznosti na pripojenou dynamiku kyvadla, jelikoz
pozi¢ni regulator musi byt daleko slabsi a pomalejsi nez regulator kyvadla a to z toho
divodu, ze primarnim cilem je stabilizace kyvadla.

Slozeny systém s navrzenym fizenim je opét testovan v simula¢nim prostiedi. Si-
mula¢ni experimenty jsou provedeny obdobné jako u subsystému kyvadla. Experimenty
prokazuji chovani sloZzeného systému v prvnim piipadé jako reakci na vychyleni kyvadla
jakozto pocatecni podminku, a v druhém piipadé jako odezvu systému na puisobeni vnéj-
sich sil na subsystém kyvadla. Zajimavym experimentem by také mohla byt stabilizace
slozeného systému, kdy kvadroptéra opisuje trajektorii kruznice a stabilizuje pohyblivy

bod kyvadla nad stiedem této kruznice.
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Priloha A

Prehled moznych kombinaci rotac¢nich

matic

Nésledujici tabulka slouzi jako ptrehled vSech dvanacti moznych sekvenci ndsobeni elemen-

tarnich matic, jimiz lze dosahnout kompletni rotace.

Co

X1Z2X3 C1S2

| S152

C2C3

X125Y3 §183 + C1C352

| C35152 — €153

C2

X1Y2 X3 5182

| —C152

C2C3

X1YoZs3 €183 + C35152

| S183 — C1C352

C1C3 — C25153

Y1 X5Y3 5253

| —C351 — C1C253

C1C3 + 815983

Y1 X223 C253

| C15283 — €351

C1C2C3 — 5153

Y125Y3 C352
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| —C1S83 — C2C351

—C352
C1C2C3 — 51853

C1S83 + C2C3S1

S9853
C1C3 — C251853

C3S1 + C1C2S3

5253
—C3S81 — C1C2S3

C1C3 — C25183

—S9 C2S3

C1Cy C(C15253 — €351

C281 €1C3 + 815253

C3S52
—C183 — C2C3S51

C1C2C3 — 5153

—C2S53 S2

C1C3 — 818283 —C2S51

C381 + C1S5983 C1Co |

S1S2 (€183 + C2C3S1

Co —C359

C1S82 C1C2C3 — 5153 ]

C381S9 — C183 (251
CaC3 —S9

C1C389 + S183 C1C2

—C1S9 (3851 + C1C2S53

Co 5253

5182  C1C3 — C25153



C1Cy 8183 — C1C3S9 (381 + C18953
Y12,X35 = S92 CaC3 —C253

| —C2S1 €183 + 35182 C1C3 — S152S3 ]

C1C2C3 — 5183 —C381 — C1C283 (152
Z1YoZs = |c183+ cac381 €13 — 25183 S189

—C359 S983 Co

C1Cy (18983 — €381 8183 + C1C3S89
Z1Y2 X3 = |cos; C1C3+ 515283 C351S2 — €183

—S2 C253 C2C3

C1C3 — C25183 —C183 — C2C351  S152
1 X9l = C381 1+ C1C2S83  C1CaC3 — S1S3 —C152

5253 C352 (&)

C1C3 — §18283 —C281 (1S3 + C35159
Z1X2Y3 = |c351 4 15255 €102 5153 — C1C352

—C253 52 C2C3

kde ¢isla 1, 2, 3 znézornuji thly ¢, 6, ¢ tj. dhly odpovidajici prvni, druhé a tieti elementarni
rotaci. X, Y, Z jsou matice pfedstavujici elementarni rotace kolem os x, y, z pevného ramce.

"s"a "c"predstavuji sinus a cosinus.
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