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Abstrakt

Predmétem této prace je pouziti principit vinového fizeni k ustdleni fetézce pruzinami spojenych
vozikii o obecné délce n. Nejprve se seznamime s konceptem samotného vinového fizeni a jeho
principy. Zjistime, jak je mozné vyuzit znalosti o Sificich se vlnach pfi vytvareni zdkona fizeni pro
regulator. Poté se zaméfime na samotnou soustavu, kterd bude nejprve obecnd pro jakékoliv n. Po
odvozeni obecného piedpisu pro soustavu vytvorime modely systému jiz pro konkrétni pocet
vozikl a ostatni parametry. Pro nové vzniklé soustavy navrhneme regulator, ktery bude spliiovat
pozadavky na vinové fizeni. Pomoci simulace nakonec ovéfime funkcnost takto navrzenych
regulatori.

Klicova slova

Dynamicky systém, vinové fizeni, vicehmotovy systém

Abstract

The subject of this bachelor thesis is the use of wave-based control principle to stabilize a string of
trolleys connected by springs. At the beginning, the length of this string is generalized for an
arbitrary integer n. We will get familiar with the wave-based concept and learn how to use
knowledge of spreading waves to create a control law for a controller. We will create a model of the
system, first for a general, then for a specific n. Finally, we will design controllers for those
particular models and verify their ability to stabilize the system.
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1 Uvod

V této praci se budeme zabyvat aplikaci principu vinového fizeni na soustavu vozikl
propojenych pruzinami a tlumici, nejprve o obecné délce n, pozdéji o konkrétni.
UkéaZeme si, ze v pfipad¢ pruzného systému je pouZiti tohoto zplsobu fizeni velmi
vhodné. V kapitole 2 si nejprve uvedeme nékteré zakladni definice, které budeme
potfebovat k pochopeni problémil vyvstavajicich z dané problematiky. Zarovenl si
popiSeme postup navrhu stavového reguldtoru, se kterym pozdéji budeme srovnavat
kvalitu vlnového fizeni. V kapitole 3 se sezndmime s principem vlnového fizeni. Z
nekoneénych fetézci si odvodime obecny popis soustavy a charakteristickou
ptenosovou funkci. Kapitola 4 obsahuje postup pro ziskani fidiciho zédkona a spravnou
implementaci regulatoru. 'V posledni kapitole 5 pouzijeme navrzeny regulator na fizeni
systému s konkrétnim poctem vozikli a ovéfime tak jeho funkénost. Navic porovname
kvalitu fizeni zalozeného na vlnovém principu s fizenim soustavy stavovym
reguldtorem.



2 Zakladni definice

V praci se budeme zabyvat vlnovym fizenim linedrniho systému. Nejprve si tedy
musime zavést n¢které dualezité definice z této oblasti, které budeme v pribéhu prace
potiebovat.

Definice 1 - Systém [1].

Systém je dand mnoZzina prvka spolu s jejich chovanim a mnoZina vazeb mezi témito
prvky a mezi prvky a okolim.

Systém lze také popsat jako mnozinu prvkd a vztahli mezi témito prvky, které
dohromady vytvareji ucelenou strukturu se smysluplnym chovanim.

Definice 2 - Linearni systém [2].

Systém je linearni, pokud v ném plati princip superpozice. To znamena, ze v ném plati
nasledujici dvé podminky:

1. Aditivita — Pokud u; a u, jsou libovolné vstupy a y, a y, jim odpovidajici
vystupy, pak odezvou systému na soucet vstupl u; a u, je soucet vystupi y; a y..

2. Homogenita — Pokud u, je libovolny vstup a y; jemu odpovidajici vystup, pak
odezvou systému na k-nasobek vstupu u; je k-nasobek vystupu y;,

Definice 3 - Laplaceova a zpétna Laplaceova transformace [2].
Jestlize n¢jaka funkce Casu f(z) vyhovuje podminkam:
1. f(?) je jednoznacna a po usecich hladka v kazdém konecném casovém intervalu

2. flt)y=0prot<0

3. f{t) je exponencidlniho fadu: , f | £ (¢)|e " dt <o pro n&jaké o,> 0
0

potom Laplaceova transformace f{#), formalné znacena, F(p)=L{f(¢)} je
definovana:

F(p)=L{f(t)}=f f(t)e™dt ,kdep je komplexni proménna, p=0+jm
0
aexistuje V p takova, ze Re(p)>o0,



Zpétna Laplaceova transformace F(p), znaéend f(¢)=L '{F(p)} je definovana:

f(t)zL_l{F(p)}zﬁj F(p)e‘mdpzz res F(p,)e”" (Cauchyho véta)

kde res F(p;) oznacuje residuum F(p;) — hodnotu funkce komplexni proménné v polu p.
Definice 4 — Prenosova funkce [1, 2]

Ptenosova funkce F(p) spojitého linearniho dynamického systému je funkci komplexni
proménné p a je definovana s pouzitim Laplaceovy transformace ¢asovych funkei jako
pomér Laplaceovych obrazi vystupni veli¢iny Y(p) a vstupni veli¢iny U(p) pti nulovych
pocatecnich podminkach:

_L{y()}, _Y(p) _bup"+by Pty

 Liul(t)} = Ulp) a,p'+a, p' ' +..+a,

F(p)

Pro fyzikalni realizovatelnost musi byt splnéna podminka »n >m (pienos je ryzi).
Pokud by byla porusena podminka pro ryzost systému, doSlo by k poruseni principu
kauzality. Nekauzalni systémy neni mozno sestrojit.

Podminka ryzosti systému: lim G (p)=konst <oo

§—00

Pros n>m e pfenosova funkce nazyva striktné ryzi a plati: lim G(p)=0

Definice 5 — Nuly a poly systému |[2]
Ptenosovou funkci systému lze zapsat ve tvaru soucinu kofenovych Cinitelt

b,(p—n)(p=n,)..(p—n,) b(p)
(p=p)(p=p2)..(p—p,) alp)

F(p)=

Kofeny polynomu v Citateli oznaCujeme jako nuly ptenosu 7, j=1,2,..m
Kofeny polynomu ve jmenovateli oznaCujeme jako poly pienosu  p;, j=1,2,...n

Poly a nuly v prenosové funkci mohou byt redlné, ryze imaginarni ¢i komplexné
sdruzené a také jednoduché ¢i nasobné.

Poly a nuly rozliSujeme na stabilni a nestabilni. Tuto vlastnost urcuje redlnd slozka
ptislusného polu nebo nuly. Pokud je realnéd slozka zdpornd, jednd se o stabilni pol
respektive nulu. V opac¢ném piipadé (realné slozka je kladnd) hovofime o nestabilnim
polu respektive nule.



Pokud systém obsahuje realné stabilni nuly a poly, mizeme definovat ¢asové konstanty

T=—2L  i=12,.n
P
1

T,=—— i=12,..m
n

Ptenosovou funkci potom miizeme zapsat v nasledujicim tvaru

Y(p) byl p+1)(r,p+1)..(x, p+1)
U(p) ao(T, p+1)(T,p+1)...(T, p+1)

Statickym zesilenim potom nazyvame podil —
ay

Definice 6 — Nyquistova frekvenc¢ni charakteristika [2]
Frekvenéni pfenos F(jw) je komplexni funkce realného argumentu.
Pro kazdé redlné¢ w,, u)l.e[O,oo) je frekvencni pienos F(jw,) komplexni &islo

F(jw)=ReF(jw,)+jImF(jw,) ,které mize byt pfevedeno na polarni tvar

F(jw)=|F(jo)le”" |F(jo)|=V[Re F(jo,)P+[ImF (jo,)]

mF(jo)

¢((Di):6"’01gm

Pfi zménach ® v intervalu (DiE[O,OO) bude F(jw) opisovat kiivku v komplexni
rovin€. Tuto kfivku nazyvame Nyquistovou kiivkou.

Nyquistova frekvenéni charakteristika zobrazuje v komplexni roviné (Re F, jImF)
v zavislosti na thlové frekvenci, ,,®,€[0,00] soudasné amplitudové zesileni

|F(jo) a fazovy posun  ¢(w) harmonického signdlu na vystupu systému
vzhledem k signdlu na vstupu systému.
Definice 7 — Stavova reprezentace LDS [2]
Stavovou reprezentaci linedrniho dynamického SISO systému n-tého fadu zapisujeme v

nasledujicim maticovém tvaru.

S(4,B,C",D): : |=A4| :|+Bu(t), 150 ... vektor pocatecniho stavu



Matici A nazyvame matici dynamiky. Matice je Ctvercova a jeji fad odpovida tadu
systému. Ma v sobé& uloZenou veskerou informaci o dynamice systému. Matice B se
sklada z n tadkl a jednoho sloupce. Obsahuje v sob¢ informaci o vstupech do systému.
Matice C" se sklada z jednoho fadku a n sloupcii. Tato matice nam fika, které vstupy
jsme schopni pozorovat. Posledni matice D urcuje piimé pasobeni vstupu na vystup. V
ptipadé SISO systému se jedna o jednorozmérnou matici, tedy Cislo.

Ze stavové reprezentace lze urcit prenosovou funkei. Nejprve na stavovou a vystupni
rovnici pouzijeme Laplaceovu transformaci. Dostaneme nésledujici podobu rovnic

pX(p)-x=AX(p)+BU(p),Y(p)=C" X (p)+DU(p)
Ptepsanim stavové rovnice do vhodného tvaru a naslednym vyjadienim X(p) dostavame

(pI—A)X (p)=x,+BU(p)=X(p)=(pI—A) xo+(pl—A)" BU(p)

Dale dosadime X(p) do vystupni rovnice

Y(p)=C"(pI—A4) 'xg+C"(pI-A)'BU(p)+DU(p)

Ptenos je definovany jako pomér Laplaceovych transformaci vystupu a vstup za
nulovych poc¢ate¢nich podminek (xo = 0)

m:CT(pJ—A)‘IBH)

Definice 8 — Stavova zpétna vazba [1]

UvaZzujme lineédrni stacionarni spojity dynamicky systém S
X=Ax+Bu
y=Cx+Du

M¢fime stavové veli€iny a tuto informaci zpracujeme linedrnim statickym
zpétnovazebnim regulatorem.

Stavova zpétna vazba (uvazujeme kladnou zpétnou vazbu)

N I
_|_
V
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Dosadime rovnice zpétné vazby do stavové rovnice systému S

i=(A+ Bk)x+Bw
y=(C+ Dk)x+Dw

Dynamické vlastnosti celého systému jsou urCeny vlastnimi Cisly matice
A=A+ Bk

Navrh stavového regulatoru pomoci Butterworthovych filtri

Po néavrhu reguldtoru zaloZeném na principu vinového ftizeni budeme porovnavat
ptfechodové charakteristiku soustav, které budou fizené diive zminénym regulatorem a
posléze stavovym regulatorem. V nésledujicich odstavcich si ukdzeme postup pii
navrhu stavového regulatoru podle konkrétniho kritéria.

Budeme nyni pfedpokladat, Ze jsme schopni zméfit cely stav systému a pomoci této
informace navrhnout zpétnovazebni stavovy regulator. Vzhledem k pozd¢jSimu postupu
pfi navrhu stavového regulatoru k pruznému systému si zminime dvé navrhové metody,
které jsou si velmi podobné, postup pfi jejich pouziti je ale odlisny.

Prvni metoda je zaloZzena na piimém piifazeni poli. Nejprve vyjadiime pozadované
poly pomoci charakteristického polynomu a*, ktery poté poloZime roven hodnoté
charakteristickému polynomu matice A¢. VyfeSenim diofantické rovnice pro n
neznamych ziskame koeficienty k; - k, stavového regulatoru, kde n je ad systému.

Druhd metoda je velmi podobnd. Misto piifazeni samotnych pédlu vSak budeme
piifazovat celou Jordanovu formu. Na prvni pohled by se mohlo zdat, Ze se jedna o
stejnou ulohu. V ne¢kterych ptipadech vSak pfifazeni samotnych pdli mize zménit
spektralni vlastnosti matice dynamiky. Pouzitim metody pfifazeni Jordanovy formy
miZeme tento problém obejit.

Pro néavrh stavového regulatoru budeme pozdéji pouzivat pravé tuto metodu a budeme
se fidit nasledujicim algoritmem

1) Zvolime ndhodnou matici H s rozméry (1,n)

2) Vyfesime maticovou rovnici AX — XL+ BH pro matici X

3) Hledanou stavovou vazbu ziskame ve tvaru  k=HX "'

Znaleni: n — fad matice dynamiky 4, L — pfifazovand Jordanova forma, k£ — hledana
zpétnd vazba

Problémem zstdva vhodna volba pozadovanych polt, respektive prifazované
Jordanovy formy. Pravdépodobné budeme pozadovat pary kmitavych poll, které nejsou
ani prili§, ani nedostatecné tlumeny. V jinych ptipadech bychom vyuzili nékteré
navrhové pozadavky, v této tloze ale Zaddné nemame.

Jeden ze zplsobii, ktery se nabizi pfi nulovych navrhovych pozadavcich, a ktery
vyuzijeme pro nalezeni stavového reguldtoru je nasledujici. Jordanovu formu budeme
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pfitazovat takovym zplisobem, aby charakteristicky polynom vysledné matice
dynamiky odpovidal charakteristickému polynomu Butterworthova filtru n-tého fadu.
Butterworthav filtr je pfiznacny pro tvar svoji amplitudové frekvencni charakteristiky,
jejiz priibéh je maximalné plochy.

Butterworthovy filtry
0 T

-50r .

-100f .

-150F 7

Amplituda (dB)

-200r

-250

-360 7

Faze (deg)

-720F 2. rad i
4. rad
10. rad
-1080 4 4
102 101 10° 10!
Frekvence (rad/s)

(Obr. D1) Bodeho diagram Butterworthovych filtra
(Obr. D1) znazoriuje prubéh faze a amplitudy v zavislosti na frekvenci signdlu v
systémech riznych fadi. Pohledem na graf snadno ovéfime plochy pribéh amplitudové
charakteristiky, typické pro Butterworthtliv filtr. Pozdéji pouzijeme pravé tento filtr pro
navrh stavového reguldtoru u systému s jednim vozikem. Z piedpisu pro
charakteristicky polynom konkrétniho filtru si vyjadiime dvojice komplexné sdruzenych
poll, jejichz hodnoty vyuzijeme v pfifazované Jordanové formé.

V praci budeme zkoumat systémy skladajici se z jednoho, dvou a péti vozikii. Uvedeme
si zde tedy tvary charakteristickych polynomt pro potiebné Butterworthovy filtry.

a,=p +1.4142p+1

a,=(p’+0.7654 p+1)( p°+1.8478 p+1)

ay,=(p’+0.3129 p+1)(p°+0.9080 p+1)( p*+1.4142 p+1)( p°+1.7820 p+1)-
(p*+1.9754 p+1)

(D2)
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3 Odvozeni obecnych vlastnosti systému z nekonecnych retézci

V této kapitole budeme vychazet nejprve z polonekoneéného homogenniho fetézce
tvoreného voziky. Jednotlivé voziky jsou spojeny pruzinou a tlumic¢em, které maji stejné
parametry v kterémkoliv misté fetézce. Sestavime pohybové rovnice, zavedeme vektor
stavu a odvodime stavovy popis n-hmotové soustavy.

Poté se od polonekonecného systému presuneme k fetézci, ktery se nekonecné Sifi
obéma sméry. Pomoci analyzy ur¢ime obecnou pienosovou funkcei libovolného voziku
na sousedni (v libovolném sméru).

3.1 Obecny stavovy popis soustavy

Pii odvozovani obecného popisu soustavy budeme vychazet z nasledujiciho modelu
systéemu

(Obr. 1) Polonekone¢ny uniformni systém

Aktuator je vyznacen jako Srafovana zed’, ktera se sama o sob&é nemiiZze hybat. K jejimu
pohybu dochazi pouze na pokyn regulatoru, ktery méni pozici aktuatoru tak, aby doslo k
pohlceni rezidualnich vibraci.

Predpokladame, ze fetézec vozikii je nekone¢ny a uniformni, tj. kazdy vozik ma
hmotnost m, kazdéa pruzina tuhost £ a vSechny tlumice koeficient tltumeni b.

Pozn. : Pokud nebude vyslovné uvedeno jinak, v celé praci budeme uvazovat
nasledujici hodnoty

k=100 N-m™", m=lkg, wnz\/(ﬁ):mHz,b:o.l
m

Pouzitim Newton-Eulerovy metody miizeme sestavit pohybové rovnice pro jednotlivé
voziky v fetézci. Pro fetézec obecné délky n dostdvame tii podoby pohybové rovnice.
Pokud je F; celkova sila ptisobici na i-#y vozik, pak plati nasledujici:

F, :_k(xl_x0)+k(x2_xl)_b(xl_x0>+b(x2_xl):mlx.1

Fy=—k (x;=x, )+ k(x,—x,)=b(x,—x_,) +b(x,,—x,)=m,x%,

1 1

Fn:_k('xn_‘xn—l)+b('x'n_xn'—l>:mnx:n (1)
Rovnice F; popisuje sily plisobici na prvni vozik, reprezentuje tedy rozhrani mezi
aktuatorem a systémem. Rovnice F; plati pro jakykoliv i-#y vozik, ktery neni hranicni.
Posledni rovnice F, plati pouze pro vozik, ktery je posledni v poradi, neptisobi na n¢j
totiz zprava zadné sily.
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Z odvozenych rovnic (1) si mizeme vyjadrit druhé derivace vychylky.

—k b
X1 _m1<x1 xo) _ml<x2 xl) _ml(xl xo)"'_1 (xz xl)
—k k b
i=—(x—x )+—I(x . — Zx—x )+ -
xl mi('x xl—l) mi('x1+1 xz) m[(xz xz—l) l<x1+1 xz)
. —k b . .
xn: :(xn_‘xnfl)_ (‘xn_xnfl (2)
m

Zavedeme stavové proménné z,-z,,, stavovy vektor a jeho derivaci

Z=X% Zyp1— X 1= T 2,0 Zy1— X
Z)=X, Zy12=X, Z2y=X=2,400 Zyp2 =Xy
Zn:xn Zzn:xn Zn:xn:ZZn ZZn:x2n (3)

. — k b,. . b .
Zﬁl_xlzm—l(x]_x0)+;1(x2_xl)_ﬁl(xl_x0)+m_l(x2_xl)

. . —k b, . k b, . .
Zn+i:xi:?(xi_'xzfl)_;('xi_xifl)—i—%(xi+1_xi)+g(xi+l_xi>

. .= b . .

ZZn:xn:m—:(xn_xn—l)_m_(xn_xn—l) (4)

Nejprve musime pomoci rovnic urcit podobu matice dynamiky 4. Pouzijeme vektor
stavli a vytvofime jeho Jacobiho matici. Postupné kazdou rovnici zderivujeme podle
vSech proménnych. Matice dynamiky A se sklad4 ze ¢lenl a;;, kde €len @;; ma hodnotu

derivace i-té rovnice podle j-té proménné.

Protoze ptedpokladame, ze se jedna o SISO systém, bude matice B tvofena pouze
jednim sloupcem. Vstup systému nalezneme v 1. rovnici ze soustavy rovnic (2).
Ptedpokladame, ze vstup systému je posun aktuatoru o pozadovanou vzdalenost. Tuto
vzdalenost jsme schopni prepocitat na silu, kterou vyvola posunuti aktudtoru v pruziné

na rozhrani systému. Dostavame nasledujici vztah pro vstup systému

Matice B je tedy nulovy sloupec s vyjimkou indexu n+1, ktery méa hodnotu k
m
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0 0 0 1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 0 1 0 0 0 0
: : 0
_ 0
=2k ko 2 b oy o o :
A=| k =2k k b =2b b o 0 0 B= -
m m m m m m
. . . 0
0 0 0 0 0 0 b z26 b 0
m m m 0
0 0 0 0 0 0 0 b b
m m
(5)

Podoba matice C zavisi na naSem pozadavku respektive schopnosti umisténi senzort
snimajicich aktudlni polohy jednotlivych vozikli. Pro ucely fizeni (odvodime v
pozd¢jsich kapitolach) ndm bude stacit jeden senzor polohy umistény v samotném
systému a jeden senzor umistény na aktudtoru.

Matice C tedy miiZe obsahovat pouze jediny fadek s 1 na indexu odpovidajicimu

, , , b . , .
prvnimu voziku a vyrazem o na indexu n+/. Prozatim se budeme drzet

predpokladu, Zze zkoumany systém bude SISO. Matice D je tim padem cislo a jeji
hodnota je 0, protoze systém neobsahuje pifimé piisobeni vstupu na vystup.

c={1 0o . 2> .. o] b=0 6)
km

Pro pozdé¢jsi simulaci a fizeni modelu budeme potiebovat znat ptenosovou funkci mezi
aktuatorem a prvnim vozikem. Pro jeji spocitani vyuZzijeme vzorec odvozeny v (Def. 7).
Protoze nds prozatim zajimd pouze prenosova funkce mezi aktuatorem a prvnim

vozikem, bude systém pouze druhého radu.

Nejprve dosadime pottebné hodnoty do (5) a (6). Dostaneme nésledujici stavovou
reprezentaci systému

X(t):(—?oo —(1).1)x<t>+(1go)(t)
{1 150 o

Dosazenim pfislusnych matic (5), (6) do vzorce pro vypocet pienosové funkce ziskame
nasledujici

| -1
i 0.1 p+100
c'(pi-Ay'B+p=| 1 |2 O] O ] ) N 8
(p ) 7000 0 p) \—100 —0.1 10/ p*+0.1p+100 ®
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3.2 VlInova pienosova funkce

V této Casti se pokusime najit charakteristickou pfenosovou funkci popisujici pirenos
signalu z jednoho voziku na sousedni vozik. K ur€eni pottebné pienosové funkce vSak
pouzijeme dal$i, odliSnou metodu nez v predchozim ptipadé€. Ziskany pienos budeme
pozdéji pottebovat pro modelovani konkrétnich systémil.

k k k k
AN
AN R R T
b b b b

(Obr. 2) Nekonecny uniformni systém

Stejn¢ jako v predchozim ptipadé (Obr. 1) maji vSechny voziky stejnou hmotnost a
vSechny pruZziny stejnou tuhost. Tento systém se vSak od ptedchoziho lisi tim, Ze se
nekone¢né §iii obéma sméry.

NaSim cilem je odvodit pfenosovou funkci G(s) mezi i-tym vozikem a jeho sousedem.
Nas prvni ptredpoklad tedy vypada nasledovné (pracujeme s Laplaceovymi obrazy)

Xin(p)=G(p)Xi(p)= X...(p)=G"(p)X,(p) 9)

Z dtive odvozenych rovnic (1) jiZ zname podobu pohybové rovnice pro i-£y vozik, pro
lepsi prehlednost ji vSak prepiSeme na nasledujici tvar

m Xi:k(xi—l_zxi-"_xi-%—l)-i_b(xi'—l_zxi+xi'+1) (10)

Ptevedenim (10) do prostoru Laplaceovych obrazli pomoci Laplaceovy transformace
dostaneme

mp’X,(p)=k(G ' (p)-2+G(p)) X (p)+bp(G ' (p)—2+G(p)) X (p) (11)

Nyni se pokusime vyfteSit rovnici (11) pro G(p). Ob¢ strany rovnice vynasobime
hodnotou X’

mp’=k(G ' (p)-2+G(p))+bp(G ' (p)-2+G(p))

Vsechny prvky rovnice pfevedeme na jednu stranu a celou rovnici vynasobime G(p),
abychom se zbavili ¢lenu G”(p)

k b
G(p)p*=—-(1-2G(p)+G*(p)-L(1-2G(p)+G(p))=0
Jednotlivé ¢leny preskupime
k+b 2k+2bp+mp’\  k+b
G p)( K02 p) REA2ZEmp ) Kby g (12)
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Rovnici (12) mizeme vyfesit standardnim postupem pro feSeni kvadratické rovnice,
dostavame nasledujici dvé feseni

b m 1 \/ m mp’”
Gulp) =1 )= 2 P i Tk ) (13)
P T T 14)
¢ 2 k+bp” 47 Vk+bp 4(k+bp)

Dvé¢ rizna teSeni (13) a (14) naznacuji, Ze obecné feSeni pro vychylku i-t¢ho voziku
bude vypadat nasledovné

X,(p)=C,(p)G,(p)+D,p)G,(p) (15)

Rovnice (15) nam tikd, ze vychylku X;, ziskame jako soucet dvou dil¢ich feseni. Ci(p) a
Dy(p) jsou funkce komplexni proménné p. Jejich piesnou podobou se nyni nebudeme
zajimat, feSeni (15) proto piepiSeme do nasledujici podoby (16). Z tohoto tvaru je 1épe
patrné, ze celkovou podobu vychylky budeme hledat jako superpozici dvou
samostatnych vin.

Xi(p):Ai(p)+Bi(p) (16)

Nyni se zamé&fime na jednotliva feSeni Ai(p) a Bi(p). V (Def. 4) jsme si uvedli podminku
pro splnéni principu kauzality. Pokud aplikujeme tuto podminku na obé pienosové
funkce Ai(p) a Bi(p), zjistime, Ze z téchto dvou pienosovych funkci je pouze G.(p)
kauzalni.

. . 1 2 m 1 \/ m mp’
lim G, (p)=lim 1+~ - 1+ =0
lim G, ( p)=1im 2p(k+bp) 4? k+bp( 4(k+bp))

. . 1 2 m 1 \/ m mp2
lim G,(p)=lim 1+~ +— 1+ 1
fim Golp)=tim 142 2 G 1 e P ey ey~ (7
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3.3 Odvozeni pirenosu z vinového modelu

S vyuzitim znalosti pfenosové funkce Ga (13) sestavime model nekonec¢ného fetézce.
Vlastnosti modelu vyplyvaji z charakteristiky vinové prenosové funkce. Uvahou poté
odvodime dilezité vztahy, které vyuzijeme k ziskani pfenosovych funkci v soustavach s
konkrétnimi pocty vozikd.

Xo+ Ao A: A As An
X G G G — eee — @G
G
G G G — see & G
Bo B: B: Bs B

(Obr. 3) Reprezentace uniformniho systému z (Obr. 1) pomoci vinové pienosové funkce

Na (Obr. 3 ) vidime model, ktery popisuje chovani viny v syst¢tmu z (Obr. 1). Kazdy
blok reprezentuje vozik, jehoz ptenosova funkce je stejnd jako Ga (13). V nasledujicich
odstavcich budeme predpokladat, ze tento model presné popisuje dynamiku vin Sificich
se napfic systémem.

Nejprve se zaméfime na hranice modelu. Leva hranice, suma na (Obr. 3), reprezentuje
rozhrani mezi aktuatorem a samotnym systémem. X, znaci aktudlni posunuti aktudtoru
vzhledem k ptivodni poloze. Protoze s aktuatorem budeme béhem fizeni imysIné hybat
takovym zptusobem, aby u¢inné pohlcoval pfichozi viny, mizeme jeho posunuti brat
jako vstup systému. Pro vstup systému tedy plati

X(p)=4,(p)+B,(p) (18)

Pro dal$i uvahy je vhodné si vyjadfit vinu A4,, kterd po priichodu sumou zptisobuje
vychyleni prvniho voziku. Vlna poté dal putuje systémem, odrazi se na konci modelu a
putuje zpét k aktudtoru.

AO(P):XO(P)_BO(P) (19)

vvvvvv

slozen z kone¢ného mnozstvi vozikid, musime tedy pfijit na to, jak se vlna cestujici
doprava odrazi od volné hranice (napravo uz neni zadny dalsi vozik) zpét do systému.
Budeme nyni piedpokladat, ze systém nekon¢i n-fym vozikem, ale pokracuje dal.
Abychom imitovali pfitomnost volné hranice, pruzina napravo od n-tého voziku nesmi
vyvolavat zadnou silu. Tento pfipad nastava pouze ve chvili, kdy je vychyleni n-tého i
nasledujiciho voziku stejné vzhledem k jejich pocatecnim poloham. Pouzitim vztahu
(16) dostavame nasledujici pozadavek

4,(p)+B,(p)=4,,(p)+B,.,(p) (20)
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Pokud se podivame na (Obr. 3), snadno si domyslime vztah, ktery bude reprezentovat
ptenos viny z jednoho voziku na druhy. Pro lepsi ptehlednost nyni zavedeme nasledujici
znaéeni G, (p)=G

AH](p):GAi(p)

B (p)=G ' B,(p) 21
Dosadime (21) do (20)
A,(p)+B,(p)=GA4,(p)+G 'B,(p) (22)

Provedeme nékolik tiprav a dostaneme hledany vztah pro odraz viny od volné hranice

GA,(p)+GB,(p)=G*4,(p)+B,(p)

GB,(p)-B.(p)=G"4,(p)-GA,(p)
B,(p)(G-1)=G4,(p)(G-1)

B,(p)=GA,(p) (23)

Takto odvozeny vztah je v souladu s modelem systému (Obr. 3)

Nyni zndme vSechny potiebné spojitosti k odvozeni obecného predpisu pro pienosovou
funkci mezi aktudtorem a libovolnym vozikem. Dosazenim pomérné jasnych vztaha,
kter¢ mizeme vycCist z (Obr. 3) do rovnice (18) spocitdme rovnici pro vychylku
aktuatoru a posledniho voziku

X,=4,+ B,
X,=A4,+B,=G" 4,+G""" 4, (24)
S vyuzitim znalosti (24) 1ze spocitat libovolnou prenosovou funkci mezi kterymkoliv

vozikem a aktuatorem. Pokud budeme uvazovat pifenosovou funkci mezi aktuatorem a
poslednim n-tym vozikem, dostaneme nasledujici vztah

X, G'4+G""'4, G'(1+G)
X() A0+G2n+1AO 1+G2n+l

(25)

n,0

Na okamzik se pozastavime nad ziskanou pfenosovou funkci. Protoze vime, Ze n je
nutn¢ ptirozené ¢islo (v systému nemize byt zlomek voziku) a ve jmenovateli (25) se
vyskytuje jeho dvojnésobek, mizeme celou pfenosovou funkei jeste vice zjednodusit.
Pro jakékoliv ptirozené n totiz plati, ze exponent 2n+1 bude liché ¢islo. Kazdy dvojclen
ve tvaru a"+b" lze pro liché n pfepsat na tvar

a"+b'=(a+b)(a"'=a" Pb+a" b~ 4+ (26)
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Pouzitim pravidla (26) na jmenovatel prenosové funkce (25) dostavame

G"(1+G) G'(1+G) G"
r _ _ = 27
ra(P) 1+ (1+G)(1-G+G*~..+G") 1-G+G*—..+G™ @7

Uvazujme systém, ktery se skladd pouze z aktuatoru a jednoho voziku, pfipojen¢ho
pruzinou. Takovyto systém lze ilustrovat nasledujicim modelem

Xo + Ao Aq
X0 G

Bo B.
(Obr. 4) Reprezentace jednohmotového systému
Nyni ukdzeme, Ze ptenosova funkce, kterou jsme diive ziskali z obecného modelu

soustavy (6) je totozna s pienosovou funkci ziskanou dosazenim (13) do (27).

_ G" G 01p+100
1-G+G*—...4+G™ 1-G+G* p°+0.1 p+100

Fl,o(P) (28)
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4 Realizace zpétnovazebni smycky

V této kapitole se budeme zabyvat ndvrhem regulatoru, ktery bude zaloZen na principu
vlnového tizeni. Abychom mohli realizovat funkéni zpétnovazebni smycku, musime
nejdiive nalézt aproximaci vinové pfenosové funkce a poté odvodit zakon fizeni pro
regulator.

4.1 Aproximace vinové prenosové funkce

Nyni se pokusime nalézt vhodnou aproximaci vinové prenosové funkce Ga (13). Funkce
Ga neni pfili§ vhodnéd pro potfeby fizeni zejména diky jejimu necelo¢iselnému fadu.
Volba aproximace, kterd bude mit podobné kli¢ové vlastnosti jako funkce Ga a zaroven
nebude mit nékteré jeji nedostatky, je dalSim krokem k uspéSnému navrhu funkéni
zpétnovazebni smycky.

Pienosova funkce G, (13) je kauzalni, pokud Sifeni viny spojené s touto pirenosovou
funkci budeme pozorovat smérem zleva doprava. To ale neplati pro G, (14), ktera je v
tomto sméru nekauzalni. Nyni si pfedstavime, ze otoCime smér pozorovani Sifici se
viny. Budeme tedy piedpokladat, ze vina ma zdroj nékde napravo od mista pozorovani a
Sifi se smérem vlevo. Pfenosova funkce G, se v tuto chvili stdva kauzalni a funkce G, se
stava nekauzalni. Diive jsme zjistili, Ze celkovou vychylku X; ziskdme jako superpozici
dvou dil¢ich feSeni 4; a B;, jejichz podoba je spjata s prislusSnymi pienosovymi funkcemi
G, a G,. Jednotlivé komponenty feSeni proto mizeme spojit se dvéma vlnami, pficemz
se kazda siti opanym smérem. Prvni vina, spojend s komponentou A4;, se §ifi smérem
zleva doprava. Druhd vlna, spojena s komponentou B;, se Sifi zprava doleva. Rovnici
(16) tedy muizeme chapat jako rozdéleni celkové vychylky X; na vychylku 4,
zpusobenou vlnou Sifici se doprava, a vychylku B;, zptisobenou vinou §ifici se doleva.
Tato skuteCnost je dilezitd zejména v pozd¢jSich tivahéch, kdy jiz nebudeme pracovat s
nekoneCnym fetézcem voziki, ale s fet¢zcem konecné délky, pro ktery budeme
navrhovat fizeni.

Nyni budeme predpokladat stejny ptipad, ktery je zobrazen na (Obr. 1). Jedna se tedy o
polonekone¢ny systém, ktery se Sifi smérem doprava od aktudtoru. Pokud je jediné
pocatecni vybuzeni systému zplisobeno aktuatorem, bude se vlna $ifit smérem doprava.
Protoze je systém nekone¢ny, vina se nebude moci odrazit zpét a bude nekonecné
putovat v daném sméru. Komponenta celkového feseni 4; je tedy jedina, kterd svoji
hodnotou pfispiva k vychylce X. Komponenta B; ma nulovou hodnotu, protoze
neexistuje zdroj vybuzeni vpravo od libovolné vychylky X; a vlna zptsobena
aktuatorem se nema kde odrazit. Podobny piipad plati pro systém, kde se aktuator
nachéazi vpravo a jedind vlna se S$ifi od aktuatoru smérem doleva. Komponenta B;
celkového feSeni v tuto chvili jako jedina pfispiva k vychylce X, protoze komponenta 4;
nabyva nulové hodnoty.

Pro navrh modelu fizeného systému budeme potiebovat odvodit charakteristickou
funkci systému, kterou popiSeme pienos vychylky X; i-tého voziku na vychylku X,
nasledujictho voziku. Pfenosovd funkce G, presné popisuje pifenos mezi voziky,
nicméné se jedna o funkci, jejiz fad neni celoCiselny. Tato pfenosova funkce proto neni
pfili§ vhodna pro potieby fizeni. Z tohoto divodu musime najit jinou pfenosovou
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funkci, kterd v sobé bude obsahovat veskeré informace o dynamice systému a bude
spliiovat dalsi podminky diilezité pro fizeni.

Nalezeni vhodné aproximace pienosové funkce G, je znazornéno v [3]. Jednim z
problémt, ktery nastava pii fizeni skuteéného systému je pozadavek na fizeni v redlném
Case. Hledand aproximace by proto méla byt vypocetné nendro¢na na vyhodnoceni,
protoze by mohlo dojit k destabilizaci celé soustavy nasledkem dlouhého vypoctu jeji
hodnoty.

Vysledné podoba pienosové funkce nemusi byt naprosto ptresnd, je dostacujici, pokud s
pfedchozim pfedpokladem pro vypocetni nendrocnost splilovala nasledujici 3
podminky.

1. Zpusobi pohlceni pfichozi viny a pfenese tuto vinu na nésledujici vozik, aniz by
zpusobovala omezeni v ustaleném stavu

2. Statické zesileni (zesileni v ustaleném stavu) pfenosové funkce ma hodnotu 1

3. Je s ni spojeno dopravni zpozdéni nebo ptechodovy d¢j, ktery je pfiblizné
druhého tadu

(30)

S ptihlédnutim k podminkdm vySe Ize jako vhodnou aproximaci zvolit pfenosovou
funkci charakterizujici kmitavy ¢len druhého tadu, ktery bude mit polovi¢ni hodnotu
kritického tlumeni (kritické tlumeni nastava pro =1 )

2 2
W
_ n N i 31

p2+2§wnp+oofl p2+oonp+ou,21 D

w

G(p)

4.2 Odvozeni zakona Fizeni a sestaveni zpétnovazebni smycky

Poslednim problémem, ktery musime vyfesit pfed navrhem zpétnovazebni smycky, je
nalezeni zdkona tizeni pro regulator. V této ¢asti vyuzijeme nékteré predchozi znalosti a
uvahu k odvozeni hledaného piedpisu. Pfi ndvrhu regulatoru budeme uvazovat nulové
nebo velmi malé tlumeni.

Z ptedchozi kapitoly je ndm znadmo, ze celkova vychylka aktuidtoru ma hodnotu souctu
dvou vln, z nichz se jedna §ifi smérem zprava doleva a druha zleva doprava (18).
Bohuzel nejsme schopni pfimo méfit jednotlivé slozky feSeni 4y, a By, Mizeme ale
zméfit jejich superpozici Xj. Pro ziskani vychylky X, nam poslouzi ¢idlo métici zménu
polohy. Samotnd vychylka aktuatoru ale neni dostate¢nou informaci k uspéSnému
navrzeni fizeni pro soustavu. Dalsi informace, kterou budeme potiebovat k ispésnému
fizeni systému, je vychylka prvniho voziku. Na rozhrani mezi prvnim vozikem a
aktuatorem totiz dochazi k zanedbatelnému dopravnimu zpozdéni. Miizeme tedy ziskat
informaci potfebnou pro fizeni téméf ihned po vybuzeni systému vstupem. Vychylku
voziku ziskdme stejnym zpiisobem jako vychylku aktuétoru, pouzijeme ¢idlo snimajici
zménu polohy.
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X,=A4,+B, (32)

Nejdiive si opiSeme vzorec pro vypocet vychylky prvniho voziku a poté pouzijeme
vztahy (21) pro pfepsani do vhodnéjsiho tvaru

X,=A,+B,=G A,+G "B, (33)
Vynasobenim rovnice (33) hodnotou G se zbavime ¢lenu G7 a  dostaneme
GX,=G’4,+B, (34)

Ze vztahu (34) si vyjadiime By, dosadime do (32) a vyjadiime si 4,

By=GX,~G*4,=G (X ,—G 4,) (35)
X,=4,+G(X,—G4,) (36)
AOZXO_G(XI_GAO) (37)

Ptedchozi tivahou jsme dokazali, ze ke spravnému urceni vin 4, a By ndm sta¢i zméfit
pouze dvé hodnoty. Prvni potfebna hodnota je vychylka aktuatoru X,. Druhou informaci
pottebnou k identifikaci obou vIn je vychylka prvniho voziku X;. Znalost téchto dvou
vychylek miizeme vyuzit ke spocitani hodnot 4, a By pomoci vztahii (35) a (37).

Nyni mame témét vSechny potifebné udaje, které jsou nezbytné k uspéSnému fizeni
soustavy. Posledni otazkou, kterou musime vyfesit, zstavd zdkon fizeni. K navrzeni
predpisu pro regulator je potfeba se zamyslet nad nékterymi vlastnostmi fizeného
systému. Budeme uvaZovat ideédlni piipad, kdy v systému nebude piitomné zadné
tlumeni. Bez ptitomnosti spravné fungujiciho regulatoru bude soustava velmi dlouho
kmitat, protoze soucasti soustavy neni zadny tlumic. Z této vlastnosti systému mizeme
vycist, Ze soustava musi byt pfesné na pozadovaném misté po uvedeni do klidu pomoci
reguldtoru. Pokud by soustava nebyla na pozadovaném misté po skonceni pohlcovani
vibraci regulatorem a na vstup by se pfivedl signal, ktery by mél odchylku opravit,
doslo by k dal§imu vybuzeni systému.

Dalsi vlastnost, kterou se regulator musi fidit, lze odvodit z chovani systému
reprezentovaného pomoci schématu (Obr. 3). Zamétime se na ptipad, kdy na vstup
soustavy pfivedeme piimo pozadovanou odchylku. Predpokladame tedy, Ze W =4,
Vlna 4, putuje systémem az na jeho konec, kde se odrazi. Pfi odrazu dochazi ke zméné
sméru Sifeni. Vlna se §ifi zpét k aktuatoru, az se z ni po pruchodu prvnim vozikem stava
By. Po zklidnéni systému, které nastane diky aktivnimu pohlcovani vibraci se vSak
hodnota B, ustali na stejné hodnoté, jakou méla 4, ve chvili vybuzeni systému.

Tento fakt vyplyva z charakteristickych vlastnosti (30) pfenosové funkce G, (13).Prvni
vlastnost nam fik4, ze se vlna Sifici systémem nejdiive pohlti a poté pfenese na
nasledujici vozik bez jakéhokoliv tlumeni nebo vlivu na ustaleny stav. Druha vlastnost

nam fika, Ze zesileni v ustaleném stavu ma hodnotu 1. Vlna proto v pribéhu putovani
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nemeni svoji maximalni amplitudu.

Pokud bychom hodnoty 4, a By dosadili do vztahu pro vypocet vychylky libovolného
voziku (16), dostaneme X,=A,+B,=2W . Tento vysledek je ale v rozporu s nasi
pozadovanou vychylkou, kterd je poloviéni. Problém lze vyfeSit pfivedenim pouze
polovi¢ni hodnoty pozadované vychylky.

Z predchozi uvahy dostavame
A=B=—W (38)

X,=A4+B=W (39)

Zamétime se na model systému (Obr. 4). Budeme uvazovat vybuzeni systému
libovolnym vstupnim signalem. Jeho konkrétni podoba neni dillezitd. Vybuzenim vzniké
vlna A, kterd se §ifi systémem, dokud se nevrati jako odrazena vlna B,. Protoze se
aktuator nehybe a nedochéazi k pohlcovani vracejici se vilny, dochazi k opétovnému
odrazeni B, zpét do soustavy. V systému neni pfitomné zadné tlumeni, viny se tedy
budou S§ifit donekonecna tam a zp¢t.

Z ptedchozi uvahy plyne, Ze spravny pohyb aktuatoru je dulezity jak pro pohlceni
vracejici se viny, tak pro dosazeni pozadované vychylky. Pohyb aktuitoru nemusi byt
nutné harmonicky (zalezi na charakteru vstupniho signélu). Pro spravné fizeni musi byt
znama soucasna hodnota By. Tato hodnota je zpracovana a nésledné predana aktuatoru,
ktery na ni reaguje vhodnym pohybem. Pohyb levé hranice zplsobi pohlceni viny By,
ktera by se jinak odrazila zpét do systému. Nedochazi tak k nekone¢nému Sifeni viny
jako v pfipadé nepohyblivé levé hranice. Aktuator v prib&hu pohlcovani viny B,
pribézné méni svoji polohu v zavislosti na hodnoté B,, dochazi tak k postupnému
pohlceni vibraci. Na konci procesu pohlcovani se vina A4, ustali na konecné hodnot¢,
projde systémem a vrati se jako By. Systém je v tuto chvili v klidu, je ale vychylen o
pozadovanou hodnotu W.

Z chovani vin pii prichodu systémem jsme schopni odvodit zakon fizeni pro hledany
regulator. V idealnim piipad¢€ odpovida vstup systému pocatecni hodnoté viny 4,. K této
hodnoté se pficita aktualni hodnota viny B,. Vstup regulatoru je tedy roven souctu
poloviny pozadované hodnoty a viny B,. Dostavame nasledujici vztah pro zakon fizeni.

=%W+B0 (40)

Nyni mdme vSechny potfebné udaje, které potfebujeme k navrzeni funkéni
zpétnovazebni smycky. Piiklad takovéto zpétnovazebni smycky, kterd vyuziva principy
vlnového fizeni ke stabilizaci soustavy je na (Obr. 5)
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(Obr. 5) Schéma zpétnovazebniho obvodu vyuzivajiciho princip vinového fizeni

Idealni regulator je reprezentovan scitacim uzlem. V uzlu se k polovi¢ni hodnoté¢
pozadované vychylky pfida aktualni hodnota vracejici se viny By. Pro spravnou funkci
celé smycky je potifeba spocitat pfechodovou funkci mezi aktuatorem a prvnim
vozikem, kterd je vSak odlisna pro riizné pocty vozikii. Namétené hodnoty vychylek X,
a X; putuji zpétnou vazbou ptes bloky G zpét do regulatoru. Bloky G obsahuji
aproximaci vinové prenosové funkce (31).

4.3 Stabilita zpétnovazebni smycky

Prozatim jsme uvazovali o modelu, ktery obsahuje pouze idealni ¢ésti. Realny systém
nikdy nebude pfesné odpovidat nasemu modelu. Jednim z divodi jsou naptiklad
nedokonalé soucastky, které nebudou spliiovat piesné parametry piredpokladané v
modelu. Na skuteCnou soustavu mohou pusobit neptfedvidatelné poruchy, které v
modelu neuvazujeme.

Z téchto divodl je potfeba prozkoumat stabilitu systému. Schéma zpétnovazebniho
obvodu vyuzivajiciho vlnové tizeni (Obr. 5) nejprve pomoci algebry blokovych schémat
pfevedeme na tvar, ze kterého snadno odvodime pienos oteviené zpétnovazebni
smycky.

+ - + - +
R R = F
+ + + i + = =
S e T s 6 8 T
G G G
L2
G

(Obr. 6) Pievod z vlnového fizeni na zpétnovazebni smycku
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Piimo urcit pfenos oteviené zpétnovazebni smycky v modelu z (Obr. 5) je pomérné
slozité. Tento model proto nejprve pievedeme na jeho ekvivalent, ve kterém poté
snadno ur¢ime hledany pfenos. Na (Obr. 6) je zndzornény postup pireusporadani
ptenosovych bloki pomoci algebry blokovych schémat.

Po uspofadani ndm ve schématu vznikaji dva samostatné sériové pienosy LI a L2,
jejichz hodnoty snadno spocitdame podle nasledujiciho postupu. Celkovy ptenos

oteviené zpétnovazebni smycky poté ziskdme jako soucin téchto dil¢ich ptenost.

L=F-F(F'G)=F-G

G
1-G*

L==(L,L,)=——(G~F) (41)

Nyni zndme pienos oteviené regulacni smycky, mizeme proto prozkoumat stabilitu
fizeného systému pomoci Nyquistova kritéria. V posledni kapitole budeme zkoumat
soustavy, které jiz nebudou obecné, ale budou se skladat z kone¢ného poctu voziki. Pro
analyzu stability uzaviené smycky a odezvy fizenych systému si zvolime jeden, dva a
pét voziki.

Pti aproximaci charakteristické pfenosové funkce Ga (13) pienosovou funkci G (31) a
nasledné konverzi na zpétnovazebni fizeni mize dojit k destabilizaci celé uzaviené
smycky vlivem pftilisSného tlumeni. Pokusime se tedy prozkoumat hodnoty tlumeni, pro
které se jednotlivé soustavy stavaji nestabilni.

Pocet voziku: 1 Pocet voziku: 2 Pocet vozika: 5
2 ] 2 2
w1 o1 o 1
x x X
< < <
b ey 2
g o+ _g 0+ g 0+
[®)) (@] (o))
(9] (0] @
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-2 -2 -2
-1 -0.5 0 0.5 1 -1 -0.5 0 0.5 1 -1 -0.5 0 0.5 1
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(Obr. 7) Nyquistovy frekvenéni charakteristiky a metoda root locus
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Na (Obr. 7) vidime Nyquistovy frekvenéni charakteristiky spole¢né s polohami pold,
které jsme vytvofili pomoci metody geometrického mista kofenti. Pii pohledu na polohy
kofent je patrné, Ze se vSechny uzaviené smycky mohou stat nestabilnimi pro urcité
hodnoty zesileni. Soustava s jednim vozikem je nestabilni dokonce i pokud hodnota
koeficientu tlumeni nabyva hodnoty 0. V pfipadé jednoho voziku proto snizime tuhost
pruziny na polovinu ( k=50Nm~' ). U viech systémii budeme zpo&itku uvazovat
koeficient tlumeni 5=0.001 a budeme ho postupné zvySovat, dokud nenalezneme
mez, pro kterou se jednotlivé soustavy stavaji nestabilni. Nasleduji hodnoty bezpecnosti
v zesileni a ve fazi pro po¢ateéni konfigurace ( k=100 N m ' (50),5=0.001, m=1 )

Systém s jednim vozikem - Gm=9.86dB, Pm=56.8°
Systém se dvéma voziky - Gm=6.02dB,Pm=45.1°
Systém s péti voziky - Gm=5.07dB, Pm=38.3°

Nejlepsich hodnot v obou bezpecnostnich indexech dosahuje systém s jednim vozikem,
naopak nejmensi hodnoty nalezneme u soustavy s péti voziky. Pro zvySujici se pocet
vozikli pozorujeme pokles bezpeCnostnich indexi v zesileni i ve fazi. Obvykle
pozadujeme hodnoty Gm=6dB,Pm=30° . Prvni dvé soustavy pozadavky spliuji.
Systém s péti voziky mé dostateCnou bezpecnost ve fazi, ale uz nedosahuje potiebné
hodnoty u bezpecnosti v zesileni.

Nyni se podivame na vliv hodnoty koeficientu tlumeni b. Nésledujici tabulka obsahuje
hodnoty bezpecnosti v zesileni a ve fazi pro riizné hodnoty b

N=1
b Gm(dB) Pm(°)
0.001 9,86 56.8
0.01 9,88 57
0.1 10,1 59
0.29 10,6 63,4
N=2
b Gm(dB) Pm(°)
0.001 6,02 45,1
0.01 6,03 46,1
0.1 6,11 52,4
1 6,93 63,2
1,99 7,87 77,9
N=5
b Gm(dB) Pm(°)
0.001 5,07 38,3
0.01 5,07 46,9
0.1 511 50,2
1 5,52 53.7
6,61 8,02 81,6

(Tab. 1) Vliv hodnoty koeficientu tltumeni na bezpecnostni indexy

(Tab. 1) obsahuje zménu bezpecCnosti v zesileni a ve fazi pro ménici se koeficient
tlumeni. Poc¢ate¢ni hodnota je tak zanedbatelnd, Ze v soustave v tu chvili neni prakticky
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zadné tlumeni, nemusime proto zkoumat jesté niz$i hodnoty, protoze na indexy
bezpecnosti to jiZz nema zadny vliv. U vSech systémi je vidét, Ze koeficient tlumeni se
stoupajici hodnotou vylepsuje jak bezpecnost v zesileni, tak bezpecnost ve fazi, az do
kritické meze, kdy se systém stava nestabilni. Tato mez je u kazdého systému uvedena
jako posledni.

Za zminéni také stoji vliv ostatnich parametrti soustavy na hodnoty indexi bezpec¢nosti.
Zafixujeme hodnotu a hmotnosti m a budeme ménit hodnotu tuhosti £ v rozumném
rozmezi kolem ptvodni hodnoty.

Pti zmén¢ tuhosti pruziny dochézi ke zlepSeni obou indexi, pokud tuhost zmensime. Pti
zvétseni tohoto parametru klesaji hodnoty bezpecnosti v zesileni i ve fazi.

V ptipadé¢ zvétSujici se hmotnosti vozikidi dochazi k nérGistu obou bezpecnostnich
indexd. Snizeni hmotnosti vede k poklesu hodnoty bezpecnosti v zesileni i ve fazi.

Z pohledu robustnosti vici neurcitosti v zesileni i ve fazi jsme na pocatku jisté nezvolili

nejlepsi kombinaci parametri systému. Bezpochyby bychom dokézali najit soustavu s
lepsi konfiguraci, to je vSak u redlného systému témét nemozné.
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5 Simulace konkrétnich systémi

V této kapitole upustime od obecnych ptedpisii a budeme se zabyvat simulacemi
konkrétnich systému. Jako budici signal budeme pouzivat zejména skok a rampu. Pro
simulace miZeme pouzit témeéf jakykoliv signal. Jedind podminka, jejiZz splnéni
pozadujeme, je ustdleni pozadované vychylky na konstantni hodnoté. Pokud nedojde ke
splnéni podminky, aktuator bude stale vysilat dal§i vibrace do systému, a nikdy tak
nedojde k jejich uplné absorpci. Nejprve se zamétime na nejjednodussi mozny systém,
ktery se skladd pouze z aktuatoru a jediného voziku. Schéma systému popisuje

nasledujici model v systému Simulink

x' =Ax+Bu
"1 y = Cx+Du > I:I
Prenosova funkce z Vystup systému

aktuatoru na 1. vozik

3 wnh 2

S2+wn s+wnh2

Aproximace G

wn"2

P +wn.s+wnh2

Aproximace G

(Obr. 6) Schéma simulované soustavy

Stejné schéma pouzijeme i pro fizeni ostatnich soustav. Jediny rozdil bude v prenosové
funkci, ktera bude ulozena v bloku State-Space.

Jiz diive jsme si uvedli prenosovou funkci (26), kterd reprezentuje prenos signalu z
aktudtoru na vozik. Model tedy sestavime pomoci (Obr. 5) a za prenosovou funkci

X
YI dosadime hodnotu (26)

0

Trajektorie 1. voziku - systém s jednim vozikem
T T T T

2 T T
1.8+ =
1.6 -
1.4+ =
—1.2F -
E
1)
= 1r -
<
]
>
= 0.8
0.6
0.4 Jednotkovy skok .
Rampa
0.2 Skok - Stavovy regulator _
’ Neregulované soustava
O 1 1 1 1 1 1
0 1 2 3 4 5 6 7

Cas (s)

(Obr. 7) Odezva jednohmotového systému na riizné signaly
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(Obr. 7) popisuje chovani jednoduchého systému sestavajiciho z aktuatoru a jednoho
voziku. Systém byl z poc¢atecniho ustdlené¢ho stavu vybuzen dvéma rGznymi signaly.
Nejprve jsme pouzili jednotkovy skok. Z charakteru odezvy na jednotkovy skok je
dobfe patrné, Ze pracujeme se systémem druhého tadu. Trajektorie obsahuje dobie
tlumené kmity, neobsahuje ale sekundarni kmity, které by indikovaly systém vyssiho
fadu. K utlumeni soustavy dochéazi v ¢ase kolem 2 sekund. V ptipad€é druhého vstupu,
jimz je rampa se sklonem 2.5m-s~' , dochazi k pomalej$imu nabéhu na pozadovanou
hodnotu. Za zminéni stoji velikost piekmitu. V piipadé vybuzeni rampou je témét
zanedbatelny ve srovnani s ptipadem, kdy systém vybudi jednotkovy skok. Piestoze ma
rampa podstatné pomalej$i nabéh na pozadovanou hodnotu nez jednotkovy skok,
dochdzi k ustaleni soustavy pfiblizné¢ po 2 sekundach, tedy po stejné dobé jako pfi
vybuzeni systému skokem. Soustava fizena stavovym reguldtorem ma velice pomaly
nab¢h a prekmit, ktery tvoii asi 10% pozadované hodnoty. Tento systém se ustali v Case
kolem 7 sekund. Posledni kiivka ukazuje chovéani systému, ktery je vybuzeny
jednotkovym skokem, ale neobsahuje zapojenou zpétnou vazbu. Soustava se sama ustali
za dobu kolem 100 sekund, protozZe uvazujeme pomérné malé tlumeni.

U soustav vySSich fadt dochéazi u poslednich voziku k podobnym trajektoriim pfi
pouziti rampy i skoku jako budicich signald. Z tohoto divodu se zaméfime na chovani
prvniho voziku. Pokud u téchto systémil prozkouméame trajektorie prvniho voziku po
vybuzeni jednotkovym skokem a rampou, dojdeme k zavéru, Ze vybuzeni rampou
vyvolavd podstatné mens$i vibrace. V nasledujicich simulacich je soustava buzena
rampou se sklonem, ktery zajisti rozumny nédb&h na pozadovanou hodnotu, nevyvola
vSak takové mnoZstvi vibraci jako v ptipad¢é jednotkového skoku Odezvu také
porovname s vystupem soustavy fizené stavovym regulatorem.

Nyni se budeme vénovat systému, ktery neobsahuje jeden, ale jiz dva voziky. V tomto

X
piipadé dochazi ke komplikaci v podobé zmény pienosové funkce Yl . Druhy vozik
0
méni dynamiku celého systému, ma tedy i vliv na podobu pienosu signalu z aktuatoru
na prvni vozik. VyuZzitim vztaht (24) a (25) si vyjadiime podobu vychylky X, a X; v
systému se dvéma voziky (n = 2).

X,=A,+By=A4,+G’ 4,

X,=A4,+B,=G A,+G" 4, (42)

Ptenos z aktuatoru na prvni vozik ziskame jako podil —— , pouzitim pravidla (26)
0

vysledek zjednodusime a nakonec dosadime ptenosovou funkci Ga (11). Dostaneme

nasledujici hodnotu pfenosové funkce mezi aktuatorem a prvnim vozikem

__ 0.1 p°+100 p’+20 p+10000
p*+0.3 p’+300 p°+20 p+10000

(43)

1,0
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Pro simulaci dvouhmotového systému pouzijeme stejné schéma (Obr. 5) jako v ptipadé
jednohmotové soustavy. Jediny rozdil bude v podobé pienosové funkce mezi
aktuatorem a prvnim vozikem, kterd v tomto piipadé bude mit hodnotu (43)

Trajektorie 1. voziku - systém se dvéma voziky
T T T T

1.2 T

T

/\\//\ \//\ \//\ AT e =

Vychylka (m)
o o
o -]
T T

o
IS
T

Jednotkovy skok
Rampa
Skok - Stavovy regulator

0.2

Cas (s)

(Obr. 8) Odezva systému se dvéma voziky na rizné budici signaly

U systému (Obr. 8) se dvéma voziky nam vzristd doba potfebnd k ustaleni systému. V
piipadé vybuzeni pomoci jednotkového skoku trva zhruba 6 sekund nez se vychylka
pohybuje v pfijatelnych mezich. V prvni periodé¢ odezvy miizeme spatfit naznak
sekundarniho kmitu, ktery vSak velmi rychle vymizi, v dalSich periodach jiz neni
patrny. 1 v piipadé vybuzeni rampou se sklonem 3ms ' je doba ustaleni del§i nez v
piipadé systému s jednim vozikem. V této situaci mé doba ustaleni hodnotu kolem 4
sekund. Doby ustaleni se li$i na rozdil od ptedchoziho ptipadu, kdy byly téméf shodné
pro oba vstupni signdly. Soustava fizena stavovym regulatorem se v této situaci ustaluje
v ¢ase kolem 13 sekund.

Posledni simulaci provedeme na systému, ktery se bude skladat z péti vozikt. Jedna se o
systém 10. fadu, prenosova funkce z aktudtoru na prvni vozik tedy bude také 10. fadu.
Stejn¢ jako v pfedchozim ptfipad€ si vyjadiime vychylky aktudtoru a prvniho voziku
pomoci vztahil (24) a (25). Pro soustavu s péti voziky dostavame

Xo=Ao+ Bo=A4,+G" 4,
X,=A4,+B,=G A,+G" 4, (44)
Pouzijeme diive zminény postup pro ziskani prenosové funkce

X, G4,(1+G°) G(1-G+G—..+G")
X, 4,(1+G")  1-G+G—..+G"

(45)
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Piesnou podobu pienosové funkce (45) si nebudeme uvadet, je pomérné slozita (10. ¥ad)
a pro nase potieby zde nemusi byt zminéna.

12 Trajektorie 1. voziku - systém s péti voziky
. T T T T T T T

[ary
T

/\/\v/\/\/\/\/\/ N

o
0
T

Vychylka (m)
o
(o)}
T

0.4 -
0.2 .
Jednotkovy skok
Rampa
Skok - Stavovy regulator
0 I I 1 1 1 1
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

(Obr. 9) Odezva systému s péti voziky na rizné budici signaly

V piipadé vybuzeni rampou se sklonem 2.5ms' nedochazi k vyvolani podstatnych
vibraci, regulator tedy vSechny rezidudlni vibrace vyrusi kolem 4 sekund. Pokud ale
soustavu vybudime jednotkovym skokem, vyvolané oscilace jsou mnohem vétsi a jejich
pohlceni trva regulatoru mnohem déle, okolo 10 sekund. Pfi dalSim zmenseni
koeficientu tlumeni nartistd doba potiebna k pohlceni rezidualnich vibraci.

Pro vétsi pocet vozika dochazi pii malém tlumeni ke stale vétsi dobé potiebné k ustaleni
soustavy. Pro velmi malé hodnoty tlumeni se tato doba blizi dob¢ ustaleni systému,
ktery je fizeny stavovym regulatorem. Rozdil se snizuje se zvySujicim se poctem
voziki, 1ze proto predpokladat, ze i kdyz se pro soustavy nizkého fadu stavovy regulator
nevyrovnd vlnovému fizeni, pro systémy vyssich fadu by mohl byt lepsi volbou.

Pti navrhu stavového regulatoru vysokého fadu vsak nastava problém v podob¢ vypoctu
inverzni matice pro matici, kterd je témet singuldrni. Jiz malé nepfesnosti v matici k
mohou vést k destabilizaci celé smycky.
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6 Zavér

Cilem této prace bylo seznamit se s principem vinového fizeni vicehmotovych pruznych
systémll a posléze navrhnout regulator zaloZzeny na tomto principu. Nejprve jsme
odvodili obecny stavovy popis pro zkoumany systém na zakladé¢ pohybovych rovnic
nekonecného fetézce. Analyzou nekonecného fetézce jsme ziskali predpis pro
charakteristickou pienosovou funkci tohoto fetézce, ktera dokonale popisuje soustavu.
Ukazali jsme si, jak sestavit vlnovy model nekonecného systému pomoci
charakteristické ptfenosové funkce, ktera je necelociselného tadu.

Pomoci vztahti v odvozenych z modelu jsme ziskali raciondlni pienos z aktuatoru na
prvni vozik v fetézci. Tento vztah se ukazal jako velmi dilezity pii navrhu vinového
fizeni. Uvedli jsme si aproximaci charakteristické pienosové funkce, ktera je vhodna
pro fizeni v realném case z divodu vypocetni nendrocnosti jeji hodnoty. S vyuzitim
nékterych znalosti o této aproximaci jsme odvodili pozadavky na zapojeni
zpétnovazebni smycky a také fidici zakon pro vlnovy regulator.

Pti konverzi z vinového na zpétnovazebni fizeni mize vlivem nepiesnosti v aproximaci
pfenosové funkci dojit k destabilizaci smycky vlivem tlumeni. Proto jsme proveéfili
stabilitu zpétnovazebniho fizeni pro rizné hodnoty tlumeni a identifikovali meze, kdy se
soustavy stavaji nestabilnimi.

Nakonec jsme sestavili smycku zalozenou na fizeni pomoci vinového principu a ovefili
funkénost regulatoru fidit soustavy s konkrétnimi poéty voziki. Rizeni jsme porovnali s
fizenim soustavy pomoci stavového regulatoru navrzeného podle Butterworthova filtru.
Ve vsech pfipadech se vinové fizeni ukazalo byti u¢innéjsi nez stavovy regulétor. Pro
systémy vyssich fadu se vSak rozdil zmensuje a je tak mozné, Ze stavovy regulator je u
sloZitejSich soustav lepsi volbou.

Do budoucna by se problém stability mohl fesit naptiklad nalezenim lep$i aproximace
charakteristické ptrenosové funkce, diky které by soustava byla robustnéjsi vici vlivu
tlumeni. Za zminku stoji také implementace jiného regulatoru nez stavového nebo navrh
stavového regulatoru pomoci jiného kritéria.
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