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Abstrakt

Tato prace je zaméfena na statické a dynamické modely tfecich sil a na implemen-
taci téchto modelu v prostredi MATLAB. Nejprve jsou modely tfecich sil otestovany
na zkusebnich prikladech (samobuzeny kmitajici hmotny bod na péasu, hmotny bod
na drsném povrchu buzeny periodickou silou a hmotny bod tazeny po drsném po-
vrchu konstantni rychlosti) a nasledné jsou aplikovany na model kmiténi trojice lopa-
tek provazanych trecimi ¢leny. Je zde analyzovana odezva tohoto systému pii pouziti
ruznych modelu trecich sil a druhu buzeni. Pozornost je vénovana posouzeni vhod-
nosti pouziti jednotlivych statickych a dynamickych modelu ttecich sil. Vysledky jsou
vyhodnoceny s ohledem na kvalitativni aspekty odezvy, vypocetni ¢as a vliv fesicu
obycejnych diferencialnich rovnic.

Klicova slova: tteci sila, model trojice lopatek se tfecimi ¢leny, Coulombuv model,
Karnoppuv model, Dahluv model, LuGre model, elasto-plasticky model.



Abstract

This work is focused on the static and dynamic models of friction forces and their
implementation in MATLAB. First of all, these models are tested on benchmark mo-
dels (self excited point mass on a belt, a point mass on a rough surface excited by
periodic force and a point mass dragged over rough surface with constant speed) and
then they are applied on the model of tripple blades with friction dampers. The re-
sponse is analyzed while using various friction models and different ways of excitation.
The attention is focused on the evaluation of the suitability of the static and dynamic
friction force models. The results are evaluated with regard on qualitative aspect of the
response, computing time and the influence of the ordinary differential equations solver.

Key words: friction force, model of tripple blades with friction dampers, Coulomb’s
model, Karnopp’s model, LuGre model, Dahl’s model, elasto-plastic model.



1 Uvod

Tieni! je jev doprovézejici pohyb mechanickych systémi, kde dochdzi k pifmému kon-
taktu ploch. V mnohych pifpadech je tfeni nezddouci, nebot zptisobuje tinavu a posko-
zeni materialu doprovazené generovanim vysokych teplot. Naopak lze tieni vyuzit pro
spravnou funkci fady systému. Jako piiklad lze uvést mechanické brzdy automobilt,
které vlivem tteni zastavi pohyb disku kol. Dalsim vyuzitim je tfeci spojka, v niz tfeni
umoznuje prenést kroutici moment od motoru na diferencidl. Jinym ptikladem pak mo-
hou byt spojovaci prvky typu hieb, kdy tfeni mezi hiebem a spojenymi ¢astmi udrzuje
soustavu pohromadé.

Pfi feSen{ problémii zahrnujicich tfeni, at jiz v negativnim nebo pozitivnim smyslu,
je tfeba zvolit vhodny matematicky model tfeni. Tteni jako takové je velmi komplexni
jev, ktery byl zkoumam po staleti mnohymi védci. Jedna z prvnich praci pojednavajici
o tfeni se objevila v Sestnactém stoleti na zakladé studii Leonarda da Vinci, ktery
konstatoval, ze tfeci sila je primo imérna normalové sile, ale pusobi v opacném sméru
nez relativni rychlost mezi dvéma télesy. Pozdéji se k da Vincimu ptipojil Amontons
a na jejich praci navazal Coulomb, ktery ji rozsitil o poznatek, ze tieci sila neni zavisla
na velikosti relativni rychlosti a sestavil prvni matematicky model. Zavedl pouze je-
den parametr, kterym je koeficient tfeni. Coulombuv model lze povazovat za zdklad
modernéjsich modeli. Nedokaze vSak simulovat mnoho diléich jevi. V okoli nulové re-
lativni rychlosti je nespojity, coz zpusobuje problémy s vypocetni stabilitou a ¢asovou
naroc¢nosti vypocétu.

Dalsi vyzkum treni naznacil, Ze na téleso v klidu pusobi vétsi treci sila nez na
téleso v pohybu. Zavadi se tak dva ruzné koeficienty tieni. Jeden pro ptipad, kdy
je téleso v klidu, reprezentujici statickou tteci silu a druhy, kdy je téleso v pohybu,
reprezentujici dynamickou (kinetickou) tteci silu. Tento poznatek vede k fenoménu
ulpivéni (stiction), ktery je charakteristicky narustem treci sily pii nulové relativni
rychlosti mezi kontaktnimi plochami. Ulpivani brani télesu v pohybu, dokud neni vy-
vinuta dostatecna sila, ktera prekona statickou slozku tteci sily. Tento jev znesnadnuje
modelovani a simulace mechanickych systému. Navic je tieba zvolit vhodny model,
ktery dokaze jednak simulovat ulpivani, ale také prechod mezi statickou a dynamickou
slozkou tieni.

Timto prechodem se zabyval Stribeck, ktery pro malé rychlosti experimentalné
dokazal, ze treci sila klesa se zvysujici se relativni rychlosti. Tento spojity pokles treci
sily si protifeci s nespojitosti tfeci charakteristiky pii pouziti pouhych dvou koefici-
entu. Jev je pak popsan tzv. Stribeckovou kiivkou. Pfechodem mezi koeficienty se dale

Unspirace k tivodu byla éerpana z [6].



zabyval Rabinowicz, ktery experimentalné ukazal, ze tfeni neni pouze funkei relativni
rychlosti, ale také vychylky. Bylo dokazano, Ze nejvétsich hodnot tieci sila dosahuje
pro malé vychylky. Dale bylo experimentdlné dokazano, ze pokud se aplikuje sila na
dveé télesa, kterd se dotykaji, dojde vzdy k vychylce vlivem povrchové elasticity. Tento
jev malych posuvi v mezi elastickych deformaci, kdy pusobici sila je mensi nez sila
potfebnd k pohybu télesa, se nazyva predskluzové vychylka (pre-sliding displacement).

Vysvétleni tohoto jevu spoc¢iva v elastické deformaci drsnosti kontaktnich povrchu.
Teorie adheze tika, ze za pritomnosti normalového zatizeni ma drsny povrch tendenci
prilnout. P1i aplikovani sily k vynuceni pohybu, ma toto pouto snahu se rozpojit. Nez
se tak stane, drsnost povrchu by se nejprve méla elasticky a pak i plasticky deformovat,
coz zpusobi relativni vychyleni kontaktnich povrchu. Jakmile se spojeni mezi drsnostmi
prerusi, dojde posunu mezi plochami.

1.1 Cile prace

Cilem této bakalaiské prace je analyzovat riuzné statické a dynamické modely tfecich
sil na testovacich modelech a aplikovat je na model ttecich ¢lent olopatkovaného disku.
Na zékladé odezvy pak bude porovnana vhodnost pouziti statickych a dynamickych
modelu ttecich sil. Cile 1ze formulovat do néasledujicich kroku:

e Uvod a analyza soucasného stavu problematiky;,
e implementace testovacich 1loh a kvalitativni porovnani vysledku,
e aplikace na kmitani trojice lopatek se tfecimi ¢leny,

e analyza vysledku s ohledem na vypocetni ¢as, vliv Tesicu a kvalitativni aspekty
odezvy,

e zaver, celkové zhodnoceni préce.



2 Vybrané modely treni

Tteni je komplexni jev, hrajici vyznamnou roli ve studiu mechanickych systému. V této
kapitole budou uvedeny zakladni statické a dynamické modely tteci sily. Prvotni pod-
klady pro zkoumén{ byly ¢erpdny ze clanku [1], kde byly vybrany ¢tyti statické a tii dy-
namické modely tfeni a hodnoty parametru. Tyto modely byly mezi sebou porovnavany
s ohledem na presnost vypoctu, citlivost na volbu fesice a vypocetni narocnost. V této
kapitole budou strucné popsany.

2.1 Statické modely treni

Statické modely tireni vyjadiuji zavislost tieci sily jako funkci relativni rychlosti v kon-
taktnim bodé. Popisuji vliv tfecich sil v mechanickych vazbach na makroskopické
urovni, piicemz vétsina nezahrnuje ulpivani (stiction). Ulpivani je vlastnost tfeci sily,
ktera brani v relativnimu pohybu hmoty a teprve po vyvinuti dostatecné sily, kdy do-
jde k prekonani statické tteci sily, dojde k relativnimu pohybu hmoty po povrchu nebo
vice hmot vuci sobé.
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Obr. 2.1: Coulombuv model: zavislost tieci sily na relativni rychlosti
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2.1.1 Coulombuv model treni

Coulombtuv model je zakladnim modelem tfeni. Tento model je silnym zjednodusenim
skutecnych pusobicich trecich sil, nicméné v radé pripadu poskytuje dostateéné presnou
aproximaci tfecich sil. Tteci sila je v tomto pripadé dana jako

(%

F=F—, (2.1)
[l

Fd = [Lan s (22)

kde Fjy je dynamicka slozka tteci sily, uq je dynamicky tieci koeficient, F,, je normalova
sila a v je relativni rychlost mezi télesy. Na obr. 2.1 je vykreslena tieci sila podle Cou-
lombova modelu. Dynamické slozka tfeci sily byla zvolena pro vykresleni F; = 1 [N].

2.1.2 Hladky Coulombuv model treni

Dalsi moznosti popisu tieci sily je aproximace Coulombova modelu 2.1 hladkou funkei.
Existuje vice zpusobu, jak odstranit nespojitost funkce sily, a sice nahrazeni linedrni,
exponencialni nebo trigonometrickou funkei. V tomto ptipadé byla pouzita funkce hy-
perbolického tangentu

F = Fytanh (3> , (2.3)
Vg

kde vy [m/s] je volend tolerance rychlosti. Nyni vsak pii v = 0 [m/s] je tfeci sila nulova
a neni tak mozné timto modelem simulovat ulpivani. Na obr. 2.2 jsou vykresleny tieci
sily podle hladkého Coulombova modelu, kde velikost F; = 1 [N] a velikost toleran¢ni
rychlosti v; se méni. V zéavislosti na volbé vy se kiivka grafu tfeci sily primyka ke
svislé ose popisujici tradiéni Coulombuv model, nyni vSak se spojitym prechodem mezi
zapornou a kladnou hodnotou treci sily.

15
1,
0.5
O,
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-1 vd=5><10‘4
15 Il Il Il Il Il Il Il Il Il I}
1 08 06 04 02 0 02 04 06 08 1

Vo [M/s]

Obr. 2.2: Hladky Coulombtv model: vliv parametru vy na prubéh treci sily
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2.1.3 Rozsiteny hladky Coulombuv model

Tento model vychézi z hladkého Coulombova modelu, kde je pfidana funkce g(v),
popisujici Stribeckuv jev.
Matematicky je model popsan ve tvaru

F = %atan(evrel)g(v) (2.4)

kde funkce g(v) je definovéna jako
g(v) = [Fy+ (F, — Fy)e~(/vstriveer) "] (2.5)

a kde F} je staticka slozka tteci sily, € je parametr ovliviujici tvar funkce atan, vsiipeck
je rychlost, pii které treci sila v ustaleném stavu zacne klesat a v je tvarovy para-
metr kiivky g(v). Na obr. 2.3 jsou zobrazeny tfeci sily podle rozsifeného hladkého

15
l -
05t
—¢=10°
0r ——e=10%
€= 105
05t
1
1.5 Il Il Il Il i Il Il Il Il I}
1 08 -06 -04 02 0 02 04 06 08 1

Vil [m/s]
Obr. 2.3: Rozsiteny hladky Coulomb: vliv parametru € na prubéh treci sily

Coulombova modelu, kde je velikost F;; = 1 [N] a staticka slozka tieci sily ma hodnotu
F; = 1,5[N]. Vlivem zmény parametru € se méni tvar kiivky tfeci sily a je mozné vidét,
7e pro € = 103 se pribeh tfeci sily podoba hladkému Coulombovu modelu. Pro vyssi
hodnoty prubéh funkce jiz zobrazuje plynuly prechod mezi statickou a dynamickou
treci silou, neboli Stribeckuv jev.

2.1.4 Karnoppuv model

Tento model umoznuje simulovat vlastnost ulpivani popsanou v uvodu kapitoly 2.
Ackoliv je vice zpusobu jak Karnoppuv model popsat, v této praci budeme vyuzivat
model (2.6), ktery je blize popsan v [4]

o { min(max(—Fs, Foyt), Fs) lv| < vy

Fysgn(v) [v| > vg (2:6)
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kde F.,; je vyslednice akénich silovych ucinku, pricemz plati, ze tieci sila je mensi nebo
rovna Fi,. Zjisténi sily F.,; nemusi byt snadné, ale pokud je jeji vyslednice znama, pak
Karnopptuv model je relativné efektivni. Tolerance vy nema fyzikalni vyznam a musi se
najit vhodna hodnota pro zajisténi presnosti vypoctu. Experimentovanim se osvédcilo
volit vg o fad mensi nez se voli vgyripect: U dalsich modelu.

2.2 Dynamické modely tireni

Dynamické modely oproti tém statickym pohlizeji na tfeni rovnéz na mikroskopické
urovni. Umoznuji simulovat ulpivani a navic i schopnost hmoty vykonavat predskluzové
vychylky (pre-sliding displacement).

Chovani na mikro-irovni muze byt demonstrovano na deformaci stétinky kartéace,
viz obr. 2.4. Stétinka, kterd se setkd s piekazkou, se nejprve zdeformuje, kde spodni
¢ast zustava na misté a horni pokracuje v pohybu. Pii pohybu v opa¢ném sméru se
Stétinka nejprve narovna, nez se jeji spodni konec opét da do pohybu. Pravé s ohledem
na elastickou deformaci stétinky se zavadi vnitini (stavovd) proménnd z.

Ll -
i,

Z 1
_.,: ‘7

LYY

T,

Obr. 2.4: Tlustrace deformace stétinky [6]

2.2.1 Dahluv model

Dahluv model vychazi z Coulombova modelu, ale navic je rozsiteny o zpozdéni tieci
sily pfi zméné sméru pohybu.

Obecné je také znam jako stétinovy model. Pti zatizeni se Stétinka nejprve elasticky
zdeformuje nez se cely karta¢ posune a po odlehcéeni se opét maji Stétiny tendenci
narovnat. Touto dynamickou vlastnosti tak vytvori prodlevu pii zméné sméru relativni
rychlosti v. Tteci sila je u Dahlova modelu uvazovana ve tvaru

F =o0yz, (2.7)
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kde g je tuhost stétiny a z je vnitini proménnd predstavujici jeji relativni deformaci.
K modelu (2.7) je ptidruzena diferencidlni rovnice popisujici vyvoj stavové proménné
ve tvaru

i=u- (1 - ?;sgn(v))a , (2.8)

kde « je parametr ovliviiujici tvar treci sily a nabyva hodnot 1 < a < 2.

2.2.2 LuGre model

Tento model [3, 9] je vyznamnym vylepsenim Dahlova modelu. Nézev se skladd z akro-
nymu nazvu mést Lund a Grenoble, ve kterych na ném pracovaly skupiny védcu. Tvar
modelu je dan v nasledujicim tvaru

F=0,2+01%2+ 00, (2.9)

kde o, [N/m] je tuhost stétinky jako u Dahlova modelu, o7 [Ns/m] je mikro-tlumeni
a 09 [Ns/m] je viskézni tlumeni. Vnitini proménnd z je vyjadiena nésledovné

i=uw- (1 - ;@Z) sgn(v)) , (2.10)

kde g(v) je funkce zavisejici na rychlosti, kterd zahrnuje jak Coulombuv model tfen,
tak i Stribeckuv jev a lze ji uvazovat v néasledujicim tvaru

g(’U) — Fd —|— (FS . F’d)e_(v/vstm'beck’)’Y . (211)

Zde vgirivecr je rychlost, kdy treci sila v ustaleném stavu zacne klesat a v je tvarovy
parametr kiivky g(v). Pro vétsinu pfipadu lze uvazovat v = 2 [1].

2.2.3 Elasto-plasticky model

Tento model se povazuje za rozsiteni LuGre modelu. Zavadi se nova proménnd Z,
nazyvana "break away distance”, neboli hrani¢ni vzdalenost pii jejimz piekroceni jiz
nedochézi pouze k elastickym deformacim. Tteci sila je ddna formélné shodné jako
u LuGre modelu

F=0,24012+ o9v, (2.12)
nicméné vnitini proménna z je definovana nasledovné

= (1 - a(z,v)g%sgn(v)) . (2.13)

14



Zde a(z,v) je pridany parametr pro zahrnuti predskluzové vychylky

0 2] < 2pa
-1 z
a(z,v) =% 1 (1 + sin (ﬂ%)) Zba < 2| < Zmaz (2.14)
1 ’Z| 2 Zmax

kde 242 = @.
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3 Testovaci modely

Pro ovéreni korektni implementace vyse zvolenych modelu treni byly vybrany t¥i vhodné
testovaci modely. Prvnim testem byl hmotny bod (HB) kmitajici na pdsu. Dalsim byl
tzv. stop-start test a poslednim byl HB tazeny za pruzinu po drsném povrchu. Tyto
testovaci modely jsou popsany podrobnéji nize.

3.1 Hmotny bod kmitajici na pasu

V prvnim testovacim modelu je HB pfichycen pruzinou k pevnému ramu, viz obrazek
3.1. HB déle doléh& na pas, ktery se pohybuje konstantni rychlosti v,. Nasledkem
pusobeni tfeci sily mezi télesem a pasem dojde k pohybu HB ve sméru rychlosti pasu.
Po chvili vratna sila pruziny premuze pusobici tieci silu a HB se zacne pohybovat
v opacném smeéru, tedy proti sméru rychlosti pasu. Nyni se vratna sila v pruziné zmensi
a HB je opét unédsen pasem. Tento jev se periodicky opakuje a téleso takto kmita na
pasu. Model je popséan diferencidlni rovnici

X
—>

m

OO

Obr. 3.1: Schématicky nékres testovactho modelu

mE + kx = Fy(vpe), (3.1)

Upel = Up — T s (32)

kde v, je rychlost pasu, k je tuhost pruziny, m je hmotnost télesa, = je vychylka HB
a Fy(vye) je zvoleny model tieci sily zdvisejici na relativni rychlosti mezi HB a pasem.
Jednd se o pohybovou rovnici kmitani bez uvazovani tlumeni zavésu HB. Velikost
rychlosti vy pro hladky Coulombuv a Karnoppuv model slouzi ke zptesnéni modelu,
ale nemusi byt shodna s vsiripeck-

Na obr. 3.2 jsou znazornény vychylky HB na pruziné v zavislosti na case. Lze si
véimnout, ze se LuGre model a elasto-plasticky (znacen zkracené ”elasto” v legendé) mo-
del prekryvaji. Stejné tak se velmi podobaji vychylky Coulombova a Dahlova modelu.
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vychylka [m]

12

10

Pouzité hodnoty parametru

Znaceni

Hodnota Jednotka Znaceni

Hodnota Jednotka

m
k
v
0o
01
)
Zba
UStribeck

20
10
0,5
98 100
780
0
104
0,05

kg
Nm
m/s
Nm
Ns/m
Ns/m
m
m/s

Hd
s
Fyq
F
(0]

v
Ud

0,5
0,6
98,1
117,72
1
1
0,001

N
N

m/s

Tab. 3.1: Tabulka hodnot parametru pro 1. testovaci model

Dahl
LuGre
Elasto
Coulomb
sm
Coulomb
st

Karnopp

Coulomb

15

20

25
Cas [s]

30

35

40

45

Obr. 3.2: Srovnani zavislosti vychylky na ¢ase pro ruzné modely tiecich sil

50

Graf hladkého Coulombova modelu (Coulombs,,) mé podobny prubéh jako Dahluv
model, nicméné vlivem toleranc¢ni rychlosti vy je graf posunut. Karnoppuv a rozsireny
hladky Coulombuv (Coulombs) model piiblizné popisuji ulpivani, které ostatni sta-
tické modely nepopisuji a jejich odezvy jsou tak blizsi odezvam dynamickych modelu.
Na obr. 3.3 jsou znazornény rychlosti HB v zavislosti na ¢ase. Podobné jako na

rychlost [m/s]

0.5

-0.5

-1.5

Dahl
LuGre
Elasto
CoulombSm

Coulomb
st

Karnopp
Coulomb

5 10

15

25
Cas [s]
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Obr. 3.3: Srovnani zavislosti rychlosti na ¢ase pro rizné modely ttecich sil
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obr. 3.2 se LuGre model piekryva s elasto-plastickym modelem a Coulombuv model se
prekryva s Dahlovym modelem. Karnoppuv a rozsiteny hladky Coulombuv model, vy-
kazuje ostry prechod v okamziku, kdy HB neni unasen pasem. LuGre a elasto-palsticky
model maji plynulejsi pfechod simulujici fazi prokluzu. Na obr. 3.4 jsou znazornény

1
0.5
Dahl
) 0 LuGre
E, Elasto
§ 05 CoulombSm
< Coulomb
g‘ st
2 oA Karnopp
Coulomb
15—
2 | | I | |
0 2 4 6 8 10 12
vychylka [m]

Obr. 3.4: Srovnani fazovych trajektorii pro ruzné modely ttecich sil

fazové trajektorie HB, kde Dahluv a Coulombuv model se prekryvaji v mensi fazové
tajektorii. LuGre s Elasto-plastickym modelem se prekryvaji ve vétsi fazové trajektorii.
Grafy Karnoppova a rozsiteného hladkého Coulombova modelu se prekryvaji a je zde
nazorné vidét, jak se tyto statické modely simulujici ulpivani ptiblizuji dynamickym
modelum, ale ne dokonale.

Model Resic
ode4b odell3 odelbs
10=* 10 10°¢ 10* 10° 10°°% 107* 10 10°°
Dahl 2,89 3,06 3,31 2,44 262 258 080 1,03 1,11
LuGre 2,85 2,93 2,91 2,31 232 212 027 036 044

elasto-palsticky 3,32 3,41 3,06 230 240 2,16 0,26 0,35 0,41
hl. Coulomb 0,42 0,44 0,44 0,43 044 042 0,25 0,26 0,28
roz. hl. Coulomb 91,08 90,19 100,00 51,50 58,78 70,76 0,20 0,30 0,33
Karnopp 0,19 0,21 0,24 0,22 0,24 027 0,18 0,21 0,27

Tab. 3.2: Tabulka normalizovanych vypocetnich ¢asu pro 1. testovaci model

Na tomto testu byly také zméreny ¢asy pro vypocet odezvy HB pii pouziti riznych
modeli tieni. Casy byly méfeny jak pro rizné druhy Fesiéi, tak pro jejich ruzné relativni
tolerance (RelTol). Vypocetni casy jednotlivych modelu tiecich sil pouzitych na prvni
testovaci model byly normalizovany vzhledem k nejdelsimu vypocetnimu ¢asu podle
nasledujicitho vztahu

T
i = - 100, (3.3)

kde T} je porovnavany cas vztazeny k nejvétsimu casu 1),q,. Z tabulky 3.2 lze vycist,
ze nejefektivnéjsim tesicem je odelbs, nicméné napiiklad u implementace klasického
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Coulombova modelu metoda nekonverguje. Déle lze vycist, ze Karnoppuv model je
nejrychlejsi. Rozsiteny hladky Coulombuv model je pak druhym nejefektivnéjsim pti
pouziti fesice odelbs, ale pii pouziti ostatnich resicu jeho efektivita rapidné klesd.

3.2 Stop-start model

Dalsi testovaci model spoc¢iva v tahani HB po drsném povrchu periodickou silou F'(t)
viz obr. 3.5. Sila F(t) je nespojitd funkce, jejiz prubéh je mozné vidét na obr. 3.6. Vlivem

mx
& m [
/7777777 F /777777
t mg

Obr. 3.5: Stop-start model

této sily a po prekonani statické treci sily dojde k vychyleni HB. V okamziku, kdy sila
F(t) prestane pusobit na HB, dojde k pozvolnému zastaveni HB vlivem pusobeni tieci
sily. Model je popsan ve tvaru diferencialni rovnice

mi = F — Fy(vper), (3.4)

kde m je hmotnost HB, Z je zrychleni pusobici proti sméru pohybu, F'(¢) je sila, kterou
je tazeno za HB a Fi(v.e) je zvoleny model tteci sily pusobici proti sméru pohybu.
Amplituda sily F, kterou bylo za HB tahdno byla 3 a 6 [N]. Hodnoty zbylych

parametru jsou uvedeny v tabulce 3.3.

Pouzité hodnoty parametru

Znaceni Hodnota Jednotka | Znaceni Hodnota Jednotka
m 1 kg Fy 5,88 N
00 39 000 Nm o 1 -
o1 395 Ns/m ol 1 -
o9 0 Ns/m VStribeck 0,01 m/s

Tab. 3.3: Tabulka hodnot parametru pro 2. testovaci model

Na obr. 3.6 jsou zobrazeny zavislosti vychylek, rychlosti a vnitinich proménnych
z v zavislosti na sile F' = 3 [N] v ¢asovém useku [0 - 0,4] [s]. Grafy vychylek Lu-
Gre a elasto-plastickiho modelu jsou vynaty od ostatnich modeli a uvedeny zvlast,
nebot vychylky od Dahlova modelu jsou o fadd vétsi a nebylo by moZné si v§imnout
jevu ulpivani, kdy dochazi k predskluzovym vychylkdm na mikroskopické trovni. Graf
vychylek pro LuGre a elasto-plastického modelu lze ¢ist tak, ze nejprve dojde k de-
formaci stétinek kartdce pti pusobeni sily F'(t) na ¢asovém intervalu [0 - 0,1] [s] a po
jejim odebréni na casovém intervalu [0,1 - 0,2] [s] se maji Stétiny opét snahu narovnat.
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Obr. 3.6: Stop Start test F = 3 N
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Nicméné HB se nevrati do své vychozi polohy, nebot doslo i k vychyleni na makro-
skopické trovni. Patrnost téchto jevu se se zvySovanim pusobici tazné sily postupné
vytraci. Pfiblizné kolem hodnoty F' = 5 [N] jiz charakteristiky grafu jednotlivych mo-
delt tfeni zacinaji splyvat. Obr. 3.7 zobrazuje odezvu uvazovaného systému pii am-

(o2}
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sila [N]
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T
|

0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4
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Dahl M
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o sm|_|
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02 ! \ \ ‘ ‘ ‘ Karmopp [~
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Obr. 3.7: Stop Start test F =6 N

plitudé budici sila F' = 6 [N]. Je mozné si vsimnout, Ze prubéhy grafu jiz nejsou tak
rozdilné jako v predeslém ptipadeé.

3.3 Hmotny bod tazeny na pruziné po drsném po-
vrchu

Dalsi testovaci model predstavuje HB tazeny po drsném povrchu [3], viz obr. 3.8. Rozdil
oproti predeslému testu je v tom, ze HB je tazen bez pravidelného zastavovani a je pfi-
chycen za pruzinu, jejiz volny konec se pohybuje konstantni rychlosti v. Nejprve dojde
k napinani pruziny, nebot tieci sila udrzuje téleso v pocatecni poloze. Po piekonani tieci
sily se téleso posune, nastane ibytek tazné sily vzhledem k smrsténi pruziny a zastaveni

21



g o Lk wit) = vt

/7777777 F /77777
t mg

Obr. 3.8: Schéma testu hmotného bodu tazeném za pruzinu

télesa do chvile, nez se pruzina opét dostatecné napne. Model je popsan jako
mi + kx = —Fy(vpe) + kw(t) (3.5)

w(t) = vt = it, (3.6)

kde m je hmotnost HB, k£ = 10 [N/m] je tuhost pruziny, F;(v,) je zvoleny model tieci
sily a w(t) je funkce vychyleni volného konce pruziny zavisla na ¢ase a rychlosti v.
Hodnoty ostatnich parametru pouzitych v tomto testu jsou stejné jako u predeslého
modelu, viz tab. 3.3. Na obrazku 3.9 jsou znazornény vychylky HB pii pouziti ruznych

25
Dahl
LuGre
20 - Elasto |
Coulomb
—_ sm
E 151 Coulombst
©
e
=, Karnopp )
S 10k 7z -
£.10
S
5 |
0 | | | ! 1 | | | |
0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50

Cas [s]
Obr. 3.9: Graf srovnani vychylek pro rizné modely ttfecich sil
modelu tieci sily. Vychylky LuGre a elasto-plastického modelu se tésné prekryvaji.
Grafy rozsiteného hladkého Coulombova a Karnoppova modelu kopiruji tvar dyna-

mickych modelu s mensimi rozdily. Grafy pro Dahluv a hladky Coulombuv model se
pak prakticky prekryvaji.
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4 Modelovani interakce trecich clenu
olopatkovanych disku

V této kapitole budou aplikovany diive analyzované modely tiecich sil na model kmitani
tt{ lopatek se trecimi ¢leny. Tento model vychazi z modelu olopatkovaného disku se
tfecimi ¢leny popsaného v pracich [5, 7]. Jedn4 se o silné idealizovany model, kde se jiz
nicméné projevi vliv tiecich sil.

Pojem kmitani lze chapat jako proces, pti kterém dochazi ke stridavé zmeéné fy-
zikdlnich veli¢in doprovazejici pohyb (vychylka, rychlost, zrychleni). Soucasné také
dochézi k ustavicné preméné kinetické energie na potencialni a naopak. Jako klasicky
piiklad kmitani 1ze uvést pohyb kyvadla. Podklady byly cerpany z [5, 7, 2, 8|.

Tteci ¢leny olopatkovaného disku, pracujictho ve vysokych otéckach, slouzi k utlu-
meni kmitani, které jinak zpusobuje unavu materidlu a nasledné mozné poskozeni
soucasti zarizeni. Dalsi neblahy vliv kmitani je ve vyzafovani hluku, coz naptiklad
u dopravnich prostfedku zhorsuje kvalitu prepravy a u pracovnich stroju muze mit
neblahy vliv na lidsky sluch.

4.1 Model trojice lopatek se trecimi ¢leny buzeny
kvazistatickou silou

V této kapitole bude provedena analyza vlivu volby modelu tieci sily na odezvu tro-

jice lopatek vzajemné vazanych tfecimi ¢leny. Model spoc¢iva v uvazovani tii HB re-

prezentujici redukovanou hmotu lopatek a tfecich clenu, viz. obr. 4.1, o hmotnostech

my, mg, mg. Viskézni a elastické vlastnosti lopatek jsou modelovany prostiednictvim
pruzin o tuhostech ki, ko, k3 a tlumici by, by, b3. Mezi HB pusobi treci vazby. Po vychyleni

X1 X2 X3
Do e T

mltmztm3

I
ks Jo, $b5| k53 Tbs

Obr. 4.1: Schéma modelu ti{ lopatek s tfecimi ¢leny
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jednoho HB budici silou dojde vlivem tfecich vazeb k vychyleni i zbylych dvou HB.
V tomto pripadé bylo ptisobeno budici silou na prvni ze t¥i lopatek. Matematicky model
je popsan jako

Mq(t) +Bq(t) +Kq(t) = .fT+,fkonst(t>7 (41)
kde M je matice hmotnosti, B je matice proporcionalniho tlumeni ve tvaru
B = K, (4.2)

K je matice tuhosti, g(t) je vektor zobecnénych soutadnic. Matice M, B a K jsou
diagonélni ve tvaru

mq 0 0 b1 0 0 k’l 0 0
M = 0 mo 0 y B=1|0 bg 0 s K = 0 kg 0]. (43)
0 0 ms 0 O b3 0 0 kg

Déle fr je vektor tiecich sil, fronst(t) je funkce kvazistatické sily, kterd pusobi na prvni
ze tT1 hmot a je popsdna nasledovné

F()(l - eEOt)

fkonst (t> = 0 ) (44)
0

kde Fy je amplituda budici sily a € je parametr ovliviiujici tvar funkce budici sily.
Vlivem ttfecich vazeb mezi ¢leny dojde také k vychyleni dalsich dvou hmot. Vektor
trecich sil je pak dan ve tvaru

_Ft(l) 0
fr=| EV |+ |-FE?|, (4.5)
0 F®

kde Ft(l) je treci sila pusobici mezi prvni a druhou hmotou a Ft@) je treci sila mezi
druhou a tfeti hmotou. Konkrétni tvar téchto trecich sil zavisi na zvoleném modelu.

Model (4.1) byl fesen v programu MATLAB prevedenim na ODR 1. fddu zavedenim
stavového vektoru

u= [‘?] , (4.6)

q

kde g je vektor zobecnénych soutradnic a q je vektor zobecnénych rychlosti. Déle se
integruje rovnice (4.7)

= Au+F, (4.7)

kde A je systémova matice

0 —F
A=- {M—lK M—lB] (4.8)
a F' je vektor buzeni ve stavovém prostoru
0
F = ) 4.9
{M—lm T fkmt@))] (4.9)

Hodnoty parametru pro tento model jsou uvedeny v tabulce 4.1.
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vychylka [m]

Pouzité hodntoy parametru

Znaceni Hodnota Jednotka | Znaceni Hodnota Jednotka

m 0,6383 kg €0 10 -

k  6,3-10° N/m F 50 N

3 1073 - F, 1 N

€ 104 - F, 4 N
00 10° Nm v 2 -
o1 900 Ns/m a 1 -
09 0 Ns/m | Usiriveck 1072 m/s

Tab. 4.1: Hodnoty parametru pouzitych pro model buzeny kvazistatickou silou

«10™ 1. lopatka

0 0.1 0.2 0.3 0.4
Cas [s]
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Obr. 4.2: Srovnéani vychylek a rychlosti lopatek buzenych kvazistatickou silou

Na obr. 4.2 jsou zobrazeny vychylky a rychlosti hmot na konci lopatek pii pusobeni
sily pouze na prvni lopatku. Prvni hmota se da do pohybu a vlivem pusobeni tfecich
¢lentu se vychyli i zbylé dvé hmoty. Na grafu vychylek 1. lopatky je mozné vidét rozdilné
chovani u modelu simulujici ulpivani. Dahluv a hladky Coulombtv model se v tomto
pripadé prakticky prekryvaji a jejich prubéh je plynuly. Oproti tomu LuGre, elasto-
plasticky a rozsiteny hladky Coulombuv model se od sebe misty lisi a jejich prubéh je
vice skokovy.
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4.2 Model trojice lopatek se trecimi ¢leny buzeny

harmonickou silou
Dalsim zobecnénim vyse uvedeného modelu je uvazeni harmonické budici sily. Pohy-

bova rovnice se zmeéni formalné tak, ze frons: se zméni na frq., a matematicky model
nabyva zvaru

Mq(t) + Bq(t) + Kq(t) = fT + fharm(t)- (410)
Vektor harmonického buzeni je uvazovan ve tvaru
Fycos(wt)
fharm = 0 s (411)
0
kde Fj je volend amplituda a w je budici frekvence v [rad/s|, pro kterou plati
w=2rf, (4.12)

kde f je budici frekvence v [Hz]. Pro testovani byly pouzity hodnoty Fy = 10 [N]
a f = 10 [Hz]. Na obréazku 4.3 jsou zobrazeny vychylky a rychlosti vSech tii lopatek

) %104 1. lopatka 1. lopatka
Dahl 0.02 A A Dahl
_ LuGre LuGre
£ Elasto = 0.01 Elasto
g Coulomb o o Coulomb
; sm _S sm
S Coulomb > Coulomb
=N st -0.01 st
-0.02
-2
0.2 0.25 0.3 0.35 0.4 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4
cas [s] ¢as [s]
5 2. lopatka 2. lopatka
4 x10 p 0.01 p
Dahl Dahl
=z LuGre 0.005 LuGre
A= Elasto = Elasto
g Coulomb ° Coulomb
=, sm 5 0 sm
S Coulomb > Coulomb
J st st
2. -0.005
-4 -0.01
0.2 0.25 0.3 0.35 0.4 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4
Cas [s] Cas [s]
5 3. lopatka 3. lopatka
4 %10 p 001 p
Dahl Dahl
= LuGre 0.005 LuGre
£ Elasto = Elasto
g Coulomb o Coulomb
= sm g 0 sm
S Coulomb > Coulomb
R st st
2. -0.005
-0.01
0.2 0.25 0.3 0.35 0.4

Cas [s]

Obr. 4.3: Srovnani vychylek a rychlosti lopatek

buzenych harmonicky, pficemz je ukazan pouze casovy interval s ustalenym chovanim
systému a prechodové stavy nejsou zobrazeny. Na obrazku 4.4 jsou zobrazeny prubéhy
stavové proménné z a ttecich sil pfi pouziti ruznych modelu tieni.
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Obr. 4.4: Srovnani prubéht stavové proménné z a tteci sily Fj

4.3 Kvalitativni analyza odezvy trojice lopatek na
harmonické buzeni

V této kapitole bude odezva systému na harmonické buzeni vyhodnocena pomoci tzv.
diskrétni bifurkac¢nich diagramu relativnich vychylek a relativnich rychlosti mezi lo-
patkami v zavislosti na zméné amplitudy budici sily a velikosti budici frekvence. Dalsi
formou hodnoceni zmény kvality odezvy budou fazové trajektorie jednotlivych lopatek.

4.3.1 Bifurkacni diagramy

Jako bifurka¢ni diagramy zde budou oznacovana zobrazeni extrému funkce pii zméneé
vybraného parametru. V tomto piipadé budou hledany extrémy relativnich vychylek
a relativnich rychlosti mezi lopatkami pii zméné amplitudy budici sily a na velikosti
budici frekvence. Pro jeden bifurkacni diagram je tfeba napocitat odezvu systému
vicekrat podle rozsahu a velikosti zmény voleného parametru.

Na obr. 4.5 jsou na levém grafu zobrazeny relativni vychylky mezi 1. a 2. lopatkou
v zavislosti na case pfi amplitudé budici sily Fy = 25 [N] a na pravém grafu od-
povidajici bifurka¢ni diagram. Na bifurka¢nim diagramu jsou extrémy funkce na levém
grafu zndzornény oranzovymi kiizky pro extrémni kladné a zaporné hodnoty. V jed-
nom fezu bifurkacniho diagramu pro amplitudu budici sily pak muzeme vidét prave
dva body, ¢imz rozumime, ze funkce relativnich vychylek ma pro tuto budici silu prave
dva extrémy na jedné periodé.
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Obr. 4.5: Ptiklad nalezeni extrému funkce relativnich vychylek a jejich zobrazeni v bi-
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Obr. 4.6: Priklad nalezeni extrému funkce relativnich rychlosti a jejich zobrazeni v bi-

furka¢nim diagramu pfi pouziti Dahlova modelu tteci sily
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Pokud se v jednom fezu bifurka¢niho diagramu vyskytuje vice bodi, muzeme usou-
dit, ze funkce relativnich vychylek bude mit také vice extrému na jedné periodé. Priklad
tohoto piipadu je zobrazen na obr. 4.6, kde je v levo vykreslen graf relativnich rychlost{
pti amplitudé budici sily Fy = 25 [N] a napravém grafu je prislusny bifurkacni diagram
s oznacenim tohoto fezu.
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Obr. 4.7: Srovnani bifurka¢nich diagramu pii zméné amplitudy sily

Na obr. 4.7 jsou zobrazeny bifurkaéni diagramy pro Dahluv, LuGre, elasto-plasticky,
hladky Coulombuv a rozsiteny hladky Coulombtv model v zavislosti na zméné ampli-
tudy budici harmonické sily. Relativni vychylky Dahlova a hladkého Coulombova mo-
delu maji podobnou charakteristiku pro relativni rychlosti a relativni vychylky mezi
1. a 2. lopatkou, nicméné se vyrazné lisi mezi 2. a 3. lopatkou. LuGre a rozsiteny
hladky Coulombuv model maji podobnou charakteristiku relativnich vychylek a rela-
tivnich rychlosti mezi 1. a 2., avSak rozdilnou mezi 2. a 3. lopatkou. Elasto-plasticky
model pak vykazuje komplexni neperiodické chovani.
Na obr. 4.8 jsou zobrazeny bifurka¢ni diagramy pro Dahluv, LuGre, elasto-plasticky,
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Obr. 4.8: Srovnéani bifurka¢nich diagramu pii zméné frekvence
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hladky Coulombuv a rozsiteny hladky Coulombuv model v zavislosti na zméné frek-
vence budici harmonické sily. Dahluv a hladky Coulombuv model vykazuji podobnou
charakteristiku relativnich vychylek a relativnich rychlosti mezi 1. a 2. lopatkou. Lu-
Gre a rozsiteny hladky Coulombuv model také vykazuji podobné chovani relativnich
vychylek a relativnich rychlosti mezi 1. a 2. lopatkou. Elasto-plasticky model opét
vykazuje komplexni neperiodické chovani.

4.3.2 Fazové trajektorie

Dalsim nastrojem pro vyhodnoceni kvalitativnich zmén odezvy je zobrazeni fazovych
trajektorii ve vybranych fezech pro amplitudu budici sily a frekvenci. V tomto ptipadé
se jedna o grafy zavislosti rychlosti na vychylce jednotlivych lopatek. Na obr. 4.9
jsou zobrazeny fazové trajektorie pro Dahluv, LuGre, elasto-plasticky, hladky Cou-
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Obr. 4.9: Srovnani fazovych trajektorii pro riuzné modely tieni pii frekvenci f = 10 Hz
a amplitudé budici sily Fy = 10 N
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lombuv a rozsiteny hladky Coulombtv model. LuGre, elasto-plasticky a rozsiteny
hladky Coulombuv model vykazuji podobné chovani. Dahliv a hladky Coulombuv
model se také podobaji, ale vyrazny rozdil nastdava v kontaktu mezi 2. a 3. lopat-
kou. Féazové trajektorie zobrazené na obr. 4.10 a obr. 4.11 ilustruji chovani lopa-
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Obr. 4.10: Srovnani fazovych trajektorii pro rizné modely tieni pii frekvenci f = 20
Hz a amplitudé budici sily Fiy = 10 N

tek pri zméné budici frekvence. Fazové trajektorie na 1. lopatce pri pouziti LuGre,
elasto-plastického a rozsiteného hladkého Coulombova modelu, které postihuji simu-
laci ulpivani, se zacinaji podobat fazovym trajektoriim na 1. lopatce za pouziti Dahlova
a hladkého Coulombova modelu, které ulpivani nepostihuji. Z toho lze usoudit, ze vliv
ulpivani se zvySovanim budici frekvence zmensuje. U elasto-plastického modelu navic
dojde pii frekvenci f = 30 [Hz] k rychlym preskokum ve fazové trajektorii.
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Obr. 4.11: Srovnani fazovych trajektorii pro rizné modely tfeni pii frekvenci f = 30
Hz a amplitudé budici sily Fy = 10 N
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5 Zaver

Predkladana bakalaiska préce se zabyva analyzou statickych a dynamickych modela
trecich sil a jejich naslednou implementaci. Jsou zde porovndvéany moznosti modelt
s ohledem na simulaci ulpivani a predskluzovych vychylek na testovacich modelech
a nasledné na modelu ti{ lopatek provazanych tfecimi ¢leny.

Prvnim krokem bylo vybrat vhodné statické a dynamické modely tiecich sil. Nasled-
né byly tyto modely implementovany v prostifedi MATLAB a aplikovany na testovaci
priklady. Po ovéreni spravné implementace byly statické a dynamické modely tfecich
sil aplikovany na model trojice lopatek provazanych tiecimi ¢leny buzenych zprvu
kvazistatickou a poté harmonickou silou. Na zavér byla kvalita odezvy modelu tro-
jice lopatek buzenych harmonickou silou vyhodnocena pomoci bifurkac¢nich diagramt
a fazovych trajektorii jednoho fezu.

Celkem bylo vybrano sedm modelu ttecich sil, z toho byly ¢tyti statické a tii dy-
namické. Bylo ovéreno, ze ze statickych modelu tfecich sil do jisté miry postihuji jev
ulpivani Karnoppuv a rozsiteny hladky Coulombuv model. Z dynamickych modelt,
které postihuji predskluzové vychylky, ulpivani zahrnuji LuGre a elasto-plasticky mo-
del. Dahltuv model, ac¢koliv postihuje predskluzové vychylky, nepostihuje efekt ulpivani.
Z testovacich modelu se ukazuje, ze ulpivani se znatelnéji projevuje na vysledcich oproti
predskluzovym vychylkdm. Z numerickych fesict se jako nejefektivnéjsi ukazal odel5s.

Statické a dynamické modely tfecich sil byly déle aplikovany na model trojice lopa-
tek provazanych tiecimi ¢leny, kde byla feSena odezva na kvazistatické a harmonické
buzeni prvni z lopatek. Vlivem pusobeni trecich sil doslo k vychyleni i dalsich dvou
lopatek. U obou piipadi modely, které postihuji ulpivani, zpusobuji skokové zmény
vychylek a rychlosti. Oproti tomu modely, které ulpivani nepostihuji, maji plynulejsi
prubéh.

Na zakladé odezvy z buzeni trojice lopatek harmonickou silou byly sestaveny bi-
furkacéni diagramy a fazové trajektorie fezu. Z bifurkac¢nich diagramu relativnich vychy-
lek a relativnich rychlosti zavislych na amplitudé budici sily a velikosti budici frekvence
lze vycist podobné chovani mezi 1. a 2. lopatkou pro LuGre a rozsiteny hladky Cou-
lombuv model, tedy mezi dynamickym a statickym modelem simulujicim ulpivéani.
Podobnost chovani lze pozorovat i mezi Dahlovym a hladkym Coulombovym modelem
mezi 1. a 2. lopatkou. Z fazovych trajektorii jednotlivych modelu vyplyva podobnost
v chovani LuGre, elasto-plastického a rozsiteného hladkého Coulombova modelu na
1., 2. a 3. lopatce. Ackoliv tato podobnost na 1. lopatce zustava pii zvysovani budici
frekvence, na 2. a 3. lopatce se rozsiteny hladky Coulombuv model za¢ne znatelné
odlisovat od zminénych dynamickych modelu. Elasto-plasticky model oproti LuGre
modelu vykazuje pti stejném nastaveni fesice skokové zmény stavovych proménnych.
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7 vysledktu nashromazdénych v této praci lze usoudit, ze rozdil mezi statickymi
a dynamickymi modely tfecich sil spoc¢iva predevsim v moznosti postihnout ulpivani
a predskluzové vychylky. Dahluv model je prikladem dynamického modelu, jehoz ode-
zva se ve vetsiné pripadu podoba odezvé Coulombova nebo hladkého Coulombova mo-
delu. Oproti tomu odezvy Karnoppova a rozsiteného hladkého Coulombova modelu se
blizily odezvam LuGre a elasto-plastického modelu. Rozdily zptusobené predskluzovymi
vychylkami nastavaji vétsinou jen v prechodovych stavech a ¢asto jsou zanedbatelné.
Nejpresnéjsim a nejspolehlivéjsim modelem se ukazuje byt LuGre model. Nicméné
roz§iteny hladky Coulombtv model podava srovnatelné vysledky s vysledky LuGre
modelu, navic je méné naro¢ny na volbu parametru a pii feSeni odpada diferencialni
rovnice stavové promeénné.
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