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3.3 Hmotný bod tažený na pružině po drsném povrchu . . . . . . . . . . . 21
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Abstrakt

Tato práce je zaměřena na statické a dynamické modely třećıch sil a na implemen-
taci těchto model̊u v prostřed́ı MATLAB. Nejprve jsou modely třećıch sil otestovány
na zkušebńıch př́ıkladech (samobuzený kmitaj́ıćı hmotný bod na pásu, hmotný bod
na drsném povrchu buzený periodickou silou a hmotný bod tažený po drsném po-
vrchu konstantńı rychlost́ı) a následně jsou aplikovány na model kmitáńı trojice lopa-
tek provázaných třećımi členy. Je zde analyzována odezva tohoto systému při použit́ı
r̊uzných model̊u třećıch sil a druh̊u buzeńı. Pozornost je věnována posouzeńı vhod-
nosti použit́ı jednotlivých statických a dynamických model̊u třećıch sil. Výsledky jsou
vyhodnoceny s ohledem na kvalitativńı aspekty odezvy, výpočetńı čas a vliv řešič̊u
obyčejných diferenciálńıch rovnic.

Kĺıčová slova: třećı śıla, model trojice lopatek se třećımi členy, Coulomb̊uv model,
Karnopp̊uv model, Dahl̊uv model, LuGre model, elasto-plastický model.



Abstract

This work is focused on the static and dynamic models of friction forces and their
implementation in MATLAB. First of all, these models are tested on benchmark mo-
dels (self excited point mass on a belt, a point mass on a rough surface excited by
periodic force and a point mass dragged over rough surface with constant speed) and
then they are applied on the model of tripple blades with friction dampers. The re-
sponse is analyzed while using various friction models and different ways of excitation.
The attention is focused on the evaluation of the suitability of the static and dynamic
friction force models. The results are evaluated with regard on qualitative aspect of the
response, computing time and the influence of the ordinary differential equations solver.

Key words: friction force, model of tripple blades with friction dampers, Coulomb’s
model, Karnopp’s model, LuGre model, Dahl’s model, elasto-plastic model.



1 Úvod

Třeńı1 je jev doprovázej́ıćı pohyb mechanických systémů, kde docháźı k př́ımému kon-
taktu ploch. V mnohých př́ıpadech je třeńı nežádoućı, nebot’ zp̊usobuje únavu a poško-
zeńı materiálu doprovázené generováńım vysokých teplot. Naopak lze třeńı využ́ıt pro
správnou funkci řady systémů. Jako př́ıklad lze uvést mechanické brzdy automobil̊u,
které vlivem třeńı zastav́ı pohyb disk̊u kol. Daľśım využit́ım je třećı spojka, v ńıž třeńı
umožňuje přenést krout́ıćı moment od motoru na diferenciál. Jiným př́ıkladem pak mo-
hou být spojovaćı prvky typu hřeb, kdy třeńı mezi hřebem a spojenými částmi udržuje
soustavu pohromadě.

Při řešeńı problémů zahrnuj́ıćıch třeńı, at’ již v negativńım nebo pozitivńım smyslu,
je třeba zvolit vhodný matematický model třeńı. Třeńı jako takové je velmi komplexńı
jev, který byl zkoumám po stalet́ı mnohými vědci. Jedna z prvńıch praćı pojednávaj́ıćı
o třeńı se objevila v šestnáctém stolet́ı na základě studíı Leonarda da Vinci, který
konstatoval, že třećı śıla je př́ımo úměrná normálové śıle, ale p̊usob́ı v opačném směru
než relativńı rychlost mezi dvěma tělesy. Později se k da Vincimu připojil Amontons
a na jejich práci navázal Coulomb, který ji rozš́ı̌ril o poznatek, že třećı śıla neńı závislá
na velikosti relativńı rychlosti a sestavil prvńı matematický model. Zavedl pouze je-
den parametr, kterým je koeficient třeńı. Coulomb̊uv model lze považovat za základ
moderněǰśıch model̊u. Nedokáže však simulovat mnoho d́ılč́ıch jev̊u. V okoĺı nulové re-
lativńı rychlosti je nespojitý, což zp̊usobuje problémy s výpočetńı stabilitou a časovou
náročnost́ı výpočt̊u.

Daľśı výzkum třeńı naznačil, že na těleso v klidu p̊usob́ı větš́ı třećı śıla než na
těleso v pohybu. Zavád́ı se tak dva r̊uzné koeficienty třeńı. Jeden pro př́ıpad, kdy
je těleso v klidu, reprezentuj́ıćı statickou třećı śılu a druhý, kdy je těleso v pohybu,
reprezentuj́ıćı dynamickou (kinetickou) třećı śılu. Tento poznatek vede k fenoménu
ulṕıváńı (stiction), který je charakteristický nár̊ustem třećı śıly při nulové relativńı
rychlosti mezi kontaktńımi plochami. Ulṕıváńı bráńı tělesu v pohybu, dokud neńı vy-
vinuta dostatečná śıla, která překoná statickou složku třećı śıly. Tento jev znesnadňuje
modelováńı a simulace mechanických systémů. Nav́ıc je třeba zvolit vhodný model,
který dokáže jednak simulovat ulṕıváńı, ale také přechod mezi statickou a dynamickou
složkou třeńı.

T́ımto přechodem se zabýval Stribeck, který pro malé rychlosti experimentálně
dokázal, že třećı śıla klesá se zvyšuj́ıćı se relativńı rychlost́ı. Tento spojitý pokles třećı
śıly si protǐreč́ı s nespojitost́ı třećı charakteristiky při použit́ı pouhých dvou koefici-
ent̊u. Jev je pak popsán tzv. Stribeckovou křivkou. Přechodem mezi koeficienty se dále

1Inspirace k úvodu byla čerpána z [6].
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zabýval Rabinowicz, který experimentálně ukázal, že třeńı neńı pouze funkćı relativńı
rychlosti, ale také výchylky. Bylo dokázáno, že největš́ıch hodnot třećı śıla dosahuje
pro malé výchylky. Dále bylo experimentálně dokázáno, že pokud se aplikuje śıla na
dvě tělesa, která se dotýkaj́ı, dojde vždy k výchylce vlivem povrchové elasticity. Tento
jev malých posuv̊u v mezi elastických deformaćı, kdy p̊usob́ıćı śıla je menš́ı než śıla
potřebná k pohybu tělesa, se nazývá předskluzová výchylka (pre-sliding displacement).

Vysvětleńı tohoto jevu spoč́ıvá v elastické deformaci drsnosti kontaktńıch povrch̊u.
Teorie adheze ř́ıká, že za př́ıtomnosti normálového zat́ıžeńı má drsný povrch tendenci
přilnout. Při aplikováńı śıly k vynuceńı pohybu, má toto pouto snahu se rozpojit. Než
se tak stane, drsnost povrchu by se nejprve měla elasticky a pak i plasticky deformovat,
což zp̊usob́ı relativńı vychýleńı kontaktńıch povrch̊u. Jakmile se spojeńı mezi drsnostmi
přeruš́ı, dojde posunu mezi plochami.

1.1 Ćıle práce

Ćılem této bakalářské práce je analyzovat r̊uzné statické a dynamické modely třećıch
sil na testovaćıch modelech a aplikovat je na model třećıch člen̊u olopatkovaného disku.
Na základě odezvy pak bude porovnána vhodnost použit́ı statických a dynamických
model̊u třećıch sil. Ćıle lze formulovat do následuj́ıćıch krok̊u:

• úvod a analýza současného stavu problematiky,

• implementace testovaćıch úloh a kvalitativńı porovnáńı výsledk̊u,

• aplikace na kmitáńı trojice lopatek se třećımi členy,

• analýza výsledk̊u s ohledem na výpočetńı čas, vliv řešič̊u a kvalitativńı aspekty
odezvy,

• závěr, celkové zhodnoceńı práce.
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2 Vybrané modely třeńı

Třeńı je komplexńı jev, hraj́ıćı významnou roli ve studiu mechanických systémů. V této
kapitole budou uvedeny základńı statické a dynamické modely třećı śıly. Prvotńı pod-
klady pro zkoumáńı byly čerpány ze článku [1], kde byly vybrány čtyři statické a tři dy-
namické modely třeńı a hodnoty parametr̊u. Tyto modely byly mezi sebou porovnávány
s ohledem na přesnost výpočtu, citlivost na volbu řešiče a výpočetńı náročnost. V této
kapitole budou stručně popsány.

2.1 Statické modely třeńı

Statické modely třeńı vyjadřuj́ı závislost třećı śıly jako funkci relativńı rychlosti v kon-
taktńım bodě. Popisuj́ı vliv třećıch sil v mechanických vazbách na makroskopické
úrovni, přičemž většina nezahrnuje ulṕıváńı (stiction). Ulṕıváńı je vlastnost třećı śıly,
která bráńı v relativńımu pohybu hmoty a teprve po vyvinut́ı dostatečné śıly, kdy do-
jde k překonáńı statické třećı śıly, dojde k relativńımu pohybu hmoty po povrchu nebo
v́ıce hmot v̊uči sobě.
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Obr. 2.1: Coulomb̊uv model: závislost třećı śıly na relativńı rychlosti
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2.1.1 Coulomb̊uv model třeńı

Coulomb̊uv model je základńım modelem třeńı. Tento model je silným zjednodušeńım
skutečných p̊usob́ıćıch třećıch sil, nicméně v řadě př́ıpad̊u poskytuje dostatečně přesnou
aproximaci třećıch sil. Třećı śıla je v tomto př́ıpadě dána jako

F = Fd
v

|v|
, (2.1)

Fd = µdFn , (2.2)

kde Fd je dynamická složka třećı śıly, µd je dynamický třećı koeficient, Fn je normálová
śıla a v je relativńı rychlost mezi tělesy. Na obr. 2.1 je vykreslena třećı śıla podle Cou-
lombova modelu. Dynamická složka třećı śıly byla zvolena pro vykresleńı Fd = 1 [N].

2.1.2 Hladký Coulomb̊uv model třeńı

Daľśı možnost́ı popisu třećı śıly je aproximace Coulombova modelu 2.1 hladkou funkćı.
Existuje v́ıce zp̊usob̊u, jak odstranit nespojitost funkce śıly, a sice nahrazeńı lineárńı,
exponenciálńı nebo trigonometrickou funkćı. V tomto př́ıpadě byla použita funkce hy-
perbolického tangentu

F = Fd tanh

(
v

vd

)
, (2.3)

kde vd [m/s] je volená tolerance rychlosti. Nyńı však při v = 0 [m/s] je třećı śıla nulová
a neńı tak možné t́ımto modelem simulovat ulṕıváńı. Na obr. 2.2 jsou vykresleny třećı
śıly podle hladkého Coulombova modelu, kde velikost Fd = 1 [N] a velikost tolerančńı
rychlosti vd se měńı. V závislosti na volbě vd se křivka grafu třećı śıly přimyká ke
svislé ose popisuj́ıćı tradičńı Coulomb̊uv model, nyńı však se spojitým přechodem mezi
zápornou a kladnou hodnotou třećı śıly.
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Obr. 2.2: Hladký Coulomb̊uv model: vliv parametru vd na pr̊uběh třećı śıly
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2.1.3 Rozš́ı̌rený hladký Coulomb̊uv model

Tento model vycháźı z hladkého Coulombova modelu, kde je přidána funkce g(v),
popisuj́ıćı Stribeck̊uv jev.

Matematicky je model popsán ve tvaru

F =
2

π
atan(εvrel)g(v) (2.4)

kde funkce g(v) je definována jako

g(v) = [Fd + (Fs − Fd)e−(v/vStribeck)
γ

], (2.5)

a kde Fs je statická složka třećı śıly, ε je parametr ovlivňuj́ıćı tvar funkce atan, vStribeck
je rychlost, při které třećı śıla v ustáleném stavu začne klesat a γ je tvarový para-
metr křivky g(v). Na obr. 2.3 jsou zobrazeny třećı śıly podle rozš́ı̌reného hladkého
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Obr. 2.3: Rozš́ı̌rený hladký Coulomb: vliv parametru ε na pr̊uběh třećı śıly

Coulombova modelu, kde je velikost Fd = 1 [N] a statická složka třećı śıly má hodnotu
Fs = 1, 5 [N]. Vlivem změny parametru ε se měńı tvar křivky třećı śıly a je možné vidět,
že pro ε = 103 se pr̊uběh třećı śıly podobá hladkému Coulombovu modelu. Pro vyšš́ı
hodnoty pr̊uběh funkce již zobrazuje plynulý přechod mezi statickou a dynamickou
třećı śılou, neboli Stribeck̊uv jev.

2.1.4 Karnopp̊uv model

Tento model umožňuje simulovat vlastnost ulṕıváńı popsanou v úvodu kapitoly 2.
Ačkoliv je v́ıce zp̊usob̊u jak Karnopp̊uv model popsat, v této práci budeme využ́ıvat
model (2.6), který je bĺıže popsán v [4]

F =

{
min(max(−Fs, Fext), Fs) |v| ≤ vd
Fdsgn(v) |v| > vd

, (2.6)
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kde Fext je výslednice akčńıch silových účink̊u, přičemž plat́ı, že třećı śıla je menš́ı nebo
rovna Fext. Zjǐstěńı śıly Fext nemuśı být snadné, ale pokud je jej́ı výslednice známá, pak
Karnopp̊uv model je relativně efektivńı. Tolerance vd nemá fyzikálńı význam a muśı se
naj́ıt vhodná hodnota pro zajǐstěńı přesnosti výpočtu. Experimentováńım se osvědčilo
volit vd o řád menš́ı než se voĺı vStribeck u daľśıch model̊u.

2.2 Dynamické modely třeńı

Dynamické modely oproti těm statickým pohĺıžej́ı na třeńı rovněž na mikroskopické
úrovni. Umožňuj́ı simulovat ulṕıváńı a nav́ıc i schopnost hmoty vykonávat předskluzové
výchylky (pre-sliding displacement).

Chováńı na mikro-úrovni může být demonstrováno na deformaci štětinky kartáče,
viz obr. 2.4. Štětinka, která se setká s překážkou, se nejprve zdeformuje, kde spodńı
část z̊ustává na mı́stě a horńı pokračuje v pohybu. Při pohybu v opačném směru se
štětinka nejprve narovná, než se jej́ı spodńı konec opět dá do pohybu. Právě s ohledem
na elastickou deformaci štětinky se zavád́ı vnitřńı (stavová) proměnná z.

Obr. 2.4: Ilustrace deformace štětinky [6]

2.2.1 Dahl̊uv model

Dahl̊uv model vycháźı z Coulombova modelu, ale nav́ıc je rozš́ı̌rený o zpožděńı třećı
śıly při změně směru pohybu.

Obecně je také znám jako štětinový model. Při zat́ıžeńı se štětinka nejprve elasticky
zdeformuje než se celý kartáč posune a po odlehčeńı se opět maj́ı štětiny tendenci
narovnat. Touto dynamickou vlastnost́ı tak vytvoř́ı prodlevu při změně směru relativńı
rychlosti v. Třećı śıla je u Dahlova modelu uvažována ve tvaru

F = σ0z , (2.7)
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kde σ0 je tuhost štětiny a z je vnitřńı proměnná představuj́ıćı jej́ı relativńı deformaci.
K modelu (2.7) je přidružena diferenciálńı rovnice popisuj́ıćı vývoj stavové proměnné
ve tvaru

ż = v ·
(

1− σoz

Fd
sgn(v)

)α
, (2.8)

kde α je parametr ovlivňuj́ıćı tvar třećı śıly a nabývá hodnot 1 ≤ α ≤ 2.

2.2.2 LuGre model

Tento model [3, 9] je významným vylepšeńım Dahlova modelu. Název se skládá z akro-
nymů názv̊u měst Lund a Grenoble, ve kterých na něm pracovaly skupiny vědc̊u. Tvar
modelu je dán v následuj́ıćım tvaru

F = σoz + σ1ż + σ2v , (2.9)

kde σo [N/m] je tuhost štětinky jako u Dahlova modelu, σ1 [Ns/m] je mikro-tlumeńı
a σ2 [Ns/m] je viskózńı tlumeńı. Vnitřńı proměnná z je vyjádřena následovně

ż = v ·
(

1− σoz

g(v)
sgn(v)

)
, (2.10)

kde g(v) je funkce závisej́ıćı na rychlosti, která zahrnuje jak Coulomb̊uv model třeńı,
tak i Stribeck̊uv jev a lze ji uvažovat v následuj́ıćım tvaru

g(v) = Fd + (Fs − Fd)e−(v/vStribeck)
γ

. (2.11)

Zde vStribeck je rychlost, kdy třećı śıla v ustáleném stavu začne klesat a γ je tvarový
parametr křivky g(v). Pro většinu př́ıpad̊u lze uvažovat γ = 2 [1].

2.2.3 Elasto-plastický model

Tento model se považuje za rozš́ı̌reńı LuGre modelu. Zavád́ı se nová proměnná Zba
nazývaná ”break away distance”, neboli hraničńı vzdálenost při jej́ımž překročeńı již
nedocháźı pouze k elastickým deformaćım. Třećı śıla je dána formálně shodně jako
u LuGre modelu

F = σoz + σ1ż + σ2v , (2.12)

nicméně vnitřńı proměnná z je definována následovně

ż = v ·
(

1− α(z, v)
σoz

g(v)
sgn(v)

)
. (2.13)
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Zde α(z, v) je přidaný parametr pro zahrnut́ı předskluzové výchylky

α(z, v) =


0 |z| < zba
1
2

(
1 + sin

(
π
z− 1

2
(zmax+zba)

zmax−zba

))
zba ≤ |z| < zmax

1 |z| ≥ zmax

, (2.14)

kde zmax = g(v)
σ0

.
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3 Testovaćı modely

Pro ověřeńı korektńı implementace výše zvolených model̊u třeńı byly vybrány tři vhodné
testovaćı modely. Prvńım testem byl hmotný bod (HB) kmitaj́ıćı na pásu. Daľśım byl
tzv. stop-start test a posledńım byl HB tažený za pružinu po drsném povrchu. Tyto
testovaćı modely jsou popsány podrobněji ńıže.

3.1 Hmotný bod kmitaj́ıćı na pásu

V prvńım testovaćım modelu je HB přichycen pružinou k pevnému rámu, viz obrázek
3.1. HB dále doléhá na pás, který se pohybuje konstantńı rychlost́ı vb. Následkem
p̊usobeńı třećı śıly mezi tělesem a pásem dojde k pohybu HB ve směru rychlosti pásu.
Po chv́ıli vratná śıla pružiny přemůže p̊usob́ıćı třećı śılu a HB se začne pohybovat
v opačném směru, tedy proti směru rychlosti pásu. Nyńı se vratná śıla v pružině zmenš́ı
a HB je opět unášen pásem. Tento jev se periodicky opakuje a těleso takto kmitá na
pásu. Model je popsán diferenciálńı rovnićı

m1 m2 m3

xi-1
xi-1

xi
xi

xi+1
xi+1

ki-1 bi-1
ki
bi ki+1 bi+1

m

vb

x
k

m F

N

mgFt

mx

m

N

mgFt

mx wk

Obr. 3.1: Schématický nákres testovaćıho modelu

mẍ+ kx = Ft(vrel), (3.1)

vrel = vb − ẋ , (3.2)

kde vb je rychlost pásu, k je tuhost pružiny, m je hmotnost tělesa, x je výchylka HB
a Ft(vrel) je zvolený model třećı śıly závisej́ıćı na relativńı rychlosti mezi HB a pásem.
Jedná se o pohybovou rovnici kmitáńı bez uvažováńı tlumeńı závěsu HB. Velikost
rychlosti vd pro hladký Coulomb̊uv a Karnopp̊uv model slouž́ı ke zpřesněńı modelu,
ale nemuśı být shodná s vStribeck.

Na obr. 3.2 jsou znázorněny výchylky HB na pružině v závislosti na čase. Lze si
všimnout, že se LuGre model a elasto-plastický (značen zkráceně ”elasto”v legendě) mo-
del překrývaj́ı. Stejně tak se velmi podobaj́ı výchylky Coulombova a Dahlova modelu.
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Použité hodnoty parametr̊u
Značeńı Hodnota Jednotka Značeńı Hodnota Jednotka
m 20 kg µd 0,5 -
k 10 Nm µs 0,6 -
v 0,5 m/s Fd 98,1 N
σ0 98 100 Nm Fs 117,72 N
σ1 780 Ns/m α 1 -
σ2 0 Ns/m γ 1 -
zba 10−4 m vd 0,001 m/s

vStribeck 0,05 m/s

Tab. 3.1: Tabulka hodnot parametr̊u pro 1. testovaćı model
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Obr. 3.2: Srovnáńı závislosti výchylky na čase pro r̊uzné modely třećıch sil

Graf hladkého Coulombova modelu (Coulombsm) má podobný pr̊uběh jako Dahl̊uv
model, nicméně vlivem tolerančńı rychlosti vd je graf posunut. Karnopp̊uv a rozš́ı̌rený
hladký Coulomb̊uv (Coulombst) model přibližně popisuj́ı ulṕıváńı, které ostatńı sta-
tické modely nepopisuj́ı a jejich odezvy jsou tak bližš́ı odezvám dynamických model̊u.

Na obr. 3.3 jsou znázorněny rychlosti HB v závislosti na čase. Podobně jako na
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Obr. 3.3: Srovnáńı závislosti rychlosti na čase pro r̊uzné modely třećıch sil
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obr. 3.2 se LuGre model překrývá s elasto-plastickým modelem a Coulomb̊uv model se
překrývá s Dahlovým modelem. Karnopp̊uv a rozš́ı̌rený hladký Coulomb̊uv model, vy-
kazuje ostrý přechod v okamžiku, kdy HB neńı unášen pásem. LuGre a elasto-palstický
model maj́ı plynuleǰśı přechod simuluj́ıćı fázi prokluzu. Na obr. 3.4 jsou znázorněny

Obr. 3.4: Srovnáńı fázových trajektoríı pro r̊uzné modely třećıch sil

fázové trajektorie HB, kde Dahl̊uv a Coulomb̊uv model se překrývaj́ı v menš́ı fázové
tajektorii. LuGre s Elasto-plastickým modelem se překrývaj́ı ve větš́ı fázové trajektorii.
Grafy Karnoppova a rozš́ı̌reného hladkého Coulombova modelu se překrývaj́ı a je zde
názorně vidět, jak se tyto statické modely simuluj́ıćı ulṕıváńı přibližuj́ı dynamickým
model̊um, ale ne dokonale.

Model Řešič
ode45 ode113 ode15s

10−4 10−5 10−6 10−4 10−5 10−6 10−4 10−5 10−6

Dahl 2,89 3,06 3,31 2,44 2,62 2,58 0,80 1,03 1,11
LuGre 2,85 2,93 2,91 2,31 2,32 2,12 0,27 0,36 0,44

elasto-palstický 3,32 3,41 3,06 2,30 2,40 2,16 0,26 0,35 0,41
hl. Coulomb 0,42 0,44 0,44 0,43 0,44 0,42 0,25 0,26 0,28

roz. hl. Coulomb 91,08 90,19 100,00 51,50 58,78 70,76 0,20 0,30 0,33
Karnopp 0,19 0,21 0,24 0,22 0,24 0,27 0,18 0,21 0,27

Tab. 3.2: Tabulka normalizovaných výpočetńıch čas̊u pro 1. testovaćı model

Na tomto testu byly také změřeny časy pro výpočet odezvy HB při použit́ı r̊uzných
model̊u třeńı. Časy byly měřeny jak pro r̊uzné druhy řešič̊u, tak pro jejich r̊uzné relativńı
tolerance (RelTol). Výpočetńı časy jednotlivých model̊u třećıch sil použitých na prvńı
testovaćı model byly normalizovány vzhledem k nejdeľśımu výpočetńımu času podle
následuj́ıćıho vztahu

ψi =
Ti
Tmax

· 100, (3.3)

kde Ti je porovnávaný čas vztažený k největš́ımu času Tmax. Z tabulky 3.2 lze vyč́ıst,
že nejefektivněǰśım řešičem je ode15s, nicméně např́ıklad u implementace klasického
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Coulombova modelu metoda nekonverguje. Dále lze vyč́ıst, že Karnopp̊uv model je
nejrychleǰśı. Rozš́ı̌rený hladký Coulomb̊uv model je pak druhým nejefektivněǰśım při
použit́ı řešiče ode15s, ale při použit́ı ostatńıch řešič̊u jeho efektivita rapidně klesá.

3.2 Stop-start model

Daľśı testovaćı model spoč́ıvá v taháńı HB po drsném povrchu periodickou silou F (t)
viz obr. 3.5. Śıla F (t) je nespojitá funkce, jej́ıž pr̊uběh je možné vidět na obr. 3.6. Vlivem
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Obr. 3.5: Stop-start model

této śıly a po překonáńı statické třećı śıly dojde k vychýleńı HB. V okamžiku, kdy śıla
F (t) přestane p̊usobit na HB, dojde k pozvolnému zastaveńı HB vlivem p̊usobeńı třećı
śıly. Model je popsán ve tvaru diferenciálńı rovnice

mẍ = F − Ft(vrel), (3.4)

kde m je hmotnost HB, ẍ je zrychleńı p̊usob́ıćı proti směru pohybu, F (t) je śıla, kterou
je taženo za HB a Ft(vrel) je zvolený model třećı śıly p̊usob́ıćı proti směru pohybu.

Amplituda śıly F , kterou bylo za HB taháno byla 3 a 6 [N]. Hodnoty zbylých
parametr̊u jsou uvedeny v tabulce 3.3.

Použité hodnoty parametr̊u
Značeńı Hodnota Jednotka Značeńı Hodnota Jednotka
m 1 kg Fd 5,88 N
σ0 39 000 Nm α 1 -
σ1 395 Ns/m γ 1 -
σ2 0 Ns/m vStribeck 0,01 m/s

Tab. 3.3: Tabulka hodnot parametr̊u pro 2. testovaćı model

Na obr. 3.6 jsou zobrazeny závislosti výchylek, rychlost́ı a vnitřńıch proměnných
z v závislosti na śıle F = 3 [N] v časovém úseku [0 - 0,4] [s]. Grafy výchylek Lu-
Gre a elasto-plasticḱıho modelu jsou vyňaty od ostatńıch model̊u a uvedeny zvlášt’,
nebot’ výchylky od Dahlova modelu jsou o řád větš́ı a nebylo by možné si všimnout
jevu ulṕıváńı, kdy docháźı k předskluzovým výchylkám na mikroskopické úrovni. Graf
výchylek pro LuGre a elasto-plastického modelu lze č́ıst tak, že nejprve dojde k de-
formaci štětinek kartáče při p̊usobeńı śıly F (t) na časovém intervalu [0 - 0,1] [s] a po
jej́ım odebráńı na časovém intervalu [0,1 - 0,2] [s] se maj́ı štětiny opět snahu narovnat.
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Obr. 3.6: Stop Start test F = 3 N
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Nicméně HB se nevrát́ı do své výchoźı polohy, nebot’ došlo i k vychýleńı na makro-
skopické úrovni. Patrnost těchto jev̊u se se zvyšováńım p̊usob́ıćı tažné śıly postupně
vytráćı. Přibližně kolem hodnoty F = 5 [N] již charakteristiky graf̊u jednotlivých mo-
del̊u třeńı zač́ınaj́ı splývat. Obr. 3.7 zobrazuje odezvu uvažovaného systému při am-
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Obr. 3.7: Stop Start test F = 6 N

plitudě bud́ıćı śıla F = 6 [N]. Je možné si všimnout, že pr̊uběhy graf̊u j́ıž nejsou tak
rozd́ılné jako v předešlém př́ıpadě.

3.3 Hmotný bod tažený na pružině po drsném po-

vrchu

Daľśı testovaćı model představuje HB tažený po drsném povrchu [3], viz obr. 3.8. Rozd́ıl
oproti předešlému testu je v tom, že HB je tažen bez pravidelného zastavováńı a je při-
chycen za pružinu, jej́ıž volný konec se pohybuje konstantńı rychlost́ı v. Nejprve dojde
k naṕınáńı pružiny, nebot’ třećı śıla udržuje těleso v počátečńı poloze. Po překonáńı třećı
śıly se těleso posune, nastane úbytek tažné śıly vzhledem k smrštěńı pružiny a zastaveńı
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Obr. 3.8: Schéma testu hmotného bodu taženém za pružinu

tělesa do chv́ıle, než se pružina opět dostatečně napne. Model je popsán jako

mẍ+ kx = −Ft(vrel) + kw(t) (3.5)

w(t) = vt = ẋt, (3.6)

kde m je hmotnost HB, k = 10 [N/m] je tuhost pružiny, Ft(vrel) je zvolený model třećı
śıly a w(t) je funkce vychýleńı volného konce pružiny závislá na čase a rychlosti v.
Hodnoty ostatńıch parametr̊u použitých v tomto testu jsou stejné jako u předešlého
modelu, viz tab. 3.3. Na obrázku 3.9 jsou znázorněny výchylky HB při použit́ı r̊uzných
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Obr. 3.9: Graf srovnáńı výchylek pro r̊uzné modely třećıch sil

model̊u třećı śıly. Výchylky LuGre a elasto-plastického modelu se těsně překrývaj́ı.
Grafy rozš́ı̌reného hladkého Coulombova a Karnoppova modelu koṕıruj́ı tvar dyna-
mických model̊u s menš́ımi rozd́ıly. Grafy pro Dahl̊uv a hladký Coulomb̊uv model se
pak prakticky překrývaj́ı.
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4 Modelováńı interakce třećıch člen̊u
olopatkovaných disk̊u

V této kapitole budou aplikovány dř́ıve analyzované modely třećıch sil na model kmitáńı
tř́ı lopatek se třećımi členy. Tento model vycháźı z modelu olopatkovaného disku se
třećımi členy popsaného v praćıch [5, 7]. Jedná se o silně idealizovaný model, kde se již
nicméně projev́ı vliv třećıch sil.

Pojem kmitáńı lze chápat jako proces, při kterém docháźı ke stř́ıdavé změně fy-
zikálńıch veličin doprovázej́ıćı pohyb (výchylka, rychlost, zrychleńı). Současně také
docháźı k ustavičné přeměně kinetické energie na potenciálńı a naopak. Jako klasický
př́ıklad kmitáńı lze uvést pohyb kyvadla. Podklady byly čerpány z [5, 7, 2, 8].

Třećı členy olopatkovaného disku, pracuj́ıćıho ve vysokých otáčkách, slouž́ı k utlu-
meńı kmitáńı, které jinak zp̊usobuje únavu materiálu a následné možné poškozeńı
součásti zař́ızeńı. Daľśı neblahý vliv kmitáńı je ve vyzařováńı hluku, což např́ıklad
u dopravńıch prostředk̊u zhoršuje kvalitu přepravy a u pracovńıch stroj̊u může mı́t
neblahý vliv na lidský sluch.

4.1 Model trojice lopatek se třećımi členy buzený

kvazistatickou silou

V této kapitole bude provedena analýza vlivu volby modelu třećı śıly na odezvu tro-
jice lopatek vzájemně vázaných třećımi členy. Model spoč́ıvá v uvažováńı tř́ı HB re-
prezentuj́ıćı redukovanou hmotu lopatek a třećıch člen̊u, viz. obr. 4.1, o hmotnostech
m1,m2,m3. Viskózńı a elastické vlastnosti lopatek jsou modelovány prostřednictv́ım
pružin o tuhostech k1, k2, k3 a tlumiči b1, b2, b3. Mezi HB p̊usob́ı třećı vazby. Po vychýleńı
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Obr. 4.1: Schéma modelu tř́ı lopatek s třećımi členy
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jednoho HB bud́ıćı silou dojde vlivem třećıch vazeb k vychýleńı i zbylých dvou HB.
V tomto př́ıpadě bylo p̊usobeno bud́ıćı silou na prvńı ze tř́ı lopatek. Matematický model
je popsán jako

Mq̈(t) + Bq̇(t) + Kq(t) = fT + fkonst(t), (4.1)

kde M je matice hmotnosti, B je matice proporcionálńıho tlumeńı ve tvaru

B = βK, (4.2)

K je matice tuhosti, q(t) je vektor zobecněných souřadnic. Matice M , B a K jsou
diagonálńı ve tvaru

M =

m1 0 0
0 m2 0
0 0 m3

 , B =

b1 0 0
0 b2 0
0 0 b3

 , K =

k1 0 0
0 k2 0
0 0 k3

 . (4.3)

Dále fT je vektor třećıch sil, fkonst(t) je funkce kvazistatické śıly, která p̊usob́ı na prvńı
ze tř́ı hmot a je popsána následovně

fkonst(t) =

F0(1− eε0t)
0
0

 , (4.4)

kde F0 je amplituda bud́ıćı śıly a ε0 je parametr ovlivňuj́ıćı tvar funkce bud́ıćı śıly.
Vlivem třećıch vazeb mezi členy dojde také k vychýleńı daľśıch dvou hmot. Vektor
třećıch sil je pak dán ve tvaru

fT =

−F (1)
t

F
(1)
t

0

+

 0

−F (2)
t

F
(2)
t

 , (4.5)

kde F
(1)
t je třećı śıla p̊usob́ıćı mezi prvńı a druhou hmotou a F

(2)
t je třećı śıla mezi

druhou a třet́ı hmotou. Konkrétńı tvar těchto třećıch sil záviśı na zvoleném modelu.
Model (4.1) byl řešen v programu MATLAB převedeńım na ODR 1. řádu zavedeńım

stavového vektoru

u =

[
q
q̇

]
, (4.6)

kde q je vektor zobecněných souřadnic a q̇ je vektor zobecněných rychlost́ı. Dále se
integruje rovnice (4.7)

u̇ = Au + F , (4.7)

kde A je systémová matice

A = −
[

0 −E
M−1K M−1B

]
(4.8)

a F je vektor buzeńı ve stavovém prostoru

F =

[
0

M−1(fT + fkonst(v))

]
. (4.9)

Hodnoty parametr̊u pro tento model jsou uvedeny v tabulce 4.1.
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Použité hodntoy parametr̊u
Značeńı Hodnota Jednotka Značeńı Hodnota Jednotka

m 0,6383 kg ε0 10 -
k 6, 3 · 104 N/m F0 50 N
β 10−3 - Fd 1 N
ε 104 - Fs 4 N
σ0 105 Nm γ 2 -
σ1 900 Ns/m α 1 -
σ2 0 Ns/m vStribeck 10−2 m/s

Tab. 4.1: Hodnoty parametr̊u použitých pro model buzený kvazistatickou silou

Obr. 4.2: Srovnáńı výchylek a rychlost́ı lopatek buzených kvazistatickou silou

Na obr. 4.2 jsou zobrazeny výchylky a rychlosti hmot na konci lopatek při p̊usobeńı
śıly pouze na prvńı lopatku. Prvńı hmota se dá do pohybu a vlivem p̊usobeńı třećıch
člen̊u se vychýĺı i zbylé dvě hmoty. Na grafu výchylek 1. lopatky je možné vidět rozd́ılné
chováńı u model̊u simuluj́ıćı ulṕıváńı. Dahl̊uv a hladký Coulomb̊uv model se v tomto
př́ıpadě prakticky překrývaj́ı a jejich pr̊uběh je plynulý. Oproti tomu LuGre, elasto-
plastický a rozš́ı̌rený hladký Coulomb̊uv model se od sebe mı́sty lǐśı a jejich pr̊uběh je
v́ıce skokový.
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4.2 Model trojice lopatek se třećımi členy buzený

harmonickou silou

Daľśım zobecněńım výše uvedeného modelu je uvážeńı harmonické bud́ıćı śıly. Pohy-
bová rovnice se změńı formálně tak, že fkonst se změńı na fharm a matematický model
nabývá zvaru

Mq̈(t) + Bq̇(t) + Kq(t) = fT + fharm(t). (4.10)

Vektor harmonického buzeńı je uvažován ve tvaru

fharm =

FHcos(ωt)0
0

 , (4.11)

kde FH je volená amplituda a ω je bud́ıćı frekvence v [rad/s], pro kterou plat́ı

ω = 2πf, (4.12)

kde f je bud́ıćı frekvence v [Hz]. Pro testováńı byly použity hodnoty FH = 10 [N]
a f = 10 [Hz]. Na obrázku 4.3 jsou zobrazeny výchylky a rychlosti všech tř́ı lopatek
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Obr. 4.3: Srovnáńı výchylek a rychlost́ı lopatek

buzených harmonicky, přičemž je ukázán pouze časový interval s ustáleným chováńım
systému a přechodové stavy nejsou zobrazeny. Na obrázku 4.4 jsou zobrazeny pr̊uběhy
stavové proměnné z a třećıch sil při použit́ı r̊uzných model̊u třeńı.
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Obr. 4.4: Srovnáńı pr̊uběh̊u stavové proměnné z a třećı śıly Ft

4.3 Kvalitativńı analýza odezvy trojice lopatek na

harmonické buzeńı

V této kapitole bude odezva systému na harmonické buzeńı vyhodnocena pomoćı tzv.
diskrétńı bifurkačńıch diagramů relativńıch výchylek a relativńıch rychlost́ı mezi lo-
patkami v závislosti na změně amplitudy bud́ıćı śıly a velikosti bud́ıćı frekvence. Daľśı
formou hodnoceńı změny kvality odezvy budou fázové trajektorie jednotlivých lopatek.

4.3.1 Bifurkačńı diagramy

Jako bifurkačńı diagramy zde budou označována zobrazeńı extrémů funkce při změně
vybraného parametru. V tomto př́ıpadě budou hledány extrémy relativńıch výchylek
a relativńıch rychlost́ı mezi lopatkami při změně amplitudy bud́ıćı śıly a na velikosti
bud́ıćı frekvence. Pro jeden bifurkačńı diagram je třeba napoč́ıtat odezvu systému
v́ıcekrát podle rozsahu a velikosti změny voleného parametru.

Na obr. 4.5 jsou na levém grafu zobrazeny relativńı výchylky mezi 1. a 2. lopatkou
v závislosti na čase při amplitudě bud́ıćı śıly FH = 25 [N] a na pravém grafu od-
pov́ıdaj́ıćı bifurkačńı diagram. Na bifurkačńım diagramu jsou extrémy funkce na levém
grafu znázorněny oranžovými kř́ıžky pro extrémńı kladné a záporné hodnoty. V jed-
nom řezu bifurkačńıho diagramu pro amplitudu bud́ıćı śıly pak můžeme vidět právě
dva body, č́ımž rozumı́me, že funkce relativńıch výchylek má pro tuto bud́ıćı śılu právě
dva extrémy na jedné periodě.
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Obr. 4.5: Př́ıklad nalezeńı extrémů funkce relativńıch výchylek a jejich zobrazeńı v bi-
furkačńım diagramu při použit́ı Dahlova modelu třećı śıly

Obr. 4.6: Př́ıklad nalezeńı extrémů funkce relativńıch rychlost́ı a jejich zobrazeńı v bi-
furkačńım diagramu při použit́ı Dahlova modelu třećı śıly
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Pokud se v jednom řezu bifurkačńıho diagramu vyskytuje v́ıce bod̊u, můžeme usou-
dit, že funkce relativńıch výchylek bude mı́t také v́ıce extrémů na jedné periodě. Př́ıklad
tohoto př́ıpadu je zobrazen na obr. 4.6, kde je v levo vykreslen graf relativńıch rychlost́ı
při amplitudě bud́ıćı śıly FH = 25 [N] a napravém grafu je př́ıslušný bifurkačńı diagram
s označeńım tohoto řezu.

Obr. 4.7: Srovnáńı bifurkačńıch diagramů při změně amplitudy śıly

Na obr. 4.7 jsou zobrazeny bifurkačńı diagramy pro Dahl̊uv, LuGre, elasto-plastický,
hladký Coulomb̊uv a rozš́ı̌rený hladký Coulomb̊uv model v závislosti na změně ampli-
tudy bud́ıćı harmonické śıly. Relativńı výchylky Dahlova a hladkého Coulombova mo-
delu maj́ı podobnou charakteristiku pro relativńı rychlosti a relativńı výchylky mezi
1. a 2. lopatkou, nicméně se výrazně lǐśı mezi 2. a 3. lopatkou. LuGre a rozš́ı̌rený
hladký Coulomb̊uv model maj́ı podobnou charakteristiku relativńıch výchylek a rela-
tivńıch rychlost́ı mezi 1. a 2., avšak rozd́ılnou mezi 2. a 3. lopatkou. Elasto-plastický
model pak vykazuje komplexńı neperiodické chováńı.

Na obr. 4.8 jsou zobrazeny bifurkačńı diagramy pro Dahl̊uv, LuGre, elasto-plastický,
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Obr. 4.8: Srovnáńı bifurkačńıch diagramů při změně frekvence
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hladký Coulomb̊uv a rozš́ı̌rený hladký Coulomb̊uv model v závislosti na změně frek-
vence bud́ıćı harmonické śıly. Dahl̊uv a hladký Coulomb̊uv model vykazuj́ı podobnou
charakteristiku relativńıch výchylek a relativńıch rychlost́ı mezi 1. a 2. lopatkou. Lu-
Gre a rozš́ı̌rený hladký Coulomb̊uv model také vykazuj́ı podobné chováńı relativńıch
výchylek a relativńıch rychlost́ı mezi 1. a 2. lopatkou. Elasto-plastický model opět
vykazuje komplexńı neperiodické chováńı.

4.3.2 Fázové trajektorie

Daľśım nástrojem pro vyhodnoceńı kvalitativńıch změn odezvy je zobrazeńı fázových
trajektoríı ve vybraných řezech pro amplitudu bud́ıćı śıly a frekvenci. V tomto př́ıpadě
se jedná o grafy závislosti rychlost́ı na výchylce jednotlivých lopatek. Na obr. 4.9
jsou zobrazeny fázové trajektorie pro Dahl̊uv, LuGre, elasto-plastický, hladký Cou-
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Obr. 4.9: Srovnáńı fázových trajektoríı pro r̊uzné modely třeńı při frekvenci f = 10 Hz
a amplitudě bud́ıćı śıly FH = 10 N
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lomb̊uv a rozš́ı̌rený hladký Coulomb̊uv model. LuGre, elasto-plastický a rozš́ı̌rený
hladký Coulomb̊uv model vykazuj́ı podobné chováńı. Dahl̊uv a hladký Coulomb̊uv
model se také podobaj́ı, ale výrazný rozd́ıl nastává v kontaktu mezi 2. a 3. lopat-
kou. Fázové trajektorie zobrazené na obr. 4.10 a obr. 4.11 ilustruj́ı chováńı lopa-
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Obr. 4.10: Srovnáńı fázových trajektoríı pro r̊uzné modely třeńı při frekvenci f = 20
Hz a amplitudě bud́ıćı śıly FH = 10 N

tek při změně bud́ıćı frekvence. Fázové trajektorie na 1. lopatce při použit́ı LuGre,
elasto-plastického a rozš́ı̌reného hladkého Coulombova modelu, které postihuj́ı simu-
laci ulṕıváńı, se zač́ınaj́ı podobat fázovým trajektoríım na 1. lopatce za použit́ı Dahlova
a hladkého Coulombova modelu, které ulṕıváńı nepostihuj́ı. Z toho lze usoudit, že vliv
ulṕıváńı se zvyšováńım bud́ıćı frekvence zmenšuje. U elasto-plastického modelu nav́ıc
dojde při frekvenci f = 30 [Hz] k rychlým přeskok̊um ve fázové trajektorii.
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Obr. 4.11: Srovnáńı fázových trajektoríı pro r̊uzné modely třeńı při frekvenci f = 30
Hz a amplitudě bud́ıćı śıly FH = 10 N
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5 Závěr

Předkládaná bakalářská práce se zabývá analýzou statických a dynamických model̊u
třećıch sil a jejich následnou implementaćı. Jsou zde porovnávány možnosti model̊u
s ohledem na simulaci ulṕıváńı a předskluzových výchylek na testovaćıch modelech
a následně na modelu tř́ı lopatek provázaných třećımi členy.

Prvńım krokem bylo vybrat vhodné statické a dynamické modely třećıch sil. Násled-
ně byly tyto modely implementovány v prostřed́ı MATLAB a aplikovány na testovaćı
př́ıklady. Po ověřeńı správné implementace byly statické a dynamické modely třećıch
sil aplikovány na model trojice lopatek provázaných třećımi členy buzených zprvu
kvazistatickou a poté harmonickou silou. Na závěr byla kvalita odezvy modelu tro-
jice lopatek buzených harmonickou silou vyhodnocena pomoćı bifurkačńıch diagramů
a fázových trajektoríı jednoho řezu.

Celkem bylo vybráno sedm model̊u třećıch sil, z toho byly čtyři statické a tři dy-
namické. Bylo ověřeno, že ze statických model̊u třećıch sil do jisté mı́ry postihuj́ı jev
ulṕıváńı Karnopp̊uv a rozš́ı̌rený hladký Coulomb̊uv model. Z dynamických model̊u,
které postihuj́ı předskluzové výchylky, ulṕıváńı zahrnuj́ı LuGre a elasto-plastický mo-
del. Dahl̊uv model, ačkoliv postihuje předskluzové výchylky, nepostihuje efekt ulṕıváńı.
Z testovaćıch model̊u se ukazuje, že ulṕıváńı se znatelněji projevuje na výsledćıch oproti
předskluzovým výchylkám. Z numerických řešič̊u se jako nejefektivněǰśı ukázal ode15s.

Statické a dynamické modely třećıch sil byly dále aplikovány na model trojice lopa-
tek provázaných třećımi členy, kde byla řešena odezva na kvazistatické a harmonické
buzeńı prvńı z lopatek. Vlivem p̊usobeńı třećıch sil došlo k vychýleńı i daľśıch dvou
lopatek. U obou př́ıpad̊u modely, které postihuj́ı ulṕıváńı, zp̊usobuj́ı skokové změny
výchylek a rychlost́ı. Oproti tomu modely, které ulṕıváńı nepostihuj́ı, maj́ı plynuleǰśı
pr̊uběh.

Na základě odezvy z buzeńı trojice lopatek harmonickou silou byly sestaveny bi-
furkačńı diagramy a fázové trajektorie řez̊u. Z bifurkačńıch diagramů relativńıch výchy-
lek a relativńıch rychlost́ı závislých na amplitudě bud́ıćı śıly a velikosti bud́ıćı frekvence
lze vyč́ıst podobné chováńı mezi 1. a 2. lopatkou pro LuGre a rozš́ı̌rený hladký Cou-
lomb̊uv model, tedy mezi dynamickým a statickým modelem simuluj́ıćım ulṕıváńı.
Podobnost chováńı lze pozorovat i mezi Dahlovým a hladkým Coulombovým modelem
mezi 1. a 2. lopatkou. Z fázových trajektoríı jednotlivých model̊u vyplývá podobnost
v chováńı LuGre, elasto-plastického a rozš́ı̌reného hladkého Coulombova modelu na
1., 2. a 3. lopatce. Ačkoliv tato podobnost na 1. lopatce z̊ustává při zvyšováńı bud́ıćı
frekvence, na 2. a 3. lopatce se rozš́ı̌rený hladký Coulomb̊uv model začne znatelně
odlǐsovat od zmı́něných dynamických model̊u. Elasto-plastický model oproti LuGre
modelu vykazuje při stejném nastaveńı řešiče skokové změny stavových proměnných.
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Z výsledk̊u nashromážděných v této práci lze usoudit, že rozd́ıl mezi statickými
a dynamickými modely třećıch sil spoč́ıvá předevš́ım v možnosti postihnout ulṕıváńı
a předskluzové výchylky. Dahl̊uv model je př́ıkladem dynamického modelu, jehož ode-
zva se ve většině př́ıpad̊u podobá odezvě Coulombova nebo hladkého Coulombova mo-
delu. Oproti tomu odezvy Karnoppova a rozš́ı̌reného hladkého Coulombova modelu se
bĺıžily odezvám LuGre a elasto-plastického modelu. Rozd́ıly zp̊usobené předskluzovými
výchylkami nastávaj́ı většinou jen v přechodových stavech a často jsou zanedbatelné.
Nejpřesněǰśım a nejspolehlivěǰśım modelem se ukazuje být LuGre model. Nicméně
rozš́ı̌rený hladký Coulomb̊uv model podává srovnatelné výsledky s výsledky LuGre
modelu, nav́ıc je méně náročný na volbu parametr̊u a při řešeńı odpadá diferenciálńı
rovnice stavové proměnné.

35



Literatura

[1] Ettore Pennestri, Valerio Rossi, Pietro Salvini, Pier Paolo Valentini. Review and
comparison of dry friction force models. Nonlinear Dyn (2016).

[2] J. Kellner, V. Zeman. Modelling of the bladed disk vibration with damping elements
in blade shroud. Applied and Computational Mechanics 4 (2010).

[3] Carlos Canudas de Witt, Henrik Olsson, Karl Johan Åström, Pablo Lischinsky.
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Hz a amplitudě bud́ıćı śıly FH = 10 N . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 32
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