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ANOTACE

ANOTACE

Tato prace se zabyva vyvojem realnych cCisel v déjinach matematiky. U vybranych ¢isel
jsou uvedeny postupy, které tvorily zéklad jejich vyvoje. Déle jsou predstaveny teorie,
o které se opira fada konstrukci redlnych ¢isel. V jednotlivych kapitolach lze nalézt nejen
teorie, ale i praktické ptiklady slavnych matematik. Prace ma mimo jiné poukazat na

vyznam realnych ¢isel pouzivanych dodnes.

KLiCovA sLova
Odmocniny, iraciondlni cisla, ¢islo =, Cislo e, ¢islo ¢, Eukleidiv zlaty pomér, Eudoxova
teorie proporci, Chajjamovy fetézové zlomky, teorie soumeétitelnosti a nesoumeétitelnosti,

Késslerova teorie realnych cisel.

ANNOTATION

This work deals with the development of real numbers in the history of mathematics.
Selected numbers show the procedures that formed the basis of their development. Then
there are presented theories, which serve as basis for a number of real number
constructions. Individual chapters include not only theories but also practical examples of
famous mathematicians. The thesis also points out the importance of real numbers used
until today.

KEYWORDS
Roots, irrational numbers, number 7, number ¢, number ¢, Euclid's golden ratio, Eudox's
theory of proportionality, Tchaijam's chain fractions, theory of commensurability and

incommensurability, Kdssler's theory of real numbers.



Uvop

Uvop

Bakalafskou praci jsem zpracovala na téma Redlnd Cisla a teorie realnych cisel

v déjinach matematiky.

Préce je ¢lenéna do jednotlivych kapitol, ve kterych nalezneme nejen konstruktivni, ale

1 axiomatické zavedeni realnych cisel.

V prvni kapitole piedstavuji nékteré piiklady realnych Ccisel, které si nejspise
pamatujeme ze Skoly. Nejdiive si pfipomeneme pocitani s odmocninami. Pravé pfi
odmociiovani mohou vychdzet iracionalni ¢isla. V této ¢asti jde predevsim o to, jak se nasi
predkové vyrovnali s ulohami, pii kterych vychazela iraciondlni c¢isla a jak je
aproximovali. V Mezopotamii existovaly tabulky, na kterych byla uvedena ptiblizna
hodnota druhé a tfeti odmocniny. Ukazeme si i algoritmus pro vypocet druhé odmocniny.
Dalsi z iracionalnich ¢isel jsem uvedla Cislo m. Nejvyznamnéj$§im badatelem n byl
Archimédes. Sestavil odhad tohoto ¢isla pomoci vepsanych a opsanych mnohouhelniki
v kruznici. Na zavér této kapitoly uvadim Eulerovo Cislo a Cislo ¢, které mizeme spojit

S pojmem ,,zlaty fez".

Druha kapitola obsahuje postupné uzndvani iracionalit a prvni teorie realnych cisel.
V Recku byla objevena nesouméfitelnost, kterd vedla k prvni krizi v matematice.
Vychodiskem bylo sméfovani ke geometrickym veli¢indm a vytvofeni Eudoxovy teorie
proporci, prvni "teorie redlnych ¢isel'". Omar Chajjam vytvofil teorii proporci, ekvivalentni
s Eudoxovou teorii, zaloZenou na fetézovych zlomcich. K postupnému zrovnopravnéni

iracionalit s desetinnymi Cisly doSel Simon Stevin.

Ve tieti kapitole jsem piedstavila vyvoj problematiky realnych c¢isel od 17. stoleti.
V tomto obdobi dochazelo ke zpiesiiovani pojmu redlné cislo v souvislosti s uvahami
o konvergenci. Jedna se o konstrukce redlnych c¢isel, se kterymi matematicka analyza

pracuje dodnes.

V posledni kapitole jsem uvedla Kosslerovu teorii, nebot” Milo§ Kdssler pusobil jako

matematik na naSem uzemi.

Cilem této bakalatské prace je sezndmeni Ctenafe s vyvojem redlnych ¢isel. Ukézeme si
na piikladech vypocty s ivahami naSich predkd. Predstavim zde nékteré teorie, diky

kterym realné ¢islo vzniklo.



1 ODMOCNINY, 7 A DALS{ IRACIONALN{ CISLA V DEJINACH MATEMATIKY

1 ODMOCNINY, 7T A DALSi IRACIONALNI CiSLA V DEJINACH MATEMATIKY

1.1 ODMOCNINY

Tato podkapitola byla zpracovana podle (Becvar, Becvarova, Vymazalova, 2003, str. 230 -

232).

Definice 1.1.1 (n-ta odmocnina)

., Necht' n je libovolné prirozené cislo, a nezaporné cislo, pak takové (jediné) nezaporné
cislo b, pro které plati b" = a, se nazyva n-ta odmocnina éisla a. *

(Polak, 1991, str. 73)

Pfi pocitani s odmocninami odmocnujeme ¢islo, které je nezaporné. Nejcastéji

se setkdvame s druhou odmocninou. Odmocninu definujeme pomoci mocnin.

Priklad 1.1.1
Vypocitejte druhou odmocninu z ¢isel 4; 9; 3,24.
Pti vypocétu druhé odmocniny z nezapornych cCisel 4; 9; 3,24 je vysledkem také cislo

nezaporné. Pokud toto ¢islo umocnime na druhou, dostaneme ¢islo, které jsme odmocnili.
V4 = 2, plati 22 = 4
V9 = 3,plati 32 = 9
V3,24 = 1,8, plati 1,82 = 3,24

Na nasledujicim obrazku lze ndzorn€ vidét, ze graf funkce druhé odmocniny se nachazi

V prvnim kvadrantu soustavy soufadné. Jedna se o inverzni funkci k funkci druhé mocniny.
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Obrazek 1.1 - Graf druhé odmocniny

Zdroj: vlastni zpracovéani, 2019

Graf druhé mocniny a druhé odmocniny a osy prvniho a tfetiho kvadrantu prokazuje

inverzni chovani obou téchto funkci na nezaporném intervalu.

Jiz v Mezopotamii existovaly specidlni tabulky, které obsahovaly piiblizné hodnoty
druhych a tfetich odmocnin. Na néasledujicim obrazku mlzeme vidét jednu
z nejznaméjsich tabulek YBC 7289, kde je zaznamenana mimo jiné i aproximace

(piblizna hodnota) &isla v/2.

Obrazek 1.2 - Mezopotdmska tabulka YBC 7289

Zdroj: Pfevzato z (Bedvar, Becdvarova, Vymazalova, 2003, str. 328)
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Pro lepsi predstavivost Ctenare této bakalarské prace byla Mezopotdmska tabulka YBC

7289 transformovana prostfednictvim arabskych ¢isel, jak 1ze vidét na obrazku viz nize.

Obrazek 1.3 - Mezopotdmska tabulka YBC 7289 vyjadrena arabskymi ¢isly

51,10
42,215,35

Zdroj: Prevzato z (Bec¢var, Becvarova, Vymazalova, 2003, str. 328)

Na mezopotamské tabulce vidime ctverec ze stranou délky 30. Na thlopficce ve Ctverci je
klinopisem zaznamenano v Sedesatkové soustavé Cislo 1, 24, 51, 10 a 42, 25, 35. Prvni
islo zapiSeme ve tvaru 1 - 60°+24-60"1+51:-6072+10-6073. Po sedteni
dostaneme hodnotu 1,414213, ktera odpovida piiblizné V2. Druhé z &isel predstavuje

délku thlopfticky Ctverce o strané 30.

K sestaveni tabulek druhych odmocnin zfejmé pouZzivali nésledujici jednoduchy

algoritmus.

Metoda vypoctu druhé odmocniny prirozeného Cisla

Ptirozené ¢islo, které neni druhou mocninou piirozeného ¢isla, ozna¢me A.
Cislo A lze zapsat ve tvaru
A= x? +y,
kde x, y € N apro Cislo x plati
x? < A <(x+1)>%

Pro VA Ize provést odhad:

N e L Y
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Budeme-li pfedpokladat A ve tvaru

kde x, y € N a pro Cislo x plati
(x —1)? < A <x?,

dospé&jeme ke stejnému odhadu VA.

Lepsi aproximace muze byt dosazeno na zékladé vyuziti tzv. metody primeéru.

Oznaéme x; = % ('% + x), tj. vypoéteny odhad VA. Z vypoétu vime, Ze VA < x;. Oznaéme

x,, kde VA < x, < x4, lepsi odhad VA a y = x; — x,. Tuto hodnotu uréime v zavislosti
naAax.
X% = (%, — y)?
X2 =x7 =26y +y°

Protoze VA < x,, je také A < x,% a miizeme piedpokladat

A=x%2—2x,y.

Odtud je y = XA g Xy =X, —y =X, — oA _ 1 (xi+ xl) druhy odhad VA.
1

Z.X'l le 2

Priklad 1.1.2

Mezopotamskym postupem vypoététe /5.

Cislo, jehoZz druhou odmocninu chceme urcit, zapiSeme jako soucet nejvetSsiho mozného

¢tvercového Cisla, které je mensi neZ odmoctniované ¢islo, a zbytku.
A = 5 zapiseme jako soucet 22 + 1,

5 = 2%+ 1,
¢islo 22 je pro 5 nejvétsi tvercové &islo, protoze

22<5<(2+1)?
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vysledek v/5 mizeme pro A = 5 a x = 2 odhadnout takto:

— /72 2 2 _ 11 (2% _1.(: - 2_
V= VZFi< 241+ =2 =] (E=+2)=3-(3+2)=2=22s

X] = 9je prvni odhad V5.

T4

Vypo¢itejme nyni jesté druhy odhad v/5.

161 _

’ 1 A 1
Po dosazeni do vztahu x, = 3 (x— + xl) dostaneme x, = S ( -
1

INEE RS
+
S| o

druhy odhad /5.

1.2 CisLo Pi (1)
Tato podkapitola byla zpracovana podle (Bentley, 2013, str. 140 - 149).

Ve svété existuje mnoho kulovitych tvart, k jejichz popisu kulovitosti a kruhovitosti
postaci jedno jediné cCislo a tim je ¢islo pi. Pi (m) neboli Ludolfovo Cislo je pomér mezi
obvodem a primérem kruznice. Tyto dva rozméry spolu uzce souvisi a v davné minulosti
bylo velkou vyzvou nalézt pevny vztah mezi nimi. Bylo tedy otdzkou, jakym cislem je
nutné vynasobit primér, aby byl vypocten obvod kruznice. Velmi Castym feSenim bylo
nakresleni kruhu, zméfeni jeho obvodu a priméru a nasledné vydé€leni prvniho Ccisla
(velikost obvodu) druhym ¢&islem (velikost priiméru). Po provedeni této operace by bylo
mozné fici, ze vysledek je o néco vétsi neZ tfi. To znamend, Ze pro zjiSténi obvodu
kruznice musi byt primér prondsoben c¢islem, které je o néco vetsi nez tfi. Otdzkou vSak
zlstavalo, o kolik vétsi. I v soucasnosti mnoho lidi véfi, Ze €islo m 1ze vyjadfit pomoci
racionalniho c¢isla, tj. pomoci zlomku. Pokud vSak zlomek vyjadiime desetinnym
rozvojem, lze zjistit, Ze se v ném opakuje Ciselny vzor. V desetinném rozvoji Cisla n

se zadny vzor neopakuje, proto nelze Cislo m vyjadrfit raciondlnim ¢islem. 7 je iraciondlni
¢islo. Jeho hodnota je sice blizka zlomku %, ale jako je tomu u vSech iraciondlnich ¢isel,
neexistuje zlomek, ktery by je mohl pfesné vyjadfit. Desetinny rozvoj téchto ¢isel bézi do
nekoneéna bez jakéhokoliv &iselného vzoru. Stejnym zptisobem lze hovofit o &islech: V2 ;

¢. Tato Cisla Ize oznacit jako ptirozené konstanty.

Jednim z nejvyznamnéjsSich badatelt Cisla © byl nepochybné Archimédes (287 pt. n. 1. -

212 pt. n. 1.), ktery se narodil tfi stoleti po Pythagorovi (okolo 570 pf. n. 1. - 510 pf. n. L)
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a kratce pred smrti Eukleida (325 pt. n. 1. - 260 pf. n. 1.). Tento vynalezce se zabyval
pakami, kladkami, Snekovymi Cerpadly, zafizenimi na drceni vale¢nych lodi a mimo jiné
také koulemi a kruhy. Na toto téma sepsal mnoho svitkli, napt. ,,O kouli a valci®,
,,O spiralach®, ,,O méfeni kruhu* a mnoho dalSich. Archimédes byl dle Rimant nadan
vétsim genidlnim myslenim, nez si lze u lidské bytosti pfedstavit. Jako prvni si uvédomil,
ze Cislo m je iracionalni a jeho hodnota neni rovna % Dale tvrdil, ze ptesnd hodnota

n nebude mozna nikdy zjiSténa, proto vytvofil odhad m pomoci aproximace kruhu

mnohouhelniky.

K aproximaci kruhl vyuzil Archimédes pravidelné mnohouhelniky. Jeden mnohothelnik
kruhu opsal druhy vepsal. Nasledné¢ prozkoumaval pomér mezi pramérem kruhu
a obvodem obou mnohothelnikii. Zjistil, Ze hodnota n lezi nékde mezi témito poméry
(tedy mezi pomérem obvodu opsaného mnohouhelnika a primérem kruhu a pomérem
obvodu vepsaného mnohouhelnika a primérem kruhu). Na nasledujicim schématu lze

nazorn€ vidét Archimédovu myslenku aproximace kruhu mnohotihelniky.

Obrazek 1.4 - Odhad m aproximaci kruhu mnohouhelniky

[

0

~_|

Zdroj: vlastni zpracovani dle (Bentley, 2013)

Pro lepsi pochopeni uvazujme kruh s vepsanym a opsanym c¢tvercem, viz obrazek. Pokud
by byla strana vétSiho (opsaného) ¢tverce oznacena jako D, jeho obvod by byl roven 4D.
Vzdalenost dvou protéjSich stran, zaroven 1 primér kruznice, je roven rovnéz D. Pomér
obvodu opsaného ctverce a pruméru kruhu se rovna 4D /D, tedy konecny vysledek je 4.
Primér kruhu tvoii tthlopticku vepsaného ctverce. Pomoci Pythagorovy véty lze dopocitat

rozmér strany vepsaného &tverce, ktery je D/v/2, pak obvod mensiho &tverce je roven

4D V2.
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Druhy pomér je vypoéten stejnym postupem, tedy (4D/v2) /D = 4/V2 = 2,8284.

Z téchto dvou vypocta Ize usoudit, ze Cislo m je mensi nez 4 a vétsi nez 2, 8284.

Archimédes Vv prvnim kroku kruhu opsal a vepsal pravidelny Sestiuhelnik. Pomér obvodu
a primeéru kruhu zptesnil pomoci pravidelnych mnohouthelniki, které ziskal ptlenim stran
nebo vnitinich uhld piedchoziho mnohothelniku. Ve druhém kroku pracoval
s pravidelnym 12ti-thelnikem, dale s 24ti-uhelnikem, 48ti-uhelnikem a na konec
s pravidelnym 96ti-thelnikem. Délky stran 2n-uhelniku vypocital z délek stran n-tthelniku

pomoci rekurentnich ptedpist, které odvodil. Dopracoval se k odhadu, Ze ¢islo 7 lezi mezi

3% a 3% jinymi slovy fe¢eno mezi % a % . Geometricky postup vypoctu m pomoci
vepsanych a opsanych mnohothelnikli byl natolik pfesny, Ze nikdo po dalSich pét stoleti

nenasel jiny zpisob pro nalezeni ¢isla .

Vypoctem C¢isla m se zabyvalo nékolik matematikti. Napiiklad Brahmagupta (598 - 668)
dospél k tomu, Ze © je pfiblizné rovno v10. Tato aproximace ¢isla @, je spravna na jedno
desetinné misto. O 160 let pozdéji se matematik al-Chorézmi (780 - 846) piiblizil na

4 desetinna mista, tj. 3,1416. Tito a jini matematici piesto pouzivali po cela staleti

Archimédovu metodu.

Vétsinu svého Zivota vénoval nizozemsky matematik Ludolf von Ceulen (1540 - 1610)
vypoctu  ¢isla m.  Mnohothelnik,  ktery  pouzil, mél  pozoruhodnych
4 611 686 018 427 387 904 stran. Tim dosahl spravného vyjadieni & na 34 desetinnych
mist: 3,141 592 653 589 793 238 462 643 383 279 5029. V1t dobé si nektefi

matematici uvédomili, Ze © lze nalézt pomoci jednodussich vypocéti. Matematik John
Wallis (1616 - 1703) zjistil, ze specifické posloupnosti obsahuji nasobky pievracené
hodnoty Ludolfova ¢isla.

Dvojnésobek prevracené hodnoty cCisla © vyjadril jako podil dvou nekonecnych soucini:
2/m = (1-3-3:5:5-7-..)/(2-2-4-4-6-6"..)

Matematik James Gregory (1638 - 1675) objevil fadu, ktera je v mnohych ptipadech
pfipisovana jako objev Leibnizovi (1646 - 1716):

10
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Pouziti téchto posloupnosti pro vypocet Cislam jsou na jednu stranu mozné, avSak na
druhou stranu pfili§ naro¢né. Pro piiblizeni ke skutecné hodnoté m je totiz zapotiebi
nékolik desitek tisic ¢lenti. Gregory vsak objevil fadu, pro kterou postaci pouze devét
¢lenu a k © konverguje mnohem rychleji.

1
m/6 = (1/N3) (1 -gz+c33 733+~

Po objevu fad Cisel propocetli matematici ¢islo m na stovky desetinnych mist. V roce 1874
objevil W. Shanks (1812 - 1882) 707 desetinnych mist tohoto ¢isla. Kritika vypoctu byla
vSak zaznamenana matematikem De Morganem (1806 - 1871), ktery objevil jistou
nesrozumitelnost v desetinném rozvoji. Zjistil, Ze po piiblizn¢ pétistém desetinném mistu
nasleduje podeziele velmi malo ¢islic sedm. Vzdy matematici véfili, Ze ¢islo m obsahuje
stejny pocet Cislic od 0 az 9, které jsou rozlozené bez jakéhokoliv vzoru, avSak nikoli
nahodn¢. Jednd se o zvlastni paradox tohoto iraciondlniho ¢isla — nendhodné cislo
s vlastnostmi ndhodného ¢isla bez opakujiciho se vzoru se stejnym poctem jednotlivych
¢islic. Tuto zahadu se podatilo objasnit az matematikem D. F. Fergusonem, ktery vypocital
¢islo na 620 desetinnych mist. Po vypoctu zjistil, ze Shanks udélal chybu. Vsechny ¢&islice
za 528. mistem desetinného rozvoje byly Spatné. S rozvojem vypocetnich technologii
a pocitaci bylo Ludolfovo cislo vypocteno v roce 1999 superpocitacem Hitachi na

206 158 430 000 mist.

11
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1.3 CiSLOE

Tato podkapitola byla zpracovana podle (Bentley, 2013, str. 112 - 125).

Cislo e, které zname pod nazvem Eulerovo &islo, patfi k iracionalnim &islim. Piblizna
hodnota ¢isla e ¢ini 2,718 281 828 459. Jakob Bernoulli (1700 - 1782), Svycarsky
matematik, objevil ¢islo e. Zabyval se tim, jak se pfiblizuji hodnoty riiznych tad cisel.
Jednou z tvah, kterou se zabyval, bylo slozené trokovani. Cim &astdji pfi¢ital Grok

k ptivodni Castce, tim byla cilova castka vyssi.

Slozeny urok pocital pomoci fady
n

(2

U stého ¢lenu v fadé€ dosel k hodnoté 2, 704.

NgE

1

S
1l

Pfi dosazeni vyssiho piirozeného ¢isla n, se hodnota vice blizila ¢islu e. Dnes bychom

- . 1\" . e . .
zapsali jako lim,,_,, (1+;) = e. Bernoullimu bylo jasné, Ze ¢islo e ma souvislost

s mocninami a s logaritmy. Pomoci ¢isla e miizeme sestrojit logaritmickou kiivku, ktera

se nachazi naptiklad ve schrankdch mékkysh, okvétnich platcich rostlin, nebo v galaxii.

1.4 CisLo @

Tato podkapitola byla zpracovana podle (Bentley, 2013, str.72 - 85).

N¢kolik matematikd a filosofti se v minulosti domnivalo, Ze existuje magické Cislo, které
slouzi k popisu n¢kolika geometrickych tvard. Dnes je toto ¢islo nazyvané fi (¢). Jeho
hodnota je ptiblizné 1,618 033 988 749 894 848 2... . Rozvoj tohoto iraciondlniho ¢isla
pokracuje do nekonecna, jako je tomu u ostatnich iracionélnich ¢isel a to bez opakujiciho
se ¢iselného vzoru. Cislem fi se zabyval Hippasus (6. st. pt. n. I. - 5. st. pf. n. 1.) déle jeho
kolega Theodorus. Avsak jako prvni, kdo zapsal postup, jak ¢ najit, byl Eukleides
(325 pt. n. 1. - 265 pf. n. 1.). Ten nepouzival oznaceni ,,zlaty fez*, ale vysvétlil, jak se ma
vypocitat. Tvrdil, ze zlaty fez vznikne tehdy, kdyz na usecce AB je nalezen bod C takovym
zptisobem, aby pomér AB : AC se rovnal poméru AC : CB, jak lze vidét na nasledujicim

schématu.

12
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Obrazek 1.5 - Eukleidtv zlaty pomér

C

® =

Zdroj: vlastni zpracovani dle (Bentley, 2013)

o™

Vyse uvedenym pomérim odpovidé i nyngjsi definice zlatého fezu. Zlaty fez je specidlnim

pfipadem tméry, kdy |AB| : |AC| = |AC| : |CB|, kdy pomér délek celé usecky a jeji delsi

casti se rovnd poméru délek delSi casti a kratS$i casti useCky. (Reichl, Vseticka,

2006 - 2019)

Z ptedchozi Uméry vyjadiime hodnotu ¢. (Pfevzato od autort Reichl, Vseticka,

2006 -2019).

Usecka AB je bodem C rozdélena na dvé usecky. Oznaéime tsecku AB pismenem a. V&tsi

z useCek AC, BC pismenem x, pak dle zlat¢ho fezu vznikne iméra
a:x=x:(a—x).
Uméru lze vyjadiit i pomoci zlomku:

X

a—Xx

a
X

S jednoduchymi upravami Ize ziskat tvar kvadratické rovnice:

X

a
= /- x(a—x)

X a—Xx

xX’4+ax—a*=0

Po vyfeSeni uvedené kvadratické rovnice Ize ziskat kofeny:

—b + VD
12 = 2a
—a + Va? + 4a? —a + V5a?
’ 2 2

13
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Pomoci ¢astecného odmocnéni ziskame koteny x;, x5:

_—1++5
X1 = > a
Reseni x; = 1S, je kladné, kofen x, = _1;\/5 a je zaporny. Symbolem ¢
se oznacuje prevracena hodnota kladného kofenu.
12 2  —1-+5 2(-1-+5)
YT T+ 145 -1-+5 —4
1+ 5 |
Q= — 1,618034

Muzeme doplnit, ze Eukleides objasnil, kde Ize nalézt pomér uvnitié nékolika
geometrickych tvarti. Uhlop#icky v pravidelném pétithelniku se protinaji tak, ze jedna

druhou rozd¢€luji v poméru zlatého fezu, jak ukazuje nésledujici schéma.
Obrazek 1.6 - Zlaty pomér v pravidelném pétithelniku

D

A B
Zdroj: vlastni zpracovani dle (Bentley, 2013)

Cislo ¢ bylo nalezeno nejen v pentagramech, ale také v tzv. rovnouhlé spirale. Jako prvni
si této souvislosti povsiml filosof a ,,otec analytické geometrie a kartézskych soutadnic*

Descartes (1596 - 1650).

14
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Obrazek 1.7 - Rovnouhla spirala a ¢islo ¢

Zdroj: vlastni zpracovani dle (Bentley, 2013)

Rovnouhla spirala se také ¢asto nazyva jako logaritmicka spirala, jak ji pojmenoval Jakob
Bernoulli (1654 - 1705). Spiralu lze narysovat délenim obdélniku na ¢tverce, kdy pomér
jednotlivych stran ctvercl je roven zlatému fezu. V kazdém ctverci bude Ctvrtina kruznice

o polomeéru, ktery je roven délce strany Ctverce.

Pozd¢ji mnoho matematikti, biologi a filosofii se snazilo najit podobné spiraly v piirod¢ na
hlemyzdich ulitich nebo moiskych muslich. Rada vyzkumniki se domniva, Ze ¢ je

pfitomné v samotnych zékladech svéta.

Cislem se zabyvali i badatelé Leonardo da Vinci (1452 - 1519) &i Luco Pacioli
(1447 - 1517). Matematikové nazyvali toto ¢islo jako iracionalni, nebot’ nemohlo byt
vymezeno snadno pochopitelnymi ¢isly, proto zlstalo navzdy magickym a tajemnym.

V soucasnosti je nazyvano jako ,,zlaté ¢islo®, ,,zlaty fez* nebo také ,,zlaty pomér.
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2 EUDOXOVA TEORIE PROPORCI, CHAJJAMOVY RETEZOVE ZLOMKY

2.1 TEORIE REALNYCH CISEL A VYVO] MATEMATIKY JAKO VEDY

Tato podkapitola byla zpracovana podle (Be¢var, Fuchs, 1994, str. 22 - 32).

Pro vyvoj matematiky jako védy bylo dulezitym historickym meznikem piedsdkratovské
obdobi, které je Casové vymezeno jako obdobi 6. — 4. stol. pt. n. I. V tomto obdobi, jinymi
slovy nazyvané jako ,,Hrdinsky vék fecké matematiky*, se vyvijel védecky pohled na svét
a vznikl 1 jeho ptirodovédecky a matematicky vyklad. Je vSak nutné podotknout, Ze ptivod
klasické tecké matematiky vySel z poznatkii z Mezopotdmie a starovékého Egypta.
K rozvoji matematiky nepochybné pfispély i prvni fecké filosofické Skoly. V téchto tiech
stoletich bylo objeveno mnoho matematickych pfistupli, poznatkii, metod, které byly
postupné v dalSich letech pfetvareny a ucelené sepsany do nckolika teorii. Vyznamnymi
osobnostmi byly: Archimédes, Apollonios, Aristoteles, Platon a dalsi. Dale také Eukleidés
a jeho dilo ,,Zéklady* (fecky Stoicheia, latinsky Elementa) — nejstar$i dochované dilo
fecké matematiky. V oblasti geometrie se proslavil Thalés, ktery pievzal znalosti
z geometrie z Egypta, kde byla neustala potieba néco pfeméfovat a posunul geometrii
smérem k abstrakci. Dal§im vyznamnym matematikem byl Pythdgoras, ktery budoval
védu na ,,zakladnich principech®. V mnohych tvrzenich lze nalézt nazor, Ze babylonska
a egyptska matematika byla zaloZena na praktické a konkrétnim rdzu a fecka matematika
zacala tvrzeni dokazovat. Zcela nepochybné se stdva tvrzeni, Ze v obdobi
6. — 4. stol. pt. n. I. byly empirické a teoretické poznatky pietvoreny v exaktni védu.
Postupné vznikaly pojmy: ¢islo, pomér, bod, ptimka, rovina. Byly formulovéany 1 axiémy,
logické principy odvozovani a vystavba matematického svéta ze zakladnich elementt.
V tehdejSim obdobi byla matematika chépana jako uspéch a vrchol lidského mysleni.
Kolem roku 300 pf. n. l. shrnul Eukleidés ve svém dile Zaklady dalezité poznatky od svych
predchidct: Aristotela, Hippokrata, Eudoxa, Archyta, Theaitéta a dalSich. Jeho dilo je
zasvéceno vysvétleni zakladnich prvki a dikazd v matematice. V nasledujicich kapitolach
1ze nalézt teorie, které s vyvojem matematického mysleni a védy jako takové nepochybné

souvisi.
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2.2 TEORIE SOUMERITELNOSTI A NESOUMERITELNOSTI

Tato podkapitola byla zpracovana podle (Be¢var, Fuchs, 1994, str. 57 - 59).

Pythagorejsti matematici a myslitelé se puvodné domnivali, ze vSechno je mozné vyjadiit
pomoci pfirozenych c¢isel a jejich poméri. AvSak s dalS$im vyvojem a objevem

iracionalnich ¢isel musel byt tento pohled zménén.

O odmocniné ze dvou a iracionalité

Piedpokladejme, 7¢ V2 je racionalni &islo, vyjadiené podilem dvou nesoudélnych

ptirozenych ¢isel m an

V2 =2

Pomoci jednoduché tupravy lze zapsat nasledujici
Vi-n=m
2-n? =m?

Ze zapisu je ziejmé, Ze druhd mocnina Cisla m je suda, tudiz ¢islo m musi byt tedy sudé,

m = 2a.
Po dosazeni do ptivodniho vyjadieni

2-n? = (2a)?

n? = 2a2.

Z toho plyne, zZe 1 ¢islo n je sudé. Na zaklad¢ tohoto vypoctu dochazi ke sporu s ptivodnim

pfedpokladem nesoudé€lnosti ¢isel m a n.

Problematiku nesouméfitelnosti mizeme vysvétlit na zékladé plivodni pythagorejské
geometrické myslenky. Pythagorej$ti matematici vychéazeli z predpokladu, Ze kazdé dvé
usecky a, b maji urcitou ,,spolecnou miru®“ (Ize také nazvat jako tseckum), jejimiz
nasobky jsou obé zminéné usecky. Tedy, a = p-m a b = q - m. Na zaklad¢ ,,spolecné
miry” Pythagorejci tvrdili, Ze jsou Usecky souméfitelné. Dale by na zakladé tohoto
predpokladu bylo mozné tvrdit, Ze kazdé tii usecky jsou souméftitelné nebo kone¢ny pocet

usecek je souméfitelny. Podobné by se dalo uvazovat i o dvojici, trojici ¢i kone¢ném poctu
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ptirozenych ¢isel, které by byly nésobky urcité jednotky. Déle by bylo mozné tvrdit, Ze
jejich nejvetsi spolecny délitel je jejich nejvetsi mozna ,,spole¢na mira“. Pak by obé ¢isla
byla nasobkem svého nejvétsiho spolecného délitele a zddného jiného vétsiho c¢isla. Ditkaz
nesoumetitelnosti  GseCek demonstrujeme 1 na zékladé tvrzeni, Ze strana
a uhlopficka ¢tverce souméfitelné nejsou. Bude se do jisté miry jednat o modifikaci

ptedchozi ptikladu o odmocning ze dvou.

Priklad 2.2.2

Nesoumeéftitelnost strany a uhlopficky ¢tverce s vyuzitim Pythagorovy véty

Predpokladem dikazu nesouméfitelnosti je fakt, ze strana Ctverce, kterou oznacime

a a uhlopficka ¢tverce u nejsou suda Cisla. S vyuzitim Pythagorovy véty vypocitdme
uhlopticku u, jako:
u? = a? + a?
2 _

u? = 2a?

Vysledné u? je ze souétu dvou stejnych &isel sudé. Cislo u je tedy rovnéz sudé. Pokud
bude dand jednotkova uhlopfic¢ka, 1ze dale v dal$im vypoctu pouzit i polovinu této
uhlopficky.

Obrazek 2.1 - Jednotkova a polovicni thlopticka ve ctverci

Zdroj: vlastni zpracovani dle (Bec¢var, Fuchs, 1994)

Vypocet strany ¢tverce provedeme nésledujicim zptisobem.

ONE

Cislo a? je sudé, to znamena, Ze je sudé &islo a. A to je ve sporu s vyse uvedenym

2

predpokladem, ze strana a a whlopficka u nejsou zarovenn obé sudé. Dukazii existuje

nékolik, nejen vyse dva uvedené piiklady.
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2.3 ZKOUMANI IRACIONALIT

Tato podkapitola byla zpracovana podle (Be¢var, Fuchs, 1995, str. 15 - 19).

Na zaklad¢ problematiky souméfitelnosti a nesoumctitelnosti byly objeveny prvni
iracionality. Re&ti matematici si uvédomili, e iracionalit bude jisté existovat mnoho.
Velkou pozornost iracionalitdm vénoval Theaitétos (417 pt. n. 1. - 369 pt. n. 1), ktery
provedl jejich klasifikaci. Domnivame se, ze k odhaleni iraciondlnich ¢isel vedla jista
ptedstava o figuralnich ¢islech, kam fadime mimo jiné étvercova a obdélnikova ¢isla. Za
obdélnikové Cislo je mysleno ptirozené Cislo takové, které neni ¢tvercové, jehoz rozklad na
soucin se sklada ze dvou Cisel, kdy jeden ¢initel je mensi nez druhy. Mensi ¢islo musi byt
vétsi nez 1. Pokud by byla provedena odmocnina ze ¢tvercového cisla, bude vysledkem

¢islo pfirozené. Pti vypoctu odmocniny z obdélnikového Cisla vyjde €islo iracionalni.

Theodorus provedl vypocet odmocnin az do ¢isla 17, u kterého se zastavil. Jistym
vysvétlenim je ,,odmocninovy $nek*, ktery ukazuje, pro¢ je vhodné zastavit se u Cisla 17.
Cislo 18 by totiz narusilo dalsi pribéh ,,odmocninového $neka*.

Obrazek 2.2 - Odmocninovy Snek

7

_ —
Nw VA e
" N\ /13 \, 7
N3 /%
1 . 1
| /15
lJ oo .!
/16|
'\ /& \ 7
— 1 \
-\‘\.. ,‘| /ﬁ
1\ 72 NS [ 1

N W IN1P /18 "

Zdroj: Prevzato z (Bec¢vatr, Fuchs, 1997, str. 16)

Otazkou pro dne$ni vyzkumniky zfstava, jak byla iracionalita ¢isel V3; V/5; V6;
\/7;...dokazovéna. Vétsina z nich se domniva, Ze byl proveden ditkaz o nesouméfitelnosti
stran Ctvercli na zdkladé porovnani jejich obsahli 3,5,6,...17 jednotek a strany ctverce

s jednotkovou useCkou. Lze se domnivat, ze dikaz se podobal nésledujicimu postupu.
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Necht' je dan jednotkovy ctverec (jeho strana a = 1) a ¢tverec o trojndsobném obsahu
(jeho strana b = /3. Necht je dale piedpoklad, Ze strany obou &tverci jsou souméfitelné
a jejich nejvétsi spolenou mirou je usecka m. Je mozné tedy zapsat, ze
a = pm, b = gqm, kde p, q jsou pfirozena ¢isla. Jestlize m je nejvétsi spoleénou mirou
sedek a, b, pak jsou ¢isla p,q nesoudélnd. Mensi ¢tverec o obsahu 1 se sklada z p?

malych &tverecki a vétsi Stverec o obsahu 3 se sklada z g2 malych &tvereckll. Na &tverce

nahlizejme jako na ctvercova Cisla. Plati pro né tedy zfejmé vztah

q2=3_p2= pz +p2 +p2.

Obrazek 2.3 - Znazornéni ¢tverci jako Ctvercovych Cisel

Zdroj: vlastni zpracovéani dle (Beévar, Fuchs, 1997)

2.4 PRVNIi KRIZE MATEMATIKY

Tato podkapitola byla zpracovana podle (Be¢var, Fuchs, 1994, str. 61 - 62).

Objev a nalezeni nesouméfitelnosti zptisobily pythagorejskym matematikiim velky Sok.
Pro nesouméfitelnost existovaly tii vyrazy pochazejici z feCtiny (asymetron — neexistuje
spolecnd mira; alogon — nelze vyjadfit pomérem a areton — neni mozné vyjadfit celym
¢islem). Bylo zjisténo, ze svét geometrickych veli¢in, ktery byl reprezentovan
prostfednictvim délek usecek, byl mnohem S§irsi nez svét Cisel, ktery zahrnoval pfirozena
a kladna raciondlni &isla. Rada odbornikt se domnivé, Ze byl tento objev nejdfive utajovan.
Doslo totiz k potlaceni plvodni pythagorejské domnénky, Ze existuje vzdjemny vztah
geometrickych veli¢in s Cisly. A to na zéklad¢ objevu, ze existuji usecky, které nemaji
»Spolecnou miru“. O této ,krizi v matematice® se zminoval pfedev§im francouzsky
matematik a historik P. Tannery (1843 - 1904), ktery osvétloval, ze byly v té dobé
potlaceny zéklady témét celé matematiky. ZjiSténi nesouméfitelnosti bylo urcitou motivaci
a inspiraci pro dalSi matematiky a vyzkumniky. Ti se zaCinali zabyvat iracionalitou,
veli¢inami, které nebyly souméfitelné s urcitou zakladni veli¢inou. Napiiklad Theodoros

(465 pt. n. 1. - 398 pt. n. 1.) prokazal, ze odmocniny z Cisel 3,5,17, nejsou racionalni.
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Jednalo se o ta Cisla, ktera nebyla ctvercovd. Podobné¢ i Archytds
(428 pt. n. 1. - 347 pt. n. 1) objasnil, Ze odmocniny z obdélnikovych ¢isel ve tvaru
n(n + 1) nejsou racionalni. Racionalitou se zabyval 1 Theaitétos (414 pt. n. 1. - 369 pt. n.
1.). Jeho vysledky byly pieneseny do Eukleidovy knihy Zaklady. Jinou problematikou se
zabyval Eudoxos (408 pt. n. 1. - 355 pif. n. L), ktery vypracoval teorii proporci,
predstavujici teorii readlnych cisel. Tato teorie bude vysvétlena blize V nasledujici

podkapitole.

2.5 TEORIE PROPORCI

Tato podkapitola byla zpracovana podle (Be¢var, Fuchs, 1997, str. 20 - 27).

Zjisténi nesoumctitelnosti usecek vedlo k prvni krizi v matematice, jak jiz bylo vyse
zminéno. Jistym vychodiskem ztéto situace byla fecka geometrickd algebra spolu
s Eudoxovou teorii proporci, kterd je postavena na 18 definicich a 25 vétach uvedenych
v 5. Eukleidové knize Zéklady. Eudoxovu teorii proporci (pomérit a umér) lze chépat jako
teorii redlnych cisel, ktera byla zakladem pro studium podobnosti geometrickych utvart.
Za zakladni vlastnost podobnosti 1ze oznacit rovnost poméri odpovidajicich si usecek. Po
objevu nesoumeéfitelnosti nebylo mozné si vystadit s definici uméry aritmetickych veli¢in

(tj. pfirozenych cisel), proto byla zatazena Eudoxova teorie do Eukleidovy knihy.
Nyni si ukazeme, k ¢emu smétovala Eudoxova teorie proporci.

V prvnich definicich je zaveden néasobek, dil a pomér geometrickych veli€in, jako jsou
délky (velikosti tusecek), obsahy (velikosti rovinnych tutvarl) a objemy (velikosti
prostorovych utvari). Uvazujme x,y,a,b jako <¢isla vyjadiujici velikosti tsecek

(|4B| = x,|AC| = y, ...|).

Nasobek a dil seometrické veli¢iny

Po vynasobeni geometrické veliCiny x ptirozenym ¢islem k dostaneme veli¢inu y,
k-x=1y.

Veli¢ina y je ndsobkem veliiny x. Veli¢ina x je dilem veli¢iny y.
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Priklad 2.5.1

M¢gjme geometrickou veli¢inu x, kde |AB| = x, a ptirozené ¢islo k = 3. Sestrojte tisecku
AC (geometrickou veli¢inu y) tak, abychom po vynédsobeni geometrické veliCiny

x prirozenym ¢islem K, dostali Gsecku AC.
Obrazek 2.4 - Nasobek a dil geometrické veliciny

L_L{ |

E—— —
y C

A B

Zdroj: vlastni zpracovéani, 2019

Usecku AC jsme dostali jako trojnasobek tGsedky AB (tj, 3 - x = y). Use¢ka AB je dilem
usecky AC.

Pomér
Pomér dvou geometrickych veli¢in x, y, zapiSeme
xX:y.
Pomér mohou tvofit pouze veli€iny x, y, které spliuji tzv. Archimédiv axiom. To

znamena, ze pro libovolné x, y, vzdy existuje piirozené Cislo k takové, Ze plati nasledujici

nerovnost:
k-x>y,

tj. vzdy existuje ptirozené Cislo k takoveé, ze k - nasobek jedné tsecky je vétsi nez druha

usecka.

Priklad 2.5.2

Uvazujme nésledujici usecky o velikostech x, y.

22



2 EUDOXOVA TEORIE PROPORCI, CHAJJAMOVY RETEZOVE ZLOMKY

Obrazek 2.5 - Use¢ky x a y

x y
— | |

Zdroj: vlastni zpracovéani, 2019

Presvédcime se, Ze splnuji Archimédav axiom.

Protoze je zfejmé, ze y > x, existuje pfirozené Cislo, a to ¢islo je k = 1, takové, Ze ndsobek

druhé usecky je vétsi nez prvni tsecka.

Na druhou stranu z nasledujiciho obrazku vidime, Ze existuje piirozené ¢islo k takové, ze
plati k-x >y, tj. nasobek prvni usecky je vétdi nez druha tusecka. Usecky splituji

Archiméduv axiom.

Obrazek 2.6 - Porovnani délek usecek

i
- -

sl

Zdroj: vlastni zpracovani, 2019

Pomér nemohou tvofit nekone¢né¢ malé veli€iny, napi. Uhly, které sviraji kruznice

s teCnami v bodech na kruznicich.

Rovnost poméra (iméra)

Dnes bychom ftekli, ze dva poméry a: b, x :y jsou si rovny,a:b = x:y, tj. tvoii

uméru, kdyz
a-y=>b-x

Rovnost pomért je v Zakladech definovana slozitéji, viz dale. Jednim z divodu, proc

rovnost poméri nedefinovali pomoci rovnosti dvou soucint, byl geometricky pohled na
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véc. Soucin dvou délek je obsah, ale soucin dvou obsahli nebo objemti nedava zadny

geometricky smysl.

Piiklad 2.5.3
Rozhodnéte, zda dvojice pomérti V2 : 2, 1 : /2 tvoii tméru.
Pokusme se to objasnit dle Eudoxovy definice.

Podle definice v Eudoxové teorii jsou si dva poméry a: b, x :y rovny, pokud pro

libovolna dv¢ piirozena Cisla K, | plati nasledujici tii tvrzeni.

1. tvrzeni
Pomér prvnich dvou veli¢in je mens$i nez pomér libovolnych dvou pfirozenych ¢isel prave
tehdy, kdyz také pomér druhych dvou veli¢in je mensi nez pomér téchto dvou ptirozenych
Cisel, tj.

Vk,le N: a: b < k:l e x:y <k:L
Uvazujmea: b= V2 :2,x:y=1:V2ak=5,1=7.
Podle Eudoxovy definice ma platit:

V2 :2<5:71:/2< 5:7.

Pomérv2 :2 jemensinez5: 7, pak také 1 : v/2 musi byt mensinez 5 : 7, aby se mohly
poméry dle definice rovnat. O vztazich V2 :2 < 5:7,1:+/2 < 5: 7, které odpovidaji
vztahim 7 - V2 < 10,7 < 5-+/2, uméli pravdépodobné rozhodnout geometricky.

Vztahy V2 :2 < k:la1l: v2 < k: [ musi soutasné platit, nebo neplatit pro libovolna

dvé ptirozena ¢isla, ne pouze pro k = 5al = 7, jak jsme ukazali.

2. tvrzeni

Pomér prvnich dvou veliCin je vétsi nez pomér libovolnych ptirozenych cisel prave tehdy,

kdyz také pomér druhych dvou veliCin je vét§i nez pomér téchto piirozenych Cisel, tj.

Vk,l € N: a:b>k:lex:y > k:l.
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2 EUDOXOVA TEORIE PROPORCI, CHAJJAMOVY RETEZOVE ZLOMKY

Necht' jeopéta:bh = v2:2,x:y=1:/2.Zvolme k = 7, | = 10.

Podle Eudoxe ma platit

1:42 >7:10,
pokud

V2:2>7:10
a obraceng, tj.

V2:2>7:1021:V2> 7:10.

Opét plati 10 V2 >14a10>7 2. Vztahyv2:2 >k:la1:v2 >k : | plati pro

zvolena prirozena ¢islak = 7 al = 10.

3. tvrzeni

Pomér prvnich dvou veli¢in je roven poméru libovolnych dvou pfirozenych cisel prave

tehdy, kdyz také pomér druhych dvou veli¢in je roven poméru téchto ptirozenych ¢isel, tj.
Vk,1€ N: a: b=k:lex:y=Fk:L

Oba vyroky spojené ekvivalenci jsou nepravdivé, tudiz ekvivalence je pravdiva. AvSak
v nasem piikladu neni pomér v2: 2 ani pomér 1:+2 roven zadnému poméru dvou

pfirozenych ¢&isel, protoze V2 : 2 je iracionalni &islo.

Priklad 2.5.4

Rozhodneme, zda poméry Y2 : V6, V3 : V8 se rovnaji dle Eudoxovy definice rovnosti
poméra.
Podle prvni podminky musi platit

Vk,1€ N: a: b < k:l o x:y<k:L

Naptiklad lze zjistit, ze ¥2 : V6 <k : I pro k = 7,1 = 10. Plati také, Ze

V3 :V/8 < 7: 10.
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2 EUDOXOVA TEORIE PROPORCI, CHAJJAMOVY RETEZOVE ZLOMKY

Prvni podminka je tedy pro k = 7, [ = 10 splnéna.

Zvolime-li pfirozena Cisla k = 3 a [ = 5, tj. porovndme-li dané poméry s pomérem

ptirozenych Cisel 3 : 5, pak
V2 :v6<3:5aleV3:V8 >3:5.
Zadané poméry se tedy nerovnaji, protoze neni splnéna prvni podminka.

Rovnost dvou poméri je definovana pomoci vztahi (<, >, =) mezi pomérem dvou
libovolnych veli¢in a pomérem dvou pfirozenych ¢isel. O platnosti téchto vztahil (<, >, =)

tedy museli umét rozhodnout.

Pro soumétitelné veli¢iny a, b, plati, Ze existuji Cisla k, | € Ntak, ze a =k - x

ab =1I-x.
Potom a: b =k-x:l-x,resp.a: b =k : L.
Pomér dvou délek je roven poméru dvou ptirozenych Cisel.

oy . e 1 oy e K
Velicina a je souméfitelnd s veli¢inou b, miizeme ji vyjadiit vztahem a = i b.

Priklad 2.5.5
Rozhodnéte, zda jsou souméftitelné veliciny:

Aa=6b=15

Pro veli¢inu a = 6, plati

6 =2-3=k-x,
obdobné pro veli¢inu b = 15, plati

15=5-3=1"x,
potom 6 : 15 = 2 : 5. Dané veli¢iny jsou soume¢fitelné.

bla=+v2.b =2

Pro veli¢inu a = V2, plati

V2=1-\V2=k-x.
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Pro veli¢inu b = 2, plati
2=1-+2,

oviem nenalezneme takové piirozené &islo I, aby platila rovnost. Dané veli¢iny a = V2,

b = 2 nejsou souméfitelné.

Qa=2vV3.b=5V3

Pro veli¢inu a = 2+/3, plati
2V3=2V/3=k -x.
Pro veli¢inu b = 5+v/3, plati
5V3=5:V3=1"x,

potom 2+/3 : 5v/3 = 2 : 5. Dané veli¢iny a = 2v/3, b = 5v/3 jsou souméfitelné.

Porovnani dvou poméru

Podle Eudoxe je jeden pomér vétsi nez druhy pomér, tj. a: b > x : y, pokud existuji
pfirozena Cisla takovd, Ze pomér veli€in a, b,je vét§i nez pomér piirozenych cisel

a zaroven pomér veli¢in x, y, je mensi nebo roven pomeéru téchto pfirozenych Eisel, t;.
Ak,l€ N:a:b >k:1lANx:y < k: L
V predchozim piikladu jsme zjistili, ze Y2 :v/6 < 3 : 5 a zaroveii V3 : V8 > 3 : 5, proto

3\'/2_:\/6<\/§:\/§.

Priklad 2.5.6
Porovnejte poméry V3 : 1 a+/26 : 3.
Protoze

V3:1 > 17 : 10, nebot' V310 > 17

V26:3 < 17: 10, nebot' V26 - 10 < 51,
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plati, ze

v3:1 >+26: 3.

Relace < je pro poméry definovana podobn¢ jako relace >. Jeden pomér je mensi nez
druhy pomér, tj. a: b < x: y, pokud existuji pfirozena Cisla takova, ze pomér veli¢in a,
b je mensi nez pomér piirozenych c¢isel a zaroveint pomér veliCin x, y je vétsi nez pomer

téchto pfirozenych Cisel.

Ak,l€e N:a:b < k:lANx:y =k:l

Priklad 2.5.7

Porovnejte poméry V2 : 2 a+/3 : 2.

Protoze

V2:2 < 4:5,nebot V2 -5 < 8
a

V3:2 > 4: 5,nebot V3-5>8,
plati, ze

V2:2<+/3:2.

S témito poméry nesly provadét operace sc¢itani, odCitani, nasobeni, déleni. V knize
Zaklady se objevuji zakladni matematické principy, které se vyuzivaly nejen v geometrii.
Eudoxova teorie proporci predstavovala jakousi prvni teorii realnych Cisel, presnéji feceno

Cisel, které jsou délkami tiseCek sestrojitelnych pravitkem a kruzitkem.

2.6 TEORIE RETEZOVYCH ZLOMKU
Tato podkapitola byla zpracovana podle (Chincin, 1952, str. 14 - 85) a (Juskevic, 1970,
str. 216 - 218).
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2 EUDOXOVA TEORIE PROPORCI, CHAJJAMOVY RETEZOVE ZLOMKY

Omar Chajjam (1048 - 1131), persky matematik, pracoval s fetézovymi zlomky. Ptiblizil
se tak k dalSimu vyjadfeni realnych cisel. Vytvoril teorii, ktera se znacné podoba

Eudoxové teorii proporci.

Pokud ag, a; jsou cela ¢isla, kde a; znaci kladné Cislo, pak pii d€leni Cisla a, Cislem

a, dostaneme netplny podil x, s nejmensim nezdpornym zbytkem a,.
Plati

a0=x0'a1+a2.

ZapisSme Eukleidiv algoritmus pro vstupni hodnoty a,, a; , to ndm pomuze zapsat
. F1o7 X7 a Y 7
racionalni ¢islo [a—o] pomoci fetézoveého zlomku.
1

a0=x0'a1+a2,

alle'a2+a3,

Pro a4, a,, as, ..., a, plati nerovnost a; > a, > az > - > a,.

. r1or M7 a o v ’ N v r
Raciondlni ¢islo [a—o] miZeme nyni zapsat pomoci feté¢zového zlomku ve tvaru
1

1
Xg + 1
X1+ 1
xz + X3 +
1
x'l’l
Tento algoritmus si nyni ukdZeme na ptikladech.
Piiklad 2.6.1
. 107 84 321
Retézovym zlomk i$t ionalni ¢islo a) —, b) —, ¢) —.
etézovym zlomkem zapiste raciondlni ¢islo a) 26 b) s C) 38
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a) 107 a 46

Pomoci vyse popsaného algoritmu délime Cisla 107 a 46. Po vydéleni ziskame celé Cislo 2

a zbytek 15, dale pokracujeme pomoci uvedeného algoritmu.

107 =2 -46 + 15

46 =3 -15+1

15=15-1

Po té, co nam vyjde déleni beze zbytku, zapiSeme podil dvou ¢isel do fetézového zlomku.

107 o 1
46

34
b) 84a19

Stejny algoritmus pouZzijeme pro podil ¢isel 84 a 19.
84=4-19+8

19=2-8+3

8=2-3+2

3=1-24+1

2=2"-1

84 1
19 1

c)321a138

321 =2-138+45
138 =3-45+3
45 =15-3

321 1
138 1
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107
Vsimnéme si, ze Ve lze vyjadiit posloupnosti neuplnych podild [2; 3,15],

84 .
Eposloupnosti [4; 2, 2,1,2] a 321/138 posloupnosti [2; 3,15]. Posloupnosti podilt

V a) a ¢) jsou stejné, nebot’ poméery 107 /46 a 321/138 se sob¢ rovnaji. Stejna posloupnost
podili tedy muze poslouzit jako charakteristicka vlastnost rovnosti dvou poméri. Toho
si v8§iml Omar Chajjam, ktery dokoncil ,,Komentare k obtizim pfi zavedeni v Eukleidové

knize Zdklady*. V této praci se kromé 5. postulatu zabyva Eudoxovou teorii proporci.

Priklad 2.6.2

Poméry v2 :2 a1 : /2 pieved'te na fetézové zlomky a porovnejte.

V2 :2al1:42
VZ2=0-2++2
2=1-V2+2-42

V2=2-(2—-v2)+ 3V2-4
2-V2=2-(3V2-4)-7V2+ 10
3WV2—-4=2-(-7V2+10) + 17V2 — 24

...zde to bude nekonecné.

1=0-V2+1

V2=1-1+v2-1
1=2-(vV2-1)+3-2V2
V2-1=2-(3-2v2)-7+5V2
3—2V2=2-(-7+5V2)+17 - 12V2

31



2 EUDOXOVA TEORIE PROPORCI, CHAJJAMOVY RETEZOVE ZLOMKY

1
1+ ——7—

24—
T
2+ 5

Cislo V2 :2 lze zapsat posloupnosti [0;1,2,2,...], stejnou posloupnosti lze vyjadfit

i 1:+/2, dané poméry se sobé rovnaji.

Pomoci fetézovych zlomkld miizeme zapsat realné ¢islo. Chajjam dokézal ve své praci, ze
jeho systém je logicky ekvivalentni s feckym. Na rozdil od Eudoxe se dle (Juskevic¢, 1970,
str. 217) zabyval néasobenim a délenim poméri, aby bylo moZzné provadét praktické
vypocty. Dalsi podrobnosti jsou obtizn¢ zjistitelné, nebot’ prace pravdépodobné neni dosud
prelozena napt. do anglictiny, dostupné jsou pouze texty v arabstin€. Dle (Chincin, 1952,
str. 22) neexistuji jednoducha, v praxi pouZzitelnd pravidla pro sé¢itani, od¢itani, nasobeni
a déleni fetézovych zlomkd, slouzi spise pro teoretické uvahy o iracionélnich ¢islech.

VoM v

Chajjam umgl sestrojit tfeti odmocniny, geometrickymi postupy totiz fesil kubické rovnice.
Jeho pojeti Cisel je tedy oproti feckému, kde jsou diky pravitku a kruzitku konstruovatelné
pouze odmocniny s odmocnitelem 2n, n e N, §iri. Retézovymi zlomky lze vsak vedle

druhych a tfetich odmocnin vyjadfit libovolné realné ¢islo, viz (Chincin, 1952, str. 14).

Dodejme, Ze podle (Simsa, pdf, str. 6) existoval jesté pred Eudoxem postup odpovidajici
vypoétu netplnych podilt Eukleidovym algoritmem, tj. v podstat¢ metoda vypoctu
posloupnosti, ktera urcuje fetézovy zlomek. O existenci tohoto postupu nejsou dochovany
zaddné doklady, pouze je lze ptredpokladat na zakladé informaci v knihach stfedovékych

arabskych matematikd.

Podle (Real numbers 1, 2005) pracovali na konci 15. stoleti n. 1. matematikové s ¢islem
jako s vyrazem vytvofenym z piirozenych ¢isel pomoci s¢itani, od¢itani, nasobeni, déleni
a odmocnovani s odmocnitelem n, Ptijimani, resp. zrovnopravnéni ¢isel, n-tych odmocnin,

S racionalnimi ¢isly vSak bylo velmi pozvolné.

Dulezitym krokem pro obecnéj$i a hlubsi predstavu o cisle byl zédpis redlného cisla
desetinnym rozvojem. O zavedeni desetinnych Cisel do bézné praxe a o jednotici pohled na
Cislo se zaslouzil Simon Stevin (1548 — 1620), vlamsky matematik, fyzik a vojensky
inzenyr. UvaZoval pouze konecné desetinné rozvoje Cisel, tj. desetinnd Cisla takova, jak je
zname dnes. M¢l vlastni zplsob zapisu desetinného ¢isla pomoci exponentu mocniny

se zékladem jedna desetina:
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Napi.: Cislo % bychom mohli zapsat jako 6 + % b —

. Stevin zapsal desetinné
100 ' 1000

¢islo 6,391 takto: 6 (003D 9@ 1 ®.

33



3 PREHLED TEORIf REALNYCH CISEL OD 17. STOLET{

3 PREHLED TEORIi REALNYCH CISEL OD 17. STOLETI

Podle (Real numbers 2, 2005) pouzival John Wallis (1616 — 1703) Stevinova desetinna
¢isla pro libovolné piesnou aproximaci realnych cCisel, veli¢in jako délka, plocha, rychlost
apod. Moznost priblizit se k Cislu libovolné tésné ho vedla ke studiu nekonecnych fad.
Jejich konvergenci se v§ak nezabyval. Jesté¢ Euler vnimé kvantitu jako veli¢inu, piestoze ve
svych pracich pottebuje obecnéjsi pojeti Cisla. Potieba presného vymezeni pojmu redlné¢ho

Cisla byla stale naléhavéjsi.

Prvni takové pokusy se objevuji na pocatku 19. stoleti a jsou spojeny se jmény Augustina
Cauchyho (1789 — 1857) a Bernarda Bolzana (1781 — 1848). Cauchy charakterizuje
v Cours d’analyse realné ¢islo jako limitu posloupnosti racionalnich ¢isel, definuje soucin
raciondlniho a iraciondlniho ¢isla. Bolzanova definice se opira o konvergentni posloupnosti
raciondlnich ¢isel. Vyklad Bolzanovy teorie redlnych ¢isel zlstal bez vlivu na ostatni

matematiky, nebot’ jeho prace nebyla publikovana.

Dalsim matematikem, ktery se pokousel definovat realné c¢islo, byl W. R. Hamilton
(1805 — 1865). Dospél téméi k myslence tzv. Dedekindovych fezd blizkych feckému
vykladu proporci. Nenapadlo ho definovat realné ¢islo pomoci dvou mnozin, pokousel se

definovat Cisla dana urcitym pravidlem.

Od roku 1858 se béhem putildruhého desetileti objevila fada piispévkl k tématu redlnych
Cisel. Jmenujme aspon nékteré jejich autory: Karl Weierstrass (1815 — 1897), Hermann
Hankel (1839 — 1873), Charles Méray (1835 — 1911), Eduard Heine (1821 — 1881), jehoz
vyklad na zaklad€¢ cauchyovskych posloupnosti realnych cCisel je jednim z dneSnich

zpiisobl definovani realnych cisel.

Zcela odlisny pfistup, kterym nejsou realna Cisla vytvarena z racionalnich, mél David
Hilbert (1862 — 1943). Realna cisla zavedl axiomaticky na zakladé 18 axiomd. Jednim
Z nich je Archimédiiv axiom, dal§im axiom Uplnosti, ostatni vyjadiuji, Ze mnozina redlnych

¢isel je komutativni uspofadané téleso.
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Tato kapitola je zpracovana podle (Kossler, 1926).

Milos Kdssler (1884 - 1961), Cesky matematik, vytvoftil teorii realnych Cisel.

Racionalni ¢isla zapisujeme ve tvaru zlomku Z, kde g # 0. Pfi pocetnich operacich

s racionalnimi ¢isly uvazujeme nékolik nasledujicich pravidel.

Kossler ptipomnél, ze bude ve své ucebnici pracovat s Cisly, ktera tvofi usporadané

komutativni téleso. Cisla, s nimiz bude pracovat lze rozdglit na kladna, zaporna a 0.

Uvedl, Ze kazda dv¢ ¢isla lze porovnat.
I. Pro kazd4 dvé Cisla x, y plati vzdy jeden ze vztahii x =y, x < y, x > y.

Relace > je pro tato Cisla tranzitivni, Cisla lze scitat a néasobit, obé operace jsou

komutativni, asociativni a chovaji se monotonné vici relaci >.
Il. Pokud x > yay > z, potomix > z.
ITI. Komutativnost. Plati pro sCitdni a ndsobeni dvou ¢isel x, y.
x+y=y+x
Xy=yx
IV. Asociativnost.

x+(y+z)=+y)+z
x-(yz2)=xy)z
V. Monotdénnost u operaci s¢itani a nasobeni.

Pokud x > y, pak x + z > y + z. Obdobn¢ u operace nasobeni, pokud x > y a z > 0, také
x+z>y-z.Pokudx >yaz<0,potomx-z<y-zlJeliz=0,pakix-z=y-z=0.

V1. Distributivnost.

x-y+z)=x-y+x-z
VII. Existence neutralniho prvku.

a+0=a
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Pti secteni Cisla a a neutralniho prvku dostaneme tentyz prvek a.

a*1=a,kdea=#0

Pti ndsobeni neutrdlnim prvkem se vysledna hodnota nezméni.

Kossler uvadi, ze pomoci racionalnich ¢isel nedovedeme vypocitat naptiklad ahlopticku ve
¢tverci, jehoz strana se rovna délce jedna. Pti pocitani s ¢islem m pocitdme s ptibliznou

hodnotou 3,14159 nebo % Proto byl zaveden dalsi obor ¢isel - redlna Cisla.

Def.: ,, Cislo redlné jest symbol mysleny v podobé cisla desetinného kladného, zdporného

nebo rovného nule o nekonecném poctu cifer. ““ (Kossler, 1926, str. 10)

Symbol v definici znamena ¢islo o nekone¢ném poctu cifer. Jednotlivé cifry za desetinnou
¢arkou oznacujeme jako cifry n-tého fadu. Nula je ¢islo, které neni kladné ani zaporné.
Pokud se ¢islo x rovna ¢islu y, zapiSeme x = y, fekneme, Ze Cisla x, y jsou ekvivalentni.
V opaéném piipadé, kdy se ¢islo x nerovna ¢islu y, zapisujeme x # y. Pokud se dv¢ Cisla
x, y lisi pouze znaménkem x = —y, nebo y = —x, nazval Kdssler tato ¢isla soumérnymi.
Dnes bychom fekli, Ze se jedna o Cisla opacna (napf.: 1 a —1). Pro opa¢na ¢isla plati

a+ (—a)=0.

Realna ¢isla mizeme seradit podle velikosti. Kazdé kladné Cislo je vétsi nez Cislo zaporné
a zarovei je také vétsi nez nula, x > —y A x > 0. Nula je vzdy vétsi nez zaporné cislo,
0 > —y. Ke kazdému zapornému ¢islo vzdy existuje ¢islo soumérné. Pii porovnavani dvou
zapornych Ccisel, nalezneme ke kazdému zépornému cislu ¢islo soumérné, —x = x;
a—y =y;,. Cislo —x > —y, ptipadné —x < —y, pokud pro symetrické &isla plati x; < y;,
ptipadné x; > y,. Pro dvojici realnych ¢isel plati vzdy jeden ze vztahi x = y, x < y, nebo
x > y. Redlna Cisla jsou sporadana, nebot’ pfi porovnani dvojice Cisel x, y, kdy x <y,
nebo x > y, existuje nekone¢né mnoho ¢isel z mezi Cisly x, y takovych, Ze x < z < y,

nebox >z > y.

Abychom mohli redlnd cCisla scitat, odc¢itat, ndsobit a délit, zavedeme nejdiive pojem

posloupnost Cisel a limita posloupnosti.

Def.: ,, Jestlize kazdému celistvému cislu z prirozené rady ciselné 1,2, 3, ... jest prirazeno
urcité cislo realné aq, a,, as, ..., nazyvame vsechna tato c¢isla hromadnym ndazvem

posloupnost cisel. “ (Kossler, 1926, str. 12)
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4 KOSSLEROVA TEORIE REALNYCH CISEL

Prvni ¢len posloupnosti oznacujeme x,,, kazdy nasledujici clen pak x;,,41, Xp42, - -

Def.: Posloupnost x;, x,, x3, ..., ma limitu, pokud existuji definitivni useky k-tého tadu.

Limita je realné ¢islo s definitivnimi Gseky. Limitu zapisujeme takto lim,_,, x, = x.

Definitivnimi tseky k-t€ho fadu rozumime stejné tseky vsSech fadt u dané posloupnosti.

(napt.: 1,2; 1,22; 1,222, ...).
Posloupnost konverguje, kdyz limita x,, se pfiblizuje k nekonecnu.

M¢éjme dve redlna Cisla x, y. Cislo x ma tseky x;, x5, X3,...,Xp,...a ¢islo y useky y;, vy,

Y3y Yn--- -Souctem redlnych ¢isel nazveme posloupnost a; = x; + yq, a, = x5 + ya,

as = x3 + y3,... . Soucinem realnych ¢isel nazveme posloupnost b; = x1yq, b, = x,y,,

bs = x3y3, ... .

Tak jako u racionalnich ¢isel, plati i pii pocetnich operacich s realnymi ¢isly, zakon

komutativni, asociativni, distributivni.

Pii od¢itani realnych cisel plati vztah x —y = x + (—y), nebo-li pti od¢itani cisla

pfi¢itdme opacnou hodnotu daného ¢&isla.

oV . . . |
Operace déleni % je ekvivalentni s operaci nasobeni y - " pokud x # 0.
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ZAVER

Tato bakalaiska prace se zabyva redlnymi Cisly a jejich vyvojem. Pfedstavila jsem zde
uvahy predka o ¢islech s nekoneénym desetinnym rozvojem, nebo-li ¢isel iracionalnich.
Pro lepsi pochopeni ¢tenaie jsem uvedla priklady, diky kterym jsme si mohli vyzkouset
které jsou zakladem konstrukce realnych cCisel. S redlnymi Cisly velmi ¢asto pocitame,

proto by tato prace méla vést k ptiblizeni toho, jak realné Cislo vzniklo.

38



RESUME

This bachelor thesis deals with real numbers and their development. | introduced here the
considerations of ancestors about numbers with infinite decimal development, or irrational
numbers. For a better understanding of the reader, | have given examples that helped us to
test earlier calculations. Despite the gradual recognition of irrationality, | have introduced
several theories that underlie the construction of real numbers. Very often we count on real
numbers, so this work should lead to an approximation of how the real number was

created.
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