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Uvod

U algoritm( a metod pro prvociselny rozklad je dilezity pojem prvocislo, ktery je rozebran
v prvni kapitole této prace. S prvocisly se zaci setkavaji uz na zdkladni Skole, kdy dojde k
vysvétleni terminu prvocislo a k jeho vyuZiti, a to nejcastéji pro znazornéni prvociselného
rozkladu, ktery lze zndzornit tabulkou, graficky ¢i Fadkové. O dalSim vyuziti prvociselného
rozkladu Zaci ziskavaji informace na stfedni a vysoké Skole, jako napftiklad

v kombinatorice, pfi vypoctu variaci ¢i kombinaci, dale pfi vypoctech nejvétsiho
spolecného délitele a nejmensiho spolec¢ného ndsobku. S prvocisly se pracuje také pfi

sestavovani Eratosthénova sita.

Tato prace se sklada ze ¢tyr kapitol, ve které jsou vysvétleny vybrané algoritmy ¢i metody

pracujicich pravé s prvociselnym rozkladem.

Pravé ve druhé kapitole jsou predstaveny Ctyfi vybrané algoritmy pro prvociselny rozklad.
Prvni metodou je tzv. hrubad sila, kterd se nejlépe vyuziva pro mensi ¢isla jako i Eulerova

metoda. Pfi pouziti vétsich Cisel dochazi k velmi ¢asové naro¢nému vypoctu.

Dalsimi dulezitymi algoritmy jsou Pollardovy algoritmy, konkrétné Pollard(v rho
algoritmus a Pollardlv p - 1 algoritmus. Vystup téchto algoritm( je pravé prvociselny

rozklad néjakého cisla N. Tyto algoritmy se daji vyuzit pro velka Cisla N.

Treti kapitola se vénuje ukazce nékolika ilustracnich prikladl ke kazdému algoritmu, a

v posledni kapitole jsou zminéna rlznd uskali a nevyhody vSech prfedstavovanych metod.

Posledni kapitola je zamérena na kratké porovnani algoritmu z hlediska jejich vypocetni

narocnosti.



1. Prvociselny rozklad a jeho vyuziti

Prvocislo

Pfed vysvétlenim prvociselného rozkladu je dllezité nejprve definovat pojem, ktery je pro

prvociselny rozklad zasadni. Tim je prvocislo.

Prvocdislo je pfirozené Cislo, které je beze zbytku délitelné pouze Cislem jedna a sebou
samym. Cislo 1 prvocislem neni, jeliko? je délitelné jen sebou samym, tj. jedinym
pfirozenym Cislem. Tudiz nejmensim prvocislem je Cislo 2, je délitelné beze zbytku Cislem

1 a 2. Jeto zaroven jediné prvocislo, které je sudé.

Vsechna ostatni prvocisla jsou licha, protoZe jakékoliv jiné sudé Cislo je délitelné kromé

jednicky a sebou samym jesté pravé dvojkou.

Prvociselny rozklad

Prvociselny rozklad se fidi dle zakladni véty aritmetiky, tj. kazdé pfirozené Cislo vétsi nez

jedna lIze jednoznaéné rozlozit na soucin prvocisel.
Potom tedy takovéto pfirozené Cislo miZzeme nazvat slozenym cislem.
Véta: Pro kazdé prirozené ¢islo m, kde m > 1, plati:
m=ni1-N2-N3:Nag-...- Nn
Pt.) Rozlozte Cislo 24 na soucin prvocisel.
24=2-2-2-3

Na zakladni Skole se tento rozklad vysvétluje Zzakim na zakladnich tfech metodach, a to

tabulkové, radkové a grafické.

Zpusoby zapisu prvociselného rozkladu na zakladni skole

Tabulkovy zpusob zapisu

U tabulkové metody se vyuZzivaji dva sloupce, kde do levého sloupce jeho prvni fadky se
napise zadané Cislo, které chceme rozlozZit na soucin prvocisel. V pravém sloupci jsou

zapsana prvocisla, kterymi délime pravé zadané prvocislo. Po vydéleni napiSeme vysledek


https://matematika.cz/prirozena-cisla
https://matematika.cz/uvod
https://matematika.cz/suda-licha

do druhého radku levého sloupce a pokracujeme stejnym zplsobem do té doby, dokud se

v levém sloupci neobjevi Cislo 1.

Vyse uvedeny postup aplikujeme na rozkladu sloZzeného Cisla 24.

24 2

12 2
6 2
3 3
1

Radkovy zplisob zapisu

Jak uz nazev vypovida, budeme zapisovat postupny rozklad zadaného sloZzeného cisla na
soucin prvocisel. Tudiz za zadané slozené Cislo, které chceme rozlozit, napiSeme
matematicky symbol rovna se (=). Poté hleddme prvni prvocislo, kterym lze vydélit zadané
¢islo. Po nalezeni tohoto prvocisla provedeme zapis za symbol rovna se, kam zapiSeme
soucin nalezeného prvocdisla a Cisla, které vzeslo z podilu hledaného Cisla a nalezeného
prvocisla. Toto Cislo se budeme snazit ddle rozlozit, tudiz budeme opét hledat takové
prvocislo, kterym Ize vydélit pravé zmifnované Cislo. Tento proces opakujeme do té doby,

nez za symbolem rovna se budou jen sami prvociselni délitele. UkaZzeme si tuto metodu

na rozkladu slozeného cisla 100.
100=2-50=2:2-25=2:2-5-5

Graficky zpasob zapisu

Tato metoda se mUZe také nazyvat metodou stromu, kdy si pod zadané Cislo, které
chceme rozlozit, ilustrujeme rozvétveni. Na levou stranu ,rozvétveni” se zapisuji vzdy Cisla
s mensi hodnotou, a na pravou stranu ¢isla s vétsi hodnotou. Tato ¢isla vzejdou

z prvotniho rozkladu. Pokud po prvnim kroku rozkladu se nebudou nalézat pod

rozvétvenim prvocisla, opét nasleduje stejny postup, a to znazornéni dalSiho rozvétveni,



pod které se zapisi Cisla, ktera vzesla z rozkladu daného cisla. Grafickd metoda kon¢i v tu

chvili, kdy pod vsemi Sipkami se nachazeji prvocisla.
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Obrdzek 1: Grafické schéma prvociselného rozkladu

Eratosthenovo sito

Zminme také Eratosthenovo sito, které se pfimo nezabyva prvociselnym rozkladem, ale

jedna se o metodu vybéru prvocisel.

Eratosthenés z Kyrény byl jednim z matematik( a fyzik( antického Recka. Jeho hlavnim
oborem, pro ktery vytvofil zaklady, byla geografie. Zadal pouzivat pojmy jako geografie,
zemépisna Sirka a délka. Jak se zabyval matematikou a geografii, tak polozil zaklady
podoboru geografie, a to matematické geografii. Plsobil také jako spravce proslulé

Alexandrijské knihovny.

Tomuto starofeckému ucenci je pfipisovan algoritmus tzv. Eratosthenovo sito, které je
datovano do roku 200 pf. n. |. Jedna se jednu z metod, kterou lze pouZit na zakladni Skole
pro ndzornou ukazku nalezeni prvocisel. Pro prvocisla vyssich hodnot mizeme pouZzit

jinych test(, jako Rabin-Millertiv a Lehmann(v test.
Eratosthenovo sito je metoda pro nalezeni vSech prvocdisel mensich nez zadand horni mez.

Kroky algoritmu:




a) Nejprve vypiSeme vSechna Cisla od ¢isla 2 do Cisla n, a predpokladdme, Ze vSechna jsou

prvocisla.

b) Z tohoto seznamu cisel si vezmeme prvni prvodislo, tj. ¢islo 2. Vime, Ze viechny dalsi

nasobky prvocisla 2 nemohou byt z definice prvocislem, tudiz je vySkrtneme.

c) Nyni si vezmeme dalsi prvocislo, které nasleduje po Cislu 2, tj. Cislo 3, a vySkrtdame opét

jeho nasobky.

d) V poslednim kroku opakujeme krok c), dokud nedojdou v seznamu ¢isel vSechny

nasobky prvocisel.
Cisla ovéfujeme jen do odmocniny horni meze vn.
PF.) Najdéte vSechna prvocisla do 20.

a) VypiSeme si do tabulky vSechny &isla od 2 do &isla n = 20.

13 14 15 16

17 18 19 20

b) Odstranime z tabulky nasobky prvocisla 2.

2 3
5 7
9 11
13 15
17 19

c) Ur¢ime dalsi prvocislo, tj. ¢islo 3, a odstranime jeho nasobky.

10



2 3
5 7
11

13
17 19

d) V tomto kroku pfedchozi krok opakovat nemusime, jelikoz nasledujici prvocislo

5 > v/n. Tim paddem se v seznamu &isel nenachazi zadné slozené ¢islo, které mizeme

rozlozit na soudin.

2 3
5 7
11

13
17 19

Pomoci téchto osmi prvocisel a metody faktorizace délenim si mGzZeme ovéfit, zda se

jedna o prvocislo nebo Cislo sloZzené az do hodnoty 400.

Vyuziti prvociselného rozkladu

Prvociselny rozklad miZeme vyuZit v fadé odvétvi matematiky jako napfriklad
v kombinatorice, pfi vypoctech nejvétsiho spoleéného délitele a nejmensiho spole¢ného

nasobku.

1) Kombinatorika

| v oblasti matematiky, jako je kombinatorika, mGzZeme nalézt vyuziti prvociselného

rozkladu.

11



S prvociselnym rozkladem se mlzZeme setkat pfi zjisStovani n prvka, které tvori dany pocet
skupin k-té tridy. V nasledujicich prikladech si ukdZzeme vyuZiti u kombinaci a variaci bez

opakovani.

P¥.) Ceta vojak( ma vyslat na stra? 4 muze. Kolik muz(i ma ¢eta, je-li mozno kol splnit 210

zpUsoby?

U tohoto pfikladu se bude jednat o kombinace bez opakovani, a budeme zde hledat urcity
pocet n prvk( 4-té tfidy, coz Citd pocet vojakud vyslanych na straz. Nyni provedeme zdpis

pro kombinace bez opakovani.
C,(n) =210

Z vyse uvedeného vztahu vyplyva ndasledujici vztah, kdy se kombinacni ¢islo rovna Cislu

210.

(Z) = 210

Poté si dané kombinacni Cislo rozepiSeme do tvaru zlomku, ktery je roven Cislu 210.

n!

— =210
4!+ (n —4)!

S vyuzitim faktorialu budeme provadét nasledné Upravy, pomoci kterych dospéjeme

k vysledku.

nn—-1))-n-2)-(n—-3) - (n—4)!
4 (n—4)!

=210

n-n—1)-(n—2)-(n—-3) =5040
5040 = 2*-32.5 .7
Nasledné si upravime Cisla z rozkladu v soucin ¢tyr po sobé jdoucich pfirozenych cisel.
5040 = 10-9-8 -7
n=10

Ceta ma celkem 10 muz( pfi spInéni jejiho vyslani 210 zpGsoby.

12



Pt.) Do Skolského vyboru se vybiraji predseda, mistopredseda, tajemnik a pokladnik
celkem 840 zplsoby. Ze skupiny kolika Zak{ Ize zvolit do tohoto vyboru vyse zmiriované

pozice?
Jedna se o variace bez opakovani, tudiz si pro né zapiSeme ze zadani zapis.

n!

m=84‘0

Pomoci faktorialu budeme provadét ndsledné Upravy, pomoci kterych dospéjeme
k vysledku.

nn—-1))-n-2)-(n—3)-(n—4)!

D] = 840

n-n—1)-(n—2)-(n—3) =840
840 = 23:3-5 -7
Nasledné si upravime cisla v soucin ¢tyr po sobé jdoucich pfirozenych &isel.
840=7-6-5 -4
n=17
Skupina, ze které se vybiraji kandidati do Skolské vyboru, ma 7 ¢len(.

2) Nejvétsi spoleény délitel

Nejvétsim spolecnym délitelem vybranych dvou a vice celych Cisel, kterd jsou nenulova, je

nejvétsi kladné Cislo, které déli kazdé vybrané celé Cislo.

Pt.) Dfevény kvadr s rozméry 72 cm, 48 cm a 30 cm se ma roziezat na co nejmensi pocet

shodnych krychli. Vypocitejte délku hran krychli a jejich pocet

Nejprve si vsechny tfi rozméry rozloZzime na soucin prvocisel pomoci radkové metody:
72=2-36=2-2-18=2-2-2-9=2-2-2-3-3
48=2-24=2-2-12=2-2-2-6=2-2-2-2-3

30=2-15=2-3-5

13



Poté si ze vSech radku zapiSeme ta prvocisla, kterd se vyskytuji ve viech rozkladech, a tim
zjistime nejvétsi spolecny délitel tfi Cisel.
D(72,48,30)=2-3=6

Tudiz nejvétsim spoleé¢nym délitelem cisel 72, 48 a 30 je Cislo 6. To znamena, Ze délka

hrany krychle bude 6 cm.

Poté si dopocteme na kolik shodnych krychli se zadany kvadr rozfezZe. Zde uZ ale nebude

pouzivat prvociselny rozklad.

Méjme tedy pocet shodnych krychli x.
x=(72:6)-(48:6)-(30:6)=12-8-5=480.

Kvadr tedy mizeme rozfezat na 480 shodnych krychli.

3) Nejmensi spole¢ny nasobek

Nejmensim spole¢nym ndsobkem nékolika zadanych Cisel je nejmensi kladné celé Cislo,

které je celociselnym nasobkem vsech danych cisel.

PF.) Na prehradé jezdi tfi okruzni parniky s trasami o délce trvani 75 minut, 30 minut a 60
minut. Pokud vSechny tfi parniky vyjedou soucéasné z pfistavisté v 8 hodin, v kolik hodin se

nejdrive opét v pristavisti setkaji?

Nyni si vSechny tfi ¢asové udaje rozloZime na soucin prvocisel pomoci tabulkové metody:

75 | 3 30 | 2 60 | 2

25 | 5 15| 3 30 | 2

5 5 5 5 15 3

1 1 5 5
1

Z vyse uvedenych tabulek si vypiSeme nejvyssi mocniny nachazejicich se v prvocéiselnych
rozkladech Cisel. Naslednym soucinem téchto nasobkd pak zjistime nejmensi spolecny

nasobek.
n(75,30,60)=2-2-3-5-5=300

Parniky se znovu setkaji za 300 minut, coz je v 13:00 hodin.

14
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2. Predstaveni vybranych algoritmu pro prvociselny

rozklad

a) Faktorizace délenim (,Hruba sila“)

Tato metoda pro prvociselny rozklad je jedna s ¢asové nejndrocénéjsich, pokud se jedna o

Casové narocny.
PF.) Rozlozte Cislo 12 na soucin prvocisel.
n=12
12 : 2 =6, zbytek 0 => pridame do rozkladu ¢islo 2
6 : 2 =3, zbytek 0 => pfiddme do rozkladu ¢islo 2
3:3 =1, zbytek 0 => pfidame do rozkladu ¢islo 3

Rozklad je dokoncen, nemusime dalsi Cisla testovat, a prvociselny rozklad ¢isla 12 bude

vypadat nasledovné:
n=12=2-2-3
PF.) Rozlozte ¢islo 100 na soucin prvocisel.
n =100
100 : 2 =50, zbytek 0 => pridame do rozkladu ¢islo 2
50 : 2 = 25, zbytek 0 => pfiddme do rozkladu Cislo 2
25:2 =12, zbytek 1 => musime otestovat dalsi prvocislo 3
25 :3 =8, zbytek 1 => musime otestovat dalsi prvocislo 5
25:5 =5, zbytek 0 => pfiddme do rozkladu ¢islo 5
5:5=1, zbytek 0 => pfidame do rozkladu ¢islo 5

Rozklad je dokoncen, opét nemusime dalsi Cisla testovat, a prvociselny rozklad cisla 100

bude vypadat nasledovné:

15



n=100=2:2-5-5

b) Pollarduv rho algoritmus

John Michael Pollard je britsky matematik, ktery se narodil v roce 1941. Mezi jeho
nejvyznamnéjsi objevy patfi algoritmy pro faktorizace velkych cisel Pollard(v rho
algoritmus a Pollard(v p - 1 algoritmus. Dale také algoritmy pro vypocet diskrétnich
logaritm.

Vystudoval Univerzitu v Cambridge, kde obdrzel vSechny tfi tituly, a to titul B.A. v roce
1963, titul M.A. v roce 1965 a doktorsky titul Ph.D. v roce 1978. V dalSich letech pracoval
pro vyznamné britské spole¢nosti jako British Telecom.

V roce 1971 predstavil diskrétni Fourierovou analyzu pomoci Cooley-Tukeyho algoritmu.

V roce 1999 ziskal ocenéni RSA od spole¢nosti Compag Computer

John Michael Pollard vymyslel sviij rho algoritmus v roce 1975, ktery je obzvlasté rychly
pro rozkladani velkych sloZzenych Cisel s nizkym prvociselnym faktorem, tj. s nizkymi Cisly v
prvociselném rozkladu. Nejpozoruhodnéjsim uspéchem tohoto algoritmu je Uspésna

faktorizace osmého Fermatova cisla.

Formulace Pollardova rho algoritmu:

Méjme prirozené Cislo N, které chceme faktorizovat. Poté si zvolime pfirozené Cislo xo a
vypocitdme urcity pocet ¢lenl posloupnosti nezapornych celych &isel {xi}, ktera jsou

definovana takto:
Xi+1=x? + 1(mod N)

Predpokladejme, Ze prvocislo p je nejmensim prvociselnym délitelem Cisla N. Poté jesté
predpokladejme, Ze {x;} je posloupnost pseudonahodnych Cisel modulo p. Dale necht pro

jisté dva €leny x», Xm, kde n > m, této posloupnosti plati, Ze x, = xm (mod p).

Plati tedy p|(xn- Xm), p| N, to znamen3, Ze nejvétsi spolecny délitel D(x, - Xm, N) > 1.
Jestlize zaroven x, neodpovida xm» (mod p), potom je D(xn - Xm, N) < N a nalezli jsme

netrivialni (vlastni) délitel ¢isla N. Pro ovéreni spravnosti tohoto délitele Ize vyuzit jeden

16



z efektivnéjsSich algoritm(, EuklidGv algoritmus, pomoci kterého nalezeme vyse

zminovaného délitele.

Casové a pocetné naroéné by bylo, pokud bychom museli poéitat D(xn- xm, N) pro véechny
dvojice n,m € N, n > m. Tim by se zcela znehodnotilo praktické vyuZiti této metody.

MuzZeme si ale ¢ast téchto vypoctl usetfit, a testovat jen dvojice xzi, x;, i € N (FloydQv trik).

Postup algoritmu:

Je dano pfirozené &islo N, které chceme rozlozit.

1. Zvolme si Cislo xo
2. Vypoéteme xi+1= x? + 1(mod N), pro pFirozena &isla aZ do urcité hodnoty .
3. Pro pfirozena Cisla i provedeme vypocty D(xzi- xi, N).

a) pokud nalezneme netrividlniho délitele Cisla N, dospéli jsme k feSeni

b) pokud nenalezneme netrivialniho délitele Cisla N, neuspéli jsme. [1]
PF.) Rozlozme Cislo N = 527 pomoci Pollardovy rho metody. [1]
Zvolime si vhodné xo = 3. Nasledné vypocteme dalSich deset ¢lenl posloupnosti {xi}:
X1 = X0+ 1 (mod 527) ->x1=3%2+1 (mod 527) ->x1 =10 (mod 527)
X2 =x12+ 1 (mod 527) ->x2=10%+ 1 (mod 527) -> x> =101 (mod 527)
X3 =x22+ 1 (mod 527) ->x3=1012+ 1 (mod 527) ->x3 =189 (mod 527)
X4 = x32+ 1 (mod 527) ->x4 = 1892+ 1 (mod 527) -> x4 =413 (mod 527)
Xs = X4+ 1 (mod 527) ->xs5=4132+ 1 (mod 527) -> x5 = 349 (mod 527)
X6 = xs2+ 1 (mod 527) ->xs =349%+ 1 (mod 527) -> xs =65 (mod 527)
X7 = Xe>+ 1 (mod 527) ->x7=652+ 1 (mod 527) ->x7=10 (mod 527)
xg = x72+ 1 (mod 527) ->xs =102+ 1 (mod 527) ->xs =101 (mod 527)
X9 = xg>+ 1 (mod 527) ->x9= 1012+ 1 (mod 527) -> x9 =189 (mod 527)

X10 = Xo? + 1 (mod 527) -> x10 = 1892 + 1 (mod 527) -> x10 = 413 (mod 527)
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Dale si urc¢ime nejvétsi spolecné délitele:

D(x2 - x1, N) = D(101 - 10, 527) = 1,
D(Xa - X2, N) = D(413 - 101, 527) = 1,
D(xs - x3, N) = D(65 - 189, 527) = 31.

Dalsi nejvétsi spolecny délitele hledat nemusime, jelikoZ jsme nalezli netrividlni délitel
gisla N = 527, tj. &islo 31.
Tudiz plati:

N=527=31-17.

Ze ziskané posloupnosti {x;} miZeme odlvodnit, pro¢ pravé nazev rho algoritmus, ktery
nese oznaceni po pismenu fecké abecedy p. Prvni ¢len xo je pfedperiodou, a poté od
sedmého Clenu posloupnosti {x;} dochazi k zacykleni, jelikoZ x1 = x; = 10. Zacykleni si

ukazeme na uzlovém grafu:

Obrdzek 2: Zacykleni Pollardova rho algoritmu
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c) Pollardtiv p - 1 algoritmus

Opét se jednd o algoritmus Johna Pollarda ze 70. let 20. stoleti, ktery umi rychle najit
velmi velkého prvociselného délitele Cisla N. Tento algoritmus mizeme vyuzit naptiklad
v kryptografii a pracuje na principu Malé Fermatovy véty, kde rozklad ¢isla a na faktory

zavisi na nasledujici vété.

Mala Fermatova véta:

Pro kazdé prvocislo p a kazdé Cislo a plati:
a? = a(mod p)

Formulace Pollardova p -1 algoritmu:

Méjme tedy prvocislo N, které chceme faktorizovat. Také plati, Ze prvocislo p déli N.
Prvocislo p neni dopfedu znamé. Necht a > 1 je pfirozené Cislo, které je nesoudélné s N,
pokud nejvétsi spolecny délitel D(a, N) = 1. Poté z Malé Fermatovy véty vyplyva

nasledujici vztah:
aP~! =1 (mod p)

Dale predpokladejme, Ze mocnina p - 1 je nepfilis velkou mocninou B, kterou musi
zaujimat hladké ¢islo. Potom p - 1 déli B/, jelikoZ vSechny mocniny prvocisel délici p - 1

jsou mensi nez B. Pak plati:
a® =1 (mod p)
Méjmetedy p | (@®-1)ap | N, pak plati:
D(a®-1,N)>1

Zvysovanim hodnoty B nalezneme s velkou pravdépodobnosti netrivialniho délitele Cisla

N. [2]

Popis algoritmu:

1. Zvolime si sloZzené ¢islo N a vhodnou hodnotu B.
2. Vybereme hodnotu g, kterd je nesoudélna s N.

3. Vypotitdme: d = D(a* — 1, N), pokud se d # 1, vratime se opét k vypoctu d.
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4. Vypocitdme si mocninu, kde b = a. Potom j = 2 a7 do B. Déle b = b/ (mod N).
5. lJestlize je d = 1, potom neexistuje hladké Cislo B, které je délitelem N.

6. lJestlize je d = N, potom vSechny délitele ¢isla N jsou hladké.

Algoritmus muze selhat jen ve dvou pfipadech. V prvnim pfipadé, pokud d=1, a to
nastane tehdy, kdy p < B, tj. p — 1 je hladké Cislo B. Pokud chceme v tomto ptipadé dojit ke
zdarnému reSeni, musime zvysit hodnotu B a projit postup algortimu znovu.

Druhym pfipad nastane, pokud d = N a nalezneme soucasné vsechny prvociselné délitele
N. Potom jsou vSechny prvociselné délitele N hladké. Pokud bychom zvolili jiné a, tak se
nemusi jednat o vhodny krok, jelikoZ pro a je nesoudéIné s N by byla hodnota a® mod N
stdle rovna 1. Vhodnym zpUlsobem by bylo za a volit prvocisla a délit nimi Cislo N nebo

zmenseni hodnoty B a projit algoritmus znovu.

PF.) Méjme zadané Cislo N = 1 403. Poté zvolme hodnotu B = 5 a vypoctéme soucin vSech
prvocisel mensich nez mezni hodnota B(2, 3), kterd jsme nalezli pomoci Eratosthenova

sita. Nasledné vybereme hodnotu a = 2 a provedeme vypocet.
a?' =1 (mod p)
2% =4 (mod 1 403)

Poté si vypocteme nejvétsi spoleény délitel d = D(4 — 1,1403) = 1, tudiz mGzeme

pokracovat ve vypoctu dale.
23" = 64 (mod 1 403)

Opét si vypolteme d = D(64 — 1,1403) = 1.
2% =142 (mod 1 403)

Zjistujeme dale nejvétsiho spoleéného délitele d = D(142 — 1,1403) = 1.
25 =794 (mod 1 403)

Zde sed = D(794 — 1,1403) = 61.

Dospéli jsme k rozkladu ¢isla 1 403 = 61 - 23, tj. na soucin prvocisel. Pro zajimavost stoji za
zminku, Ze vyraz 61 —1=22-3 - 5, kde B =5 je hladké &islo. To znamena, Ze Zadny z jeho

prvociselnych délitelt neni vétsi nez 5.
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d) Eulerova metoda

Leonard Euler (1707 - 1783) byl vyznamny Svycarsky matematik a fyzik, ktery se narodil
v roce 1707 v Basileji Paulu Eulerovi a Markété Bruckerové. Euler(iv otec se v jeho mladi
pravidelné navstévoval s Johannem Bernoullim, s dalSim vyznamnym Svycarskym
matematikem, tudiz se tak Leonhard Euler dostal pfimo k pramenim matematického

pozndani a uz v détstvi si osvojil zakladni formy matematické myslenkové cinnosti.

Diky vazbam na Johanna Bernoulliho zacal Leonhard Euler studovat uz ve 13 letech na
Univerzité v Basileji, kde navstévoval pravé Bernoulliho prednasky. Ten odhalil jeho velky
talent pfi reSeni matematickych problémd, a nabidl mu dokonce i individualni konzultace.
Uceni mu Slo velmi lehce, mél velmi vyspélé logické uvaZovani a vynikajici pamét. Proto uz
v roce 1726, kdy mu bylo 19 let, slozil doktorské zkousky na Univerzité v Basileji z fyziky.

Poté se také uchazel o profesuru z fyziky, ale diky nizkému véku nebyl pfijat.

Postupem ¢asu navstévoval vyznamné univerzity v Evropé. Z Univerzity v Basileji se vydal
nejprve do Ruska, do Ruské akademie véd, kam ho pozvali oba synové Johanna
Bernoulliho, se kterymi se sezndmil pravé pfi spole¢nych schlzkach s jejich otcem

v détstvi. Zde mu bylo nabidnuto i misto fyziologa v oddéleni pro medicinu. Roku 1733 byl
jmenovan profesorem a vedoucim matematického oddéleni petrohradské Akademie

misto Nikolase Bernoulliho, ktery zemrel.

V Petrohradé se také poprvé ozenil. Z jedendcti pfedvedenych nevést si vybral tu, ktera se
mu zdala nejvhodnéjsi. Cas ukazal, Ze jeho volba byla $tastnd. V roce 1735 oslepl na jedno
oko. Historici udavaiji, Ze se tak stalo po tfidenni a tfino¢ni usilovné praci na vypoctu

astronomickych tabulek, na ktery by ostatni matematici potfebovali mésice.

Roku 1741 Euler z Ruska odesel a pfijal pozvani pruského krale Fridricha Il. Velikého do
Berlina. Stravil pak v Pruské akademii véd celych 25 let. Z tohoto obdobi pochazi jeho
nejvyznamnéjsi objev, a to vinova rovnice. Plvodné slo o zajimavou, ale ponékud
okrajovou otazku kmitani houslové struny. U7 stafi Rekové v&déli, Ze struna mdze kmitat
mnoha rtiznymi zpUsoby, podle toho, jak se na ni brnkne. Védci se od 17. stoleti pokouseli
vypocitat, jak se v pribéhu kmitu méni jeji tvar. Pocatkem 18. stoleti se objevilo nékolik

vyznamnych praci na toto téma, az konecné roku 1748 Euler s pouZzitim Newtonovy
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mechaniky sestavil a vyresil vinovou rovnici pro strunu. Je to parcialni diferencidlni

rovnice, ktera popisuje zmény tvaru struny v ¢ase i v prostoru.

O 11 let pozdéji odvodil vinovou rovnici pro kmitajici plochu s pevnym okrajem jako
naptiklad buben. Mohlo by se zdat, Ze se takova matematika housli a bubn( tyka jen
hudby, ale neni to pravda. Zahy se vinova rovnice zacala objevovat ve vSech moZnych
oblastech fyziky. V hydrodynamice popisuje formovani a pohyb vodnich vin, v akustice
popisuje Siteni zvukovych vin ve vzduchu. Ndsledné se objevila v 19. stoleti v teorii

elektromagnetickych vin.

Po dlouhém plsobeni v Berling, které trvalo Ctvrt stoleti, se opét vratil do Ruska, kde uz
stravil zbytek svého Zivota. Vratil se v roce 1766 diky pozvani nové ruské panovnice,
carevny Katefiny Veliké, kterd ho jmenovala feditelem matematické tridy petrohradské
Akademie. Na uvolnéné misto feditele matematické sekce na Pruské akademii po

Leonhardu Eulerovi nastoupil dal$i vyznamny matematik, a to Joseph Lagrange.

Euler po kratké dobé pobyvani v Rusku oslepl i na druhé oko. Tento handicap ho ale
nezbrzdil ve tvorbé dalsich védeckych praci, jelikoz vyuZival svoji jedineénou pamét a
logické mysleni. Své myslenky diktoval dalSim vybornym matematikim, svému synovi a

akademiklm na petrohradské Akademii, ktefi je zapisovali.

Ke konci Zivota se podruhé oZenil s nevlastni sestrou své prvni manzelky a stravil zbytek

¢asu v kruhu svych 38 vnoucat, kterym preddaval své matematické a fyzikalni znalosti.

Leonhard Euler je povaZovan za jednoho z nejvyznamnéjsich matematikl vSech dob.
Nejvyznamnéjsi objevy ucinil v oblasti matematiky, a to v diferencidlniho poctu, teorii
graf( a také zavedl mnoho znakll v matematické analyze. Také je uznavam v oblasti fyziky

diky svym pracim v optice, mechanice a astronomii.

Pomoci jeho metody se daji rozlozit pouze Cisla, které jsou sou¢tem dvou rGznych
¢tvercovych cisel. Déle také cisla, které se rovnaji soucinu dvou prvocisel. Tuto metodu
nelze pouzit na licha slozena cCisla s prvociselnymi faktory formy 4k + 3 nebo 4k + 1,
protozZe takovéto Cisla nemohou byt nikdy sou¢tem dvou ¢tvercl. Napfiklad se jednd o

¢islo 3053 =43 - 71.
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Popis metody:

Méjme predpis pro Cislo N, které chceme rozlozit na soucin prvocisel:
N=a%+b*=c?+d?
Poté upravime vzorec na rovnici:
a?—c2=d?— b2
(a—c)-(a+c)=(d—b)-(d+b)
Nasledné uréime konstanty:
k=D((a—-c), (d-b))
n=D((a +c), (d+b)),
kde D znamend nejvétsi spolecny délitel.
Potom tedy plati:
(a—c)=k-1
(d=b)=k-m
l-(a+c)=m-(d+Db)
(@+c)=m-n
(d+b)=1I-n
Vysledny predpis bude vypadat takto:
N =[(k/2)> + (n/2)?] - (m* + P)
PF.) Rozlozte pomoci této metody ¢islo n = 5353.

Cislo N = 5353 mGZeme rozloZit na soucet dvou ¢tvercovych ¢isel 132 + 722, také na

272 + 682,
Dale uré¢ime parametry a=13,b=72,c=27,d = 68.

Potom plati:



d+b=140

Z uréeni nejvétsich spolecnych délitell souctd a rozdili parametr( a, b, ¢, d mGzeme urcit

parametry k, [, m, n.

Tak potom &islo N = 5353 = [(k/2)? + (n/2)?] - (m*+ ) =101 - 53

Dospéli jsme zde k rozkladu hledaného ¢isla N = 5353 na soucin prvocisel 101 a 53 beze

zbytku. Diky tomu tato metoda funguje. [5]

V'

3) llustraéni priklady prace vybranych algoritmu

a) Faktorizace délenim (,Hruba sila“)

PF.) Rozlozte Cislo 1024 na soucin prvocisel.

n=1024
1024 : 2 =512, zbytek 0 => pridame do rozkladu cislo 2
512 :2 =256, zbytek 0 => pfidame do rozkladu &islo 2
256 :2 =128, zbytek 0 => pridame do rozkladu &islo 2
128 : 2 = 64, zbytek 0 => pfidame do rozkladu cislo 2
64 : 2 =32, zbytek 0 => pfidame do rozkladu ¢islo 2
32 :2 =16, zbytek 0 => pfidame do rozkladu ¢islo 2

16 : 2 = 8, zbytek 0 => pridame do rozkladu islo 2
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8 : 2 =4, zbytek 0 => pfiddme do rozkladu &islo 2
4:2 =2, zbytek 0 => ptiddme do rozkladu cislo 2
2:2 =1, zbytek 0 => pfidame do rozkladu ¢islo 2

Rozklad je dokoncen, tudiz nemusime dalsi Cisla testovat, a prvociselny rozklad ¢isla 1024

bude vypadat ndsledovné:
n=1024=2-2-2-2-2:2:2:2:2.2=21
PF.) RozlozZte Cislo 134 540 na soucin prvocisel.
n=134540
134 540 : 2 = 67 270, zbytek 0 => pfiddame do rozkladu ¢islo 2
67 270 : 2 =33 635, zbytek 0 => ptiddme do rozkladu ¢islo 2
33635 :5=6 727, zbytek 0 => pridame do rozkladu ¢islo 5
6 727 : 7 =961, zbytek 0 => pridame do rozkladu cislo 7
961 : 31 =31, zbytek 0 => pfiddme do rozkladu ¢islo 31
31:31=1, zbytek 0 => pfiddme do rozkladu ¢islo 31

Rozklad je dokoncen, opét nemusime dalsi Cisla testovat, a prvociselny rozklad Cisla

134 540 bude vypadat nasledovné:
n=134540=2-2-5-7-31-31=2%2.5.7-312
PF.) Rozlozte Cislo 123 456 789 na soucin prvocisel.
n =123 456 789
123 456 789 : 3 =41 152 263, zbytek 0 => pfiddme do rozkladu &islo 3
41 152 263 :3 =13 717 421, zbytek 0 => pfiddme do rozkladu ¢islo 3
13717 421 : 3 607 = 3 803, zbytek 0 => pfidame do rozkladu &islo 3 607

3803 :3803 =1, zbytek 0 => priddme do rozkladu Cislo 3 803
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Opét nemusime dalsi Cisla testovat, jelikoZ je rozklad dokoncen, a prvociselny rozklad ¢isla

123 456 789 bude vypadat nasledovné:
n=123456789=3-3-3607-3803=32-3607-3803

U tohoto pfikladu bylo pocetné i asové narocné najit prvociselné délitele 3 607 a 3 803,
diky kterym nam musi vyjit nulovy zbytek, abychom je mohli zafadit do prvociselného

rozkladu zadaného d&isla.

b) Pollarduv rho algoritmus

U priklad® simulujicich pribéh Pollardova rho algoritmu Ize vyuzit jako kontrolu vypoctu

kalkulator Tl - 92 Plus, ktery byl vydan v roce 1999.

Obsahuje nemalou ¢ast zajimavych funkci a ptikazud. Jednim z nich je pfikaz ,,remain”,
ktery nam zjistuje ¢leny posloupnosti x; pfi vypoctu Pollardova rho algoritmu, a také pfikaz
,gcd”, ktery znaci nejvétsi spolecny délitel, a je dllezity pro vypocet tohoto algoritmu.
Jedna se o velmi rychly proces vypoctu, tudiz dochazi i k jeho ¢asovému usnadnéni.
Vypocet si mizeme také diky programu Tl Graph Link 89 a pfislusnému kabelu

vyexportovat do pocitace, a tim graficky znazornit cely vypocet.

Obrazek 3: Kalkulator Tl - 92 Plus
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PF.) Rozlozte cislo N = 54 pomoci Pollardovy rho metody.

Zvolme si vhodné xo = 4. Nasledné vypocteme dalSich deset ¢lenl posloupnosti {xi}:
X1 = X0+ 1 (mod 54) ->x1 =4?+ 1 (mod 54) ->x; =17 (mod 54)
X2 =x12+ 1 (mod 54) ->x; =172+ 1 (mod 54) ->x, = 20 (mod 54)
X3 = x22+ 1 (mod 54) ->x3 =20%+ 1 (mod 54) ->x3 =23 (mod 54)
X4 = x32+ 1 (mod 54) ->x4=23%+ 1 (mod 54) -> x4 =44 (mod 54)
Xs = x42 + 1 (mod 54) ->xs = 44? + 1 (mod 54) ->xs =47 (mod 54)
X6 = x52 + 1 (mod 54) ->xe = 47%+ 1 (mod 54) ->xs =50 (mod 54)
X7 = xg2 + 1 (mod 54) ->x7=50%+ 1 (mod 54) ->x7 =17 (mod 54)
xg = x7°+ 1 (mod 54) ->xg =172+ 1 (mod 54) ->xs =20 (mod 54)
X9 = xg®> + 1 (mod 54) ->x9 =202+ 1 (mod 54) ->xg =23 (mod 54)

X10 = X% + 1 (mod 54) -> x10 = 232 + 1 (mod 54) -> x10 = 44 (mod 54)

Dale si uré¢ime nejvétsi spolecny délitele:

D(Xz - X1, N) = D(ZO -17, 54) =3.

Vypocet ¢lenl posloupnosti {xj}a jediného nejvétsiho spolecného délitele si mizeme
ukazat na kalkulatoru Tl - 92 Plus, kde za x (x = xo) jsme si zvolili €islo 4. Poté jsme poutzili
prikaz ,remain“a ,gcd”, abychom mohli zjistit vSechny ¢leny posloupnosti x; a pravé

jediného spolecného délitele.

e i [ Pramols e a] |

4

lr*emain[x2+ 1,54]-}:\: i7
lr*emaih(x2+ 1,54:]-}}{ 20
lr‘emain[x2+ 1,54:]-3}{ 23
lr‘emain[x2+ 1,54]-?::\: 44
mpremainlx® + 1, 54) 3
AN RAD ALTO FUML 7714 |

Obrdzek 4: Pribéeh vypoctu - Pollardiv rho algoritmus
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lr*emaih(x2+ 1,54:]-}}{ 17
lr‘emain[x2+ 1,54]-3*::: 20
lr‘emainl:x2+ 1,54]-?::\: 23
lremain(x2+ 1,54]-}::: 44
m god(2E = 17, 54 E
HAIN EAD AUTO FUNC 1714 |

Obrdzek 5: Priibeh vypoctu - Pollarddv rho algoritmus

Po ovéreni na kalkulatoru Tl - 92 Plus a celém vypoctu Pollardova rho algoritmu jsme
dospéli k netrividlnimu déliteli ¢isla N = 54, tj. Cislo 3. Potom dalsi nejvétsi spolecny délitel
hledat nemusime.
Pak plati:

N=54=3-18

Ze ziskanych ¢lend posloupnosti {xi} je patrné, Ze dochazi k zacykleni, které je ukazano na

nasledujicim obrazku.

&=

)

Obrdzek 6: Zacykleni Pollardova rho algoritmu
Tento pfiklad je pro vypocet Pollardovym rho algoritmem komplikovanéjsi. Rychlejsi
metodou vypoctu by byla faktorizace délenim (,,hrubou silou”).
PF.) Rozlozte Cislo N = 221 pomoci Pollardovy rho metody.
Zvolme si vhodné xo = 4.

a) Nasledné vypocteme dalsich ¢trnact clent posloupnosti {x}:
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X1 = X0+ 1 (mod 221) ->x1 =42+ 1 (mod 221) ->x; =17 (mod 221)

X2 =x12+ 1 (mod 221) ->x2=17?+1 (mod 221) ->x, =69 (mod 221)

X3 = Xx22+ 1 (mod 221) ->x3=69%+ 1 (mod 221) ->x3 =121 (mod 221)
X4 =x3%2+1(mod221) ->x4=1212+1 (mod 221) -> x4 =56 (mod 221)
X5 = Xa2 + 1 (mod 221) -> x5 =562+ 1 (mod 221) -> xs =43 (mod 221)

X6 = Xxs2+ 1 (mod 221) ->xs =432+ 1 (mod 221) ->xs = 82 (mod 221)
x7=x62+ 1 (mod 221) ->x7 =822+ 1 (mod 1241) ->x7 =95 (mod 221)
xg = x72+ 1 (mod 221) ->xs =952+ 1 (mod 221) -> xs = 186 (mod 221)
X9 = xg>+ 1 (mod 221) ->x9 = 1862 + 1 (mod 221) -> x9 =121 (mod 221)
X10 = Xo? + 1 (mod 221) ->x10= 1212+ 1 (mod 221) -> x10 = 56 (mod 221)
X11 = X102 + 1 (mod 221) -> x11 =56% + 1 (mod 221) ->x11 =43 (mod 221)
X12 = x112 + 1 (mod 221) ->x12 =43%+ 1 (mod 221) -> x12 = 82 (mod 1241)
X13 = X122 + 1 (mod 221) -> x13 = 822+ 1 (mod 221) -> x13 =95 (mod 221)

X14 = x132 + 1 (mod 221) ->x13=95%+ 1 (mod 221) -> x13 = 186 (mod 1241)

Poté uréime nejvétsi spolecny délitele:

D(x2 - x1, N) = D(69 - 17, 221) = 13.

Pomickou nam bude pro ovéreni vypoctu vyse zmifiovany kalkuldtor Tl - 92 Plus.

T T FE e
HEEE =ZEt?:1-i*|F'r*ngI:l it E.i;el

4
lr*emain|:><2+ 1,221]-}::{ 17
lr*emaih[::x:2+ 1,221]-“:: ==
" remainlx® +1,221) 4 x 121
lr'-emain[:x:2+ 1,221]-}}{ a6
lr*emaih[:x2+ 1,221]-}::«:
AN RAD AUTO FUME 10,15

Obrdzek 7: Pribéh vypoctu (prvni ¢dst) - Pollarddv rho algoritmus
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mremainlx + 1, 221] 4«

lr*e-maih[:x2+ 1,221]-}::«: a5
®remainlx® + 1, 221+ 186
" remain(xZ +1,221) 4 x 121
lr*e-maih[:x2+ 1,221]-}::«: =15
mrenainlxZ +1,221] 3 =
HAIN FAD_AUTO FUNC 4715

Obrdzek 8: Pribéh vypoctu (druha cdst) - Pollarddv rho algoritmus

|’F1 T Fer Trzv*l’ Fir ']’ FE T FE™

- E Alacbra|Calc|0ther|PramI0|Clean Up

Fremalnl ==+ 1,211+ = =y

lr*emaih(:x:2+ 1,221]-}}{ a5

" remainlxd + 1, 221) + x 186

" remainlx? +1,221) 4« 121

B god(ed - 17, 2210 13
221

"= 17

HAIN RAD_ALTO FUME 18730

Obrdzek 9: Pribéh vypoctu (treti cdst) - Pollardiv rho algoritmus

JelikoZ jsme nalezli jediny netrividlni délitel ¢isla N = 221, tj. ¢islo 13, potom dalsi nejvétsi
spole¢ny délitele hledat nemusime.
Pak plati:

N=221=13-17

b) U dalsiho zplsobu feseni si nebudeme vypisovat vSech ¢trnact ¢lenli posloupnosti {xi},

ale vzdy zjistime dulezité ¢leny pro vypocty nejvétsich spolecnych délitelt D(xzi- x;, N), coZ

Vs v

velmi usetti ¢as pfi vypoctu.

X1 = X0+ 1 (mod 221) ->x1 =42+ 1 (mod 221) ->x1 =17 (mod 221)
X2 =x12+ 1 (mod 221) ->x2=17?+1 (mod 221) ->x, =69 (mod 221)

JelikoZ D(x2 - x1, N) = D(69 - 17, 221) = 13, tj. nasli jsme netrivialni délitel ¢isla 221,

nemusime vypisovat dalsi ¢leny posloupnosti {xi}, a poté plati:

N=221=13-17
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Ze ziskanych €¢lent posloupnosti {xi} z prvniho zplsobu feseni je patrné, Ze opét dochazi
k zacykleni, které zndzornuje recké pismeno p, a miZeme ho vidét na nasledujicim

obrazku.

(=)
O

O

Obrdzek 10: Zacykleni Pollardova rho algoritmu

PF.) Rozlozte Cislo N = 1241 pomoci Pollardovy rho metody.

a) Zvolme si vhodné xo = 7. Nasledné vypocteme dalSich patnact ¢lenl posloupnosti {x;}:
X1 = X0+ 1 (mod 1241) ->x; =7?+ 1 (mod 1241) -> x; =50 (mod 1241)

X2 =x12+ 1 (mod 1241) ->x, =502+ 1 (mod 1241) ->x, =19 (mod 1241)

X3=x22+ 1 (mod 1241) ->x3=192+1 (mod 1241) -> x3 =362 (mod 1241)

X4 = x32+ 1 (mod 1241) -> x5 =362%2+ 1 (mod 1241) -> x4 = 740 (mod 1241)

X5 = x42 + 1 (mod 1241) -> x5 = 740% + 1 (mod 1241) -> xs = 320 (mod 1241)
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X6 = Xs2 + 1 (mod 1241) -> xe =320% + 1 (mod 1241) -> xs = 639 (mod 1241)

x7 = Xe? + 1 (mod 1241) ->x7 =639% + 1 (mod 1241) -> x7 = 33 (mod 1241)

xs = x72+ 1 (mod 1241) ->xg =332+ 1 (mod 1241) ->x3g = 1090 (mod 1241)

X9 = xg2 + 1 (mod 1241) -> x9 = 10902 + 1 (mod 1241) -> xo = 464 (mod 1241)
X10 = Xo? + 1 (mod 1241) -> x10 = 4642 + 1 (mod 1241) -> x10 = 604 (mod 1241)
X11 = X102 + 1 (mod 1241) -> x11 = 6042 + 1 (mod 1241) -> x11 = 1204 (mod 1241)
X12 = X112+ 1 (mod 1241) ->x12 =1204% + 1 (mod 1241) -> x12 =129 (mod 1241)
X13= X122 + 1 (mod 1241) ->x13= 1292+ 1 (mod 1241) -> x13 = 509 (mod 1241)
X14 = x132 + 1 (mod 1241) -> x14 = 5092 + 1 (mod 1241) -> x14 = 954 (mod 1241)

X15 = X142 + 1 (mod 1241) -> x14 = 954% + 1 (mod 1241) -> x35 = 50 (mod 1241)

Dale si uré¢ime nejvétsi spolecny délitele:
D(xz - x1, N) = D(19 - 50, 1241) = 1,

D(xa - x2, N) = D(740 - 19, 1241) = 1,

D(xs - x3, N) = D(639 - 362, 1241) = 1,
D(xs - Xa, N) = D(1090 - 740, 1241) = 1,
D(x10 - X5, N) = D(604 - 320, 1241) = 1,
D(x12 - X6, N) = D(129 - 639, 1241) = 17.

Dalsiho spolec¢ného délitele jiz hledat nemusime, jelikoz jsme nalezli jediny netrivialni
délitel ¢isla N = 1 241, tj. ¢islo 17. Poté dalsi nejvétsi spolecny délitele hledat nemusime.
Pak plati:

N=1241=17-73

Patnacty ¢len posloupnosti {x;} byl spo¢ten z divodu, Ze v tomto ¢lenu dochazi k zacykleni

Opét si znazornime zjisténé Cleny posloupnosti x; a spolecné délitele na kalkulatoru Tl - 92

Plus.
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19

u PENaiH[KE +1, 1241] * o

u Pemain(xz +1, 1241] *x

remainlx? + 1, 1241) + x 362
]
]

r4o
320

L] PENaiH[KE +1,1241) + =

u Pemain(xz +1,1241) 3 =

HMAlN ERD AUTO FUMC E2/22

Obrdzek 11: Prubéh vypoctu (prvni ¢dst) - Pollardiv rho algoritmus

rrv{_—T ;s:.?:w-T{'E;E?\.T “':: |FF‘EII"|I|:I| i E_E;.-T_]
Wremainl <+ 1, 1241] 2 = 633
lr‘emalr‘u[:x: + 1,1241]-};; 33
wpremainlxZ + 1, 1241) 5 = 1090
mremain(=<+ 1, 1241) + = 454
mremainlxZ+ 1, 1241) 5 = £04
lr‘emain(x2+ 1,1241]-? 1204
HAIM ERD AUTO FUMWC 11/22 |

Obradzek 12: Pribéh vypoctu (druhd cdst) - Pollardav rho algoritmus

|‘F1 ]’ Fer Trsz i ]’ FE T FE™ ]’ 1
- E Al gebralCalc|Obher |PranI0|Clean Up
wremainlx® + 1, 1241) + « 129
lr‘emam[x +1, 1241]-?}{ SE9
lr*emam[x +1, 1241]-}::: 254
lr‘emam[x +1, 1241]-?}{ 4 &g
B gcd(19 - 50, 12412 1
mgod( P40 — 19, 12410 1
MAIN RAD ALTO FUNE 1870

Obrdzek 13: Prubéh vypoctu (treti ¢dst) - Pollarddv rho algoritmus

I‘Fi T Fev T FEx ]’ Faw T FE T FE™
- E Algebra|Calc|Other |PramIdjClean Upﬁ
®godiedd - 352, 12410 1
=g 1E90 — P40, 12417 1
®godield — 320, 12417 1
oo 129 - 539, 12412 17
o 1241

I 73
|
GEIL] FAD AOTO FUHC E750

Obradzek 14: Pribéh vypoctu (Ctvrtd ¢dst) - Pollardiv rho algoritmus
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b) U dalsiho zplsobu feseni si nebudeme vypisovat vSech patnact ¢len(i posloupnosti {x},
ale vidy zjistime dullezité ¢leny pro vypocty nejvétsich spolecnych délitelt D(xzi- x;, N), coz

v tomto pripadé usetfi vypocet poslednich tfech ¢lend posloupnosti {xi}.

X1 =x0? + 1 (mod 1241) ->x1 =72+ 1 (mod 1241) ->x1 =50 (mod 1241)

x2=x12+ 1 (mod 1241) -> x> =50%+ 1 (mod 1241) -> x; =19 (mod 1241)

D(x2 - x1, N) = D(19 - 50, 1241) = 1

x3=x22+ 1 (mod 1241) ->x3=19%2+ 1 (mod 1241) -> x3 =362 (mod 1241)

X4 = x32+ 1 (mod 1241) -> x4 =362%+ 1 (mod 1241) -> x4 =740 (mod 1241)

D(xs - x2, N) = D(740 - 19, 1241) = 1,

X5 = X4+ 1 (mod 1241) -> x5 = 740% + 1 (mod 1241) ->xs =320 (mod 1241)

X6 = x5+ 1 (mod 1241) -> xe =320%+ 1 (mod 1241) -> xs = 639 (mod 1241)

D(xs - x3, N) = D(639 - 362, 1241) = 1

X7 =Xe>+ 1 (mod 1241) ->x7=639%+ 1 (mod 1241) ->x7 =33 (mod 1241)

xg = x72+ 1 (mod 1241) ->xg=33%2+1 (mod 1241) -> xg = 1090 (mod 1241)

D(xs - xa, N) = D(1090 - 740, 1241) = 1,

X9 = xg%>+ 1 (mod 1241) -> x9 = 10902 + 1 (mod 1241) -> x9 = 464 (mod 1241)

X10 = Xo2 + 1 (mod 1241) -> x10 = 4642 + 1 (mod 1241) -> x10 = 604 (mod 1241)

D(x10 - xs, N) = D(604 - 320, 1241) =1,

X11 = X102 + 1 (mod 1241) -> x11 = 6042 + 1 (mod 1241) -> x11 = 1204 (mod 1241)
X12 = X112+ 1 (mod 1241) ->x12 =12042? + 1 (mod 1241) -> x12 =129 (mod 1241)
D(x12 - xg, N) = D(129 - 639, 1241) = 17.

JelikoZ D(x12 - xs, N) = D(129 - 639, 1241) = 13, tj. nasli jsme netrivialni délitel Cisla 221,
nemusime vypisovat dalsi ¢leny posloupnosti {x;}, a poté plati:
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N=1241=17-73

Opét ziskanych ¢lenl posloupnosti {x;} z prvniho zpUsobu feseni je jasné, Ze dochazi
k zacykleni, které znazornuje recké pismeno p, které mizeme ho vidét na nasledujicim

obrazku.

/"'""
|
() oo ()

@-0-9—9-0-9~@

Obrdzek 15: Zacykleni Pollardova rho algoritmu
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c) Pollardtiv p - 1 algoritmus

PF.) Rozlozte Cislo N = 299 pomoci Pollardovo p - 1 algoritmu.
Zvolime si hodnotu B =5 a poté vybereme hodnotu a = 2.
a? =1 (mod p)
2% = 4 (mod 299)

Vypocteme nejvétsi spolecny délitel d = D(4 — 1,299) = 1, tudiz mGzeme pokradovat

ve vypoctu dale.
23" = 64 (mod 299)

Déle zjistujeme nejvétsiho spolec¢ného délitele,atod = D(64 — 1,299) = 1
2% = 27 (mod 299)

Opét vypoéitame d = D(27 — 1,299) = 13

Je tedy jasné, Ze je rozklad &isla 299 = 13 - 23 na soudin prvoéisel. Vyraz 13 —1 = 22 - 3, kde

B =3 je hladké Cislo a zadny z jeho prvociselnych délitelt neni vétsi nez 3.

Pro ovéreni vypoctu mizeme poutZit, jako u prikladl Pollardova rho algoritmu, kalkulator

TI - 92 Plus.
1 Fer Fzw Fy= FE Fa™

- E F|lgebralﬂalclﬂtherlPrngD Clean Llpﬁ
lr'-emain|:22! ,299]+x q
= remain 23, 299] 5 6
®mremain[ 2%, 299) 4 27
mremainl2?' , 299] 5 196
mgodi 196 - 1, 2990 13
w1323 299
HAIN EAD AUTO FUMC 21,20

Obrdzek 16: Prubéh vypoctu - Pollardiv p - 1 algoritmus
P¥.) Rozlozte ¢islo N = 2 993 pomoci Pollardovo p - 1 algoritmu.
Zvolime si hodnotu B =5 a poté vybereme hodnotu a = 2.
B! —
a® =1 (mod p)

22" = 4 (mod 2 993)
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d=D(4—1,2993) =1
23" = 64 (mod 2 993)
d=D(64—-1,2993) =1
2% =1451 (mod 2 993)
d=D(1451-1,2993) =1
25! = 1395 (mod 2 993)
d =D(1395—-1,2993) = 41

Méjme tedy rozklad éisla 2 993 = 41 - 73 na soucin prvocisel. Vyraz 41 —1=23-5, kde B =

5 je hladké Cislo a zadny z jeho prvociselnych délitelG neni vétsi nez 5.

I’Fi T Fev T Far T Fuv T FE T FET

vE Alasbra|Calc|Other|PramI0|Clean Up
lr*emain|:22! ,299]-?}: 4
" renainl23!, 299) 4 « 6
wrenainl2d, 299] 4 « 27
Bgodi2¥ — 1,299 13
miz-23 299
AN RAD_AUTO FUNL _E/50

Obrdzek 17: Pribéh vypoctu - Pollardav p - 1 algoritmus

PF.) Rozlozte Cislo N = 6 994 241 pomoci Pollardovo p - 1 algoritmu.
Zvolime si hodnotu B = 7 a poté vybereme hodnotu a = 2.
a?' =1 (mod p)
22" = 4 (mod 6 994 241)
d=D(4—-1,6994241) =1
23" = 64 (mod 6 994 241)
d=D(64—-1,6994241) =1
2% = 2788734 (mod 6 994 241)
d=D(2788734—-1,6994241) =1

25 = 3834 705 (mod 6 994 241)
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d=D(3834705—-1,6994241) =1
2% =513 770 (mod 6 994 241)
d=D(513770—-1,6994241) =1
27" = 443 653 (mod 6 994 241)
d =D(443 653 —1,6994 241) = 3 361

Méjme tedy rozklad Cisla 6 994 241 = 3 361 - 2081 na soucin prvocisel. Vyraz3361 -1 =

2°-3-5-7,kde B =7 je hladké ¢islo a Zadny z jeho prvociselnych délitel( neni vétsi nez 7.

- {— ngebra l:alc,ltlther" F"r*ngl:l Elean Llpm
mremainl 297, 6994241 ] 5

mremain 23!, 6994241) 5 64
wremainl 2t 6994241) 5 ¢ 2728734
mremain(23), 6994241) 5 3934705
mremainl 28!, 6o94241) 5 « 513770
mremainlz? !, 6994241) 5 « @
HAIN FAD AUTO FUHC B/ 0

Obrdzek 18: Prubéh vypoctu - Pollardiv p - 1 algoritmus
Pti snaze vypoctu Pollardova p - 1 algoritmu u pfikladd s vy$si hodnotou B neni kalkulator
Tl - 92 Plus vhodnou kontrolou, jelikoZ pfi zvoleni B = 7 kalkulator zobrazuje hodnotu

nekonecna.

d) Eulerova metoda

PF.) Pomoci Eulerovy metody rozlozte Cislo N = 221.
Vime, Ze pro Cislo N = 221 plati rozklad:
221=112+10%
Toto Cislo Ize rozlozit i na ¢tvercova Cisla s jinou hodnotou:
221=52+142
Takze mGzeme ponechata=11,b=10,c=5,d = 14.

Potom plati:
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d+b=24

Z uréeni souctl a rozdild nejvétsich spolecnych déliteld parametr( a, b, ¢, d mGzeme urcit

parametry k, [, m, n.

k=2
/=3

m=2
n=8

Nyni dosadime do vzorce pro vypocet rozkladu Cisla N = 221 na soucin dvou prvocisel.
N=221=[(2/2)*+(8/2)] - (22+3%) =(12+4?)- (22+3?)=17-13

Cislo N = 221 tedy mGzeme rozloZit na soucin prvocisel 17 a 13 beze zbytku, a diky tomu

Ize metodu na tento priklad aplikovat.
PF.) Pomoci Eulerovy metody rozlozte cislo N = 2 501.
Je jasné, ze Cislo N = 2 501 plati:
2501 =50%+12
Toto &islo Ize rozlozZit i na ¢tvercova Cisla s jinou hodnotou:
2501 =492 + 102

Takze mGzeme ponechata =1, b =50,c=49, d =10.

Potom plati:
a—c=-48
a+c=50
d—b=-40
d+b=60



Z uréeni souctl a rozdild nejvétsich spolecnych déliteld parametrl a, b, ¢, d mGzeme urcit

parametry k, [, m, n.

Nyni dosadime do vzorce pro vypocet rozkladu Cisla N = 2501 na soucin dvou prvocisel.
N=2501=[(8/2)>+(10/2)?] - (52 +62) = (42 +52) - (52 +62) =41 - 61

Tudiz ¢islo N = 2 501 lze rozloZit na soucin prvocisel 41 a 61 beze zbytku a mizZeme tuto

metodu na tento pfiklad aplikovat.
PF.) Pomoci Eulerovy metody rozlozte cislo N = 1 000 009.
Pro Cislo N =1 000 009 plati:
1 000 009 = 10002 + 32=9722% + 2352

Poté ponechame parametry a = 1000, b=3, ¢ =972, d = 235.

Potom plati:
a-c=28
a+c=1972
d—b=232
d+b=238

Z uréeni souct a rozdild nejvétsich spolecnych délitelt parametrl a, b, ¢, d uréime

parametry k, [, m, n.

k=4
1=7
m =58
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n=34

Dale dosadime do vzorce pro vypocet rozkladu ¢isla N =1 000 009 na soucin dvou

prvocisel.
N =1000009 = [(4/2)% + (34/2)?] - (7> + 58%) = (22 + 17%) - (7> + 58%) =293 - 3 413

Cislo N = 1 000 009 mGzeme tedy rozloZit na soucin prvocisel 293 a 3 413.

4) Kratké porovnani algoritmu po strance jejich vypocetni

narocnosti

a) Faktorizace déleni (,,Hruba sila“)

Jedna se o jednu z ¢asové nejndrocnéjsi metod pro zjiSténi prvociselného rozkladu

néjakého zadaného Cisla, které ma velmi vysokou hodnotu.

vvvvv

prvodisel, museli bychom najit véechna prvoéisla do hodnoty vn. Po ziskani téchto
prvocisel zkousSime jimi délit zadané Cislo n. Jestlize by vysSlo déleni beze zbytku, potom
vime, Ze dany délitel by byl soucasti prvociselného rozkladu. Pokud vyjde zbytek, museli
bychom se posunout na dalsi prvocislo v daném Ciselném seznamu, u kterého kdyz
dojdeme ke konci, tak by mél byt rozklad hotovy. TudiZ pro velmi vysoka Cisla je tato

metoda neefektivni jak z hlediska ¢asu, tak i vypocetni narocnosti.

b) Pollarduiv rho algoritmus

Tento algoritmus je v jisté ¢asti podobny jako pfedchozi metoda faktorizace délenim, ale
pfi vypoctu Pollardovym rho algoritmem nehledame vsechny ¢leny prvociselného
rozkladu, ale jen jeden. Pokud nebude pravé nalezeny ¢len prvociselného rozkladu
prvocislem, potom musime na vystup z toho algoritmu poutZit jesté faktorizaci délenim.
Tim opét mlZe dojit k ¢asové i vypocetni ndro¢nosti.

Pokud bychom v ptikladech pouzili malé N, mohl by byt tato metoda vhodna i pro zaky
zakladni Skoly, jelikoZ dochazi k provadéni operaci s prirozenymi Cisly, které Zaci jiz znaji.

Pro dalsi stupné skol ma tento algoritmus vyuZiti ve vypocetni technice a programovani.

41



V dnesni dobé ale Pollard(iv rho algoritmus nepatfi mezi nejlepsi faktoriza¢ni metody, ale
zaCatkem 80. let 20. stoleti byl nejlepsim zndmym algoritmem pro faktorizaci pfirozenych

Cisel.

c) Pollardtiv p - 1 algoritmus

U Pollardova p - 1 algoritmu hraje dlleZitou roli pro ¢asové zkraceni a usnadnéni vypoctu
volba hodnot a a B.

Volba hodnoty a nema vliv na priibéh vypoctu algoritmu, ale ztéZuje vypocet pravé

s hodnotou a. Tudiz je vhodné za a volit nizké hodnoty, jako napfiklad ¢islo 2 ¢i 3. Za to
hodnota B ovliviiuje, jak sloZitost, tak vysledek vypoctu. ZvySeni hodnoty B zvySime
pravdépodobnost nalezeni faktoru N, ale také zvysi ¢asovou narocnost vypoctu. Pokud
jsou zadana velka Cisla, je vhodné za B volit takova velka Cisla, jako nejvétsi prvocislo délici
N.V ostatnich pfipadech by samoziejmé méla byt hodnota B < N. Kdybychom B zvolili

jinak, potom D = N.

d) Eulerova metoda

JelikoZ se touto metodou daji rozlozit jen Cisla, ktera jsou souctem dvou rliznych

Ctvercovych Cisel, je zapotrebi si budto zjistit hned pred zacatkem vypoctu, jestli je dané
Cislo souctem dvou ¢tvercovych Cisel, anebo nam tato metoda v zavéru nevyjde. Uz zde
dochazi, jak k ¢asovému zdrzeni pred vypoctem, tak k pripadnému zbytecnému vypoctu

Eulerovy metody pro dané Cislo.

Tyto a mnoho dalsich algoritmi pro faktorizaci je pouzivano v nejrdznéjsich
matematickych programech a nastrojich, jako napftiklad stolni kalkulator Tl - 92 Plus ¢i

webové prostfedi WolframAlpha.

Porovnani algoritmu z hlediska ¢asové naro¢nosti

Algoritmy zminované v této praci budeme v této kapitole srovnavat pomoci pojmu
sloZitost algoritmu. Jedna se o rychlost algoritmu v zavislosti na poctu vykonanych

operaci.

Kazdému algoritmu pfFislusi néktera ze tfid slozZitosti.
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Faktorizace délenim:

N3

2

_— - H . n
0((2)_10“2)) > charakter jako: O (k™)

Pollardav rho algoritmus:

1
0(n*) -> charakter jako: 0 (n*)

Pollardav p - 1 algoritmus:

O(B -log(B)-log?(n))  ->charakter jako: O(n - log(n))

Eulerova metoda:

1
o(nz"%) -> charakter jako: 0(n*)

Nasledujici graf se fidi nerovnici pro porovnani ¢asovych sloZitosti algoritmU v nekonecnu.

1< logln) K n<«n - log(n) K nf K k" « n! K n™

Porovnani ¢asovych sloZitosti jednotlivych algoritm(

200
180
160 Pollardlv rho
— 140
< 120 Faktorizace
™ 100 délenim
)§ 30 Pollardliv p-1
a 60
==@==Fulerova
40
metoda
20
0
1 2 3 4 5 6
Objem dat

Obrazek 19: Porovnadni casovych sloZitosti
Jak je patrné, Pollardtv rho a Pollardlv p - 1 algoritmus patti mezi rychlejsi metody pro
nalezeni prvociselného rozkladu. U Eulerovy metody a metody faktorizaci délenim uz

vyrazné roste ¢asova narocnost.

Dle autora textu [10] z Oregonské Univerzity vychazi jako srovnani s jejich grafem

vizualizace vySe uvedeného grafu, ktery ukazuje porovnani ¢asovych sloZitosti
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jednotlivych algoritm(. Mezi podminky testu, ze kterého vzesel graf z vySe uvedeného

internetového zdroje, patfi napftiklad:
a) Kazdy algoritmus byl otestovan celkem stokrat

b) Cisla pro zjistovani prvociselného rozkladu byla vybirana ndhodné z mnoziny celych

Cisel
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Zaver

Jednim z cil(i této prace je sezndmeni s prvociselnosti a faktorizacnich metod. Nejprve je
vysvétlen dulezity pojem pro tuto praci, tj. prvocislo, a také prvociselny rozklad. Tyto
pojmy hraji duleZitou roli u faktoriza¢nich metod pro nalezeni prvociselného rozkladu u

celych cisel.

V druhé kapitole jsou mezi popsanymi faktorizacnimi metodami faktorizace délenim
(,,hrubd“sila), Pollarddv rho algoritmus, Pollarddv p - 1 algoritmus a Eulerova metoda.

Nékteré z algoritmu Ize vyuzit i pro zvidavé Zaky v ucitelské praxi.

K témto metodam bylo v nasledujici kapitole vypocteno nékolik ilustracnich prikladd,
které se snazili ukdzat pocetni i Casovou naroc¢nost téchto algoritma, ale také jejich

moznosti pro zrychleni vypoctu i jejich uskali.

Béhem vypoctd byla pouzita fada sofistikovanéjsich zarizenich pro rychlejsi vypocet

priklad(, a to stolni kalkulator TI - 92 Plus ¢i webové prostiedi WolframAlpha.

Pravé ¢asova naroc¢nost je podstatou posledni kapitoly, kde se zabyvam pojmy jako
slozitost algoritmu a ttidy sloZitosti, pomoci kterych mizZzeme porovnavat algoritmy pravé

z hlediska ¢asu jejich vypoctu.
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Resumé

One of the aims of this thesis is to get acquainted with prime numbers and factorization
methods. First, an important concept for this thesis, i.e. a prime number, is also
explained, as well as a prime quote. These terms play an important role in factorization

methods for finding prime numbers in integers.

In the second chapter, there are described the following factoring methods: Trial
Factorization, Pollard rho algorithm, Pollard p - 1 algorithm and Euler's method. Some of

the algorithms can also be used for inquisitive pupils in teaching practice.

Several illustrative examples have been computed in these chapters, which have
attempted to show both the numerical and time demands of these algorithms, but also

their possibilities for speeding up the calculations and their obstacles.

During the calculations, a number of more sophisticated devices were used to quickly
compute examples, such as the Tl - 92 Plus Desktop Calculator and the WolframAlpha

Web Environment.

Time-consuming is the essence of the last chapter where | deal with concepts such as the
complexity of the algorithm and the complexity class, by which we can compare the

algorithms precisely in terms of the time of their calculation.
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