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Uvop

Ve své bakalarské praci se vénuji limitnim vétam, predevsim jejich definovani, historii

a ddkazim.

Cilem této bakalarské prace je na zakladé prostudovani odborné literatury popsat nejen
historii centralni limitni véty, ale i centrdini limitni vétu a dalsi limitni véty jako takové.

A predevsim pak nastinit zplsob jejich dokazovani.

Prace je strukturovdna prehledné a systematicky. Je rozdélena do dvou zakladnich ¢asti —
Casti teoretické a praktické. Prvni ¢ast prace, teoreticka ¢ast, obsahuje pravé vyse
zmirnénou historickou podkapitolu, ve které je zahrnuta biografie osobnosti, jez se
nejvice zaslouzily o rozvoj limitnich vét a teorie pravdépodobnosti — Abraham de Moivre,
Pierre Simon de Laplace a Pafnutij Lvovic Cebysev. V historické ¢asti je dale popsano
objeveni a vyvoj centralni limitni véty. Neméné dulezZitou soucasti teoretické casti je
i podkapitola zakladnich pojm0, kterd predstavuje vycet zdkladnich a nejdllezitéjsich
pojmU z oblasti limitnich vét a pojm(, které s tématem prace souvisi a dale definice
a vysvétleni téchto pojm0. Tato podkapitola je dllezitd proto, Ze vysvétluje veskeré pojmy
nezbytné pro praci s limitnimi vétami. S podporou teoretické zakladny z prvni ¢asti je pak

mozné uskutecnit praktické reseni priklad.

Druha, praktickd ¢ast je tedy vénovana samotnym prikladdm na vypocet
pravdépodobnosti a jejich reSeni pomoci limitnich vét. Ke kazdému prikladu je pak
sepsano dvoji reSeni. Jedno je klasické pomoci limitnich vét a to druhé diky simulaci

ve specializovaném programu.
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1 TEORETICKA CAST

1.1 HISTORICKA CAST
V této kapitole se budeme vénovat historii centralni limitni véty. Na samotném zacatku

budou uvedeni vyznamni matematici, ktefi méli veliké pfinosy v teorii pravdépodobnosti.

1.1.1 VYZNAMNE OSOBNOSTI

ABRAHAM DE MOIVRE

Abraham de Moivre se narodil 26. kvétna 1667 pobliz Pafize ve Vintry-le-Francios.
De Moivreova rodina nebyla pfili§ bohatd, prestoze se jeho otec Zivil jako chirurg. Jeho
rodina byla protestantskd, ale i tak navstévoval de Moivre nejprve katolickou Skolu
Kfestanskych bratr(i ve Vintry, ktera byla velmi tolerantni, pfestoze v této dobé uz
panovalo ve Francii velké naboZenské napéti. V jedendcti letech byl de Moivre poslan

na protestantskou akademii do Sedanu, kde stravil Ctyfi roky studiem rectiny.

Edikt nantsky zarucoval od roku 1598 ve Francii svobodu bohosluzby, ale i presto bylo
$iteni protestantského smysleni znemoznéno. Rimskokatoli¢ti duchovni méli velmi
nesnasenlivy postoj vlci protestantské vife. Navzdory ediktu byla akademie, na které
studoval de Moivre, uzaviena v roce 1682, a tak musel de Moivre pfejit na akademii jinou.
Rozhodl se pro studium logiky na akademii v Saumuru, kde byl aZ do roku 1684.
Vestudijnim kursu, ktery de Moivre navstévoval, nebyla obsazena matematika, o kterou
de Moivre jevil zajem tim, Ze matematické texty Cetl ve svém volném case. Intenzivné se
vénoval hlavné pojedndani o hazardnich hrach De ratiociniis in ludo aleae, které sepsal
Christiaan Huygens. V této dobé odesli de Moivreovi rodie do Patize, takze on
samoziejmé odesel s nimi. Jeho studium tak pokracovalo na College de Harcourt, kde
navstévoval kurzy fyziky a poprvé absolvoval soukromou lekci matematiky od Jacquesa

Ozanama.

Vroce 1685 byl eidkt nansky Ludvikem XIV. zrusen, takZe zapocalo pronasledovani
protestantU. V této dobé byl de Moivre kvlli svému ndbozenskému presvédcéeni uvéznén.
Dosud neni jasné, jak dlouho byl vlastné véznén. Kdyz se dostal na svobodu, odcestoval
do Anglie. Po pfijezdu do Londyna se stal soukromym ucitelem matematiky. Béhem
pobytu v Londyné byl jiz de Moivre matematikem s velmi dobrymi znalostmi, které zaskal

ze zasadnich, dllezitych matematickych spisa. Velmi ho zaujal predevsim Newton svym
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dilem Principia. De Moivre si ihned uvédomil, o jak mistrovské dilo jde a Ze je velmi
dllezité celé dilo prostudovat a porozumét mu. Diky svému nadani zvladl de Moivre praci

pochopit velice rychle.

De Moivre zaroven doufal, Ze se v Anglii stane predsedou matematik(. Ale cizinci byli
v Anglii vyrazné znevyhodnéni. Pfesto Ze tedy nebyl de Moivre pronasledovan kvali své
vire, byl stdle diskriminovan, prdvé proto, Ze byl Francouz. Vroce 1692 se seznamil
s astronomem Edmondem Halleyem, ktery spocital obéznou drahu komety, jez se nazyva
Halleyho kometa, a ktery byl soucasné také clenem Krdlovské spoleénosti. Brzy na to

se de Moivre spratelil i s Isaacem Newtonem.

Prvni de MoivreGv matematicky spis Method of fluxions vychazel z Newtonova Principia
a byl byl pravé diky Halleymu prednesen Kralovské spolecnosti. Roku 1697 se stal
de Moivre také ¢lenem Kralovské spolecnosti. V roce 1710 byl zvolen do komise, ktera
méla prezkoumat, jestli byl kalkulus objevien Newtonem, nebo Leibnizem. ProtozZe
Kralovska spolecnost védéla, jakou chce odpovéd, zvolili do komise pravé de Moivrea,
protoze védéli o jeho pratelstvi s Newtonem. PrestoZe byl nyni de Moivre ¢lenem komise

Kralovské spole¢nosti, bylo pro néj nemozné ziskat misto na jakékoliv univerzité.

Abraham de Moivre razil cestu rozvoje analytické geometrie a teorie pravdépodobnosti.
Publikoval The Doctrine of Chance: A method of calculating the probabilities of events in
play, kde pojednaval o vypoctech pravdépodobnosti ve hrach. Pozdéji se kvili této praci
dostal do sporu s Montmortem, protoze v ni napadl nékterd Montmortova a Huygensova
tvrzeni. Toto dilo obsahovalo také definici statistické nezavislosti a dale nékolik problému
s kostkami a dalSimi hrami. Bylo to tak vyznamné dilo, Ze v prlbéhu let pfipisoval
de Moivre dalsi a dalsi vydani. Konkrétné ve vydani z roku 1756 se objevil nejvyznamnéjsi
prispévek od de Moivrea v této oblasti. Ten se tykal aproximace binomického rozdéleni

normalnim rozdélenim.

Abraham de Moivre patfi mezi nejvétsi prakopniky vteorii pravdépodobnosti. Ale i
pres své veliké objevy se Zivil pouze jako soukromy ucitel, takzZe Zil cely Zivot v chudobé.

(O'Connor, Robertson, 2004)
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PIERRE SIMON DE LAPLACE

Pierre Simon de Lapace se narodil 23. 3. 1749 v Beaumont-en-Auge ve Francii. Pfestoze
pochazel ze zemédélské rodiny, nelze fici, Ze by Zil vchudobé. Od svych sedmi let
navstévoval Laplce benediktynskou cirkevni Skolu. V Sestnacti letech odesel na universitu
v Caen, kde studoval teologii. Ihned na zacatku studia se u Laplace neprojevil pouze talent
na matematiku, ale i Iaska k ni. Jakmile se rozhodl, Ze matematika je oblasti, které se chce
vénovat, zanechal Skoly a odeSel do Pafize k d’Alembertovi. Traduje se nékolik verzi
udalosti, které pfedchdzely tomu, nez zacal d’Alembert pracovat s Laplaceovym nadanim.
D’Alambert zdrovenn pomohl Laplaceovi najit zaméstnani, a jelikoZz byl Laplace opravdu
nadany, stal se brzy profesorem matematiky. V roce 1771 dostal nabidku, aby se stal

¢lenem Francouzské akademie véd.

Laplace byl spolecné s Bertholletem, Biotem a Poissonem c¢lenem védecké skupiny
Arcueilska spolecnost. V roce 1806 Kralovska Svédska akademie véd zvolila Laplace jako
zahrani¢niho ¢lena. On i Berthollet byli pratelé s Napoleonem, takze mohli ve velké mife

pusobit na chod védy ve Francii.

Koutny [online] piSe, Ze Laplace udélal veliké objevy v astronomii. Zkoumal Saturnovy
prstence a prisel stvrzenim nutnosti rotace téchto prstencl. Objasnil i rozdil mezi
Newtonovou teorii rychlosti Sifeni zvuku a realnou rychlosti. Ve fyzice udélal za cely svUj
Zivot jesté mnoho zajimavych a dllezitych objevi. V matematice se vénoval teorii
pravdépodobnosti a roku 1819 vydal dilo Théorie analytique des probabilités, kde
pojedndval o teorii pravdépodobnosti jako samostatné matematické discipliné a uved|

zakladni definice dalezitych pojm{ napt. nezavislosti pokusa.

Pierre Simon de Laplace byl velmi vyznamnou osobnosti na poli védy. Udal zaklady i smér
nékolika védnim disciplindm. Z jeho poznatk( se tézilo velmi dlouho jak v matematice, tak
i ve fyzice. Po Laplaceové smrti byl jeho mozek prevezen do anatomického musea

v Britanii.

PaFNuTI) Lvovic CEBYSEV

Pafnutij Lvovic Cebysev se narodil 16. kvétna 1821 v Okatovo v Rusku. Prvni vzdélani mu

bylo poskytnuto doma jeho matkou a sestfenici. Matka ho naudila Cist a psat, zatimco
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sestfenice Sucharevna mu dala zaklady aritmetiky a francouzského jazyka. Casopis
pro péstovdni matematiky [online] uvadi, Ze to byla nejspiSe Sucharevna, kdo mél nejvétsi
zasluhy na vychové budouciho nadé&jného matematika. V roce 1832 se Cebysev i se svoji
rodinou prestéhoval do Moskvy, aby mohl spole¢né se svym bratrem nastoupit
na Moskevskou universitu. U? po roce na université ziskal Ceby3ev stfibrnou medaili

za svoji matematickou praci.

Ve svych dvaceti letech ukon¢il Ceby$ev studium a jiz za dva roky vydal svoji prvni
védeckou praci. Obratem zacal vydavat spoustu pozoruhodnych praci, takze velmi rychle
upoutal pozornost celého védeckého svéta. Po vydani disertacni prace na téma poctu
pravdépodobnosti ziskal profesorskou pozici na université v Petrohradé. Brzy ziskal
v Petrohradé také titul doktora diky vydané knize Theorie kongruenci. V roce 1874 byl

dokonce zvolen zahrani¢nim ¢lenem Akademie véd v Pafizi.

Cebysev nebyl nikdy védcem, ktery by uvefejnil jednu ¢i dvé prace z néjakého oboru a ten
pak opustil. Jistymi otazkami se zaobiral cely sv(j Zivot, ale nejvice se zaméroval na teorie
integrace, aproximace funkci pomoci polynomd, teorie Cisel, pocet pravdépodobnosti,
nauku o mechanismech a mnoho dalSiho. BEhem prace v nauce o mechanismech pfisel
na zdokonaleni Wattova parniho motoru. Pomoci teorie funkci, které se nejméné
odchyluji od nuly, dokazal vyresit problém pfiblizeni se k pfimo¢arému pohybu pomoci
libovolného stupné aproximace tohoto pohybu. Pro dé&jiny matematiky je velmi dUlezité,
7e je Cebydev povaiovan za zakladatele nového odvétvi matematiky, a to teorie
aproximace funkce pomoci polynomu. Jeho préace v teorii pravdépodobnosti nabyla
takovych rozmeérd, Ze jeho myslenky a vysledky zafidily veliky rozvoj tohoto oboru. Zakon
velkych cisel a teorie limitnich vét jsou dvé dllezité ¢asti teorie pravdépodobnosti. To, jak

jsou dnes chapany, ma svij pocatek u Ceby3eva.

Pafnutij Lvovic CebySev byl tak vyznamnym matematikem, Ze vzbudil o teorii
pravdépodobnosti Siroky zajem a vytvofil skolu pro svoje ndsledovniky. ZaslouZil se tedy

0 rozvoj teorie pravdépodobnosti jako samostatné védecké discipliny.
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1.1.2 HISTORIE CENTRALNI LIMITNi VETY

Centralni limitni véta je jednou z nejdllezitéjSich vét ve statistice a teorii
pravdépodobnosti. Pouziva se témér vSude v aplikované statistice. Samotna centrdlni
limitni véta se vyvijela v pribéhu let, béhem kterych ji kazdy matematik vylozil néjak jinak

nebo ji nécim obohatil.

Historie centrdlni limitni véty zacina u matematika Pierra Simona de Lapace na konci 18.
stoleti. Prvni spis, kde byla zminéna centrdlni limitni véta, vydal Laplace v roce 1810. Jiz
vroce 1776 vysel spis, kde se snaZil o vypocet pravdépodobnostniho rozdéleni souctu
Uhld sklonu meteoru. Celil problémim, které byly zplisobeny pozorovacimi chybami,
a zaroven kvili velkému mnoiZstvi nebeskych téles nemohl provést presny vypocet.
Uvédomil si, Ze potrebuje néjakou aproximaci. V tomto procesu, kdy hledal tu spravnou
aproximaci, se propracoval kjistému zavéru, ve kterém vytvofil jednu z prvnich verzi
centralni limitni véty. Jednim z dllezitych ndstroja, diky kterym se povedlo Laplaceovi
vytvofit centralni limitni vétu, byla charakteristicka funkce, kterou téz zaved! Laplace jiz
v roce 1785 (vysvétleni tohoto pojmu je v nasledujici kapitole). Laplace se svymi vypocty

NE
J2-mn-m-(m+1)’

n moznych chyb a m jsou hodnoty, kterych mohou chyby nabyvat. Timto vysledkem

propracoval k nasledujici formuli P (s, =0) = kde s, je suma vsech

se dostal velmi blizko k obecnému vysledku. Do dnes je zahadou, pro¢ to neudélal.
Ke svym vysledkiim se vSak vratil, ale az v roce 1810, kdy udélal svlij prfedchozi vysledek
vSeobecné platny a zaroven ho i dokazal. Ve ¢lanku z roku 1820 zacal dokazovat centralni

limitni vétu pro néktera dalsi specidlni rozdéleni v teorii pravdépodobnosti.

Ze vsech prispévku v 19. stoleti, které se tykaly centralni limitni véty, byly nejpfinosné;si ty
od Siméona Denise Poissona, ktery publikoval dva ¢lanky, v nichZ diskutoval o centralni
limitni vété. UvaZoval, Ze vsSechny procesy ve fyzice se fidi rlznymi matematickymi
zakony, proto se pokusil o pfesnéjsi matematickou analyzu Laplaceovy véty. Do historie
centrdlni limitni véty se zapsal Poisson tak, Ze roku 1824 a dale v roce 1829 vylepsil dlikaz
pro spojité nahodné veliciny. Zaroven tim polozZil zdklady konceptu ndhodné veliciny.
Poisson zaroven predlozil i nékolik protipfikladl, kdy pravé vylepseny dikaz pro spojité

nahodné veliciny neplati.
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Koncem 19. stoleti se zacala matematika proménovat. Neustdle probihala abstrakce
matematiky a matematické diskuze se stadle vice ménily zvypocetni matematiky
na klasickou zakladni analyzu neboli ,¢istou” matematiku. To mélo veliky dopad na vyvoj
teorie pravdépodobnosti, protoZze do této doby nebyla povaiovdna za presnou
matematickou teorii. Nebylo tfeba pfesnych dikazli, jak tomu bylo u Laplaceovy prvni
verze centrdlni limitni véty. Stacilo, Ze véta fungovala v praxi. Proto do ni nebylo tfeba
pfinaset pravou matematiku. JenZe v této dobé se mnoho zménilo a bylo provedeno
nékolik pokusl o presnéjsi dikazy centralni limitni véty. Mezi nejdulezitéjSi matematiky,

ktefi prisli s témito dlkazy, patfi Bessel, Dirichlet, Cauchy a Ellis.

Dirichlet a Bessel vétsinou pokracovali v Laplaceovych a Poissonovych stopach u dikaz(.
Rozdilem ale bylo, Ze do svych vlastnich dlkazl zavedli ,faktor nespojitosti“. Pomoci
tohoto faktoru dokazali Poissontv vzorec pro libovolnou hodnotu n, kterou sdm Poisson
nedokazal. Dirichlet i Bessel $li rlznymi cestami k dokazani Poissonova vzorce, ale princip
zUstal zachovan. Samotny Bessel zdUraznil, Ze Poisson to ve skutecnosti udélal stejnym

zplUsobem, s tim Ze dokazal sv(ij vzorec pro n rovno 1.

Daldim matematikem byl Cauchy. Radi se k prvnim matematikdim, ktefi uvaZovali o teorii
pravdépodobnosti jako o ,Cisté“ matematice. Mél veliké prinosy v rliznych oborech
matematiky a zdroven pfisel s novym zplsobem, jak dokazat centrdlni limitni vétu.
Cauchy prisel sdlkazem pro nezavislé veliCiny s identickym rozdélenim. Dale uvedl,
Ze v této dobé ma centrdlni limitni véta stale nedostatky. Jednim z nejvétSich nedostatku
byla predevSim absence jasné stanovenych podminek, za kterych konvergence
k normalnimu rozdéleni plati. Cauchyho dlkazem skoncila doba, kterd se nazyva prvni

obdobi centrdlni limitni véty. Obdobi se datuje od roku 1810 do roku 1853.

Problémy centralni limitni véty byly vyreSeny zejména ruskymi matematiky mezi roky
1870 a 1910. Nejvétsi zasluhy jsou pfripisovany tfem matematikim, ktefi se predevsim
vénovali teorii pravdépodobnosti, a jsou to Cebysev, Markov a Ljapunov. Samoziejmé
s nimi spolupracovali i jini, ale tito tfi se povaZuji za nejvice pfispivajici ohledné centrdlni
limitni véty. Cebysevilv spis z roku 1887 je obecné povazovan za pocatek presnych diikazd
pro centrdlni limitni vétu. CebySeviv ddkaz byl nelplny, proto ho pozdéji dokonil
a zjednodusil Markov. V roce 1901 provedI| Ljapunov dlkaz centralni limitni véty pomoci

charakteristickych funkci. Nasledné Markov pracoval na dlkazu, ktery by mél stejnou

8
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Uroven obecnosti jako ten Ljapunlv, ale chtél toho docilit pomoci metody moment.
Svého cile Markov dosahl az v roce 1913. | presto byl Ljapunlv dlkaz povazovan za prvni
»skuteény” dikaz centralni limitni véty. Jeho dikaz obsahoval zakladni lemma. Dalsi
matematici, ktefi prispéli néjakym zplsobem do centralni limitni véty, byli Linderberg

a Lévy. Oba dva pouzili stejné lemma ve svych vylepSenich centrdlni limitni véty.

Treti a posledni obdobi historie centralni limitni véty se datuje mezi roky 1920 a 1937.
Toto obdobi zacind Linderbergovym dikazem, Lévyho a Fellerovym dikazem. V roce 1922
zverejnil Lindenberg svij dlikaz o centrdlni limitni vété. Dlkaz je platny i pro ndahodné
vektory. Tento dlkaz se stal i zakladem pro Fellerovu a Lévyho praci. Felleriv spis z roku
1935 poskytl nezbytné a dostatecné predpoklady pro centralni limitni vétu. Uvedl nékolik
predpokladl pro nezavislé ndhodné veliciny, ale protoZe pracoval s jistym omezenim,
nelze jeho feSeni povazovat za konecnou centrdlni limitni vétu, jelikoZz pracoval
s normovanymi soucty. Fellerova véta byva casto nazyvana jako Linderberg-Fellerova
véta, protoze Feller pouZil Linderbergiv predpoklad. Lévy dokazal Linderbergiv
predpoklad v roce 1925 pomoci charakteristickych funkci. Nicméné Linderbergliv dikaz
je jednodussi. Mezi lety 1925 a 1930 publikoval Lévy nékolik ¢lank( s tematikou centralni
limitni véty. V roce 1935 vydal Lévy spis, ve kterém nepouzival charakteristické funkce,
stejné jako Feller. Oba popfreli, Ze by spolu néjakym zplsobem spolupracovali. V tomto

spisu Lévy dokdzal nékolik véci tykajicich se centrdlni limitni véty.

Jak Lévyho, tak i Fellertv dikaz se opiral o lemma, které v roce 1936 dokdazal Cramér. Diky
jeho dlikazu se oba vratili ke své praci a vylepsili své dlikazy o centralni limitni vété. Timto

byly dokazany nutné a postacujici predpoklady. (Mether, 2003)

1.2 ZAKLADNI POJMY
V dalsi kapitole se budeme zabyvat limitnimi vétami, proto zde bude uvedeno nékolik

dllezitych pojmu, které se vyuzivaji v teorii pravdépodobnosti.

1.2.1 NAHODNY JEV
Definice nahodného jevu: ,,Nahodnym jevem budeme rozumét libovolny vyrok (tvrzeni)
o vysledku ndhodného pokusu, o kterém lze po provedeni ndhodného pokusu prohlasit,

zda je Ci neni pravdivé.” (Kohout, Predndsky)
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Nahodny pokus je proces, ktery dava pfi opakovani za stejnych podminek rozdilné
vysledky.

1.2.2 PRAVDEPODOBNOSTNi PROSTOR

Pravdépodobnostni prostor je trojice (Q, A, P), kde Q je neprazdna a kone¢nd mnozina,

Aje mnoZina vSech nahodnych jevl, P je mnoZinova funkce, ktera se nazyva

pravdépodobnosti ndhodného jevu.

Definice pravdépodobnostniho prostoru: Necht Q je zdkladni mnozina, A je o - algebra

zaloZzena na mnoziné Q. Potom pravdépodobnosti na mnoziné Q nazveme zobrazeni
P:A - Rl'

Takovéto zobrazeni ma urcité vlastnosti. Alespon jeden prvek musi byt nenulovy, to je

jeho prvni vlastnost.
Druha vlastnost nam fika, Ze pravdépodobnost je omezenad a plati
0 <PA) <1.

Posledni vlastnost se tykd sjednocovani neslucitelnych nahodnych jevl, to znamen3,
ze pranikem dvou rdznych prvk( systému A je prdazdnd mnoZina. Pokud sjednotime
neslucitelné nahodné jevy a zjistime pravdépodobnost celého sjednoceni, tak ta se rovna

souctu jednotlivych pravdépodobnosti:
P(U;Aj) = X P(A).

Za zminéni jesté stoji o-algebra. A je systém podmnoZin mnoZiny Q a ten nazyvame
o-algebrou, pokud obsahuje prazdnou mnozinu, je uzavieny na spocetné sjednoceni

a obsahuje doplnék. (Kohout, Pfedndsky)

1.2.3 NAHODNA VELICINA

Definice nahodné veli¢iny: ,Necht (Q, A, P) je pravdépodobnostni prostor. Zobrazeni
X:0 - R, nazveme nahodnou velitinou © V¢ € R: X 1(—o,c) € A.“ (Kohout,
Predndsky)

1.2.4 DISTRIBUCNI FUNKCE A HUSTOTA PRAVDEPODOBNOSTI
Distribucni funkce je takova funkce, diky které mame lepsi popis ndhodné veliciny. Muze

byt popsdna vice zpUsoby, proto uvadim definici podle Nagyho a podle Kohouta.

10
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Definice distribucni funkce:

,Distribucni funkce F (x) je definovdna predpisem

Fx(x) = P (X <x),

kde X je ndhodnd velicina, x je realizace ndhodné veliCiny. Distribucni funkce poskytuje
uplny popis ndhodné veliciny.” (Nagy, 2002, s. 43)

Definice distribucni funkce:

.Necht (Q, A, P) je pravdépodobnostni prostor, necht ddle je X ndhodnd velicina.
Distribucni funkci této ndhodné veliciny budeme rozumét zobrazeni F: R — R, definované

vztahem
F:x - P({w; X(w) < x}).”(Kohout, Pfedndsky)

V matematické statistice existuje mnoho jinych predpisu, které definuji distribu¢ni funkci,
jak bylo zminéno jiz vyse. Dalsi dulezitéjsi definice fika: Necht existuje nezaporna funkce

f(x) takova, Ze plati

F) = [*_f(odt,

potom nahodna veli¢ina se nazyva spojita a F(X) je jeji distribuéni funkce. ,Podle definice
je spojitd nahodna veli¢ina charakterizovana tim, Ze jeji obor hodnot je cely realny interval

I.“(Kohout, Predndsky)

Pro takhle definovanou distribu¢ni funkci dale plati, Ze je absolutné spojita, to znamenj,
e absolutni hodnota rozdilu dvou funkénich hodnot se nachazi v néjakém pasu. Sitku

tohoto pasu ndm udava € > 0.

Jak bylo zminéno vyse, f(x) je nezdpornd a nazyva se hustotou pravdépodobnosti. Pokud

hustotu f (x) zintegrujeme, ziskame distribuéni funkci.
Zminéné spojité rozdéleni je jeden typ nahodné veliiny. Existuje jeSté druhy typ.
Rozdéleni takového druhu se nazyva diskrétni. Distribu¢ni funkce tohoto rozdéleni neni

spojita na celém svém oboru. Neni dllezité se vice diskrétnim rozdélenim zabyvat,

ale presto uvedu jedno konkrétni diskrétni rozdéleni a to binomické.

11
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1.2.5 BINOMICKE ROZDELEN{

Binomické rozdéleni popisuje situaci, ve které se n-krat opakuje néjaky pokus.
Pravdépodobnost, Ze dany pokus bude uspésny, je p. Takie ndhodna veli¢ina X je
definovana pro k pocet uspéchd, kde k = 0, 1, ..., n. Hustota pravdépodobnosti je dana

predpisem

f)=(}) - p*- @-—pn™

Uvadi se dualezity parametr E (X). Nazyva se stfedni hodnota, existuje pokud fada
Zr=°1° x; - P (X; = x;) je abolutné konvergentni®. Dal$im parametrem je rozptyl a znaci

se VAR (X). Ziskame jej jako VAR (X) = E (X—E (X))z. Specialné pro binomické

rozdéleni je stfedni hodnota dana vztahem E (X) = n - p a rozptyl

VAR(X) =n-p - (1 —-p).

Vzhledem k zaméreni mé prace neni nutné se vice vénovat tomuto rozdéleni. K mému

tématu je dulezitéjsi rozdéleni nasledujici — normalni.

1.2.6 NORMALNi ROZDELENi{
Necht existuji konstanty u a o, kde p je z mnoZiny vSech redlnych Cisel a o je vétsi
nez nula. Rozdéleni nazveme normalnim rozdélenim, popfipadé Gaussovym rozdélenim,

a pro hustotu normalniho rozdéleni plati:

Takové rozdéleni oznacujeme X~ N (u, 62). ProtoZe se jedna o spojitou ndhodnou veli¢inu,
musi pro jeho prvni moment neboli stfedni hodnotu existovat integral fj;x - f (x)dx.
Pro normalni rozdéleni specidlné plati E(X) = u a pro jeho druhy moment neboli rozptyl
plati VAR(X) = o2. Pokud vezmeme o2 a odmocnime, tak ziskdme &islo ¢ a to je

smérodatna odchylka.

Funkci ndhodné veliciny, kterou ziskame ze vztahu

+o0o

o) = f el™f(x)dx

— 00

1 Vice o absolutni konvergenci: http://home.zcu.cz/~pnecesal/MA1/PDF/MA1-prednasky-3-rady.pdf
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nazyvame charakteristickou funkci. U normadlniho rozdéleni nabyva charakteristicka

funkce tohoto tvaru:

1
ipt— Ecztz

pt) = e

Normadlni rozdéleni je velice dllezitym pojmem nejen v matematické statistice, ale také
v teorii pravdépodobnosti a jejich aplikacich. Toto rozdéleni je zaroven specifické v tom,
Ze je velice ¢asto normovano. Po znormovani dostavame dalsi velice zndmy pojem a tim
je normalni normované rozdéleni. Normovani se zrealizuje velmi jednoduchou

, X =
transformaciu = —*,

Pokud N(, 02) je normalni rozdéleni, tak po transformaci

X —
U= !

o

ziskdme N(0,1), coZ je oznaceni pro nahodnou veli¢inu, kterd je normované normalni

rozdéleni.

Pro normalni normované rozdéleni plati, Ze jeho prvni moment je roven nule a jeho druhy
moment roven jedné. Je to tak dullezity pojem v teorii pravdépodobnosti, Ze jeho
distribuéni funkce F(X) ma svij vlastni specificky symbol. Znacime ji ®(X). Pro hustotu
normovaného normalniho rozdéleni plati:

2

f(x) = \/%e_z :

/ ~~ Distribu&ni funkce ®(x)
/

hustota fix
ARG L

=] -5 -4 -3 -2 A =] 1 2 a 4 5 -]

Obrazek 1: $(X) a f(x) normovaného normalniho rozdéleni
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Na prfedchozim Obrazku 1 je znazornéna distribu¢ni funkce a hustota normovaného
normalniho rozdéleni. MGzZeme si vS§imnout, Ze hustota N (0, 1) je osové soumérna podle

osy y a distribuéni funkce je stfedové soumérnd podle bodu 0,5 na ose y.

1.2.7 KONVERGENCE NAHODNYCH VELICIN

KONVERGENCE SKORO JISTE
MuUZeme fici, Ze na pravdépodobnostnim prostoru (Q, A, P) konverguje posloupnost
nahodnych veli¢in {X»} skoro jisté, pokud existuje mnozina Y € A a ma pravdépodobnost
P (A) = 1 a zaroven existuje konec€na limita
lim X,,(w)
n—-oo
pro w € A. Posloupnost nahodnych veli¢in {X,} konverguje skoro jisté k nahodné veli¢iné
X, jestlize plati
lim X, (w) = X(w)
n—->oo
pro w € A.Znacise X,, = Xs.j.
KONVERGENCE V PRAVDEPODOBNOSTI

,Budte {X,} € (Q,AP),X € (Q,A P). Rekneme, 7e posloupnost {X»} konverguje kX
podle pravdépodobnosti, resp., Ze posloupnost {X,} je Cauchyovskd podle

pravdépodobnosti, jestlize pro kazdé €> 0 je

lim P[|X,, — X| = €] = 0,resp. lim P[|X, — X,,| = €] = 0. (St&pan, 1987, 5.182)
n—oo n—oo

Znacime ji X, i X. Pro konvergenci podle pravdépodobnosti také plati, Ze ma nejvyse
jednu limitu, to vSak plati pro kaZzdou konvergenci na mnoZziné realnych cisel. V definici
byla zminéna Cauchyovska posloupnost. To je takova posloupnost, pro kterou plati,
7e absolutni hodnota z rozdilu dvou &lendl leZi v pasu o néjaké SiFce. Sitku tohoto pasu

nam uddava € > 0. Pro tuto posloupnost také plati, Ze je konvergentni.

Andél (1978, s. 180) uvadi ve své praci lemma s dalSimi vlastnostmi této konvergence.
Vlastni lemma je rozdélena na tfi body. Prvni bod nam fika, Ze X, konverguje k X jen
tehdy, pokud ke kazdému €, kdee > 0, a kazdému 6, kded > 0, existuje n, pravé takové,

Ze pro vSechnan = ng plati
P{IX,— X|> €} < §.

14
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V dalsim bodé je zminovano, Ze Xn konverguje v pravdépodobnosti k X pouze tehdy,
pokud ke kazdému k, kde k € N, a ke kazdému 6, kde 6 > 0, existuje n, pravé takové,

Ze pro vSechnan = n, plati

1

P{X,— X 2 1} < 5.

V nasledujicim a poslednim bodé popisuje Andél (1978) konvergenci X, kX podle

pravdépodobnosti tak, Ze pro kazdé g, kde € > 0, plati vztah
P{|X,— X| = €} - 0.
KONVERGENCE V DISTRIBUCI

Necht je dan pravdépodobnostni prostor {Q, A, P}. Pokud mame nahodné veli¢iny X, X1,
X2, ..., Xn, které maji nalezité distribu¢ni funkce F, F1, F2, ..., Fn. Abychom mohli Fici,
Ze posloupnost nahodnych veli¢in {Xn} konverguje k nahodné veli¢ciné X v distribuci,

tak musi platit

lim F,(x) = F(x) .
n—->oo
Podminka je, aby funkce byla spojitd ve vSech bodech x. Konvergenci v distribuci

D
znaCime X,, = X.

1.2.8 CEBYSEVOVA NEROVNOST

Cebysevova nerovnost je velmi silny a dileZity nastroj v teorii pravdépodobnosti. Velikou
roli hraje hlavné pfi dokazovani centralnich limitnich vét a zakonu velkych &isel. MGzeme
se setkat s nékolika moznymi zapisy. Prvné uvedeme obecné platny zapis nerovnosti
a dale jakou cestou jsme se dostali od obecného predpisu ke dvéma nejznaméjSim
zapisim. Nékdy se miZeme setkat s tim, Ze jeden zapis je nazyvan Cebysevova nerovnost

prvniho typu a analogicky je druhy zapis nazyvan druhym typem.
Obecné musi platit, Ze X je ndhodna veli¢ina. Dale existuje € >0, a = 0 a E(|X|%).
Pak plati

E(IX|%)
gx

P(IX] = ¢) <
Specialné pro pripad, kdy dosadime o« = 1, dostdvame
EX)

P(X| = ¢) <
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Nerovnost vtakovémto tvaru se nazyva prvnim typem a muZe se nékdy vyskytovat

v literaturach pod ndzvem Markovova nerovnost.
Pokud pouzijeme dosazeni a = 2, pak po Upravé ziskame

E(IXI?)
P(X| = &) < —2

Ted provedeme Upravu, tak, Zze na kazdé strané nerovnice budeme misto X uvazovat

X — E(X).Ziskdme

E(IX-E(X)[?)
g2 '

P(IX—EX)| = ¢) <
Nyni je dulezité pouzit definici pro rozptyl ndhodné veli¢iny, ktera ma v matematické
podobé tvar VAR(X) = E(X?) — [E(X)]?. Na prvni pohled neni pFedchozi vzorec
ocCividny, proto se musi pouzit dlikaz véty o vlastnostech rozptylu. Vyjde se ze vztahu

E ((X — E(X))z), ktery se zacne nasledné upravovat.

JE ((X - E(X))Z) = E(X2 — 2XE(X) + (E(X))?) = E(X?) — E(2XE(X)) +

E ((E(X))Z) = E(X?) - 2EQOEX) + (E(X)))” = EX?) — 2(EX))” = E(X?) —
(E(X))” = VAR(X)"

(Kohout, Predndsky)

Nyni je zfejmé, Ze nerovnost bude ve tvaru

VAR(X)
g2

P(IX—EX)| = ¢) <
Tato forma zépisu se nazyva Ceby3evova nerovnost druhého typu.

Na zavér provedeme duikaz podle Andéla (2007, s. 330). Pro jasnost je uveddeno, Zze Andél

oznatil E(X) jako p a VAR(X) jako o2.
Dlkaz. ,Mame

P(JX— | = ¢) = f|x—u|z (AP < €72 |x-u|25(x_ WP < €72 [(X— p)3dP =

2
“

g2’
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1.2.9 ZAKONY VELKYCH CiSEL

Pokud zaéneme v teoretické roviné pracovat s néjakou ndhodnou veli¢inou, mohou ndm
po urcitych aplikacich vznikat vysledky naseho méreni. Tato méfeni jsou samoziejmé
vystavovdana urcitym nahodnym chybam. Jiz dfive bylo zjisténo, Ze vzniklé vysledky
jednotlivych méreni se mohou kvili dfive zmifiovanym nahodnym chybam lisit. Na druhou
stranu bylo také stanoveno, Ze i pres jednotlivé odchylovani dochazi k tomu, Ze pokud
vypocitdvame aritmetické priméry jednotlivych méreni, ziskdme mnohem vyssi stabilitu
vysledkll. Andél (1978, s. 182) uvadi, zZe jakmile navySujeme pocet pokusl, tak diky
tomuto rostoucimu rozsahu naseho vybéru ziskdme aritmeticky primeér, ktery se zacne
blizit ke stfedni hodnoté pro libovolné, pravé zkoumané rozdéleni. VSe, co bylo dfive
zminéno, lze samoziejmé zformulovat matematicky. Pravé tato matematicka formule

se nazyva zakon velkych &isel.

Pro ujasnéni a lepsi predstaveni, o ¢em nam konkrétné zdkon velkych cisel vypovid3,
uvedu zde konkrétni priklad, ktery se tykda hazeni klasickou herni kostkou. ,Hazime
Sestisténnou kostkou a zkoumame, v kolika pfipadech padne napf. 6. V té to situaci
budeme predpokladat, Ze hody jsou vzdjemné nezavislé a pravdépodobnost toho,
Ze padne néjaké Cislo, je stejnd pro vSechna disla na kostce. Za této situace bychom
asi predpokladali, Ze Sestka padne zhruba v jedné Sestiné pripadld. Samoziejmé bychom
asi také rekli, Ze ¢im vice hodl provedeme, tim vice se bude podil hodd, v nichZ padla
Sestka, a vSech hodU bliZit jedné Sestiné.” (Bejda, 2006, s. 5)

Jak Bejda (2006) uvadi ve své praci, tak predchozi priklad nas pfivadi k jistému pojmu,
a tim je slaby zakon velkych ¢isel. Konkrétnéjsi popis uvedeme nize. Slaby zdkon velkych
Cisel jiz byl zminén, zbyva jesté definovant silny zakon velkych cisel.

SLABY ZAKON VELKYCH CISEL

Necht mame posloupnost ndhodnych veli¢in {X,,}. Pokud existuji stfedni hodnoty E(X,,),
fikdme, Ze pro posloupnost {X,,} plati slaby zakon velkych ¢isel, pokud plati

1
Shp = = ?=1Xi -5 in=1 E(Xj) a

s, — 0.

ProtoZe se jedna o jeden z dllezitych pojmu, tak provedeme dulkaz.
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Dikaz: Dilkaz je velmi jednoduchy, protoZe vyjdeme pouze z Cebyevovy nerovnosti.
NeZ se zaCne provadét samotny dikaz, bylo by vhodné zminit, Ze je dulezité, aby kromé
stfednich hodnot E(X,,) existovaly rozptyly VAR(X,,) a € > 0. Z Ceby$evovy nerovnosti
ziskame,

VAR(X)
n-g2

P(Xy —EXnl = ©) <

Pokud nam jde n nade vSechny meze, n — +o00, vidime, Ze jmenovatel na pravé strané
nerovnosti se limitné blizi do nekonecna, takZe cely zlom konverguje k 0. Timto mame

dokdzanou platnost slabého zakona velkych Cisel.

CHINCINOVA VETA

Chincinova véta patti do kategorie vét, které nam fikaji urcité vlastnosti pro nahodné
veli¢iny, diky kterym muazeme fici, Ze se téz jedna o splnéni podminek, aby platil slaby

zakon velkych Cisel.
Znéni samotné véty uvadim podle Andéla (2007, s. 330):
»Necht Xi, Xa,... jsou nezavislé nahodné veliciny, které maji stejné rozdéleni s konecnou

P
stfedni hodnotou p. Jestlize n - +oo, pak X,, = W.” Samozrejmé tim X, se mysli

posloupnost nahodnych velicin.

Na zdvér muzeme zminit i to, jak uvadi Kohout (Pfedndsky), ze u slabého zakonu velkych
Cisel nam nejde zcela Uplné o limitni chovani nahodnych veli¢in, ale jednd se o limitni
chovani pravdépodobnosti v okoli nékterého bodu. Jinymi slovy mizZeme fici, Ze ve vétach
popisujicich slaby zdkon velkych Cisel se jednd o konvergenci podle pravdépodobnosti.
Samoziejmé existuji véty, které se zabyvaji konvergenci skoro jisté. V takovychto

se vSak uz mluvi o silném zakonu velkych &isel.
SILNY ZAKON VELKYCH CISEL

NezZli bude zde uvedena véta, kterd se tykd silného zakonu velkych cisel, uvedeme
zde jesté dvé véty, které budeme potfebovat, abychom mohli silny zakon velkych cisel

dokazat.
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Prvni véta se nazyva Kroneckerovo lemma. Necht {x,} a {b,} jsou dvé posloupnosti
redlnych ¢&isel, takovych, 7e Yf¥ a, < 4+ a zéroved 0 < b; < b, <+ < b, -
+00. Potom

1
bp

Yk=1Xk - by > 0kdyZn - + oo.

Dtikaz bude proveden podle Stépana (1987, s. 258).
Prvné polozme

r, = Yi;1Xk pron = 0.

Plati

Yhoibr Xk = Yhoqbr c (e — 1) = YRoobk t e — XRo1bk -tk = XRoi(brys —
b)) + by ro— by - 1y

t].

[XR=1bk * 3l < TRZi(brer — b)) + Inl + by« Irgl + by« ryl.

A protoze r,, konverguje k nule, jestlize n konverguje do nekonecna, pak existuje libovolné

€ > 0. Pokud mame pfirozené ¢islo N, tak plati, Zze |r,| < € pokudk > N.

PoloZme R = max|r,|, pak plati
n =0

zZ

-1 n-1

n-1
D b= b Il < ) i = b - Il + & ) (e = b <
k=1 N

=
Il

1

<R:(by—by)+ €+ (by,— by)pron >N —1.

Z nerovnosti IYh_ibi s xil < YRci(bres — b) ¢ Inl + by - gl + by ¢ gl

pak vyplyva
lim,, i “ Yo bg o x¢| < e

Nasledujici véta ndm zajisti konvergenci rady skoro jisté. Samotnou vétu i jeji dikaz uvedu

podle Kohouta (Pfedndsky).

,Necht X, jsou nezavislé nahodné veli¢iny, takové, ze Y:F ¥ VAR(X;) < + o, potom fada

Zi’;‘f(Xi - E(Xi)) konverguje skoro jisté.”

19



TEORETICKA CAST

Dikaz: Pfi zavedeni oznaleni S;= anl(Xj— E(Xj)) ziskdme pro k € N pomoci

Kolmogorovi nerovnosti nasledujici vztah.

P(ULElISk— ;| > €]) = nliTwP[maXIS — S| > e] < lim = -

k<is n- +oo 82

iz VAR(X;).
Z pfedchoziho  vztahu dostaneme P(U{¥[|Sk— Sj| > €]) = 0. zde jiz Kohout
(Prednasky) uvadi, Ze nase posloupnost je cauchyovska skoro jisté, takze z tohoto tvrzeni
vyplyva platnost véty.
Nyni uz mlzeme prejit k samotnému Kolmogoroveé silném zdkonu velkych cisel.
Budiz {X.} je posloupnost nezdavislych nahodnych veli¢in s kone¢nym rozptylem, 0 <
b, T +oo jsou realna Cisla takova, Ze

VAR(X
e b§ D < 4 o, pak
n

L3 (- EC) o,

Xn_ E(Xn)

Dukaz: Pokud o

jsou nezavislé nahodné veliCiny, o kterych diky vlastnostem

rozptylu plati

;:O;)_ (Xn_ E(Xn)) Z+ co VAR(Xn) < + 0.

bp

X E , e v v vs s viw v
Podle pfedchozi véty je Y1 ”b—(”) konvergentni skoro jisté, takZe staci jesté pouzit
n

Xn— E(Xn)

n

Kroneckerovo |émma, ve kterém substituujeme x, = . Zjistime, Ze hodnota

posloupnosti bn bude nezménéna.

1.3 LIMITNI VETY

V této kapitole se budeme zabyvat tématem limitnich vét. Uvedeme zde nékteré véty,
které byly vybrany, protozZe patfi mezi nejzndméjsi. U vSech limitnich vét uvedeme i jejich
dlikaz. Hlavnim dlvodem, proc¢ se zavadéji limitni véty, je to, Ze udavaji popis vlastnosti

posloupnosti nahodnych veli¢éin X, kdyz n konverguje do plus nekonecna. Neili
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se pustime do znéni samotnych vét, je dobré fici, Ze limitni véty lze zapisovat jak pomoci

D
klasického popisu (limy, _, ; &), tak pomoci konvergenci (napf. X, = X).

1.3.1 CENTRALNI LIMITNI VETA PRO STEJNE ROZDELENE NAHODNE VELICINY
Budiz {Xn} je posloupnost nezdavislych nahodnych veli¢in se stejnym rozdélenim majici
n

stfedni hodnotu E(X,)) = u a rozptyl VAR(X,) = o2. Déle plati oznaceni S, = Y1, X;.

Potom pro vSechna x € R plati:

2
lim P(S“_“'“ <x)= : f_looe‘t?dtz P (x).

n-+4 o ()"\/H 2T

Duikaz: Jesté pred samotnym provedenim dlkazu je nezbytné uvést nékteré véty, které
jsou k tomu potrebné.

Véta:

Necht X je nahodna veli¢ina a ; je jeji charakteristické funkce. Déle jsou redlna Cisla a, b.
Potom Y =a - X+ b je ndahodna veli¢ina, ktera ma charakteristickou funkci uddvanou
nasledujicim vztahem @y (t) = el® - @(a - t).

Véta:

Budte ; charakteristické funkce nezavislych ndhodnych veli¢in X;, kde i =1,2,...,n.
Necht dale X = }iL; X; ma charakteristickou funkci ¢, potom ¢ (t) = [[iL; @; -

Véta:

Necht X je nahodna veli¢ina, E(X) =0 a VAR(X) = o2, 6? > 0. Necht déle je ¢

t2 - o2
.

charakteristicka funkce ndhodné veli¢iny X. Potom oznaéme r(t) = ¢ (t) — 1 +

(Kohout, Predndsky)

Nyni se pfistoupi k samotnému dikazu. Budeme se opirat o vlastnosti charakteristickych

funkci. Dlkaz je proveden podle Kohouta (Predndsky), ktery na zacatek oznacil nahodnou

Sp—n-

o-vn °

zavedené nahodné veliciny, tak to znamen3, Ze stfedni hodnota bude rovna nule a rozptyl

veli¢inu symbolem H,, kde H, = Dale zminuje to, Ze pokud mame takto

roven jedné. Cilem je, aby bylo ukdzano, Ze posloupnost charakteristickych funkci

nahodnych veli¢cin Hn konverguje k charakteristické funkci normovaného normalniho
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t2
rozdéleni. To znamend, pokud lim@y (t) = e 2, dikaz bude hotovy. Nasledné

se zavedla ndhodna velicina G, kde G, = X, — p. Tato ndhodnd veli¢ina ma
charakteristickou funkci @ . Samozfejmé se predpoklada, ze nahodné veliciny X, jsou
nezavislé. Z prfedchozi véty vyplyva, Ze i ndhodné veliciny G, jsou nezavislé a zaroven plati,
Ze maji i stejné rozdéleni. Pomoci prvni a druhé véty uvedené na zacatku dikazu Ize zjistit,

jakou ma charakteristickou funkci ndhodna veli¢ina H,,.

@n, (O = Lll[(()cn (0- t\/ﬁ) = ((pcl (0. t\/ﬁ))

Kohout (Pfedndasky) dale uvadi, Ze pred vypoétem charakteristické funkce G; se ovéfi

prvné predpoklady, Ze E(G;) =0 a VAR(G;) = o2. Nyni pomoci tfeti véty mlZeme
zapsat charakteristickou funkci @ .
2

CPcl( t )=1_ t? - o2 +r-( t )=1+_t7+“"r'(c._t\/;)

o-Vn 2:02:n o Vn n

Nyni pouZijeme hodnotu @, a dosadime ji do pfedpisu pro @y _, CimZ ziskame vztah

n

_§+ noer .(c-t\/ﬁ)

=11
¢c, (O + o

2

. . Cyr v s , t? t Ly t
Zdroj nadale uvadi, ze limita vyrazu — ;+ n-r (WH) pro pevné t je rovna — = Za

n .
pouziti klasické limity lir£1 (1 + a?“) = ellMan pokud predpoklddame, Ze posloupnost
n-— [ee]

{a,} konverguje.

V tomto okamziku jsme se dostali na zavér dikazu. Mame tedy charakteristickou funkci
t2
@y, pro kterou plati cpHn(t) = e 2. Timto se dokazalo, Ze posloupnost distribucnich

funkci nahodnych veli¢in H,, konverguje k distribu¢ni funkci normovaného normalniho
rozdéleni. Nase vyslednd distribu¢ni funkce @ je spojitd ve vSech realnych Cislech, takze
plati konvergence pro libovolna redlna Cisla.

MuZeme jesté doplnit drobnou poznamku, a to Ze predchozi véta plati i pro binomické

v , v, . X-
rozdéleni. Staci pouze, aby bylo znormovano U = T”
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1.3.2 LINDERBERGOVA VETA
Necht {Xn} je posloupnost nezavislych nahodnych veli¢in nestejnym rozdélenim, kterd ma
stfedni hodnotu E(X,) = p a rozptyl VAR (X,) = o?. Déle oznaéme S, = X, X;.

Sp—n-pu
vn

v distribuci k rozdéleni N (0, 62).

Potom Y,, kde Y, = plati, Ze pro n jdouci do plus nekonec¢na, Y, konverguje

Dlkaz: Opét na zacatek dlikazu musime uvést vétu o charakteristické funkci nahodné

veli¢iny, protoze je potrebna k dlikazu.
Véta:

Existuje-li prvnich n momentd p, ..., |, ndhodné veliciny X a jsou-li tyto momenty

konecéné, pak jeji charakteristicka funkce W (t) ma prvnich n derivaci a plati
Yy (0) = ik -y, k=1,..,n.
Dale plati

n © ik n
W(t) = YgooMk ° T‘F o(t"),t - 0.

(Andél, 1978, str. 16)
Na zacdtek dikazu poloime Hy = Xy — y, kdek=1, 2, ...

Nahodné veli¢iny Hy jsou nezavislé a vSechny maji stejné rozdéleni se stfedni hodnotou

E (Hy) = 0, rozptylem VAR (Hy) = o2 a charakteristickou funkci ¥ (t). Z véty plyne, 7e

2 2
¥Y(t)=1- o -t;+ o(t?) =1- 02'%4‘ R (1), kde

R

= 0 jestlize t — 0. Nyni se prichazi k charakteristické funkci kazdé ndahodné veli¢iny

ﬁ,kteréje
n
B(ie ) =E (B F)= v (F) =10 5+ R(E)
2

Protoze velic¢ina S, = Z{;:lj—% ma charakteristickou funkci W, (t) = (1 - 0% - 2t_-n+

ProtoZe pro vSechna pevné t pfi n jdouci do plus nekonecna plati
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n.R(L):tz.ﬁ

= = — 0aprotoze

n-R(i 2

n
2 t
¥, (t) = (1 —o? - —+ TH> , odtud ziskame ¥, (t) — e~ z.

_g2.2
Tato charakteristicka funkce e” ° "2 je charakteristickou funkci rozdéleni N (0, 62), takze

bylo dokazano tvrzeni Linderbergovi véty.

Linderbergovu vétu Ize samoziejmé zobecnit i na mnohorozmérny pfipad. Jak to vypad3,

nam fekne nasledujici véta.

1.3.3 MNOHOROZMERNA CENTRALNI LIMITNi VETA
NeZli bude véta vyslovena, je dllezZité si prvné fici néco o pojmech nahodny vektor

a varian¢ni matice, protoZe na nich je postaveno dané tvrzeni.

Nahodny vektor:

Necht {Q, A, P} je pravdépodobnostni proctor, n — rozmérnym nahodnym vektorem

X = (X1, ..., Xn) nazveme takové zobrazeni X : Q@ — R,,, pro néz pro libovolny prvek

c= (cq,...,Ccy) € Rplati

N {w; X; (w) < ¢} €A.

(Kohout, Prednadsky)

Varianc¢ni matice:

Matici VAR (X) = (cov (Xi,Xj)), kde i se nerovna j, kterd je typu n X n, nazyvame
varian¢ni matici vektoru X.

Jesté by bylo dobré zminit, Ze cov (Xi,Xj) je kovariance nahodnych velicin X; a X;, ktera
je definovand vztahem cov (Xi, Xj) =E (Xi,Xj) — E(X;)) - E(Xj).

Nyni by mélo byt uvedeno vse potfebné, takie bude uvedeno znéni mnohorozmérné

centralni limitni véty.

,Necht Xi, Xy,... jsou nezavislé ndhodné k — rozmérné vektory se stejnym rozdélenim,

které ma stfedni hodnotu E (X,,) = p a varianéni matici V (s kone¢nymi prvky). Ozna¢me
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Sh = Z{lef/_ﬁu. Pak plati, Ze pro n jdouci nade vSechny meze konverguje Sy v distribuci

k Nk (0, V).“

(Andél, 1978, str. 185)

Dulkaz: Na Uvod bude uvedena véta potrebna k didkazu.
Véta:

,Budiz dana posloupnost distribuc¢nich funkci F1(x), F2(x), ... a jim odpovidajici posloupnost
charakteristickych funkci Wi(t), Wa(t), .... Ktomu, aby posloupnost {Fn(x)} konvergovala
k néjaké distribucni funkci F (x) ve vSech bodech spojitosti této funkce, je nutné a stadi,
aby posloupnost {W, (t)} konvergovala v kazdém bodé k néjaké funkci W(t), kterd je spojita
v bodé t = 0. Je-li tato podminka splnéna, pak W(t) je charakteristicka funkce odpovidajici
distribucni funkci F (x) a posloupnost {W(t)} konverguje k W(t) stejnomérné v kazdém

konec¢ném intervalu.” (Andél, 1978, str. 17)
Nyni se pfistupuje k samotnému dukazu.

Necht v je pevné dany k — rozmérny vektor. Jsou dany ndhodné veliciny v - X,,, které maji
stfedni hodnotu E(v - X,)=v - -pu a rozptyl VAR(v - X,) =v -V, se stejnym
rozdélenim a zaroven jsou nezavislé. Z Linderbergovi véty a predchozi véty vyplyva,

Ze charakteristicka funkce ndhodné veliCiny v - S,, konverguje k charakteristické funkci

_tz.ﬂ

rozdéleni N (0,v - V). Tento vyznam lze matematicky zapsat E (el t*V'Sn) - e 2 .

Pokud substituujeme zai -t = x, ziskame

- —-x-Y
E(e”"sn) — e *'2. Zpredchoziho vztahu je vidét, 7e charakteristické funkce

nahodnych vektord konverguji k charakteristické funkci rozdéleni Ni(0, V).
Nyni zde uvedeme dvé véty, které byly zformulovany pomoci binomického rozdéleni.

1.3.4 LOKALNi MOIVRE - LAPLACEOVA VETA

BudiZ {Sn} je posloupnost nezavislych ndhodnych veli¢in. Necht tyto ndhodné veli¢iny maji

. . P v , , / vy . n-
binomické rozdéleni, které ma parametry (n, p). Oznadime si X,y = _ l_oq, kden > 1a

Jipa

k=0,1,..,n.
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Necht ngrfw./n P rq @ + a necht je |Xn‘k| <A, kde 0 <A < + o0. Potom

. P (S=k)
lim —=1
n-+o . _*nk
1/2-‘rt-n-p-q.e 2

stejnomérné na kruhu se stfredem v pocatku souradnic a s polomérem A.
(Kohout, Predndsky)
1.3.5 INTEGRALNi MOIVRE - LAPLACEOVA VETA

BudiZ {Sn} je posloupnost nezavislych ndhodnych veli¢in. Necht tyto ndhodné veli¢iny maji

binomické rozdéleni, které ma parametry (n, p). Necht a < b jsou redlna Cisla, potom

2
. Sp—n-p _ 1 b _
nETmP(aSﬁ<b)__\/ﬂ J,e"zdt= @ (b) = @ (a).

Dukaz: Kohout (Predndsky) uvadi, Zze jsou splnény predpoklady centralni limitni véty
pro stejné ndhodné veli¢iny, a z toho tedy vyplyva, Ze Integrdlni Moivre — Laplaceova véta
je pravdiva.

Nasledujici limitni véta teSi problémy rychlosti aproximace, pokud parametr p

u binomického rozdéleni se blizi bud k jedné anebo k nule.

1.3.6 POISSONOVA VETA
Necht {Sn} je posloupnost nezavislych nahodnych veli¢in s binomickym rozdélenim

s parametry n, pn. Necht dale je lir£1 E(S,) = liT n-p= A kdeA > 0.Potom pro
n-+ o n-+ o

k € Ny plati

k. .-k
lim P(S, =k) = >

n-+ o k!

Dukaz: Jak wuvadi Kohout (Predndsky), tak zlimity liT n-p,= A ziskdme
n-— oo

_— (. A
po asymptotickém zapsani takovouto hodnotu parametru pn, p, = ;+ a,, kde

lim a, =0.
n- 4+ o

Vime, Ze pro binomické rozdéleni plati

n!

P(Sh=K = (1) " px- (1—pp)" "= Gorm px - (1 —py)"

Ne?li se provede lim,, _, ; ,,upravi se vyrazy pX a (1 — p,)"~X.

Ziskame
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pg = (%‘l' an)k = ::_i-l' Bn,a(1l— pn)n_k = (1 - %_ O(n)n_k = (1 - &)n—k + Yn-

n

Stejné tak jako funkce ay,, kterd jde limitné k nule, tak i funkce 3, a y,. Pokud prepiseme

vyraz P (S, = k) pro binomické rozdéleni tak dostavame

(o) - &) - (1= + a0

Ted' se provedou jednotlivé limity jednotlivych zdvorek

_ n!
nETw(n—k)! : nk_l

AK AK
DT T K
n—-k
lim (1— —) = g2
n—-+ o n

Pokud vsechny tfi vysledky mezi sebou vynasobime, tak ziskdme pozadovany vysledek

a vidime, Ze platnost véty je potvrzena.

1.3.7 CRAMEROVA - SLUCKEHO VETA
Pfedtim neZ bude uvedena Cramérova — Sluckého véta je nezbytné, abychom zde uvedli

dva pojmy z funkcionalni analyzy.
Normovany linedrni prostor:
»Tento prostor X je lineadrni prostor nad télesem skalar( K.

Necht ||]| je normanaXaX — R je funkce na X s témito vlastnostmi:

x|l = 0provx €X, pficemz||x]| =0 & x=0,
la x|l = |af - |IxllproVa €K Vx €X,

Ix+yll < IIxll + llyll proV x,y € X.“ (Dosly, 2012, s. 1)
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Slaba konvergence:

,Necht X je normovany linedrni prostor a x, € X. Rekneme, 7e posloupnost x,
konverguje slabé, jestlize f(x,) = f(x) pro Vf € X’, kde X" je dudlni prostor?. Necht
f, € X', fekneme, Ze tato posloupnost konverguje slabé k f € X', jestlize f, (x) — f(x)

proV x € X.” (Dosly, 2012, s. 46)
Nyni pfistupme ke znéni samotné Cramérovo — Sluckého vété.

Necht X, je posloupnost nahodnych veli¢in s pfislusSnymi distribu¢nimi funkcemi F,. Necht

F je distribu¢ni funkce a c je konstanta. Necht F, konverguiji slabé k F a necht Y, je takova
P
posloupnost nahodnych veli¢in, ze Y, — c. Ddle definujeme R, = X, + Y, a S, = X, -

Y,aT, = i— (And&l, 2007, s. 333)

Necht FR F3, FI jsou distribu¢ni funkce veli¢in Rn, Sn, Tn. Pak FR (x) konverguje slabé
kF (x—c). Je-li ¢ >0, pak F (x) konverguje slabé k F (E) a FI(x) konverguje slabé
kF (c -x).

Duikaz: Na zacatek zminime vétu, ktera je potrebna k dikazu.

Véta:

Necht X, jsou nezdvislé ndhodné veliiny se stejnym rozdélenim a s konec¢nou stfedni

hodnotou E (X,,) = . Jestlize n konverguje do plus nekonecna, pak Xn konverguje podle

pravdépodobnosti k L.
Ve >0:

FR=PR, <x)=PR, <x,|Yy—c| < &)+ PR, <x,|Y,— c| = ¢)
<PX,+ Y, <x,c—e<Y,<c+ &)+ P(Y,—c|] = ¢
< F,x—c+ &+ P(Y,— c|] = ¢)

Nyni pomoci véty ziskame

2 Vice o duélnim prostoru: DOSLY, Ondrej. Linearni funkcionalni analyza [online]. Brno, 2012 [cit. 2020-

06-28]. Dostupné z: https://is.muni.cz/el/1431/jaro2014/M6150/um/Ifa-2013.pdf. Masarykova univerzita v

Brné.
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FRX)=PR, <x) 2PR, <x,|Yy—cl < &)=PXy+ Y, <x,c— e <Y, <
c+e) 2PXy+ct+e<x|Yy—cl <& =2F,x—c—¢)—P(Y,— c| = ¢).

Jak uvadi Andél (1978, s. 187), tak bod x — c je bod spojitosti F, takze body x —c+ € a
X — C — €jsou téZ body spojitosti F a plati
F(x—c—¢) < liT infFR (x) < lirP supFR(x) < F(x—c+ g).
n—-+ o n-—-+ o
JelikoZ existuje bodu spojitosti spocetné mnoho, tak miZeme zvolit € dostatecné malé.
To znamena, Ze diky této spojitosti v bodé x — ¢ vyplyva, Ze lirP FR (x) existuje a je
n-—- (o]

rovna F (x — c¢). Timto je dokdzana ¢ast véty. Zbytek dikazu nebudu uvadét, protoze se

déla obdobné.
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T

2 PRAKTICKA CAST

V této kapitole bude vybrano par prikladd, ve kterych se kvili dosaZeni vysledku vyuZiji
limitni véty. Kazdy pfiklad bude vypocitan standardnim postupem. Na zavér bude také ten

stejny priklad simulovan v jazyku R, aby se ovéfila spravnost vysledka.

2.1 PRIKLAD 1

Pocet tiskovych chyb na strané textu je nahodna veli¢ina se stfedni hodnotou E (X) = 8
arozptylem VAR(X) = 4. Jakd je pravdépodobnost, Ze pocet chyb na 100 strankdach
neprekroc¢i hodnotu 750? Predpokldda se, Zze pocty chyb na jednotlivych strankach jsou

navzajem nezdvislé ndhodné veliciny.

2.1.1 RESENi

Nase ndhodnd veli¢ina X ndm udava pocet chyb na jedné strance textu. Vime ze zadani,
7e stfedni hodnota E (X) = p = 8 a rozptyl VAR (X) = 62 = 4. Déle ndm bylo Feceno,
Ze se ma vypocitat pravdépodobnost na 100 stankach. To vSak znamend, Ze mame zadano
n, kde n = 100. TakZe nepocitame pravdépodobnost nasi ndhodné veliiny X,
ale nahodné veli¢iny Y, pro kterou plati Y = YL, X;. Jak jiZ bylo napsano vy3e kolik je n,
proto mudZeme dosadit do na3i nahodné velicing Y= Y1%0X;. Nei se pustime
do samotného vypoctu, tak se musi zjistit stfedni hodnota E (Y) a rozptyl VAR (Y).
Na vypocet stfedni hodnoty pouZijeme vzorec E(Y) =n -E(X) =n - g a na vypocet

rozptylu VAR (Y) = n - VAR (X) = n - o2. Po dosazeni ziskavame
E (Y) = 100 -8 = 800
VAR (Y) = 100 - 4 = 400.

Mame-li zjistit, danou pravdépodobnost, tak na vypocet pouzijeme Centralni limitni vétu:

Y—n-p 750—n-u)_P< 750—800)

P (Y <750 =P( <
( ) vn - o? Vvn - o2 V400
—P(U _50)_
= < 50 ) =

=P(U < =25)= ®(-25) =1— ®(2,5) =1—0,99379 = 0,00621 = 0,621 %.

Y-n-p
Vn - o?

na ndhodnou veli¢inu U, kterd méla normalni normované rozdéleni, takZe jsme nasi

Pomoci tohoto vztahu jsme nasi nahodnou veli¢inu znormovali, a tim ji prevedli
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pravdépodobnost mohli vypocitat jako hodnotu distribu¢ni funkce N (0, 1). Mohli jsme
ji rovnou vypoditat jako hodnotu v ® (- 2,5), ale dle obecnych pravidel jsme si mohli
dovolit to prevést na 1 — @& (2,5) . Po dosazeni jsme zjistili, Zze hledana pravdépodobnost

vysla 0,00621 neboli po vyndsobeni stem 0,621 %.

2.1.2 VjAzyKUR

Stfedni hodnota = mean = 800

Smérodatna odchylka = sd = 20

Pocet chyb = 750

print (pnorm (750, mean = 800, sd = 20, log.p = FALSE))
Vysledek = 0,006209665.

Z programu R je vidét, ze pokud bychom vysledek zaokrouhlili na pét desetinnych mist,

tak bychom dostali stejnou hodnotu jako z klasického vypoctu.

2.2 PRIKLAD 2
Pravdépodobnost, Ze zakoupeny elektrospotiebi¢ bude vyzadovat opravu béhem zarucni
doby, je rovna 0,2. Jakd je pravdépodobnost, Ze béhem zaruéni doby bude nutné ze 400

prodanych spotrebicl opravit vice nez 96?

2.2.1 RESENi

Mame nahodnou veli¢inu Xn, ktera ndm udava pocet oprav, které jsou nutné, pokud se
proda 400 kusU. Podle tohoto zadani mliZeme fici, Ze tato nahodna veli¢ina je dana
binomickym rozdélenim Bi (n, p), kde n ndm uddva pocet a p pravdépodobnost jednoho
,Uspéchu” neboli pravdépodobnost potiebné opravy u jednoho spotiebice. Cili ze zadani
je nyni jasné, Ze je dano binomické rozdéleni, kde n = 400 a p = 0,2. Prvné si urime
stfedni hodnotu E (X,,) a rozptyl VAR (X,,). Pro binomické rozdéleni plati nasledujici dva

vztahy, ze kterych vypocitdme konkrétni hodnoty:
E(X,) =n -p =400 -0,2 = 80 (Cislo)
VAR(X,)=n-p- (1—p)=400-0,2 - (1—-0,2) =400 -0,2 -0,8 = 64. (¢islo)

Na vypocet hledané pravdépodobnosti vyuzijeme Integralni Moivre-Laplaceovu vétu:
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Xo,— n-p 96 —n 'p
PX, >96)=1-P(X, <96)=1-P < =

ynp-(1-p) n-p-(1-p)

=1-p (v S%)=1—P(US%)=1—P(U <)=1-d@2) =

=1-0,97725 = 0,02275.

Abychom mohli vypocitat pravdépodobnost, museli jsme pouzit obecné platny predpis,

Xp—n-p

yn-p-(1-p)

znormovali nasi ndhodnou veli¢inu Xn na ndhodnou veli¢inu U, kterd méla normované

ktery nam fikd P(X >c)=1—-P (X <c). Déale jsme pomoci vztahu

normalni rozdéleni, a tak jsme mohli zjistit pravdépodobnost jako hodnotu distribucni

funkce @ (2), kterou jsme odecetli od 1. Vysledek vysel 0,02275 neboli 2,275 %.

2.2.2 VJAZYKUR

Pocet spotrebicu = size = 400

Pravdépodobnost poruchy = prob = 0,2

print(pbinom(400, size=400, prob=0.2) - pbinom(96, size=400, prob=0.2))
Vysledek = 0,02138855

Je zrejmé, Ze se vysledky lisi. Je to zplsobeno tim, Ze program R nam udava vysledky
presné. Jakmile pouzijeme normovani pfi klasickém vypocétu, dopoustime se jisté

aproximace, a proto jsme ziskali dva rozdilné vysledky.

2.3 PRIKLAD 3
Je-li dana pravdépodobnost 0,3 pro uspéch pfi nahodném pokusu, s jakou
pravdépodobnosti mzZeme fici, Ze ve 100 pokusech bude pocet Uspéchi lezet v intervalu

od 20 do 407

2.3.1 RESENi

Je dand nahodna veli¢ina Xn, kterd udavd pocet Uspéchl s urcitou pravdépodobnosti.
Jednd se o ndhodnou veli¢inu s binomickym rozdélenim Bi (n, p). Ze zadani je zfejmé, Ze n
nam uddva pocet pokusl, takie n = 100, a p je pravdépodobnost Uspéchu, takie p =
0,3. Jako v predchozich dvou pfikladech si prvné ur¢ime stfedni hodnotu E (X,,) a rozptyl
VAR (X,,). ProtoZe se jednd o stejné rozdéleni, proto pouZijeme stejné vzorce a to (Cislo)

a (Cislo), takZe dostaneme
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E (X,) =100 - 0,3 =30
VAR (X,) =100 - 0,3 - 0,7 = 21.

Jako v ptedchozi Uloze aplikujeme Integralni Moivre-Laplaceovu vétu:

20—n - X,—n- 40—n -
P(zosxns40)1>=< P Do P P )

< <
Jn-p-(A-p) Yn:p-(A-p) Jn-p-(A-p)

20 — 30 40 — 30 ~10 10
=P( <U < >=P<—SUS—>=

V21 V21 V21 V21
—P(U< 0) P(U<_10)—P(U<218218) P(U < —2,18218) =
- T W21 V21 7 - -

® (2,18218) — @ (- 2,18218) = @ (2,18218) — (1 — @ (2,18218)) =

@ (2,18218) + @ (2,18218) — 1 =2 - ®(2,18218)— 1 =2 -0,9861 — 1 =
=1,9722 — 1 = 0,9722 = 97,22 %.

Podle prvniho zapisu je vidét, Ze jsme hledali pravdépodobnost mezi 20 a 40. Dale jsme to
jako v predchozich pfikladech znormovali, abychom ziskali ndhodnou veli¢inu
U s normovanym normalnim rozdélenim. Nasledujici postup byl takovy, Ze dle obecné

platnych pravidel mizeme psat

P(c <X <Kk)=PX <k)— P(X <c). Nyni jsme mohli opét dosadit konkrétni
hodnoty distribuéni funkce, a pak udélat jejich rozdil. Jesté se udélala Uprava jako jiz dfive,
a to, Ze zdporna hodnota byla nahrazend za kladnou hodnotu, kterou jsme odecetli

od jedné. Vysledna pravdépodobnost nam tedy vysla 0,9722 (ili 97,22 %.

2.3.2 VJAZYKUR

Pocet pokusu = size = 100

Pravdépodobnost Uspéchu = prob = 0,3

print(pbinom(40, size=100, prob=0.3) - pbinom(19, size=100, prob=0.3))
Vysledek = 0,9786144

Rozdilnost vysledku je odivodnéna stejné jako v prikladu 2.
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2.4 PRIKLAD 4

Dvé divky, Hana a Klara, pisi zavérecny test. Test obsahuje 50 otdzek. Na kaZzdou otazku
jsou na vybér dvé moznosti, bud ano, nebo ne. Hana se ucila na test a znd spravnou
odpovéd na kazdou otazku s pravdépodobnosti 0,75. Klara se neucila a jeji odpovédi jsou
Cisté nahodny tip. S jakou pravdépodobnosti zvladnou obé divky test, pokud na Uspésné

absolvovani je tfeba ziskat alespon 60 % spravnych odpovédi?

2.4.1 RESENi

Nahodnd veli¢ina Xn, kterd uddvd pocet spravnych odpovédi vtestu ma binomické
rozdéleni. V zadani je udano 50 otdzek, coZ je nase n. Pravdépodobnosti p jsou
pro kazdou divku rtzné. Nyni se zac¢ne vypocitavat pravdépodobnost pro kazdou divku
zvlast.

Hana: U Hany je ndhodna veli¢ina Xn dana binomickym rozdélenim Bi (50, 0,75). Takovato

nahodna veli¢ina ma stfedni hodnotu

EX, =n-p=50-075=375

a rozptyl

VAR(X,)=n-p-(1-p)=50-0,75"-(1-0,75) =9,375.

Na vypocet pravdépodobnosti aplikujeme Integralni Moivre-Laplaceovu vétu:

Xpn—n-p 30—n-p
P(X, >30)=1-P(X, <30)=1-P (Jn i ST (1_p)> 1

p (U < 30—37,5) —

V9,375
=1—P(U < —\/€)= 1-P(U < —2,449) =1— & (- 2,449)

=1-(1- ®(2449)) =
=1—-1+4+ ®(2,449) = 0,99286 = 99,286 %.
Hledali jsme pravdépodobnost, kdy bude ndhodna velicina vétsi nez 30, protoze 30 je 60
% z 50. Abychom mohli pokracovat dal, tak jsme museli pravdépodobnost odecist od 1,
protoze umime hledat pouze, pokud je ndhodna velicina mensi. Pak jsme pokracovali
jiz zndmym postupem normovani, kdy jsme prevedli veli¢inu Xn na veli¢inu U, ktera ma

normované normalni rozdéleni. Po nékolika uUpravach jsme se dostali k hodnoté
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distribuéni funkce v bodé 2,449. V tabulce jsme nasli nas vysledek 0,99286 neboli 99,286
%.

Nyni se zaméfime na vypocet pravdépodobnosti u Klary.

Klara: Klary nahodnou veli¢inu si oznacime jako Yn, protoZe ma jinou pravdépodobnost
uspéchu. Jedna se také o binomické rozdéleni, kde Bi (50, 0,5). Stfedni hodnotu a rozptyl

vypocteme stejnym zpuisobem jako vyse.
E(Y,)=n-p=50-05=25
VAR(Y,))=n-p-(1-p)=50-05-(1-0,5)=125

Pouzijeme taktéz Integralni Moivre-Laplaceovu vétu:

Y,— n- 30—n -
P(Yn230)=1—P< = P P )

<
Vo p-(1-p) n-p-(1-p)

30 — 25
=1-P (V< —=|=

125

=1-P(V<V2)=1-P(V <1414) =1 - & (1,414) = 1 —0,91924 = 0,08076

= 8,076 %.

Postup byl zcela analogicky, akorat po znormovani byla ozna¢ena nahodna veli¢ina jako V,
aby nedoslo k zaméné s veli¢inou z pfedchoziho vypoctu. Na zavér je vidét, i prestoze p

obou divek nebyly az tolik rozdilné, tak vysledky uspéchu ano.

2.4.2 VJAZYKU R: HANA

Pocet otazek = size = 50

Pravdépodobnost spravné odpovédi = prob = 0,75

print(pbinom(50, size=50, prob=0.75) - pbinom(29, size=50, prob=0.75))
Vysledek = 0,9937371

2.4.3 VJAZYKU R: KLARA

Pocet otdzek = size = 50
Pravdépodobnost spravné odpovédi = prob = 0,5

print(pbinom(50, size=50, prob=0.5) - pbinom(29, size=50, prob=0.5))
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Vysledek =0,1013194

Zdlvodnéni rozdilnosti vysledkd je stale stejné.

2.5 PRIKLAD 5

Pocitejme s tim, Ze pojistovna ma 10000 klientd, ktefi jsou zhruba ve stejném véku. V této
skupiné je pravdépodobnost toho, Ze klient zemre v pribéhu daného roku, je rovna
0,008. Kazdy takovy klient zaplati 12000 K¢ na zacatku roku. Pokud nastane umrti klienta,
tak pribuzni dostanou 500 000 K¢&. Jaka je pravdépodobnost, Ze spole¢nost bude mit zisk

vétsi nez 70 000 000 K¢, ale neprekroci 90 000 000 K¢.

2.5.1 RESENi

Zamyslime-li se nad danou situaci, tak si uvédomime, Ze ndhodna veli¢ina X uddva pocet
vSech klientd, ktefi zemrou. V tu chvili mame néjaky pocet n klientl. Nyni je jasné,
Ze nahodna velic¢ina Xn je ddna binomickym rozdélenim. Viz vyse, n je pocet klientl a p je
pravdépodobnost umrti, takZe veliCinu Xn muUZeme zapsat Bi (10000, 0,008). Jako
jiz v ptredchozich ptikladech si vypotteme prvné stfedni hodnotu E (X,,) a rozptyl
VAR (X,).

E(X,) =n -p=10000 - 0,008 = 80

VAR (X,) =n -p - (1 —p) =10000 - 0,008 - (1 —0,008) = 79,36

Nyni si ale musime uvédomit, Ze hleddme pravdépodobnost zisku spolec¢nosti, a ten

je dan nahodnou veli¢inou Yn, pro kterou plati:
Y, = piijmy — vydaje = 10000 - 12000 — 500000 - X,,.

MuzZeme prejit k samotnému vypoctu, na ktery aplikujeme Integralni Moivre- Laplaceovu

vétu:
P(7-107 <Y, <9-10)=P(Y, <9-107)—P(Y, <7 -107) =

P(12 - 107 = 5-10% - X, <9 -107)— P(12 - 107 = 5 - 105 - X, <7 - 107) =

9 -107 — 12 - 107 7 - 107 — 12 - 107
=P(-X, < - P(-X, < =

5. 105 5105
=P(—X, < -60)— P(=X, < —100) =P (X, =60)— P (X, > 100) =

1-P(X, <60)— [1—P (X, <100)]= 1—=P (X, <60)— 1+P (X, < 100) =
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P( Xp,— n-p - 100—n-p>
ynp-(1-p) on-p-(dA-p
X,—n-p 60 —n -p )
—P < _
<\/n-p'(1—p) \/n-p-(l—p)

100—80) ( < 60 — 80
V79,36 V79,36

(225 — @ (- 225) = ®(2,25)— [1— @ (225)] = ®(2,25)+ @ (225)— 1=

P(U< )=P(U<2,25)—P(U<—2,25)=

=0,98778 + 0,98778 — 1 = 0,97556 = 97,556 %

Pti vypoctu jsme si nahradili veli¢inu Yn za Xn. Dale se jen upravovalo, aby na jedné strané
byla jen veli¢ina Xn a na druhé strané konstanta. Pak se znormovalo a ziskali jsme veli¢inu
U, kterd méla normalni normované rozdéleni, takze jsme dosadili pravdépodobnosti

z tabulek a vySlo nam, Ze hledana pravdépodobnost je 0,97556 neboli 97,556 %.

2.5.2 VjAzZYKUR
Pocet klientd = size = 10000

Pravdépodobnost umrti = prob = 0,008
print(pbinom(100, size=10000, prob=0.008) - pbinom(60, size=10000, prob=0.008))
Vysledek = 0,9754883

| vtomto pfipadé je na viné rozdilnosti vysledku aproximace.
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ZAVER

Cilem mé bakaldrské prace bylo popsani a predstaveni limitnich vét, jejich dlkazu
a historie za pomoci odborné literatury. V prvni, teoretické casti byla zmapovana cast
historie teorie pravdépodobnosti. Byly uvedeny Zivotopisy znamych a duleZitych
matematikd. DalSim krokem bylo pfiblizeni historického vyvoje centralni limitni véty.
Zminén nebyl pouze objevitel Laplace, ale i dalsi, ktefi se zaslouZili o rozvoj, jako napfiklad
Cauchy, Linderberg a jini. Pfinosem této ¢asti bylo také definovani zakladnich, repektive
dllezitych pojml zteorie pravdépodobnosti potfebnych pro praci s hlavnim obsahem
této prace. Na tyto poznatky bylo navdzdno kapitolou limitnich vét, ve které jsem vypsal
nékolik zakladnich vét véetné pfislusnych dikazl. Navic jsem pro zajimavost textu zminil

Cramér — Sluckyho vétu, ke které jsou potiebné jiz poznatky z funkcionalni analyzy.

V zavéru prace jsem se zabyval praktickym uZitim limitnich vét. Do této praktické c¢asti
jsem vybral pét ptikladd na ndzorné uziti limitnich vét. Vysledky mély byt vypoctené nejen
pomoci limitnich vét, ale i ve specializovaném programu. Proto jsem si zvolil
programovaci jazyk R. Prace stimto programem byla pomérné jednoducha. Vysledky
vypoctené klasickym zpusobem se liSily oproti vysledkiim z programu R, coZz bylo

zpUsobeno tim, Ze program pracuje s presnéjsimi aproximacemi.
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RESUME

Cilem této bakalarské prace je pfiblizit problematiku limitnich vét. V historické casti
je popsana biografie vyznamnych osobnosti a vyvoj centralni limitni véty. Dale jsou
uvedeny pojmy duleZité pro naslednou praci s limitnimi vétami. U limitnich vét jsou
vypsany i prislusné dikazy. V druhé ¢asti prace je potom ndzorné ukazano praktické
vyuZiti limitnich vét pro vypocet ptikladd pravdépodobnosti. A feSeni jsou porovndna

s vysledku ze specializovaného programu R.

Klicova slova: Pravdépodobnost, statistika, limitni véty, centralni limitni véta, Abraham de

Moivre, Pierre Simon de Laplace, dikaz, Cramérova — Sluckého véta

The aim of this undergraduate thesis is to introduce the subject of the limit theorems.
In its historical part the biography of significant personalities and the developement
of the central limit theorem is introduced. Then the terms important for following work
with the limit theorems are written and defined. There are also relevant proofs for each
limit theorem. The illustrative demonstration of practical use of limit theorems is included
in the next part of this thesis. It is demonstrated by calculation of probability examples.
The results of those calculations are then contrasted with the results obtained from

the specialized program R.

Key words: Probability, statistics, limit theorems, central limit theorem, Abraham de

Moivre, Pierre Simon de Laplace, proof, Cramer — Slucky theorem
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SEZNAM OBRAZKU

Obrazek 1: ¢(X) a f(x) normovaného normalniho rozdéleni
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