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SEZNAM ZKRATEK

SEZNAM ZKRATEK

(I, +,") — obor integrity

(T, +,") — komutativni téleso

an, p_q, .-, Ay — koeficienty polynomu

st[f(x)] = n—n je stupen polynomu

f (x) — polynom n -tého stupné o jedné proménné x nad (T, +,")
f (@) —hodnota polynomu f(x) v bodé a

(Zp; +,°) — téleso zbytkové tfidy modulo p

(R; +,") — téleso redlnych ¢isel

(Q; +,7) —téleso racionadlnich cisel

(C; +,") —téleso komplexnich &isel

R — mnotZina redlnych Cisel

Q — mnotzina racionalnich cisel

C — mnozina komplexnich Cisel

R(x) — zbytek pfi déleni polynomu f(x) polynomem g(x)
Q(x) — neuplny podil

g ()| f (x) — polynom g(x) déli f(x)

D[f(x), g(x)] — nejvétsi spolecny délitel polynomu f(x) a g(x)
f(x)~g(x) —polynom f(x) je asociovan s polynomem g(x)
f (&) = 0 -algebraicka rovnice s nezndmou &

(x — a;) — kofenovy ¢Cinitel polynomu f(x)

(¢ — a;) — kofenovy Cinitel rovnice f(§)

f'(x) — prvni derivace polynomu f(x)

£ (x) - n-ta derivace polynomu f(x)



Uvop

Uvop

Bakalarska prace se zabyva nasobnymi kofeny algebraickych rovnic a jejich soustav. Prace
se zabyvd pravé timto tématem, protoze dosud tato problematika nebyla shrnuta
ztohoto pohledu. Hlavnim cilem této prace je teoreticky seznamit Cctenare
s problematikou ndsobnych kotrenu algebraickych rovnic. Dalsim, neméné dulezitym cilem
je pokusit se nalézt historické ulohy vedouci na nasobné kofeny rovnic ¢i nasobné rfeseni

soustav.

Text prace je roz¢lenén do ¢tyr kapitol. V prvni kapitole se definuji zakladni pojmy, které
jsou nezbytné pro dané téma. Konkrétné se definuje pojem polynomu, jeho rovnost,
soucet a soucin. Dulezitou casti této kapitoly je zavedeni Hornerova schématu, které se
v prdci vyuziva k reSeni nejriznéjsich prikladd. Zavér prvni kapitoly je vénovan nejvétsimu
spolecnému déliteli dvou polynomu, ktery se casto vyuZiva k zjisténi feseni nasobnych

koren(. Uvedené pojmy jsou nezbytné pro téma nasobnych koren( algebraickych rovnic.

Druha kapitola je vénovana nasobnym kofendm algebraickych rovnic o jedné neznamé.
Tato kapitola je rozdélena do dvou podkapitol. V prvni z nich se zavadi pojem algebraicka
rovnice s jednou neznadmou. Druha ¢ast kapitoly nejprve seznamuje ¢tenare se situaci, kde
se s nasobnymi koreny lze setkat. Ddle jsou pak zavadény definice, véty a konkrétni

priklady.

Ve treti kapitole jsou reSeny konkrétni soustavy rovnic, které maji nasobna reseni.
V prvnich dvou pfikladech se pracuje se soustavou dvou rovnic o dvou neznamych.
V zavéru této kapitoly je uvedeno reseni soustavy tfi rovnic o trech nezndmych. Posledni
kapitola popisuje dvé nalezené historické Ulohy a jejich feSeni. Prvni z nalezenych
historickych ukold je ¢inska uloha z pocatku 14. stoleti. Druha uloha posledni kapitoly je

prevzat z plvodni prace holandského matematika Johannese Huddeho.
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1 POLYNOM, NULOVY BOD, DELENi POLYNOMU POLYNOMEM, HORNEROVO

SCHEMA

V prvni kapitole se budeme zabyvat znalostmi, které jsou nezbytné pro nasledujici
kapitoly. Nejprve definujeme Ustfedni pojem polynom, pfipomeneme si co je to rovnost
polynom{, jak Ize polynomy scitat a nasobit. Dale se budeme vénovat déleni polynomu
polynomem, na které bude navazovat véta Bézoutova. V prvni kapitole se budeme
zabyvat Hornerovo schématem, které nam pom(zZe v dalSich kapitolach pfi feSeni
nasobnosti kofenu algebraickych rovnic. Na zavér kapitoly pfipomeneme pojem nejvétsi

spolecny délitel polynom.

Po stru¢ném seznameni s obsahem prvni kapitoly se mizeme zaméfit na definici pojmu
polynom. Polynom Ize definovat nad oborem integrity (I;+,"), ale v této praci postaci

polynom definovat nad komutativnim télesem (T’; +,).
Polynom

Definice 1.1

Necht T je alespori dvouprvkova mnoZina. Algebraickou strukturu (T;+,") nazyvame
komutativnim télesem pravé tehdy, kdyZz pro operace + a -, jsou splnény ndsledujici

axiomy:

(T1)(Va,b€eT)a+b=b+a
(T2)(Va,b,ceT)(a+b)+c=a+ (b+c)
(T3)(30 ET)(Va ET)a+0 = a

(T4)(Va €T)@ —a €T)a+ (—a) = 0
(T5)(Va,b €ET)a-b=h-a

(T6)(Va,b,c € T)(a-b) - c=a-(b-c)

(T7Y31€eT)(Va€eT)a"1=a
1\ 1
(T8)(Va € T — {0)) (Ela)a-a —1

(T9)(Va,b,ceT)a-(b+c)=a"b+a-c

(Upraveno podle [2], str.21).
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Definice 1.2

Budiz (T; +,") komutativni téleso a n pfirozené ¢islo. Necht a,,, a,,_4, ..., a3, a3, a4, ag jsou
prvky z télesa (T;+,) a x je libovolny prvek z télesa (T; +,"). Funkci f(x) definovanou

predpisem
F) = apx™ + ap_1x™ 1 + -+ ax? + a;x + ay, kde a, # 0,
nazyvame polynom n -tého stupné o jedné proménné x nad télesem (T; +,7).

Opacnym polynomem k polynomu f(x) je polynom

n-1

—f(x) = —aux™ —a,_x" 1t — - —ay,x? — a;x — a,.

Polynomy budeme znacit jako funkce, tedy f(x), g(x). n je stupen polynomu, Ize ho
zapisovat nasledovné st[f(x)] = n. Prvky a,, a,_1, ..., a3, a3, a4, a, ztélesa (T; +,) se

nazyvaji koeficienty polynomu.

Polynom f(x) = ay, ktery pfifazuje kaizdému prvku z (T;+,) prvek a, nazyvame
konstanta. Polynom konstanta, tedy f(x) = a,, kde a, # 0, je stupné nulového (lze také
oznacit jako absolutni €len). Polynom 0, ktery pfifazuje kazdému prvku z (T; +,") nulu, se
nazyva polynom nulovy. Polynom nulovy nema zadny stupen. Polynom prvniho stupné,
polynom, ktery ma tvar f(x) = a;x + ay, a; # 0, se nazyva linedrni. Polynom druhého
stupng, tvaru f(x) = a,x? + a;x + a,, a, # 0, nazyvdme kvadraticky. Polynom stupné
tretiho a tvaru f(x) = azx3 + a,x? + a;x + ag, kde as # 0, oznalujeme, jako polynom
kubicky. Bikvadraticky polynom tvaru f(x) = a,x* + azx3 + ayx? + a;x + a, kde

a, # 0, je polynom ¢tvrtého stupné.
(Upraveno podle [2],str.4 a [6], str.144.)

Definice 1.3

Budiz dan polynom f(x) = a,x™ + a,_x" 1+ -+ a;x + ay, a, # 0, potom vyraz
apa™ + ap_a™ 1 + -+ a;a + a,, budeme znatit f(a), nazyvdme hodnotou polynomu
f(x) vbodé a, kde x je proménna. (Ptevzato z [2], str.26.)

Definice 1.4

Pfedpokladejme, Ze f(x) neni nulovy polynom, potom prvek a je nulovym bodem

polynomu f(x) pravé tehdy, kdyz f(a) = 0. (Upraveno podle [2], str. 26.)
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V nasledujicich dvou definicich si pfipomeneme, co znamend rovnost polynom(

a nasledné si tyto definice vyzkousime aplikovat na tfech jednoduchych prikladech.
Rovnost polynomi

Definice 1.5

Polynomy f(x) a g(x) se sobé rovnaji nad télesem (T;+,), zapisujeme f(x) = g(x),
pravé tehdy, kdyz (Va € T)f(a) = g(a).

Tuto definici budeme nazyvat funkcni definici rovnosti dvou polynom( nad télesem

(T; +,).
(Ptevzato z [2], str.4.)
Definice 1.6

V algebraickém smyslu se polynomy f(x) = apx™ + ap_x" 1+ -+ a;x + a
ag(x) =bpx"+ by_1x" 1+ --+bx+by, sobé rovnaji nad télesem (T;+,),

zapisujeme f(x) = g(x), pravé tehdy, kdyz a; = b; provsechnai =n,n—1,...,2,1,0.
Priklad 1.1

Zjistéte, zda jsou si rovny polynomy f(x) = x* + x + 3a g(x) = x* + x + 3 nad télesem

(T;+,) = (Zs; +,).
Reseni:
V prvnim kroku reSeni prikladu si sestavime tabulku pro sc¢itani a nasobeni zbytkové tridy

modulo 5, protoZze polynomy jsou nad ni definovany.

+ 0 1 2 3 4 . 0 1 2 3 4
0 0 1 2 3 4 0 0 0 0 0 0
1 1 2 3 4 0 1 0 1 2 3 4
2 2 3 4 0 1 2 0 2 4 1 3
3 3 4 0 1 2 3 0 3 1 4 2
4 4 0 1 2 3 4 0 4 3 2 1

Tabulka 1: S¢itani a nasobeni zbytkové tridy modulo 5
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Sestavime tabulku funkénich hodnot polynomu f(x) = x*+x+3 agx) =x*+x+3
nad télesem (T; +,) = (Zs; +,7).

X 0 1 2 3 4 X 0 1 2 3 4

fx)| 3 0 1 2 3 gx)| 3 0 1 2 3

Tabulka 2: Tabulka funkénich hodnot polynomu f{x) a g(x)

Tabulky funkénich hodnot polynomu f(x) a g(x) jsou stejné a ztoho plyne dle
definice 1.5, Ze polynomy f(x) a g(x) jsou si rovny, f(x) = g(x). Ze zadani pfikladu je

zfejmé, Ze i podle definice 1.6 jsou si polynomy f(x) a g(x) rovny.
Priklad 1.2

Jsou dany polynomy f(x) =x+1 a g(x) = x>+ 1 nad télesem (T;+,) = (Z3; +,).

Zjistéte, zda si jsou polynomy rovny.
Redeni:

| vtomto ptikladu si jako prvni sestavime tabulku pro s¢itani a nasobeni zbytkové tfidy

modulo 3.
+ 0 1 2 0 1 2
0 0 1 2 0 0 0 0
1 1 2 0 1 0 1 2
2 2 0 1 2 0 2 1

Tabulka 3: S¢itani a nasobeni zbytkové tridy modulo 3

Nasledné budeme polynomy srovnavat funkcéné v tabulce 4.

X 0 1 2 X 0 1 2

f(x) 1 2 0 gx) 1 2 0

Tabulka 4: Tabulka funkc¢nich hodnot polynomu f{(x) a g(x)
Podivdme-li se na tabulku funkénich hodnot polynomu f(x) a g(x), vidime, Ze jsou
stejné. Na zdkladé toho zjisténi mizeme fici, Ze dle definice 1.5 jsou si polynomy rovny.
Pokud se ale podivdme na zadani, je jasné, Ze dle definice 1.6 se polynomy f(x) a g(x)

nerovnaji.
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Priklad 1.3

Nad télesem (T;+,") = (Z5;+,”) jsou dény dva polynomy. Rozhodnéte o rovnosti
polynomd, jestlize f(x) = x> +2ag(x) =x3+x + 1.

Reseni:

V zadani si mGZeme vSimnout, Ze se pohybujeme nad télesem zbytkové tfidy modulo 3,

pro kterou mame jiz tabulku pro scitani a nasobeni v prfedchozim pfikladu 1.2, proto jiz

nebudeme uvadét. Pro polynomy f(x) a g(x) sestavime tabulku funkénich hodnot.

X 0 1 2 X 0 1 2

f(x) 2 0 0 g(x) 1 0 2

Tabulka 5: Tabulka funk¢nich hodnot polynomu f{(x) a g(x)
Na zdkladé definice 1.5 je patrné, Ze funkéni hodnoty polynomid f(x) a g(x) nejsou
stejné, proto se nerovnaji ani polynomy f(x) a g(x). Z algebraického hlediska rovnosti

podle definice 1.6 se polynomy f(x) a g(x) také nerovnaji.

Na zavér téchto prikladl si mizZzeme vSimnout, Ze pokud se polynomy rovnaji algebraicky

dle definice 1.6, potom se polynomy rovnaji i z funkéniho hlediska podle definice 1.5.

Nyni v kratkosti pfipomeneme definici souctu polynomi a vyzkousime ji na jednom
prikladu. Definici pro od¢itani polynomu uvadét nebudeme, protoze odedist polynom

znamena pricist polynom opacny.
Soucet polynomu

Definice 1.7

Nad télesem (T’; +,") budiz dany polynomy
f(xX) = apx™ + ap_x™ T+ -+ ayx? + a;x + ay,
g(x) = bpx™ + by_1x™ 1 + -+ byx? + byx + by,

nepfedpokladédme a,, # 0, b,, # 0. Souctem téchto polynomd, zapisujeme f(x) + g(x),

budeme rozumét polynom
(an + b)x™ + (ap_1 + bp_)x™ 1 + -+ (ay + by)x? + (ay + by)x + (ag + by).

(Prevzato z [2],str.4.)
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Priklad 1.4
Uréete soucet polynomu f(x) = gx“' +2x3 + gxz +5 a gk = §x3 - gxz +4x+9
nad télesem (R; +,).

Reseni:

fx)+gx) = <§+0)x4+<2+g)x3+(;—%)x2+(0+4)x+(5+9)

4 17 13
f(x)+gx) = §x4 +?x3 +?x2 + 4x + 14

Soucet polynoml f(x)ag(x), f(x)+ g(x), nad télesem redlnych cisel R se rovna

%x“ +%x3 +1673x2 t4x + 14

Po stru¢ném pripomenuti sc¢itani polynomu si opét velice v kratkosti pfipomeneme soucin

polynom(l. Uvedeme si definici a nasledné ji aplikujeme na pfiklad.
Soucin polynomt
Definice 1.8
Nad télesem (T; +,") budiZ ddny polynomy
f(x) = apx™ + an_x" 1+ -+ ayx? + a;x + ag, a, # 0,
g(x) = bpx™ + by x™ 1+ -+ byx? + byx + by, by, # 0.
Soucinem téchto polynomu, zapisujeme f(x) - g(x), budeme rozumét polynom
CramX ™™ 4+ o+ ¥ + - + cx% + 1% + ¢,
kde ¢y = aghy + aybx_q + azbyg_y + -+ + ap_1by + agby = Y¥ o a;b_;.
(Prevzato z [2],str.5.)
Priklad 1.5

Naleznéte soutin polynom0 f(x) = 4x3 + 3x? + 5a g(x) = 2x? + 7x + 9 nad télesem
(R; +,).



1 POLYNOM, NULOVY BOD, DELENI POLYNOMU POLYNOMEM, HORNEROVO SCHEMA

Reseni:

K vypoctu soucinu vyuzijeme definici 1.8, kde je pfedpis pfimo pro vypocet koeficientl
polynomu f(x) a g(x), i kdyZz pfi praktickych vypoltech se vétsinou fidime pravidlem
vynasobeni kazdého ¢lenu prvniho polynomu kazdym ¢lenem druhého polynomu.

k=0
Cozzaibk_i =a0b0 =5'9=4‘5

i=0
k=1

C1=zaibk_i=a0b1+a1b0 =57+09=35
i=0
k=2

C2=zaibk_i=a0b2+a1b1+a2b0=5'2+0'7+3'9=37
i=0
k=3

C3=Zaibk_l-=a0b3+a1b2+a2b1+a3b0=5'0+0'2+3'7+4'9=57
i=0

k=4

C4 = Z aibk_i = a0b4 + a1b3 + a2b2 + a3b1 + a4b0 =
i=0

=5-0+0-0+3-24+4-7+0-9=34

k=5
Cs = z aibk_l' = a0b5 + a1b4 + a2b3 + a3b2 + a4b1 + asbo =
i=0

=5-04+40-0+3-0+4-2+0-7+0-9=38
f(x) - g(x) = 8x> + 34x* + 57x3 + 37x% + 35x + 45

Soucin polynoml f(x) a g(x), f(x)-g(x), nad télesem redlnych cisel R se rovna

8x° + 34x* + 57x3 + 37x% + 35x + 45.

DuleZitou ¢asti prvni kapitoly je pfipomenuti déleni polynomu polynomem, kterému se

nyni budeme vénovat. Nejprve vyslovime vétu, definici a nasledné si uvedeme tti priklady.

10
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Déleni polynomu polynomem

Déleni polynom0 nad télesem(T; +,") probiha podobné jako v oboru integrity celych Cisel.
Nasledujici vétou a definici se pfipomina, Ze nelplny podil i zbytek po déleni jsou uréeny

jednoznacéné. Na prikladech pfipomeneme algoritmus déleni dvou polynoma.
Vétal.l

Budiz dany polynomy f(x) # 0, g(x) nad télesem (T, +,"), kde g(x) je alespon linearni

polynom, st[g(x)] = 1, potom existuji polynomy Q(x), R(x) takové, Ze plati

fx) =Q(x) g(x) + R(x),
kde R(x) je polynom nulovy nebo polynom stupné mensiho, nez je stupen polynomu
g(x), [R(x)=0]V[st[R(x)] < st[g(x)]]. Polynomy Q(x)aR(x) jsou témito

podminkami jednoznacné urceny.
(Upraveno podle [2], str.24.)

Definice 1.9

Polynom R(x) z véty 1.1 se nazyva zbytek pfi déleni polynomu f(x) polynomem g(x).

Polynom Q(x) se nazyva neuplny podil. (Upraveno podle [6], str.24.)
Priklad 1.6
Urcete polynomy Q(x)a R(x) nad télesem (R; +,), je-li
f(x) =3x>—5x*+5x3 +x2 —2x + 4, g(x) = 3x3 + x> — 5x — 2.
Reseni:
(B3x° —5x* +5x3 +x2—2x+4): Bx3+x?—5x—2)=x?>—-2x+4

—(3x% + x* — 5x3 — 2x?)

—6x* 4+ 10x3 +3x%2—-2x+4

—(—6x* — 2x3 + 10x2 + 4x)

12x3 —7x?> —6x+ 4

—(12x3 + 4x%* — 20x — 8)

—11x? + 14x + 12

11
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Polynom Q(x) = x? — 2x + 4, R(x) = —11x? + 14x + 12.
Plati tedy 3x° — 5x* + 5x3 + x> — 2x + 4 =

=(x?—-2x+4)-Bx3+x*—5x—2)+ (—11x? + 14x + 12).
Priklad 1.7

Uréete polynomy Q(x) a R(x) nad télesem (Zs[x], +,), je-li f(x) = 4x3 +3x? + x + 1,
gx)=x*+x+2.

Redeni:
Pti feSeni budeme postupovat stejnym zplsobem, jako u predchazejiciho prikladu 1.6.
Rozdil vSak bude v tom, Ze politdme v Zs.

(4x3 +3x2+x+1): (x> +x+2)=4x+4

—(4x3 + 4x* + 3x)

0x3 +4x?>+3x+1

—(4x% + 4x + 3)

0x% + 4x + 3
Polynom Q(x) = 4x + 4, R(x) = 4x + 3.
Plati tedy 2x3 + 2x2 + 2x + 2 = (4x + 4) - (x® + x + 2) + (4x + 3).
Poznamka

Stane-li se, Ze polynom R(x) = 0, potom plati f(x) = Q(x) - g(x) a fikdme, Ze polynom

g(x) déli polynom f(x). Budeme zapisovat g(x)| f(x).
K pozndmce uvedeme jeden pfiklad.
Priklad 1.8

Uréete polynomy Q(x),R(x) nad t&lesem (C,+,), je-li  f(x)=x%+8x—33

aglx) =x-3.

12
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Reseni:

(x*+8x—-33):(x—3)=x+11

—(x? — 3x)
11x — 33
—(11x — 33)

0
Polynom Q(x) = x + 11, R(x) = 0.
Plati tedy x> + 8x — 33 = (x + 11) - (x — 3).
Polynom g(x) = x — 3 dé&li polynom f(x) = x% + 8x — 33.
Véta Bézoutova

V ndsledujici ¢asti pfipomeneme Bézoutovu vétu, kterd je specifikaci jiz vyslovené

véty 1.1.
Ve vété 1.1 jsme uvedli vztah
fx) = Q) - g(x) + R(x).
Ve vztahu polozime g(x) = x — a, potom bude platit
fx) =Qx) - (x —a) + R(x),

a zbytek R(x) je roven nule nebo R(x) je polynom stupné nula, tedy je roven pouze

Cisldm rdznym od nuly, tj. R(x) = r, kde r € T. Timto jsme dokazali rovnost
f)=Q) - (x—a)+r.
Véta Bézoutova 1.2

Jestlize, pro polynom f(x) plati f(x) =Q(x)-(x —a) +r, potom hodnota tohoto

polynomu v bodé a je f(a) = 7.
Poznamka
Bod a je nulovym bodem polynomu f(x) pravé tehdy, kdyz x — a | f(x).

(Upraveno podle [2], str.26.)
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Priklad 1.9

Na prikladu 1.8 ukazte, Ze plati véta 1.2.

Reseni:

P¥ipomerime si zadani pFikladu, kde f(x) = x? + 8x — 33 a g(x) = x — 3 jsou polynomy
nad télesem (C, +,"). Zjistili jsme, Ze plati: x> + 8x —33 = (x +11) - (x — 3).

Véta Bézoutova: f(x) = Q(x) - (x — a) + r, potom plati f(a) =r.

Tento vztah midieme psat ve tvaru x> +8x —33 = (x +11) - (x —3) + 0, ktery se

predpokladd ve vété 1.2. Nyni uréime f(3).

f3)=B+11)(3-3)=0
Funkéni hodnota v bodé 3 je stejnd, jako zbytek pfi déleni, coz jsme méli ukazat.
Priklad 1.10

Ukazte, Ze Cislo a je nulovym bodem polynomu f(x) nad télesem (Q; +,), kde a = —%,

f(x) = 10x5 + 7x* + 13x3 — 2x% + 26x + 15. Ptiklad nejprve Fe$te vypocitanim

hodnoty polynomu f(x) a ndsledné pomoci Bézoutovy véty.
Reseni: Pokud je a nulovym bodem polynomu f(x), po dosazeni bude platit f(a) = 0.
f(x) = 10x° + 7x* + 13x3 — 2x% + 26x + 15

f(a) =10a® + 7a* + 13a® — 2a? + 26a + 15

(D +r (4 e o vl emo

- y y 1 , ” .
Vidime, ze hodnota polynomu f(x) vbodé a = —5 se rovna nule, proto dislo a je

nulovym bodem polynomu f(x).

Nyni budeme tento pfiklad fesit pomoci Bézouzovy véty. Chceme-li dokazat, Ze Cislo a je

nulovym bodem polynomu f(x), musime ukazat, ze (x + %) déli polynom f(x).

14
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(10x> + 7x* + 13x3 — 2x% + 26x + 15) : (x + %) = 10x* + 2x3 + 12x% — 8x +30

—(10x> + 5x*)

2x* +13x3 — 2x% + 26x + 15

—(2x* + x3)

12x3 — 2x? + 26x + 15

—(12x3 + 6x2)

—8x? + 26x + 15

—(8x? — 4x)

30x + 15

—(30x + 15)

0
Pfi déleni polynom0( vysel zbytek 0, tedy (x +%) déli polynom f(x), a proto a = —%
je nulovym bodem polynomu f(x).

Nyni vyuZijeme Bézoutovu vétu k vyvozeni Hornerova schématu. Hornerovo schéma je
tabulka, do které se doplni koeficienty polynomu f(x), Cislo a a nasledné z ni Ize snadno

ziskat neuplny podil a zbytek po déleni polynomu f(x) polynomem x — a.
Hornerovo schéma
Pfedpokladejme, Ze mame polynom f(x), nasledujiciho tvaru

f(x) = apx™ + ap_x™ 1+ -+ ayx? + a;x + ay,

ktery délime polynomem x — . Je ziejmé, Ze neuplny podil Q(x) bude mit stupen

o jedna niz8i nez md polynom f(x), tedy n — 1. Uvazujme, Ze Q(x) m4 tvar
Q(x) = by 1x™ 1+ by_5x™ 2% + -+ byx? + byx + by. (¥)

Metodou neuplnych koeficientl zjistime koeficienty nedplného podilu Q(x). Upravujme

vyraz Q(x)(x — a) + r pro Q(x) ve tvaru (*).

15
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Q)(x—a)+r =
= (b x™ Y+ by x™2+ o+ byx?+ bix+by) (x—a) +r =

1 2

= bp_1x" Ix —ab,_1x" 1+ by_,x™%x — ab,_,x""% + -+ + byx%x — abyx? + byxx
_ablx'i'box_abo‘l'r ES

= by X" — aby_1x" 1+ by_,x™ 1 —ab,_,x""? + -+ byx3 — ab,x?® + byx* — ab;x
+ box —aby +1 =

= by X"+ (bp_y — abp_)x™ 1 + -+ (by — aby)x? + (byg — aby)x + (r — aby)

Porovnanim koeficientd tohoto polynomu s koeficienty polynomu f(x) zjistime

nasledujici:

an = by = b,_, = a,
Ap-1=bp_y —aby 4 = bp2 =an_1+aby 4
An—2 = by3 —ab,_, = bn-3 = ay—+ab,_,
a, = b; — ab, = b, =a, + ab,

a; = by — ab; = by =a; + ab;

ap =1 — ab, = r =ay+ ab,

Tabulka 6: Vypocet koeficientli polynomu Q(x) a neznamé konstanty r

Vypocet neznamych koeficientl a neznamé konstanty lze prehledné vyjadrit v grafickém

schématu, které budeme nazyvat Hornerovo schéma.

a, An_1 An_2 a, a; ao
ab,_4 ab,_, ab, ab; ab,
a b,_4 b,_, b,_3 b; b, r

Tabulka 7: Hornerovo schéma

(Upraveno podle [2], str.26 — 28.)
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Priklad 1.11

Mé&jme zadany stejny polynom f(x) = 10x° + 7x* + 13x3 — 2x? + 26x + 15aa = —%,
jako v prikladu 1.10, ktery je definovan nad télesem raciondlnich cCisel. Pomoci Hornerova
schématu zjistéte neuplny podil Q(x) a zbytek r, kdyZ polynom f(x) délime polynomem
X —a.

Reseni:

Nejprve napiSeme do prvniho fadku Hornerova schématu koeficienty polynomu f(x).
Hodnota a je zndma ze zadani, doplnime ji do tretiho fadku. Nasledné opiSeme do tietiho
fadku prvni koeficient z prvniho tadku, v nasem pfipadé cislo 10. Opsané ¢islo 10
vyndsobime —% (hodnota a). Vysledek napiSeme do druhého fadku pod druhy koeficient.
Nyni se¢teme Cislo z prvniho a druhého fadku (7 + (—5)) = 2, vysledek piSeme pod obé
Cisla do tretiho radku. Zjisténé Cislo 2 opét vyndsobime cCislem —% (). Vysledek napiseme
pod Cislo 13 do druhého fadku. A opét nasleduje scitani téchto dvou cisel. Princip se
opakuje tak dlouho, dokud nejsme na konci tabulky. Pokud je na konci tfetiho fadku O,

ey Y10 . 1. . )
znamena to, Zze (x — ) déli f(x) a tedy Cislo — S e nulovym bodem daného polynomu.

10 7 13 -2 26 15
-5 -1 -6 4 —15
1
a=-3 10 2 12 -8 30 0

Tabulka 8: Hornerovo schéma postup reSeni priklad 1.11

V poslednim fadku Hornerova schématu vysly koeficienty, ze kterych snadno urcime

nelplny podilu, Q(x) = 10x* + 2x3 + 12x2 — 8x + 30. Déle v poslednim Fadku napravo
vidime, Ze zbytek r je roven 0. Linearni ¢len (x + %) tedy déli polynom f(x). Z toho plyne,
Ze Cislo —%je nulovym bodem polynomu. Zaddni obsahovalo stejny polynom f(x) a Cislo

a, jako v predchozim prikladu 1.10 na strané 14. Vidime, Ze jsme dosli ke stejnému
nelplnému podilu a zbytku. Pokud porovndam postupy rfeseni obou pfikladu, myslim si, Ze

feSeni pomoci Hornerova schématu je ¢asové vyhodnéjsi.
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Priklad 1.12

Urcete hodnotu polynomu f(x) nad télesem celych ¢Cisel vbodé a = 3, jestlize

f(x) = 2x® — 4x5 — 8x3 + 5x% + 9x — 72.
Reseni:
Ptiklad budeme fesit dvéma zpUlsoby. Prvni zpUsob feseni spociva v dosazeni a« = 3 do
polynomu f(x).
f(x) = 2x® — 4x5 — 8x3 + 5x% + 9x — 72
f(a) =2a® —4a® —8a® + 5a% + 9a — 72
f(3) =2(3)°—-4(3)>-8(3)2+5(3)2+9(3)— 72
f(3) =1458 —972 — 216 + 45+ 27 — 72 = 270

Hodnota polynomu f(x) v bodé 3 je rovna ¢islu 270.

Druhy zplsob teseni prikladu je pomoci Hornerova schématu. Budeme postupovat

obdobné, jako u predchazejiciho pfikladu.

2 —4 0 -8 5 9 —72
6 6 18 30 105 342
a=3 2 2 6 10 35 114 270

Tabulka 9: Hornerovo schéma postup resSeni ptiklad 1.12
Pomoci Hornerova schématu jsme zjistili, Ze hodnota polynomu f(x) v bodé 3 je rovna
¢islu 270, f(3) = 270. Jak je vidét, oba uvedené postupy vedou k zjisténi stejného

vysledku.

Posledni cast prvni kapitoly budeme vénovat vypoctu nejvétSiho spolecného délitele
polynom, pomoci néhoz budeme v dalsi kapitole provadét vypocet nasobnych nulovych

bodd.

18



1 POLYNOM, NULOVY BOD, DELENI POLYNOMU POLYNOMEM, HORNEROVO SCHEMA

Nejvétsi spolecny délitel polynomu
Definice 1. 10

Pfedpokladejme, ze f(x) a g(x) jsou polynomy nad télesem (T;+,"). Polynom D(x)

nazveme nejvétsim spole¢nym délitelem polynom( f(x) a g(x) pravé tehdy, kdyz plati:
1L D) | fx)AD()| g(x),
2. dx) [ f(x) Ad(x) | g(x) = d(x)| D(x).
Nejvétsiho spoleéného délitele polynom f(x) a g(x) budeme znacit D[f (x), g(x)].
(Upraveno podle [2],str.30 — 31.)

Definice 1.11

Rikdme, Ze polynom f(x) je asociovén s polynomem g(x), budeme znaéit f(x)~g(x),

pravé tehdy, kdyz f (x) déli polynom g(x) a soucasné g(x) déli polynom f(x).
(Upraveno podle [2], str.30.)

Pro vypocet nejvétSiho spolecného délitele polynomd f(x) a g(x) mlZeme pouZit

EukleidGv algoritmus:
(D: f(x) = g(x) - Q(x) + Ry (x), kde Ry (x) # 0 Ast[g(x)] > st[Ry(x)],
(2): g(x) = Ry () - Q1(x) + Ry(x), kde Ry(x) # 0 A st[Ry(x)] > st[R,(x)],

(3): Ri(x) = Ry(x) * Q2(x) + R3(x), kde R3(x) # 0 A st[Ry(x)] > st[R3(x)],

(n—1): Ry—3(x) = Rp—2(x) - Qn—2(x) + Rp—1(%),

kde R,_1(x) # 0 Ast[R,_5(x)] > st[R,_1(x)]
(n): Ryp—2(x) = Rp—1(x) * Qn-1(x) + Ry (x), kde R, (x) = 0.
Nejvétsi spolecny délitel dvou polynoml f(x) a g(x) odpovida zbytku R,,_;, zapisujeme
D[f(x),g(x)] = Rn—1.

(Upraveno podle [2],str.32 — 33.)
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Priklad 1.13

Uzitim Eukleidova algoritmu naleznéte nejvétSiho spolecného délitele polynom(

f(x) = 2x* +10x3 — 9x%2 — 5x + 4 a g(x) = 2x3 + 6x? — x — 3 nad télesem (Q, +,).
Reseni:
V prvnim kroku budeme polynom f(x) délit polynomem g(x).

(2x* +10x3 —9x? —5x+4): (2x3+6x2 —x—3) =x+2

—(2x* + 6x3 — x%? — 3x)

4x3 —8x%2 —2x+ 4

—(4x3 +12x% = 2x — 6)

—20x2 + 10
Délenim polynom jsme zjistili, Ze neuplny podil Q(x) = x + 2 a zbytek
R, (x) = —20x2% + 10, tj. prvni fadek Eukleidova algoritmu ma obecny tvar:
2x* +10x% —9x2 —5x +4 = 2x3 +6x2 —x —3) - (x + 2) + (—20x2 + 10),
kde R, = —20x? + 10 # 0 a st[g(x)] = 3 > 2 = st[R;(x)].

Budeme pokracovat v déleni polynomu g(x) polynomem R;(x). NeZ se pustime do

samotného déleni polynomd, prejdeme od polynomu —20x2 + 10 k asociovanému prvku
R, (x) = 2x? — 1 ato tim, Ze polynom —20x?2 + 10 vynasobime zlomkem —%.

(—20x% +10)~(2x% — 1)

Nasledné polynom g(x) délime vyse zjist&nym asociovanym prvkem 2x2 — 1.

x3+6x2—x—-3):(2x2—-1)=x+3

—(2x3 —x)
6x> —3
—(6x? —3)

0
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Pfi déleni polynoma jsme ziskali polynom Q,(x) = x + 3 a zbytek déleni R, = 0. Plati:
2x3+6x?—x—-3=(2x*-1)-(x+3)+0.

Polynom R, (x) se rovna 0 a to znamena, Ze dale jiz algoritmus nepokracuje. Také jsme

tim zjistili, Ze nejvétsim spolec¢nym délitelem polynomu f(x) a g(x) je polynom R, (x), tj.
D[f(x), g(x)] = 2x* — 1.
Definice 1.12

Dva polynomy f(x) a g(x) nad télesem (T, +,") nazveme nesoudélné prvky pravé tehdy,
kdyz jejich nejvétsi spoleény délitel D(x) je asociovan s jednotkou, tj. plati D(x)~c, kde ¢

je nenulovy prvek télesa (T, +,"). Nékdy tuto vlastnost lze zapsat ve tvaru D(x)~1.
(Ptevzato z 2], str.31.)
Priklad 1.14

Jsou dany polynomy f(x) = 3x* + 5x3 + 14x2 + 22x + 22 a g(x) = 3x? + 5x + 5 nad
télesem (Q, +,"). UZitim Eukleidova algoritmu naleznéte nejvétsiho spolecného délitele

polynomd.
Reseni:

Ptiklad budeme resit obdobnym zplsobem jako predchazejici priklad 1.13, proto popis

nedplny podil Q(x) = x + 3 a zbytek R; (x) = —30x? + 10.
(3x* +5x3 4+ 14x2 +22x+22): (3x2+5x+5) =x%2+3

—(3x* + 5x3 + 5x?)

9x2 + 22x + 22

—(9x% + 15x + 15)

7x + 7

Nasledné sestavime prvni fadek Eukleidova algoritmu:

3x* +5x3 +14x2 +22x+22=(Bx2+5x+5) - (x?+3)+ (7x+7)
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Od prvku 7x + 7 ptejdeme k asociovanému prvku R;'(x) = x + 1, ktery jsme ziskali

vynasobenim polynomu 7x + 7 zlomkem %

(7x+7)~(x+1)

Nyni miZeme pro zjisténi nedplného podilu Q;(x) a zbytku R,(x) vyuZit Hornerovo
schéma. Z asociovaného prvku R;'(x) = x + 1 vidime, e @ = —1. Sestavime tabulku

Hornerova schématu.

3 5 5
-3 -2
a=-1 3 2 3

Tabulka 10: Hornerovo schéma ¢ast postupu feSeni priklad 1.14

Z Hornerova schématu jsme ziskali polynom Q;(x) = 3x + 2 a zbytek R, (x) = 3.
Druhy radek Eukleidova algoritmu ma tvar:
3x2+5x+5=(x+1)-(GBx+2)+3.
Od zbytku 3 pFejdeme k asociovanému prvku R,' (x) = 1 tim, Ze zbytek 3 vynasobime %
Provedeme déleni a sestavime treti fadek Eukleidova algoritmu.

x+1D: (D)=x+1

—(x)

—(1)

0
x+1=1)-(x)+0

Nejvétsi spolecny délitel je roven &islu 1, a proto dle definice 1.12 jsou polynomy f(x)

a g(x) nesoudélné.
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2 NASOBNE KORENY ALGEBRAICKYCH ROVNIC O JEDNE NEZNAME

Druha kapitola je vénovana nasobnym kofenim algebraickych rovnic o jedné nezndmé.
Kapitola je rozdélena na dvé podkapitoly. Prvni podkapitola je vénovana zdkladnim
poznatklim o algebraickych rovnicich jedné nezndmé. V této kapitole definujeme
algebraickou rovnici, vysvétlime rozdil mezi proménnou a nezndmou a vyslovime nékteré
véty. Druha podkapitola jiz bud vénovana ndsobnym kofenlim algebraickych rovnic

o jedné neznamé.

2.1 ALGEBRAICKA ROVNICE, NEZNAMA, KOREN
Jednim z hlavnich ukolG algebry je pro néjaky polynom f(x) nad télesem (T’; +,") a néjaky

prvkem a z télesa (T’; +,"), najit vSechny prvky ¢ z télesa (T'; +,7), takové ze

f() =a.

Tuto ulohu lze zjednodusit, protoZze a mlzZeme povaZovat za polynom konstantu, ktery
pfitazuje kazdému x z télesa (T; +,) funkéni hodnotu a. Potom g(x) = f(x) — a je opét
polynom nad télesem (T; +,") a je ziejmé, ze f(&) = a plati pravé prota & z (T;+,") pro
néz g(&) = 0. Uplné tedy staéi vy3etfovat, pro ktera & ztélesa (T;+,") dany polynom
f(x) nad télesem (T; +,) nabyva hodnot 0, tedy pro ktera ¢ plati

f() =0.

Zapis f(&) = 0 predstavuje Ulohu, kterd se ma Fesit. Uloha se sklada ze dvou &asti.
V prvnim kroku je nutné zjistit, zda viibec takové prvky & existuji a pokud existuji, tak
v druhém kroku je tfeba je urdit. Zapis (&) = 0 nazyvdme algebraické rovnice® a prvek
& nezndmd. Mluvime tedy pak o algebraickych rovnicich o jedné neznamé. Zjistime-li, Ze
pro prvek a plati f(a) = 0, fikdme, Ze a je fesenim nebo kofenem nebo nulovym bodem
rovnice. Rovnice se uvadi nejcastéji ve tvaru f(&) = 0, kterému tikdme anulovany tvar

rovnice.

Podle Schwarze [7] Ize rovnice délit do dvou skupin a to na algebraické rovnice a rovnice transcendentni.
Rovnice je algebraicka, pokud je neznama spjata s konstantami pouze pomoci elementarnich podetnych
operaci (s¢itani, od¢itani, nasobeni a déleni). V pfipadé, Ze leva strana obsahuje neznamou ¢ jako argument
funkci napt. cos & ¢i In &, nazyvame ji rovnici transcendentni. Konkrétnim pfikladem takové rovnice je
siné + 4% + 1 = 0. (Podle [7],str.13.)
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Rovnice f(&) = 0 vznikne z polynomu f(x) formalné tim, Ze v ném namisto proménné
X piSeme neznamou ¢, a proto se da na rovnice ihned prevést pojem stupen polynomu.

Proto mluvime o algebraické rovnici n -tého stupné,
A€+ a8+t @t + aé+ap =0,
o rovnici bikvadratické, a,&* + a;&3 + ayé? + a;é +ag =0,
o rovnici kubické, az&3 + a,&* + a.é +ay =0,
o rovnici kvadratické, a,&* + a;& +ay =0,
o rovnici linedrni, a;& + ag = 0.
Podobné je tomu s pojmy koeficient rovnice a ¢len k-tého stupné v rovnici.

Je velice dulezité rozliSovat pojmy polynom a rovnice, proménnou a nezndmou. Proto
budeme v této kapitole oznacovat proménnou x a neznamou ¢&. Z predchazejici kapitoly

vime, Ze polynom ma tvar
(2.1) f(xX) = apx™ + ap_ x™ 1+ -+ ayx? + a;x + a,.

Za proménou x polynomu f(x) je moiné dosadit libovolny prvek z daného télesa.

Rovnice ma tvar

(2.2) A+ a,_ 8"+ o+ a8 + a8 +ay =0.

Rovnici ve tvaru (2.2) budeme nazyvat rovnici pfisluSnou polynomu (2.1) a naopak
polynom (2.1) budeme oznacovat jako polynom pfislusny rovnici (2.2).

Nezndmou ¢ rovnice (2.2) je prvek, ktery ma spliiovat jisty vztah rovnici vyjadreny, ktery
vSak dosud neni uréen a jehoz existence se ma teprve vysetfit.

(Upraveno podle 6], str.146 — 147.)

Kofinek ve své knize [6] je$té upozorfiuje na rozdil mezi rovnosti a rovnici. Rovnost je
vztah, ktery nam fika, Ze za urcitych okolnosti dva vyrazy jsou si rovny. Prikladem je
rovnost (x + 1)? = x? + 2x + 1, kterd vyjadfuje rovnost levé a pravé strany rovnosti,
ktera plati pro kazdé x. Rovnice je naproti tomu jista Uloha, ktera ma vztah platny jen pro
uréité hodnoty ¢, jak jiz bylo vy$e uvedeno. Naptiklad 2 + 4& + 1 = 0 je rovnice. V této

praci se budeme vyhradné zabyvat algebraickymi rovnicemi.

(Upraveno podle [6], str.147 a [7],str.13.)
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V nasledujici ¢asti se seznamime s dlsledky, které plynou zrozkladu polynomu f(x)
v soucin linedrnich faktor(, jednd-li se o polynom f(x) nad télesem komplexnich Cisel

(€ +).
Véta 2.1
Kazdy polynom tvaru (2.1)
f(x) = apx™ + ap_x™ 1+ -+ ayx® + a;x + aq
stupné n = 1 nad télesem komplexnich Cisel Ize psat jako soucin n linearnich faktor(
fO) = an(x —a)(x —az) ... (x — ay),
kde komplexni ¢isla @4, @5, as, ..., @, jsou véechny kofeny rovnice f (&) = 0.
(Upraveno podle [6], str.351.)
Poznamka

Jediné ireducibilni’® polynomy jedné neuréité nad télesem komplexnich ¢&isel jsou

polynomy prvniho stupné.
(Prevzato podle [6], str.352.)
Dlkaz véty 2.1

Pro dokazani vyse vyslovené véty, budeme postupovat metodou matematické indukce.
Predpokladejme, Ze kazdy polynom (n — 1)-ho stupné se da rozloZit na linearni faktory.
Ma-li polynom f(x) n -tého stupné kofen a;, takovy Zze f(a;) = 0. Potom lze psat

fQ0) = (x —a)Q,(x),

kde Q;(x) je polynom stupné& (n — 1)-ho. Koeficient u x™~1 v Q;(x) je a,, jak se lehce

zjisti, pokud srovname koeficienty u x™ nalevo a napravo v rovnosti

fO) = (x = a) Q1 (x).

V pfipadé, Zze polynom Q,(x) ma néjaky kofen a, piSeme analogicky

Q:1(x) = (x — az)Q2(x).

? Ireducibilnim polynomem g(x)nad t&lesem (T; +,) je polynom, ktery ma pouze nevlastni délitele
(nenulové prvky télesa T a polynomy asociované s g(x)).
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Takovymto zpUsobem bychom stdle mohli pokracovat. Jestlize vSechny polynomy

f(x), Q:(x), Q;(x), ... maji kofeny ay, @,, @3, ... pak Ize psat
fx) = an(x —a))(x — az) .. (x — an).

Nyni se podivame na dlkaz obracené. Ze vztahu f(x) = a,(x —ay)(x — a3) ... (x — ay,)
plyne, Ze komplexni ¢isla ay, as, ..., ay jsou kofeny rovnice f(&) = 0. Necht S libovolné

komplexni ¢&islo takové, ze f(B) = 0. Nasledné za x dosadime S a dostaneme vztah
fB) =an(B—a))(B—az)..(B—ay) =0.

Z toho plyne, Ze f = «; alespon pro jeden index i, kdei =1, 2, ..., n.

Tim je véta 2.1 dokazana.

(Upraveno podle [6], str.352 a [7],str.2.)

Priklad 2.1

Provedte rozklad polynomu f (x) na soucin n linedrnich faktord, kde polynom

f(x) = 4x% + 28x> + 33x* — 126x3 — 216x% + 162x + 243 je nad télesem (Q; +,").

Reseni:

Rozklad polynomu f(x) zjistime v nékterém z dostupnych programd, v nasem pfipadé

jsme pouzili program WolframAlpha.
Polynom f(x) ma nasledujici rozklad

f(X)=(x+1D2x—-3)2x—3)(x+3)(x+ 3)(x + 3).

% Wolfram

f(x)=ax"6+28x*5+33x4-126x"3-216x"2+162x+243 8

o =4x%+28x° +33x* 126 x° - 216 X + 162 x + 243

o =x+D2x-32x-3x+3)x+3Hx+3)

Obrazek 1: Postup reseni prikladu 2.1 v programu WolframAlpha
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Na zakladé predchazejici véty Ize vyslovit definici.
Definice 2.1
Budiz f(x) dany polynom n-tého stupné nad (C; +,7). Pro f(x) plati rozklad
f) = an(x —a)(x —az) ... (x — ap).
Jednotlivé linedrni faktory x — a; nazyvame korfenovymi Ciniteli polynomu f (x).
Podobné Ize psat pro rovnici (2.2) rozklad
an(§ —a))(§ —az) .. (§ —ay) = 0.
Linearni faktory tohoto rozkladu se nazyvaji kofenovi ¢initelé rovnice (2.2).

(Upraveno podle [6], str.362.)

2.2 NASOBNY KORENOVY CINITEL, NASOBNOST KORENE
S pojmem nasobnost jsme se v matematice setkali poprvé pfti feSeni kvadratické rovnice.
PFipomerime, Ze kvadratickd rovnice je rovnice ve tvaru aé? + b€ + ¢ = 0, kde a, b, ¢ jsou

komplexni ¢isla. Kofeny rovnice se vypocitaji pomoci vzorce

—b+Vb2—4ac

2a

51,2 =

Vyraz pod odmocninou ve vzorci, D = b? — 4ac, nazyvame diskriminant kvadratické
rovnice. V pfipadé, Ze je diskriminant nulovy, D = 0, tak kofeny &;, &, se rovnaji. Kofeny

s touto vlastnosti oznac¢ujeme jako ndsobné.
Uvedeme konkrétni pfiklad kvadratické rovnice s ndsobnym korfenem:
E2+6§+9=0.
Nejprve zjistime hodnotu diskriminantu, tedy
D=62—4-1-9=36—-36=0.

Diskriminant se rovna 0, proto koreny &; a &, se budou rovnat. Plati pro né:

_—6i\/62—4-1-9_
61,2_ 2.1

Cislo —3 je ndsobnym kofenem rovnice 2 + 6& + 9 = 0.
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Nyni pojem nasobnosti zpresnime, zavedeme pojem ndsobného korenového Cinitele

a nasobného korene.
Nasobnost kofenovych cinitell
Pfiklad 2.2

VSimnéme si, Ze v rozkladu polynomu z pfikladu 2.1 se néktefi kofenovi Cinitelé opakovali.

Zapiste rozklad tohoto polynomu jako soucin mocnin kofenovych Cinitel(.
Reseni:

Rozklad polynomu z pfikladu 2.1 je:

(2.3) f)=(@x+1D)2x—-3)2x—=3)(x+3)(x+3)(x + 3).

V rozkladu polynomu vidime, Ze kofenovy Cinitel (2x — 3) se opakuje dvakrat, proto nové
budeme zapisovat (2x — 3)%. Kofenovy &initel (x + 3) je v rozkladu obsaZen tfikrat, tedy
piseme (x + 3)3. Vdalsim textu budeme psat, Ze (2x —3) je koFfenovy Cinitel
dvojnasobny a (x + 3) trojndsobny. Podobné koren % odpovidajici (2x — 3) bude
dvojnasobny a kofen —3 trojndsobny. Dalsi korenovi Cinitelé se jiz v rozkladu polynomu
neopakuji. Rozklad polynomu jako soucdin mocnin kofenovych Ccinitell zapisujeme

nasledovné
(2.4) flx) = (x+ 1)(2x — 3)%(x + 3)3.

Rovnice f(&) = 0 pfislusna polynomu (2.3) ma méné nez 6 rGznych korent, konkrétné
ma jen tfi rizné kofeny. VSimnéme si, ze seCteme-li exponenty v zapisu (2.4), dostaneme

stupen plvodniho polynomu, zde 1 + 2 + 3 = 6.
Definice 2.2
Necht polynom f(x) nad (C; +,”) ma rozklad
fW=a,(x—a)x—ay)...(x—a;)..(x—a,), a, #0
v kofenové Cinitele. Prvky a4, a5, ..., @, jsou pravé vsechny koreny rovnice
f@=a,-a)—ax) .. —a)..(§ —an) =0.

Jestlize jsou vsechny prvky a4, a5, ..., @, od sebe navzajem rGzné, fikime, Ze rovnice f (&)

ma pravé n koren(. V opacném pripadé piSeme rozklad ve tvaru
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f) =a,(x —a)f(x —ay)* ... (x — a)ki ... (x — a)*r,
kde a4, a,, ..., a, jsou od sebe rlzna komplexni Cisla a alespon jeden z exponent(
ki, ks, ...,k € N je vétéi nez jedna. Rikdme, Ze (x — ;) je v f(x) kofenovym ¢initelem
k;-ndsobnym. Rikame, Ze a; je k;—nasobnym kofenem rovnice f(&) = 0, nebo také

k;—-nasobnym nulovym bodem f (x). Pro exponenty k4, k,, ..., k,- plati, Ze
ky + ko + -+ k=1
(Upraveno podle [6], str.362 — 363.)

Véta 2.2

Kazda rovnice f(&) = 0 stupné n > 1 ma vtélese (C;+,") pravé n kofend, pocitame-li

kazdy koren tolikrat, kolik ¢ini jeho nasobnost.
(Ptevzato z [6], str.363.)

V nékteré literatufe je pojem nasobného kofene zaveden pomoci pojmu nasobny nulovy
bod napftiklad ve zdroji ([2], str.36) je nulovy bod @ polynomu f(x) nazyvan k-ndsobnym

nulovym bodem polynomu pravé tehdy, kdyz plati
(x—a) | fE)A(x— )t f(x).
Poznamka
Z rozkladu z definice 2.2
) = an(x —a)(x —az) .. (x — a)i . (x — a)r
je ziejmé, ze
(x—a)ki | fO) A (e — a)*t + f(x).
Tuto poznamku doloZime na nasledujicim ptikladu 2.3.
Priklad 2.3
Na polynomu z prikladu 2.1 ovérte, platnost véty 2.2.
Redeni: V prvni &asti ovéfeni podminky budeme délit polynom
f(x) = 4x® + 28x°> + 33x* — 126x3 — 216x% + 162x + 243

kofenovym &initelem (x + 3) s ndsobnosti 3, tedy (x + 3)3.
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(4x% + 28x5 + 33x* — 126x3 — 216x2 + 162x + 243) : (x3 +9x? +27x + 27) =

—(4x° + 36x° + 108x* + 108x3) =4x3—-8x2-3x+9

—8x° — 75x* — 243x3 — 216x2 + 162x + 243

—(—8x5 — 72x* — 216x3 — 216x2?)

—3x* — 18x3 + 162x + 243

—(—3x* — 27x3% — 81x% — 81x)

9x3 4+ 81x2% 4 243x + 243

—(9x3 + 81x2 + 243x + 243)

0

Déleni polynomu f (x) kofenovym ¢€initelem (x + 3) s nasobnosti 3 vyslo bez zbytku, tedy
je splnéna podminka (x — a;)%i | £(x). Nyni musime ovéfit, jestli je spInéna i podminka
(x — a))**1 t f(x). Proto budeme polynom f(x) dé&lit kofenovym ¢initelem (x + 3)
s nasobnosti 4, tedy s nasobnosti o jedna vyssi neZ je nasobnost tohoto kofene.

(4x° + 28x5 + 33x* — 126x3 — 216x% + 162x + 243)

: (x* 4+ 12x3 + 54x2 + 108x + 81) =

—(4x° + 48x5 + 216x* + 432x3 + 324x?) 4x% — 20x + 57

—20x% — 183x* — 558x3 — 540x% + 162x + 243

—(—20x° — 240x* — 1080x3 — 2160x2 — 1620x)

57x* + 522x3 + 1620x% 4+ 1782x + 243

—(57x* + 684x3 + 3078x2 + 6156x + 4617)

216x3 — 540x% + 162x + 243

—(216x3 — 648x? + 486x)

—162x3 — 1458x2% — 4374x — 4374

Déleni polynomu f(x) a kofenového Cinitele (x + 3) s nasobnosti 4 vyslo se zbytkem. To
znamena, Ze kofenovy &initel (x + 3)* polynom f(x) nedéli a tim je spInéna i druhd &ast

podminky tedy, (x — a;))**! } f(x).
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Poznamka

Jestlize a je k-nasobnym kofenem rovnice f(&) =0, pak pro polynom f(x) n -tého

stupné plati nad (C; +,") rozklad

(2.5) fx) = (x — a)*Q ().

Cinitel Q(x) je polynom (n — k)-tého stupné nad télesem (C;+,"), pro néhoz plati,
ze Qi (a) # 0. Obracené, tedy mame-li tento rozklad polynomu f(x) nad (C; +,7) takovy,

ze Qi (a) # 0, je a k-nasobnym kofenem rovnice f(¢) = 0.
(Upraveno podle [6], str.363.)
Priklad 2.4

Je déna rovnice &>+ 4&* — 2383 — 3882 4+ 2208 — 200 = 0, najdéte, kolikanasobné

jsou koreny 2 a —5.

Reseni:
1 4 —-23 —38 220 | =200
2 12 =22 | =120 | 200
2 1 6 —-11 —60 100 0
2 16 10 —-100
2 1 8 5 -50 0

2 20 50

2 1 10 25 0
2 24
2 1 12 49

Tabulka 11: Hornerovo schéma postup reSeni piiklad 2.3 pro kofen 2
Priklad resime rozsifenym Hornerovym schématem. Nejprve budeme zjistovat, zda je Cislo
2 alespon jednoduchym korfenem zadané rovnice. Ve tretim radku nasi tabulky je ¢islo 0,
tim jsme prokazali, Ze Cislo 2 je alespon jednoduchym kofenem. Nyni budeme Hornerovo
schéma realizovat pro nové vzniklou rovnici &* + 683 — 1182 — 60 + 100 = 0.

Na zakladé toho zjistime, zda kofen 2 je pravé jednoduchym ¢i alespon dvojnasobnym
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kofenem. Na konci patého radku je 0. Kofen 2 je tedy alespori dvojndsobnym kofenem.
Opét pokratujeme Hornerovym schématem pro rovnici &3+ 882+ 5& — 50 =0,
abychom zjistili, zda je kotfen dvé pravé dvojnasobnym &i alespon trojnasobnym kofenem.
Po provedeni tohoto kroku jsme zjistili, Ze kofen dvé je alespon trojndsobnym korenem.
Pro zjisténi zda je kofen 2 pravé trojnasobnym korfenem ¢&i alespon Ctyfndsobnym
kofenem sestavime dal3i Fadek Hornerova schématu pro rovnici £2 + 10 + 25 = 0.
V poslednim fadku jiz nemame cislo 0. To znamena, Ze korfen 2 je pravé trojndsobnym

kofenem rovnice &> + 4&* — 2383 — 382 + 220& — 200 = 0.

Nyni zjistime kolikandsobny je kofen —5, opét vyuZitim rozSifeného Hornerova schéma
pro zadanou rovnici. Ve tretim fadku se objevilo ¢islo 0, ztoho plyne, Ze Cislo =5 je
alespon jednoduchym kofenem zadané rovnice. Realizujeme dalsi fadek schématu pro
zjisténi, zda je —5 pravé jednoduchym C¢i alespon dvojndsobnym kofenem. Na konci
patého radku vidime cislo 0, tedy —5 je alespon dvojndasobnym kofenem. Pro zjisténi je-li
kofen —5 pravé dvojnasobnym ¢i alespon trojnasobnym korenem sestavime dalsi radek
Horneorva schématu. V poslednim radku je ¢islo —343. MUzeme fici, Ze Cislo —5 je pravé

dvojnasobnym kofenem zadané rovnice &> + 4&* — 2383 — 3882 + 2208 — 200 = 0.

1 4 —-23 | =38 | 220 | —200

-5 5 90 —260 | 200

-5 1 -1 —18 52 —40 0
-5 30 —60 40
-5 1 —6 12 -8 0

-5 55 | =335

-5 1 -11 67 | —343

Tabulka 12: Hornerovo schéma postup feSeni ptiklad 2.3 pro kofen —5
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Priklad 2.5

Urcete, kolikandasobné jsou kofeny 2 a 3, mame-li zadanou nasledujici rovnice

§6 — 1085 +318* — 1283 — 8162 + 548 + 81 = 0.
Reseni:
Ptiklad se Fesi stejnym postupem jako predchozi pfiklad 2.4, proto zde nebude uvadét

komentar feseni ptikladu.

1 -10 31 -12 | =81 54 81
2 —16 30 36 —-90 | =72
2 1 -8 15 18 —45 | —36 9

Tabulka 13: Hornerovo schéma postup reSenf ptiklad 2.4 pro koten 2

Cislo 2 neni koFen rovnice £ — 108> + 31&* — 1283 — 8182 + 54& + 81 = 0.

1 -10 31 -12 | -81 54 81
3 —21 30 54 —-81 | —-81
3 1 -7 10 18 =27 | =27 0
3 —12 —6 36 27
3 1 —4 -2 12 9 0
3 -3 —15 -9
3 1 -1 -5 -3 0
3 6 3
3 1 2 1 0
3 15
3 1 5 16

Tabulka 14: Hornerovo schéma postup reSeni piiklad 2.4 pro koten 3
Pomoci rozsifeného Hornerova schématu jsme zjistili, Ze Cislo 3 je pravé ¢tyrnasobnym

kofenem rovnice £¢ — 1065 + 31&* — 1283 — 8182 4+ 54¢ + 81 = 0.
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Derivace

V nasledujici ¢asti této podkapitoly budeme vyuZivat derivaci pro zjisténi ndsobnych
kofenU rovnice. Vicendsobnost kofene uzce souvisi s pojmem derivace zndamym
z diferencidlniho poctu. Derivaci definujeme nezavisle na diferencidlnim poctu Ccisté

formalné, ale takovym zplsobem, aby obé definice ve skute¢nosti souhlasily.
Prvni derivaci polynomu
f(x) = apx™ + -+ agx* + azx® + a,x? + ayx + a,
budeme rozumét polynom
f'(x) = na,x" 1 + - + 4a,x> + 3a3x* + 2a,x + a;.
Druhou derivaci polynomu f(x) budeme rozumét derivaci prvni derivace polynomu
f'(x), tedy

f') =n-(n—-1Dax"?++4-3a,x° + 3 2a3x+ 2~ la,.

Obecné feceno r-tou derivaci daného polynomu budeme rozumét derivaci z (r — 1)-ni

derivace. Treti derivace polynomu f (x) je, tedy
f'"x)=n-n—1-(n—Da x">+--+4-3-2a,x+3-2-las.
Jestlize budeme chtit urcit n-tou derivaci, tak dostaneme
fAx)=n-n—-1)-(n-2)..2-1a, =nla,.
Vsechny dalsi derivace klademe rovny nule.
Pripomenme pravidla pro derivovani souctu a soucinu polynom? v algebre.
[f )+ 9] = f'(x) +9'(x),
[FC)- g =f"(x) g+ f(x)-g'(x)

(Upraveno podle [7], str.18 — 19.)

Priklad 2.6

Uréete prvnich 10 derivaci polynomu f(x), kde f(x) = x> — 15x3 — 10x2 + 60x + 72.
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Reseni:

£'(x) = 5x* — 45x2 — 20x + 60

£"(x) = 20x® — 90x — 20

£"'(x) = 60x2 — 90

F®(x) = 120x

F®(x) =120

fO=fP0) =fO@) =fO) =19 =0
Véta 2.3

Necht f(x) je polynom stupné n = 1 nad (C; +,"). A a je jeden kofen rovnice f(§) = 0.

Potom «a je kofen k-ndsobny tehdy a jen tehdy, plati-li

fl@=0,f"(@)=0,... %Y@ =0,f®()#0,
tj. je-li a zaroven kofenem prvnich k — 1 derivaci polynomu f(x), neni vSak kofenem

derivace k-té.?
(Upraveno podle [6], str.363.)
Poznamka

Vétu lze také vyslovit nasledujicim zptisobem. Ma-li rovnice (&) = 0 k-ndsobny kofen,

maji polynomy £ (x), f' (%), ..., f =D (x) spole¢ného délitele.
(Upraveno podle [7], str.22.)
Priklad 2.7

Mame zadany polynom f(x) = x> — 15x3 — 10x? + 60x + 72. Cislo 3 a —2 jsou kofeny

rovnice f (&) = 0. Uzitim véty 2.3 zjistéte, o kolikanasobné kofeny se jedna.
Reseni:

f (x) je polynom patého stupné, ¢imz je splnéno, zen > 1.

® Ditkaz véty 2.3 viz [6] str. 363-364
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Nejprve se podivame na prvni kofen rovnice f(&) = 0, kterym je ¢islo 3. V pfedchozim
pfikladu 2.5 jsme urcili prvnich deset derivaci zde zadaného polynomu, tyto derivace zde

budeme nésledné vyuZivat. Jako prvni provedeme dosazeni kofene 3 do plvodni rovnice.
f(3)=(3)>°-153)>*-103)2+60(3)+72=0

Rovnice je rovna nule, a proto provadime dosazeni kofene 3 do prvni derivace polynomu.
f'(3) =5(3)*—45(3)2-20(3)+60=0

Po dosazeni vysla 0, to znamen3, Ze kofen 3 je alespon dvojndasobnym korenem. Koren 3

dosadime do druhé derivace polynomu.
f"(x) =20(3)2-90(3) — 20 =205 # 0

Po dosazeni vidime, Ze se druha derivace polynomu nule nerovna. Z toho plyne, Ze koren

3 je pravé dvojnasobnym kofenem rovnice.

Nasledné budeme zjistovat kolikandsobny je kofen —2. Budeme postupovat naprosto

stejnym zplsobem, proto jiz zde nebude uvadét komentar reseni.
f(=2) = (=2)>—15(-2)3 —10(-2)2+60(-2)+72=0
f(=2) = 5(-2)* — 45(-2)? = 20(-2) + 60 = 0

f(=2) =20(-2)3-90(-2)—20=0

f"(=2) = 60(=2)2 —90 = 150 # 0

Kofen —2 je praveé trojnasobnym kofenem rovnice.

Véta 2.4

Necht je f(x) polynom stupné n=>1 nad (C;+,). Jeli a pravé k-nasobnym
kofenem rovnice f(§) =0, potom je (k — 1)-ndasobnym kofenem rovnice f'(§) =0,

(k — 2)-ndsobnym kofenem rovnice f''(§) =0, .. a jednoduchym kofenem rovnice
feBE@) = 0.
(Upraveno podle [6], str.364 a [7],str.22.)

Priklad 2.8

Ovéfte vyse vyslovenou vétu 2.4, pokud je zadany stejny polynom f(x) jako v predchozim

prikladu 2.7.
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Reseni:
V minulém ptFikladu byl zadany polynom f(x) = x> — 15x3 — 10x? + 60x + 72, u

kterého jsme zajistili, Ze kofen 3 je dvojndsobnym kofenem a kofen —2 je trojndsobnym

kofenem rovnice.
Nejprve budeme pracovat s kofenem 3:
Pro f (&) = 0 je kofen 3 dvojnasobnym kofenem, k = 2.

Pro f'(¢) = 0 je kofen 3 jednoduchym kofenem, coZ odpovida vété 2.4, protoze k — 1,

kde k = 2, je rovno 1.
Nyni se podivdme na kofen —2:
Pro f (&) = 0 je kofen —2 trojndsobnym kofenem, k = 3.

Pro f'(¢) = 0 je kofen —2 dvojndsobnym kofenem, coz odpovidd vété 2.4, protoze k — 1,

kde k = 3, je rovno 2.

Pro f''(&€) = 0 je kofen —2 jednoduchym kofenem, coz odpovida vété 2.4, protoze k — 2,

kde k = 3, je rovno 1.
Véta 2.5

BudiZ f(x) dany polynom stupné n = 1 nad néjakym ciselnym télesem (T;+.-). Budiz
D(x) nejvétsim spoleénym délitelem f(x)a f'(x), D[f(x), f'(x)]. Je-li a k-ndsobnym
kofenem rovnice f(&) =0, je (k— 1)-ndsobnym kofenem rovnice D(¢) = 0a tato

rovnice nema jiz jinych kofena. Plati-li tedy pro polynom f(x) rozklad
f) = an(x — a) 1 (x — @) ... (x — ap)r,
jeD(x) = b,(x — a7 (x —ay)f2™t . (x — a,)kr L,
(Upraveno podle [6], str.364.)
Priklad 2.9
Mame zadany rozklad polynomu f(x) = (x — 2)2(x + 2)3. Ovétte vétu 2.5.

(Polynom byl pievzat z [7], str. 25)
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Reseni:
Nejprve zadany polynom zapiSeme ve tvaru (2.1), jelikoZ pro nadsledné derivovani je tento
tvar vyhodnéjsi.
f(x) =x° + 2x* — 8x3 — 16x% + 16x + 32
Urcime prvni derivaci polynomu f(x).
f'(x) = 5x* + 8x3 — 24x% — 32x + 16

V dal$im kroku uréime nejvétsiho spole¢ného délitele polynomu f(x) a derivace f'(x).

Abychom pfi déleni dostavali celoCiselné koeficienty, vyndsobime f(x) ¢islem 5.
(5x° + 10x* — 40x3 — 80x% + 80x + 160) : (5x* + 8x3 —24x% —32x + 16) = x

—(5x° + 8x* — 24x3 — 32x% + 16x)

2x* — 16x3 — 48x? + 64x + 160

Polynom 2x* — 16x3 — 48x2 + 64x + 160 vydélime &islem 2.
(5x* + 8x3 — 24x% — 32x + 16): (x* — 8x3 — 24x% + 32x +80) = 5

—(5x* — 40x3 — 120x2 + 160x + 400)

48x3 + 96x? — 192x — 384

Polynom 48x3 + 96x2 — 192x — 384 vydélime &islem 48.
(x* —8x3—24x2+32x+80) : (x3 +2x2—4x—8)=x—10

—(x* + 2x3 — 4x? — 8x)

—10x3 — 20x? + 40x + 80

—(—10x3 — 20x2 + 40x + 80)

0
Déleni f(x) a f'(x) vyslo beze zbytku. Nejvétsi spole¢ny délitel téchto dvou polynomd je

D[f(x), f'(x)] = x® + 2x? — 4x — 8.
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Nyni rozlozime nejvétsiho spole¢ného délitele f(x) a f'(x) na kofenové Cinitele.
3 2 _ —_Q = — 2
x°+2x°—4x—-8=(x—-2)(x+2)

Korenovi Cinitelé nejvétsiho spole¢ného délitele maji o jedna mensi nasobnost, nez méli
v plvodnim polynomu. Nezapomerfime si vSimnout, Zze polynom D(x) nema jiz dalSich

koren( (nulovych bod).
Véta 2.6

Necht je f(x) ireducibilni polynom nad danym ciselnym télesem (C; +,"). Pak f(x) ma jen

jednoduchy kofen. (Prevzato z [6], str.365.)
Véta 2.7

Necht f(x) je polynom nad télesem T, kde (T; +,") je dané Ciselné téleso. Plati-li pro f(x)

rozklad
fOO) = ane — a)*(x — a)* ... (x — a)r
v kofenové Cinitele, pak i polynom
Qu(x) = cp(x —a))(x — az) ... (x — ap)
je polynomem nad télesem T a plati
Qi(x) = f(x)/D(x).
(Upraveno podle [6], str.365.)
Priklad 2.10
Na prikladu 2.9 ovérte vétu 2.7.
Reseni:
Polynom f(x) vydélime nejvétsim spoleénym délitelem polynomu f(x) a derivace f'(x).
(x> +2x* —8x3 —16x% +16x +32) : (x> +2x?> —4x —8) =x*> — 4

—(x5 + 2x* — 4x3 — 8x?)

—4x3 — 8x% +16x + 32

—(—4x3 — 8x% + 16x + 32)

0
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x2—4=x*-2%2=(x+2)(x—2)
Polynom x? — 4 ma stejné koFenové ¢initele jako polynom
f(x) = x5+ 2x* — 8x3 — 16x2% + 16x + 32,
ale pouze jednoduché.
Priklad 2.11

Je dana rovnice f(&) = &8 4+ 286 — 282 — 1 = 0. Zjistéme, zda rovnice ma vicendsobné
kofeny. Pokud ano, stanovte rovnici, ktera ma tytéz kofeny jako (&) = 0, ale kazdy jen

jednoduchy.

(Zadani ptevzato z [7], str.25.)
Reseni:

Nejprve si vyjadiime prvni derivaci f(£).
f'(§) =857 +128° — 4¢

Nasledné hledame nejvétsiho spoleéného délitele f(&)a f'(¢). Abychom pfi déleni

dostdvali celotiselné koeficienty, vynasobime f () Cislem 8.
(868 + 1686 — 1682 —8) : (887 + 1285 —48) =¢

—(8¢° +12§° — 4§?)

486 — 1262 — 8

88 + 1686 — 1682 — 8 = (87 + 1285 — 4€) - § + (466 — 1262 — 8)

(887 + 1285 — 4&) : (486 — 1282 —8) = 2¢

—(8§7 — 244° — 16§)

1285 + 2483 + 12¢

8E7 + 1285 — 48 = (486 — 1282 — 8) - 28 + (1285 + 24&3 + 12§)

Rovnici 466 — 12&2 — 8 = 0 vynasobime ¢islem 3.

40



2 NASOBNE KORENY ALGEBRAICKYCH ROVNIC O JEDNE NEZNAME

(128° — 3682 — 24) : (128% + 2483 +128) = ¢

—(128° + 24&* + 12&%)

—24% — 4882 — 24

1286 — 3682 — 24 = (1285 + 2483 + 128) - € + (—24&* — 4882 — 24)

Rovnici 128> + 24&3 + 128 = 0 vynasobime zlomkem 1—12 Vynasobeni provedeme i pro

rovnici —24&* — 48&2 — 24 = 0, kterou budeme nésobit zlomkem —i.

4284+ +282+1)=¢
—(&3+283+%)

0
Déleni vyslo beze zbytku, £ (&) a f'(¢) maji nejvétsiho spole¢ného délitele, kterym je

Y+ 282 + 1.

Nasledné délime f(x) nejvétsim spolecnym délitelem.

(€8+2€6_252—1):(E4+252+1):E4_1

(7 +28°+¢9
—&+—282 -1
—(=§* 287 - 1)

0

Vysledek, ktery ndm vySel pfi déleni f(&) a nejvétSiho spolecného délitele, tedy
&*—1 =0 je rovnice, kterd ma tytéZ nulové body jako f(&) =0, ale kaidy je

jednoduchy.

§8+28°-282-1=(-1 (P +1)°
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V nasledujici ¢asti se pokusime ukazat na konkrétnich ptikladech, jak se ndsobnost projevi
pfi feSeni soustav algebraickych rovnic. V této ¢asti nebudeme dusledné rozliSovat mezi

polynomem ve vice neuritych a rovnici s vice nezndmymi.
Priklad 3.1
Mdme zadanou soustavu dvou rovnic.
x2—6x+11=y
2x+y—-7=0
Reste soustavu rovnic a zjistéte, jestli soustava ma nasobné koteny.
Redeni:
Mdme zadané dvé rovnice o dvou neznamych.
(3.1 x2—6x+11=y
(3.2) 2x+y—7=0

Podivdme-li se na rovnice z geometrického pohledu, miZeme si vSimnout, Ze rovnice

(3.1) je rovnici paraboly. Druhd rovnice (3.2) je pfimka.

V prvnim kroku si z rovnice (3.2) vyjadfime nezndmou y.

(3.3) y=-2x+7

Vyjadfené y dosadime do rovnice €islo (3.1) a rovnici upravime.
x2—6x+11=-2x+7

(3.4) x2—4x+4=0

Po dosazeni a Upravé se ziskd kvadraticka rovnice o jedné nezndmé, kterou budeme fesit

pomoci diskriminantu.
D=b?>—4ac=(-4)?>-4-1-4=0

Diskriminant se rovna 0, z toho plyne, Ze rovnice ma nasobné koreny. Nyni si vyjadfime

korfeny pomoci vzorce.

—b++/D

X1,2 = 2a
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4+0

2757
x1’2=2

V pfipadé, Ze bychom nechtéli pouzit pro zjisténi x postup pres diskriminant, je vtomto

pfipadé mozné urcit x z rovnice (3.4), kterou rozloZime ndsledovné.
(3.5) 0=x?2—4x+4=(x—2)*
Obéma postupy jsme zjistili, Ze 2 je dvojnasobnym kofenem rovnice (3.4).
Zbyva jesté vycislit hodnotu y. Dosadime kofen 2 do rovnice (3.3).
y=(-2-2)+7
y=3

Redenim soustavy rovnic jsou dvojice [2,3], [2,3]. Rekneme tedy, 7e dana soustava rovnic

ma jedno dvojnasobné feseni [2,3].
Priklad 3.2
Reste soustavu
x2+y?=1
x2+4y2 =4
Zjistéte, zda ma néjaka nasobna reseni.
Reseni:
Mdme zadané dvé rovnice o dvou neznamych.
(3.6) x2+y?=1
(3.7) x2+4y? =4

Pokud se nad rovnicemi zamyslime z geometrického hlediska, tak prvni rovnice (3.6)
predstavuje kruznici se stfedem v pocatku, piSeme S[0,0] a polomérem r = 1. Zépis
rovnice (3.7) popisuje elipsu opét se stfedem v pocatku, tedy S[0,0]. Hlavni poloosa

elipsy jerovna 2, a = 2, a vedlejsi poloosa jerovna 1, b = 1.

Nejprve z rovnice (3.7) vyjadiime nezndmou y?.

(3.8) y:=
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V dal3im kroku vyjadfené y? dosadime do rovnice &islo (3.6) a upravime rovnici.

4x* +4—x*=4
4x2 —x2 =0
x2(4—-1)=0
(3.9) x2=0
Upravami jsme ziskali kofen 0, ktery je dvojnasobny.

Zbyva vy¢islit hodnotu y?, proto dosadime dvojnasobny kofen 0 do rovnice (3.6).

0+y2=1
yt=1
Po odmocnéni
y=1z1

Nyni dosadime dvojnasobny kofen 0 do rovnice (3.7).

0+4y2=4

Regenim soustavy rovnic jsou ¢ty¥i dvojice [0,1], [0,1], [0, —1] a [0, —1]. Soustava rovnic

ma dvé dvojndsobna feseni [0,1] a [0, —1].
Nasledné& uvedeme pfiklad, ktery Cizmar uvadi ve svém ¢lanku ([1] str. 28 — 29).
Priklad 3.3

Jsou zadané tyto rovnice:

y=tx,t € (T,+,)
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2
A "—-x3

Obrazek 2: Grafy k ptikladu 3.3(Pievzato z [1], str. 28)

Reseni:

Mame zadané dvé rovnice o dvou neznamych s parametrem t.
(3.10) y? =x3

(3.11) y=tx,te (T, +,)

Z geometrického pohledu je rovnice (3.10) rovnici semikubické paraboly. Rovnice (3.11)

je rovnici pfimky, prochazejici po¢atkem O soustavy soufadnic (obr. 2 vievo).

Spole¢né body téchto kfivek maji soufadnice x, které jsou kofenem rovnice, kterou

zjistime nasledovné. Nejprve rovnici (3.11) umocnime na druhou.

(3.12) y? =t%x?

(3.13) x3 = t%x?
Rovnici (3.13) upravime do anulovaného tvaru a vytkneme x.
x3—t*x*=0

(3.14) x2(x—t?) =0
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Kofeny rovnice (3.14) a jimi uréené spolecné body (prlseciky) semikubické paraboly

a pfimky jsou nasledujici:

Kofen x = 0 je dvojnasobnym kofenem a urcuje dvojndsobny spolecny bod (dvojnasobny
prisecik) O = [0,0] obou kfivek.

Kofen x = t? je jednoduchym koFenem a uréuje pro t # 0 jednoduchy spole¢ny bod

(jednoduchy prisecik) [t2, t3] obou kFivek (obr. 2 v levo).
Pokud t = 0, ma rovnice (3.14) tvar ndsledujici.

x3=0
Ztoho plyne, Ze rovnice ma jediny trojnasobny kofen x = 0, kterym je urceny
trojndsobny spoleény bod (trojnasobny prisecik) O = [0,0] semikubické paraboly a osy x.
Osa x je te€nou semikubické paraboly v bodé O.
Cizmar pise, ze se v prikladu ukazuje pfirozené zavedeni nize popsané teorie:

Nasobnost prlseciku libovolné primky prochdazejici bodem O a rGzné od osy x se
semikubickou parabolou vbodé O se rovna 2. Nasobnost priaseciku osy x se

semikubickou parabolou v bodé O se rovna 3.

Cizmar dale ve svém ¢lanku pise, Ze analyza piikladu naznacuje, Ze &islo 2 jako ndsobnost
praseciku nespecidlni pfimky se semikubickou parabolou v bodé O nezavisi na vybéru
pfimky, je tedy jen vlastnosti bodu O na semikubické parabole. Cislo 3 jako ndsobnost
prasec¢iku osy x se semikubickou parabolou v bodé O je dUsledkem specidlni polohy

pfimky x k semikubické parabole v bodé O.

Tyto uUvahy vedou k historicky prvnimu rozliSeni pojm0 r-ndsobnost bodu (vlastni, vnitini)
na kfivce a s-ndsobnost bodu jako priseciku ptrimky a krivky — pojmenovand jako

ndsobnost pruseciku primky s krivkou v tomto bodé.

Na zavér této kapitoly uvedeme priklad na soustavu tfi rovnic o tfech nezndmych.
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Priklad 3.4

Mdme zadanou soustavu rovnic

xy+xz+yz=727
Zjistéte, zda soustava ma néjaka nasobna rfeseni.
(Zadani ptevzato z [4], str.49. cviceni 5.14)
Reseni:
Pfiklad budeme fesit implikac¢ni metodou, proto budeme pfi rfeSeni provadét zkousku a

nebudeme sledovat ekvivalentnost provadénych Uprav. Mame zadané tfi rovnice o tfech

neznamych.
x+y+z=9
1,1 1
(3.15) ;+;+;—1
(3.16) xy+xz+yz=27

V prvnim kroku vyndsobime rovnici (3.15) xyz.

(3.17) VZ + XZ + xy = xyz

Zrovnice (3.17) dosadime do rovnice (3.16) za xy + xz + yz.
xyz = 27

Nové mame takto upravenou soustavu rovnic.

(3.18) x+y+z=9
(3.19) xy+xz+yz=27
(3.20) xyz = 27

Z rovnice (3.19) vyjadfime x.
xy+xz=27—-1yz

x(y+z)=27-yz
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(3.21) x =22

V+z
V dalSim kroku dosadime vyjadiené x z (3.21) do rovnice (3.18) a rovnici upravime.

27 —yz
y+z

+y+z=9

27—yz+y(y+z)+z(y +2) =9y +2)

27 —yz+y*+yz+zy+2z2 =9y +9z
(4) y2+yz—9y+2z2—-9z+27=0
Nyni dosadime vyjadiené x z (3.21) do rovnice (3.20) a upravime.

27 —yz

=27
y+z yz

(27 —yz)yz = 27(y + z)
(B) —y2z2 +27yz— 27y — 27z =0
Rovnici (4) vynasobime z? a nasledné se¢teme s rovnici (B).
y2z2 + yz3 —9yz? + z* — 923 + 2722 =0

—y2z2 +27yz — 27y — 27z =0

(3.22) yz3 —9yz? + z* — 923 + 27z% + 27yz — 27y — 27z =0
V rovnici (3.22) provedeme vytknuti y a z nasledujicim zpGsobem.
(3.23) y(z3 —92%2 4+ 27z —27)+2(z3 - 922+ 272 -27) =0
Z rovnice (3.23) vytkneme (z3 — 922 + 27z — 27).
) (y+2)(z3 =922 +27z—-27)=0
Z rovnice (C) plyne, ze
y = —z nebo z3 —9z%2 + 27z —27 = 0.

Nejprve budeme pracovat s y = —z, které dosadime do rovnice (A), upravime a zjistime

hodnotu z.
(—2)2+ (—2)z—9(—2) + 22 -9z +27 =0

22—z +9y+22-92+27=0
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z24+27=0
z2 =-27
z = +33i
Zda se, Ze z by mohl byt kofenem, zjistime hodnotu y dosazenimdo y = —z.
z, = 3V3i z, = —3/3i
y, = —3v/3i y, = 3V3i

ZjiSténé z4,y4, Z3, ¥, dosadime do rovnice (3.18), ¢imz ziskame x4, x,.
x; —3V3i+3V3i=9 X, +3V3i —3V3i=9
X1 =9 X, =9
Nyni zjistime, zda z1, Y4, Z3, Y2, X1, X2 jsou kofeny tim, Ze je dosadime do rovnic (3.19)
a (3.20).
—27\3i + 27V3i + 27 = 27 27+/3i — 27/3i + 27 = 27
927 # 27 9-27 # 27

Vidime, Ze 9 - 27 se nerovna 27, proto z;, V1, Z3, V2, X1, X nejsou kofeny. Vratme se nyni

k (C) a pracujme s rovnici z3 — 9z2 + 27z — 27 = 0 a uréeme hodnotu z.
z3—9z2+272—-27=0
(z=27)3%=0
z=3

Z feSeni je patrné, 7e 3 je trojnasobnym kofenem rovnice z3 — 9z2% + 27z — 27 = 0.
Abychom si tento fakt zdUraznili, mGzeme psat, ze z; = 3, z, = 3, z3 = 3. V dalSim kroku

se dosadi nap¥. z; = 3 za z do rovnice (4).
y2+yz—9y+22—9z+27=0

y2+3y—9y+32-27+27=0

y2—6y+9=0
y—3)*=0
y=3
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Cislo 3 je dvojndsobnym kofenem a pro z; = 3 dostadvdme y;; = 3 a y;, = 3. Obdobné
bychom pro z, = 3 respektive z; =3 ziskali y,; =3, y,, = 3, respektive y3; = 3,
Y32 = 3. V poslednim kroku budeme do rovnice (3.18) dosazovat napf. z; =3, y;; = 3
ay, = 3.

x+y+z—-9=0

x+3+3-9=0

x—3=0
x=3

Cislo 3 je jednoduchy kofen pro z; = 3, y;; = 3 a y;, = 3. Obdobné bychom zjistili i pro
Zy = 3, Y21 = 3, V22 = 3 respektive zz3 = 3, y31 = 3, y3, = 3.

Pocet fesSeni soustavy algebraickych rovnic za urcitych podminek upresfiuje Bézoutova
véta, kterd ftikd, Ze pocet reSeni odpovidd soucinu stupnl rovnic v soustavé, zde

1-2-3=6.

Regenim soustavy rovnic jsou trojice [3,3,3], [3,3,3], [3,3,3], [3,3,3], [3,3,3], [3,3,3].

Rikdme tedy, e dand soustava rovnic ma jedno $estinasobné Feseni [3,3,3].
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S ndsobnymi kofeny rovnic a jejich soustav se setkdvame nejprve v konkrétnich tGlohach.
Uvedme nékteré z nich, které se podafilo najit studiem nejriznéjsich historickych text(,

které se tykaji algebry.

V této kapitole nyni uvedeme pfriklad ¢inské ulohy z pocatku 14. stoleti. Naznacime, jak
postupovali ¢insti matematikové. Dale uvedeme plvodni feSeni z dnesniho pohledu.

Nakonec ukdzeme feSeni soustavy pomoci programu WolframAlpha.

Priklad 4.1

Jestlize gii-mu [&tverec vy$ky] minus xidn-jido-jiao [sien-t'iao-t"iao, pfepona bez
rozdilu vysky a zdkladny] je rovno vyska krat zakladna a gou-mu [¢tverec zékladny]
plus xian-jiao- hé [sien- t'iao- che, pfepona plus rozdil vysky a zakladny] je stejny
jako gou krat xian,najdi gi.

| kdyZz to vzadani ulohy neni explicitné uvedeno, tykd se pravouhlého trojuhelniku.

Oznacme vysku (jednu z odvésen) y, zakladnu (druhou odvésnu) x a pfeponu z. Zadani

ulohy potom muzZeme zapsat nasledujici soustavou rovnic:

(4.1) y2i—z—x+y=xy
(4.2) x2—x+y+z=xz
(4.3) x% 4+ y? =272

y =7

Cinsti matematikové oviem ulohy nefesili jako soustavu t¥i rovnic o tfech neznamych, ale

jako soustavu dvou rovnic o dvou nezndmych. Postup, jak zvolit neznamé popsali takto:
Navrh FfeSeni: Necht je gii [vyska] tianyuan yt [nebeskd nezndmd] a gou- xian- hé
[kou-sien-che, soucet zdkladny a prepony] diyuan yt [tijuna ji, zemskd neznama].
Re$ v souladu nebe a zemé. Dostane$ vyraz jin shi [t'in &, kdyby]®.

Vysku, jednu z odvésen pravouhlého trojuhelnika, kterou jsme oznadili jako y, uvazovali

jako tzv. nebeskou nezndmou, ddle znacime jako s, tj. s =y. Namisto neznamych x,

4]Tn shi je ozna&eni rovnice ziskané pomoci prvniho predpokladu y? —z — x + y = xy.
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z zvolili jako neznamou jejich soucet, tj. t = x + z. V dalSim popiSeme, jak lze ziskat ze
soustavy rovnic (4.1), (4.2), (4.3) o tfech nezndmych x, y, z soustavu dvou rovnic o dvou

neznamych s, t. Dosazenim t za soucet z + x v rovnici (4.1) ziskdme rovnici:
(4.4) s?—(t—s)=uxs

Rovnici (4.3) vhodné upravime, aby bylo moZné dosadit za soucet x + z:

y2=(z-x)(z+x)

oy
(Z_x)_(z+x)
(4.5) (z-0)=5

2
. v . . . N v , v ,
Nasledné autor pracuje srovnicemi x+z=taz—x = —. SeCtenim, resp. odectenim

téchto rovnic je dvojndsobek prepony, resp. dvojndsobek zakladny:
(4.6) 2z=t+— 2x =t ——
Zdvojnasobenim rovnice (4.4) dostaneme na pravé strané vyraz obsahujici dvojnasobek
prepony:

(4.7) 252 — 2t + 25 = 2xs

Nyni se do rovnice (4.7) dosazuje za 2x vztah (4.6).

(4.8) 2s2—2t+2s=s (t — %)

Po vyndsobeni rovnice (4.8) t je tvar nasledujici.
(4) s34+ (252 +2s)t—(s+2)t>=0

To je prvni rovnice soustavy dvou rovnic o dvou nezndmych, s niz ¢insti matematikové

pracovali. Na pocetni desce by ji vyjadfili nasledovné:

2 0 X
-1
O | O 0
0 0 |

b b
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Poznamenejme, Ze ¢insti matematikové umistovali koeficienty rovnic podle nasledujiciho

schématu:

A ts &

Rovnici o dvou neznamych s, t je tfeba zapsat jesté rovnici (4.2). Nejprve do rovnice

(4.2) dosadime s za y.
(4.9) x?—x+s+z=xz
Rovnici (4.9) vhodné upravime, aby bylo mozné dosadit za rozdil z — x:

x2—xz—x+z+s=0

x(x—=2z)—(x—2)+s=0
x=2)((x—1)+s=0
SZ
(4.10) —T(x—1)+s=0
Rovnici (4.10) zdvojnasobime:
2
(4.11) —%(2x—2)+25=0
Nyni do rovnice (4.11) dosadime za 2x vztah (4.6).
52 s?
(4.12) —T(t—7—2)+25=0
V nasledujicim kroku rozndsobime zavorku rovnice (4.12) .
4 2

(4.13) —s2 45+ 425=0
Vynasobenim rovnice (4.13) t?je tvar nasledujici:

(4.14) —s2t? + st 4+ 2s%t + 2st* =0
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Rovnici (4.14) vydélime s:

(4.15) s3—st?+2st+2t2=0
Po Upraveé rovnice (4.15) je tvar nasledujici:

(B) s3+2st+(2-5)t?=0

Toto je druhd rovnice soustavy dvou rovnic o dvou neznamych, se kterou Cd&insti

matematikové pracovali. Na pocetni desce by ji vyjadfili nasledovné:

" L :'k 20 t
ool O -1 2 0
00 0
L N 00 1
OO |

Zrovnic (A) a (B) je potfeba odstranit neznamou t, protoze hleddme vysku pravouhlého
trojuhelniku s = y. To autor provedl metodou huyin tongfen [chujin tchung fen]
(odstranéni jmenovateld ze zlomkd skrytych ve dvou rovnicich). Rovnice (4) a (B) jsou
druhého stupné v eliminované nezndmé t. V obou rovnicich je stejny absolutni ¢len s3.

Odectenim (A) od (B) a kracenim vyrazem 2t se ziska jedna rovnice, ktery je linedrni v t:

©) —s24+2t=0 2 &K
0
1

Druhou rovnici linedrni v t autor pocita jako rozdil rovnice (A4) a s-nasobku rovnice (C).

Po jednoduché Upravé ma tvar:

(D) (252 4+4s)—(s+2)t=0

Rozdil soucinu absolutnich ¢lent rovnice (C) a koeficientd linedrniho ¢lenu rovnice (D),
—s2 . [—(s + 2)], a soutinu koeficientu linedrniho &lenu rovnice (C) a absolutniho ¢lenu

rovnice (D), 2 - (2s% + 4s), je polynom pouze v proménné s:
s3 —2s% —8s.
Kraceni nezndmou s v pfislusné rovnici ziskame rovnici

s2—-2s—-8=0,
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jejiz kladny koren je 4, coz je hledana vyska (v krocich).
(Upraveno podle [3], str.188 — 191.)

Nyni se podivejme, jak by se tento priklad dal feSit v souc¢asnosti. Pro ukazku nam staci

najit jedno nasobné feseni soustavy rovnic.
Reseni:

2

y-—z—x+y=xy

x(—x+y+z=xz

Soustavu rovnic lze feSit napfiklad pomoci programu WolframuAlpha, prostfednictvim

funkce ELIMINATE. Na obrazku miGzeme vidét zadany pfikaz a konkrétni feseni.

eliminate[y*2-z-x+y==x*y&Rx 2-x+y+z==x*zBE&x " 2+y*2==2"2 {x y}]

Eliminately® —z-x+y=xyAx’ —x+y+z2=xzAX" +y =2, X, yjl

2 -5z -3z°4+1322+105=0

(z-5)z-ziz+1F =0

Obrazek 3: Re$eni ptikladu 4.2 pomoci programu WolframAlpha-eliminate
Program ndm spocital rovniciv z,
7> —52z* — 3234+ 1322 + 10z = 0,

kterou, jak je vidét na obrazku 3, Ize rozloZit na (z — 5)(z — 2)z(z + 1)? = 0. Z tohoto
rozkladu Ize urcit kofeny rovnice, které jsou z=15, z=2, z=0 a z= —1. Na prvni

pohled je zfejmé, Ze kofen z = —1 je dvojnasobny.
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Nasledné fesSeni by spocivalo ve zjisténi jednotlivych kofenl x a y, k pfislusSnym z, které
by se dosadilo do zadané soustavy rovnic. Pro zjiSténi téchto kofen(l opét vyuZijeme

program WolframAlpha a funkci GROEBNER BASIS>.

groebner basis[{y*2-z-x+y-x*yx"2-x+y+2z-x*z,x*2+y"2-2*2)|{x,y, 2}

GroebnerBasis[{y‘? CZ-X+Y-XY, X -X+Y+B-XEZ X +Y —22}, x, ¥, ]

(z° -5z -32°+132° +103,9y2-22* +85° +42° -6 3,
45y* +2z% -105° -262° - 143, 45x-45y -2z +202° - 445" - 213}

’ Jr—D, z=-1

¥y=4, =2=5

L]

Obrazek 4: Re$eni ptikladu 4.2 pomoci programu WolframAlpha-GrobnerBasis
Program spocital pozadované kofeny. Na zacatku jsme chtéli najit alespon jedno nasobné
feSeni soustavy. Na zakladé vyse zjisténych informaci mizeme fict, Ze soustava rovnic ma
jedno dvojnasobné feseni [1,0, —1], které viak nemUze byt feSenim plvodni Ulohy, ktera

se tykala pravouhlého trojuhelniku.

V dalsim textu se zminime o prvnich zdsadnich vysledcich, které se tykaly ndsobnosti

korene.

Prvni zdsadni vysledek tykajici se poctu kofenl algebraické rovnice a jejich ndsobnosti

zformuloval Albert Girard v publikaci Novy objev algebry (Invention nouvelle |” algébre,

® Jedna se funkei, ktera najde Grobnerovu bazi.
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Amsterdam 1629). Albert Girard Zil v letech 1595 — 1632. Vyslovil fundamentaini princip,

ktery zni:

Pocet korenu polynomu f(x) jedné nezndmé pocitanych s jejich ndsobnosti se rovnd

stupni polynomu.

Sestaveni polynomu s danymi kofeny a;, a,, ..., @) a jejich pfedepsanymi ndsobnostmi

T, e, St
fX)=ay(X —ay)"..(X —ag)’, kder + -+ + s je stuperi polynomu f(x).

Hledani kofenli daného polynomu a jejich nasobnosti je Ulohou obracenou, kterd je
podstatné slozitéjsi. ReSeni této ulohy zaméstnalo pfedni matematiky 17. a 18. stoleti na
dlouhou dobu. Spravné odhady tohoto druhu, jako byl Girarddv princip, a pokusy o duikaz
dil¢ich ¢i globdlnich tvrzeni o kofenech algebraickych rovnic a o jejich nasobnostech
nebyly ojedinélé a pfipravovaly prostor na fundamentdini objev algebry v 19. stoleti. Mezi
prvni vyznamné vysledky se fadi formulace a prvni dikaz zdkladni véty algebry. Tuto vétu
formuloval Carl Friedrich Gauss, ktery Zil v letech 1777 az 1855, v publikaci Novy dikaz
véety, Ze kaZzdou algebraickou funkci jedné proménné je mozZné rozloZit na rediné cCinitele
prvniho nebo druhého stupné (Demonstration nova theorematis omnem functionem
algebraicam unius variabilis in factores reales primi vel secundi gradus resolvi posse,

Helmstedt 1799).
(Prelozeno z [1],str.29 — 30.)

Pokud jde o soustavy rovnic, zabyvali se matematikové od 17. stoleti problémy jako jsou
priklady 3.1 — 3.3 predchozi kapitoly, tj. zaméfili se na hledani spolecnych bod( dvou
rovinnych algebraickych ktivek a pripadné i jejich nasobnosti. Problém prevadéli na
predchozi situaci — feSeni rovnice o jedné neznamé. Zasadni se tak stala otdzka vylouéeni
(eliminace) neznamych z danych rovnic a také stupen vysledné rovnice o jedné neznamé.
Newton (1643-1727) v ptipadé dvou rovnic o dvou nezndmych dospél k zavéru, Ze tento
stupen je nejvyse roven soucinu stupnd zadanych rovnic. Newtonudv vysledek zpresnil

Maclaurin (1698-1746) a zobecnil Bézout (1730-1783) pro pfipad n rovnic o n neznamych.

V nasledujicim textu ukazeme, jak pfi eliminaci nezndmych ze soustavy rovnic postupoval

holandsky matematik Johannes Hudde (1628-1704).
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' l o Ny T eni ¥

422 loHANNIS HOBDENII risa &

1 perillas jam explicarz. i enim pro unaquaque diverfa quan-
titate irrationali duntaxat diver{am literamn concipias aut ponas,
evadent hz curg illis plané exdem. Atque idcirco hxc verbain
¢t Regula : queque quantitas ague maltarim dimesfionum in diverfis
serminis non exiflit ; & hzcin 7o: quedue quantitas in aliquo termine
talem dimenfionum nunierum habet, qlute.m in rmuo db? ; itemque qugd
it quantitas alia irrationals, nulla explicatione indigent. .

Et Corollarii loco hic annotari poffet , hanc v+ Regulam
ctiam comprehendere ReduGionem omais zquationis, qua pro-
duci po'tcﬁ ex multiplicatione duarum ”Ill:u'urp , qUArum una eft
. vasionalis, hoceft, in qus nullum eft fignam radicale , & alterairra-

+  ~tionalis. O . ]

Quiaverd hzc st & 8v:Regula prafupponunt inventionem
communis duarum zquationum diviforis, adjungam hic, quo

ego utor,

Modum, imveniendi maximum, diarsm (vel plurium) frve
. agqmationum five quantisatum , Aiviforem communem.

Proponatur , exempli causa, inycnicndus maximus communis
* divifor duarum fequentium aquationum vel quantitatum, (confi-
"+ dero cnim quantitates haud fecus atque quationes {upponendo
fc:illas 20 o : cum fuppofitio hzc, adinveniendum earum com-
munem diviforem , nullum errorem inferre poflit.) -
A3 st ddim* aabc—me? abido0, & 4*cembbédd—t-¢aabb—caadiooo.
. Primd itaqueinquiro,, num aliqua litera vel numerus reperiatur,
' cujusope znguli utriufque zquationis termint dividi queant. Foc
enim {i contingat , oportet prits ejufmodi divifionem inftituere,
ut hic per literam ¢, fiuntque
d3emsddf=? A abd 20 0 5 & d*tmmbbddei=akbb—sndd 2 o,
Deinde ad libitum fumaturaliqualitera , -quz inutraque harum
Zquationum reperiatur, ut d, 4, vel b. Atque confiderandoipfan,
puta 4, tanquam incognitam quantitatem, rcdxgatur utraquein

ordinem, habebiturque

1ms Equatio -2 Fquatio
Bdmadd—zabdpraaboo. A*¥ebbdd*-sdbbwe.
—a4
Porrd valot ipfius d ?, per 12um zquationein inventus » fubfti-

tuatur

Obrazek 5: Ukadzka ptivodniho textu z prace|[5]

Na obrazku ¢islo 5 mGzeme vidét plGvodni text z prace [5] ze strany 422. Vtomto

plvodnim textu je zapsané zaddni soustavy dvou rovnic o ¢tyfech neznamych, které

budeme resit v pfikladu 4.2.
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Priklad 4.2

Mdme danu soustavu dvou rovnic o ¢tyfech neznamych a, b, ¢, d
(4.16) d3c — acd? + a*bc — abcd = 0
(4.17) d*c — b?cd? + a’b*c — a*cd?* = 0.
Urcete nejvétsiho spolecného délitele.

Reseni

Prvnim krokem pfi postupné eliminaci bude, Ze rovnice (4.16) a (4.17) vydélime

neznamou c.
(4.18) d® — ad? + a’b — abd = 0
(4.19) d* — b%d? + a’b? —a?d?* =0

V dal$im kroku autor hledd neznamou, kterd je obsaZzena v obou rovnicich (4.18)

a (4.19), vidime tedy, Ze to mGze byt a, b €i d. Autor voli nezndmou d, vzhledem ke které

evvzs

(4.20) d® — ad? —abd + a*h = 0

(4.21) d* —b%d? — a*d* + a’b*> =0

Z rovnice (4.20) vyjadfime d3 a z rovnice (4.21) d*.

(4.22) d® = ad? + abd — a?b

(4.23) d* = b2d? + a*d? — a*b?

Rovnici (4.22) autor vyndsobil neznamou d, rovnice (4.23) je pouze opsand bez zmény.
(4.24) d* = ad® + abd? — a®bd

(4.23) d* = b?>d? + a*d? — a®b?

Tyto dvé rovnice (4.24) a (4.23) je mozné srovnat.

(4.25) ad® + abd? — a’bd = b*d? + a*d?* — a®b?

Do rovnosti (4.25) dosadime za d3, které je vyjadfené vyse v rovnici (4.22).

(4.26) a(ad? + abd — a?b) + abd? — a*bd = b*d? + a*d? — a®b?
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Nasleduje Uprava rovnosti (4.26).
a’d? + a’bd — a®b + abd? — a*bd = b*d? + a*d? — a®b?
(4.27) —a®b + abd? + a?b? — b*d* =0
Z rovnice (4.27) vyjadfime d?.
abd? — b?d? = a®b—a’b?

d?(ab — b?) = a3b — a?b?

, _a’b—a’b?
d* = ————
ab — b?
Odtud autor soudi nasledujici.
a?(ab — b?) _ 2
ab — b?

Nyni se autor vratil k rovnici (4.18), kde za d? dosadil a?, plati d? = a?, (d? — a? = 0).
(4.28) a’d — a3+ a?b —abd = 0
Nakonec do rovnice (4.28) za d dosazuje a, tedy d = a.
(4.29) a®—a®+a*h—a*h=0
0=0

Na zakladé toho, Ze doslo k vyruSeni ¢lend rovnice na levé strané rovnice (4.29), lze fict,
Ze obé rovnice jsou délitelné (d — a). Tento vyraz (d — a) plati vSak pouze pro rovnici,
kterd je po vydéleni neznamou ¢ a tedy tuto nezndmou neobsahuje. NejvétSim

spole¢nym délitelem rovnic (4.16) a (4.17) jetedy c - (d — a).

(Ptelozeno z 5], str.422 — 423.)
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ZAVER

ZAVER

Ve své praci jsem se snaZila seznamit Ctenafe s problematikou ndsobnych koren(
algebraickych rovnic, coz diky prvni a druhé kapitole bylo splnéno. Prvni kapitola
pfipomina zakladni pojmy, které se ddle vtéto praci vyuZivaji. Druha kapitola se
predevsim vénuje dikladnému zavedeni odbornych pojmd, které jsou pro srozumitelnost
dokladany na konkrétnich prikladech, ¢imz vedou k lepsSimu pochopeni. V druhé kapitole
se Casto v prikladech uZivalo Hornerovo schéma, pomoci kterého bylo zjisStovano, zda se

jedna o koten jednoduchy ¢i nékolikandsobny.

Druhym cilem bakalarské pace bylo pokusit se najit konkrétni historické ulohy, které by
vedly na feSeni s ndsobnymi koreny. Tento cil miZeme povazovat za splnény vzhledem
k nalezeni uloh uvedenych v kapitole Ctyfi. PGvodnim zdmérem bylo nalezeni vice uloh,
ale pfi studiu historickych text( bylo zjisténo, Ze nalezeni takovychto uloh je velice obtizné
uz jen z toho divodu, Ze pojem ndasobnost kofene je pomérné novy termin, ktery byl

zaveden az nedavno.

Vsechny pocetni priklady byly uvadény s postupem feseni a vysledky. U vétSiny prikladu
neni uvedeny zdroj, jelikoZ jsem autorkou téchto priklad( ja sama. U prevzatych prikladd
je vidy uvedeny zdroj. V prvnich dvou kapitolach byly priklady zarazovany tak, aby ¢tenafi
usnadnily pochopeni teoretického vykladu. V kapitole tfi a ¢tyfi jsou jiz jen komplexni

pfiklady vedouci na feseni s nasobnymi koreny.

61



RESUME

RESUME

The bachelor thesis deals with multiple roots of algebraic equations and their systems.
The first chapter of the thesis is devoted to the definitions of basic terms. At first, the
thesis defines a polynomial, polynomials equality, polynomials sum and product. An
important part of the chapter is the introduction of polynomial division by polynomial,
which is explained on specific examples. The thesis also defines the Horner scheme, which
is important when solving the multiplicity of algebraic equations and which was often
used for solving equations in the thesis. At the end of the first chapter it is explained how

to find the greatest common divisor of polynomials using the Euclidean algorithm.

The second chapter is devoted to multiple roots of algebraic equations. First, an algebraic
equation, unknown, and root are introduced. The chapter briefly describes where the
multiple roots of an algebraic equation can be encountered. In the chapter, laws,

definitions and notes that are verified on examples are presented.

In the third chapter, concrete examples of algebraic equations with multiple solutions are
solved. The fourth chapter deals with the history of multiple roots of algebraic equations
and their systems. In the beginning, concrete examples that were found by studying
historical texts are mentioned. At the end of the chapter, it is stated who was the first
who formulated the first significant results concerning the number of roots of algebraic

equations and their multiplicity.
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