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V Plzni, 30. června 2020 Martin Hrabačka
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Abstrakt

Modelováńı a ř́ızeńı j́ızdńıch manévr̊u silničńıho vozidla

Tato bakalářská práce se zabývá vývojem matematického modelu silničńıho vozidla, které je
schopné rovinných j́ızdńıch manévr̊u. Jsou představeny tři r̊uzné matematické modely, dva z nich
slouž́ı k nast́ıněńı možných př́ıstup̊u k modelováńı silničńıho vozidla. Nejkomplexněǰśı model
je dále rozš́ı̌ren o algoritmy automatického ř́ızeńı natočeńı volantu a ř́ızeńı pohonu a brzděńı.
Výsledný matematický model je implementován v programovém prostřed́ı MATLAB a nastaven
dle parametr̊u a technické dokumentace studentské formule UWB04 týmu UWB Racing Pilsen.
Následně je poč́ıtačový model otestován na virtuálńım závodńım okruhu a je provedena analýza
výsledk̊u s parametrickými studiemi. Vybrané výsledky jsou porovnány s daty źıskanými během
reálné j́ızdy studentské formule po závodńım okruhu.

Kĺıčová slova: dynamika, poč́ıtačové modelováńı, rovinný model silničńıho vozidla, Formule
Student, ř́ızeńı natočeńı volantu, ř́ızeńı pohonu a brzděńı

Abstract

Modelling and control of road vehicle driving maneuvers

This bachelor thesis deals with the development of a mathematical model of a road vehicle that
is capable of planar driving maneuvers. Three different mathematickal models are presented,
two of which show other possible approaches to road vehicle modelling. The most complex
model is extended by automatic steering wheel control and automatic drive and braking cont-
rol algorithms. The resulting mathematical model is implemented in the MATLAB computing
environment and set according to the parameters and technical documentation of the student
formula UWB04 of the UWB Racing Team Pilsen. Subsequently, the computer model is tested
on a virtual racing circuit, results are analyzed and parametric studies are performed. Selected
results are compared with data obtained from real student formula race circuit driving.

Key words: dynamics, computer modelling, planar model of road vehicle, Formula SAE, stee-
ring wheel control, drive and braking control
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2.4.3. Řazeńı . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 29
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3.1.3. Volba vzdálenosti la . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 35
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1. Úvod

Žijeme v 21. stolet́ı a digitalizace nab́ırá stále závratněǰśı tempo např́ıč všemi oblastmi lidského
p̊usobeńı. V pr̊umyslu se v současnosti často skloňuj́ı pojmy jako Pr̊umysl 4.0, jehož hlavńım
trendem je právě digitalizace a automatizace, nebo Digitálńı dvojče (angl. Digital Twin), jež
je jednou z kĺıčových technologíı Pr̊umyslu 4.0. Digitálńı dvojče představuje virtuálńı kopii
reálného zař́ızeńı, j́ımž může být výrobek nebo i výrobńı závod. Toto dvojče umožňuje výrobc̊um
vyladit všechny detaily a odstranit př́ıpadné chyby daného zař́ızeńı ještě před jeho uvedeńım
do provozu a to bez rizika časové a finančńı ztráty [10]. Např́ıklad automobilu trvá několik
let, než projde všemi fázemi vývoje a testováńı, a proto se v automobilovém pr̊umyslu věnuje
velké úsiĺı vývoji technologie digitálńıho dvojčete, které dokáže nejen sńıžit náklady spojené
s návrhem a testováńım, ale také zkrátit dobu zaváděńı skutečného automobilu na trh, což
ušetř́ı daľśı nemalé finančńı prostředky.

Celý automobil lze z pohledu matematického modelováńı chápat jako vázanou mechanic-
kou soustavu, jež se skládá z daľśıch d́ılč́ıch vázaných mechanických podsoustav, které jsou
často velmi sofistikované a jejichž matematický model je komplexńı. K takovým komponentám
se řad́ı např́ıklad motor, převodovka, diferenciál, pneumatiky, odpružeńı nebo brzdy. Digitálńı
dvojče představuje implementaci kompletńıho matematického modelu automobilu ve vhodném
poč́ıtačovém vývojovém prostřed́ı (např́ıklad MATLAB).

Pokud je digitálńı dvojče automobilu vytvořené, je dále nutné je doplnit o daľśı prvky.
Např́ıklad pokud je zkoumána pasivńı bezpečnost posádky automobilu, pak je nezbytné opatřit
model vozidla také modelem lidského těla. Nebo pokud je ćılem test̊u zjistit, jaká je odezva au-
tomobilu při r̊uzných j́ızdńıch manévrech, pak je nutné vytvořit algoritmy, které nahrad́ı reálné
chováńı řidiče a zajist́ı tak autonomńı j́ızdu vozidla po vytyčené trase.

Stěžejńım ćılem této bakalářské práce je vyvinout matematický model silničńıho vozidla,
který dokáže popsat jeho chováńı při r̊uzných rovinných manévrech. Proto je v kapitole 2 v rámci
odvozeńı kompletńıho modelu kladen d̊uraz na modelováńı kontaktu pneumatiky a vozovky,
odvozeńı rovnic popisuj́ıćıch mechanismus směrového ř́ızeńı, který ovládá natočeńı předńıch
kol vozidla, a také popsáńı pohonu a jeho převodu na zadńı kola. Dále je pak v kapitole 3
řešena problematika autonomńıho ř́ızeńı natočeńı volantu, pohonu a brzděńı vozidla na základě
znalosti části trasy, která je před vozidlem.

Za účelem simulace j́ızdy, jež je tématem kapitoly 4, jsou odvozený model a algoritmy ř́ızeńı
implementovány v programovém prostřed́ı MATLAB. Model je nastaven tak, aby jeho parame-
try odpov́ıdaly parametr̊um studentské formule UWB04 týmu UWB Racing Pilsen Západočeské
univerzity v Plzni. Následně je vytvořen virtuálńı závodńı okruh, na kterém je tento model
testován. Nakonec jsou prezentovány výsledky simulace a také parametrické studie. Vybrané
výsledky jsou porovnány s daty źıskanými během reálné j́ızdy studentské formule po závodńım
okruhu.
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1. Úvod

1.1. Ćıle práce

Ćıle práce lze shrnout do následuj́ıćıch bod̊u:

• Ukázat r̊uzné př́ıstupy při odvozováńı matematického modelu silničńıho vozidla.

• Odvodit rovinný matematický model silničńıho vozidla, který bude schopen popsat chováńı
vozidla při r̊uzných j́ızdńıch manévrech.

• Odvodit algoritmy ř́ızeńı natočeńı volantu a hnaćıho momentu.

• Nastavit parametry modelu tak, aby odpov́ıdaly parametr̊um studentské formule UWB04.

• Otestovat matematický model a algoritmy ř́ızeńı na předem definované trase, která model
prověř́ı při r̊uzných j́ızdńıch manévrech, zhodnotit výsledky a provést r̊uzné parametrické
studie.
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2. Matematický model vozidla

Kapitola 2 obsahuje kompletńı odvozeńı tř́ı matematických model̊u vozidla, kterým je stu-
dentská formule UWB04 týmu UWB Racing Pilsen Západočeské univerzity v Plzni. Modely
maj́ı tyto nejd̊uležitěǰśı předpoklady a vlastnosti:

• rovinné modely

• schopnost pouze dopředné j́ızdy

• rovinná trasa bez nerovnost́ı a změn povrchu vozovky

• rovnoměrné rozložeńı hmotnosti na všechna kola

• bez zavedeńı odporových sil (vzdušný odpor, valivý odpor)

• bez modelováńı dynamiky rotuj́ıćıch součást́ı pohonné soustavy

V podkapitolách 2.2.1 a 2.2.2 jsou představeny dva jednodušš́ı modely – jednostopý kinema-
tický a jednostopý dynamický model. Těžǐstě kapitoly však spoč́ıvá v odvozeńı dvoustopého
dynamického modelu, kterému jsou věnovány ostatńı části této kapitoly. V podkapitole 2.2.3
jsou odvozeny pohybové rovnice modelu, které však obsahuj́ı neznámé veličiny, proto lze v této
kapitole nalézt také podkapitolu 2.1, která se zabývá modelováńım kontaktu pneumatiky s vo-
zovkou, dále podkapitolu 2.3 se zaměřeńım na mechanismus směrového ř́ızeńı a v neposledńı
řadě je v části 2.4 rozeb́ırán pohon modelovaného vozidla.

Důvodem, proč je prvńı část této kapitoly věnována kontaktu pneumatiky a vozovky, což se
může na prvńı pohled může zdát nelogické, je to, že jde o oblast, která je stěžejńı pro kompletńı
odvozeńı dynamického modelu vozidla a která definuje r̊uzné pojmy, jež se často vyskytuj́ı
v daľśım textu.

2.1. Modelováńı kontaktu pneumatiky s vozovkou

Oblast kontaktu mezi pneumatikou a vozovkou představuje rozhrańı mezi vozidlem a j́ızdńım
prostřed́ım. Śıly a momenty sil, které se zde generuj́ı, určuj́ı pohyb celého vozidla, a proto
tuto oblast lze chápat jako médium, které transformuje záměry řidiče ve skutečné manévry
vozidla. Tyto silové účinky jsou tvořeny třeńım pláště pneumatiky a vozovky, záviśı na mnoha
faktorech (např. tuhost pneumatiky, stav vozovky, aktuálńı skluz kola, charakter pohybu vozidla
nebo svislé zat́ıžeńı) a jejich pr̊uběhy jsou velice nelineárńı. Z těchto a také daľśıch d̊uvod̊u
představuje modelováńı kontaktu pneumatiky s vozovkou samostatnou discipĺınu, která hraje
velkou roli při modelováńı silničńıch vozidel.

V pneumatice i-tého kola vozidla se v d̊usledku kontaktu s vozovkou v pr̊uběhu pohybu vozidla
generuj́ı tři hlavńı silové účinky – hnaćı śıla Hi, bočńı vodićı śıla Si a vratný moment MSi.
Následuj́ıćı text uvád́ı, jak lze tyto silové účinky modelovat.
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2. Matematický model vozidla

Fzi

ξi

(a) Bez zat́ıžeńı bočńı silou.

Fzi

Si

Yi

Yi Si

yi

ξi

(b) Zat́ıžeńı bočńı silou,
vi = 0.

Fzi

Si

Yi

Yi
Si

zi

viβiξi

(c) Zat́ıžeńı bočńı silou,
vi 6= 0.

Obrázek 2.1.: Nárys a p̊udorys kola.

2.1.1. Bočńı vodićı śıla, vratný moment a směrová úchylka kola

Jelikož se vozidlo pohybuje v rovině volně, p̊usob́ı na něj setrvačné śıly, které prostřednictv́ım
uchyceńı kol p̊usob́ı také na kola a pneumatiky vozidla. Složka śıly, která p̊usob́ı na kolo
v př́ıčném směru (bočńı śıla Yi), zp̊usob́ı podle principu akce a reakce v pneumatice stejně
velkou bočńı vodićı śılu Si opačně orientovanou v̊uči Yi (viz např. [15]), d́ıky které je vozi-
dlo schopné zatáčeńı. Toto silové p̊usobeńı je znázorněno v př́ıpadě stoj́ıćıho kola (vi = 0)
na obr. 2.1b, respektive na obr. 2.1c v př́ıpadě vaĺıćıho se kola (vi 6= 0).

Nep̊usob́ı-li na kolo žádná bočńı śıla Yi jako na obr. 2.1a, bočńı vodićı śıla Si je nulová
a středńı rovina kola obsahuje podélnou osu stopy (styková plocha kola s vozovkou, v obr. 2.1
značeno tmavě šedou oblast́ı). Pokud však v ose otáčeńı p̊usob́ı bočńı śıla, jej́ımž d̊usledkem je
bočńı vodićı śıla, pneumatika se zdeformuje a osa stopy se vychýĺı mimo středńı rovinu kola
o hodnotu yi (obr. 2.1b). Pokud se nav́ıc kolo otáč́ı, pak jsou elementárńı plošky pneumatiky,
které přicházej́ı do kontaktu s vozovkou, oproti element̊um, které již v kontaktu jsou, vysu-
nuty proti bočńı vodićı śıle a toto vybočeńı stopy v předńı části je charakterizováno úhlem βi
nazývaným směrová úchylka (obr. 2.1c).

Pokud se kolo vaĺı s nenulovým úhlem směrové úchylky (je porušena symetrie) jako na obr. 2.1c,
elementárńı śıly v pneumatice, jejichž výslednićı je bočńı vodićı śıla, nezatěžuj́ı pneumatiku sy-
metricky po celé délce stopy, tud́ıž ani bočńı vodićı śıla nep̊usob́ı v rovině1 osy kola jako bočńı

1Rovinou osy kola je myšlena taková rovina symetrie kola, která je tvořena jeho př́ıčnou a svislou osou.
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2. Matematický model vozidla

śıla, ale je vychýlena o vzdálenost zi (závlek). Toto zp̊usob́ı vratný moment MSi, který má
tendenci natáčet kolo do směru rychlosti vi, jak je vidět na obr. 2.2. Zde je znázorněna náhrada
śıly Si z obr. 2.1c silou Si posunutou do roviny osy kola a dvojicovým momentem

MSi = ziSi. (2.1)

Yi Si
MSi

vi
βiξi

Obrázek 2.2.: Půdorys kola s posunutou silou Si a dvojicovým momentem MSi.

Závislosti mezi bočńı vodićı silou Si, vratným momentem MSi, směrovou úchylkou βi, ve-
likost́ı svislého zat́ıžeńı a daľśımi relevantńımi veličinami jsou zjǐst’ovány experimentálně a di-
agramy vytvořené z těchto závislost́ı a daľśıch parametr̊u se nazývaj́ı směrové charakteristiky
pneumatik. K nejd̊uležitěǰśım charakteristikám patř́ı Si = f(βi) nebo MSi = g(βi) v závislosti
na konkrétńım svislém zat́ıžeńı Fzi.

2.1.2. Pr̊uběh hnaćı śıly a bočńı vodićı śıly

V praxi se pro modelováńı styku pneumatiky s vozovkou velmi hojně použ́ıvá Pacejk̊uv model
pneumatiky (Pacejka Magic Formula). Jak zmiňuje [9], jde o semi-empirický model (źıskaný
kombinaćı analytických vztah̊u a experimentálńıch dat), jenž při správném použit́ı velmi věrně
popisuje silové p̊usobeńı v pneumatice. Správným použit́ım je zde myšleno správné zvoleńı
parametr̊u modelu, kterých je celá řada. Jedná se o optimalizačńı úlohu, kdy jsou tyto parametry
laděny tak, aby výsledný model odpov́ıdal experimentálńım dat̊um.

V této práci Pacejkova magická formule př́ımo implementována neńı, ale je použita k po-
rovnáńı využitého modelu třeńı. Na obr. 2.3a lze spatřit závislost hnaćı śıly Hi na podélném
skluzu2 σi při ryźım skluzu kola (směrová úchylka βi = 0). Obr. 2.3b informuje o tom, jak se
měńı bočńı vodićı śıla Si v závislosti na proměnné βi při ryźım smyku (podélný skluz σi = 0).
U obou závislost́ı plat́ı, že se jedná pouze o ilustrativńı př́ıpad, jehož účelem v tomto textu je
upozornit na obecné tvary daných křivek (tyto tvary lze pak porovnat s křivkami implemento-
vaného modelu), proto nejsou uvedeny žádné konkrétńı hodnoty sil Hi a Si.

2Podélný skluz σi kola bude definován v kapitole 2.1.3.
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σi[%]

Hi

0 50 100

(a) Pr̊uběh Hi(σi) při ryźım skluzu. [8]

βi[
◦]

Si

0 10 20 30 40

(b) Pr̊uběh Si(βi) při ryźım bočńım smyku. [8]

Obrázek 2.3.: Pr̊uběhy sil Hi a Si.

Z obr. 2.3b lze mimo jiné vyč́ıst, že pro malé hodnoty směrové úchylky βi lze bočńı vodićı
śılu Si aproximovat lineárńı funkćı, která má podle [15] tvar

Si = Cββi, (2.2)

kde se koeficient Cβ označuje jako směrová tuhost pneumatiky.
Následně lze také vratný moment MSi vyjádřit lineárńım vztahem

MSi = CMββi, (2.3)

kde konstanta CMβ je vratná tuhost pneumatiky.

2.1.3. Dugoffův model pneumatiky

Jedńım z model̊u, který představuje určitý kompromis mezi množstv́ım (a kvalitou) źıskaných
informaćı a složitost́ı matematického modelu, je Dugoff̊uv model pneumatiky, který je v této
práci prakticky využitý. Tento model podle [13] předpokládá rovnoměrné rozložeńı svislého
zat́ıžeńı po celé stykové ploše pneumatiky s vozovkou. Oproti tomu Pacejk̊uv model pneuma-
tiky předpokládá parabolický pr̊uběh tohoto zat́ıžeńı, jenž je skutečnosti bĺıže. Hlavńı výhoda
Dugoffova modelu spoč́ıvá v tom, že jeho výstupńı veličiny, hnaćı śıla Hi a bočńı vodićı śıla Si,
jsou na sobě naprosto nezávislé. Tato vlastnost nacháźı největš́ı uplatněńı v př́ıpadech, kdy se
směrová tuhost Cβ pneumatiky velmi lǐśı od podélné tuhosti Cσ pneumatiky.

Samotný model je dle [13] matematicky popsán dvěma vztahy pro výpočet sil Hi (podélná)
a Si (př́ıčná), a sice

Hi = Cσ
σi

1 + σi
f(λ) (2.4)
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2. Matematický model vozidla

a

Si = Cβ
tgβi

1 + σi
f(λ), (2.5)

ve kterých figuruje funkce f(λ) určená jako

f(λ) =

{
(2− λ)λ pro λ < 1,
1 pro λ ≥ 1,

(2.6)

kde proměnná λ splňuje rovnici

λ =
f Fzi(1 + σi)

2
√

(Cσ σi)2 + (Cβ tgβi)2
. (2.7)

V těchto vztaźıch figuruj́ı kromě směrové tuhosti Cβ, podélné tuhosti Cσ, součinitele třeńı f
a svislého zat́ıžeńı Fzi pneumatiky také směrová úchylka βi a podélný skluz σi kola. Předpis
pro určeńı směrové úchylky záviśı na typu a parametrech daného modelu vozidla (bude defi-
nována pro každý model vozidla zvlášt’ v kapitolách 2.2.2 a 2.2.3), pro podélný skluz podle [6]
plat́ı

σi =
rw ϕ̇i − ξ̇i

max(|rw ϕ̇i|, |ξ̇i|)
, (2.8)

kde ϕ̇i je úhlová rychlost i-tého kola, rw je poloměr kola a ξ̇i je pr̊umět rychlosti vi pohybu
středu kola do podélné osy kola (osa ξi je vyznačena v obr. 2.1 a 2.2).

Funkčńı hodnoty σi obvykle nabývaj́ı hodnot v rozmeźı 〈−1, 1〉, pokud však nastane situace,
kdy rychlosti ξ̇i a ϕ̇i maj́ı opačné znaménko, potom |σi| > 1.

Interpretovat takovýto model bez jakýchkoli matematických úprav vztah̊u (2.4) až (2.7) neńı
jednoduché, proto se model převád́ı do jiné, ale ekvivalentńı podoby, kterou uvád́ı [4]. Zavede-li
se śıla Fxi a Fyi jako

Fxi = Cσ
σi

1 + σi
, (2.9)

Fyi = Cβ
tgβi

1 + σi
(2.10)

a dle těchto vztah̊u se definuje λ jako

λ =
f Fzi

2√
F 2
xi + F 2

yi

, (2.11)

potom plat́ı, že

Hi =

 Fxi · 1, pokud
√
F 2
xi + F 2

yi ≤
f Fzi

2 ,

Fxi · (2λ− λ2), pokud
√
F 2
xi + F 2

yi >
f Fzi

2

(2.12)

a analogicky

Si =

 Fyi · 1, pokud
√
F 2
xi + F 2

yi ≤
f Fzi

2 ,

Fyi · (2λ− λ2), pokud
√
F 2
xi + F 2

yi >
f Fzi

2 .
(2.13)

7



2. Matematický model vozidla

fFzi

fFzi

2
Fxi

Fyi F1i

fFzi

fFzi

2
Hi

Si F2i

Obrázek 2.4.: Výslednice uvnitř kružnice o poloměru f Fzi

2 .

Podmı́nky ve vztaźıch (2.12) a (2.13) určuj́ı, ve které části frikčńı kružnice, jej́ıž poloměr má
velikost fFzi, se nacháźı výslednice sil Fxi a Fyi.

Prvńı podmı́nka ve zmı́něných vztaźıch (
√
F 2
xi + F 2

yi ≤
f Fzi

2 ) ř́ıká, že výslednice se nacháźı

uvnitř kružnice o poloměru fFzi

2 . V takovém př́ıpadě śıly Fxi a Fyi nejsou nijak modifikovány
(koeficient 1). Toto tvrzeńı je znázorněno na obr. 2.4.

fFzi

fFzi

2 Fxi

Fyi F1i

fFzi

fFzi

2
Hi

Si F2i

Obrázek 2.5.: Výslednice vně kružnice o poloměru f Fzi

2 .

Druhá podmı́nka (
√
F 2
xi + F 2

yi >
f Fzi

2 ) poukazuje na to, že výslednice sil lež́ı vně zmı́něné

kružnice o poloměru fFzi

2 a śıly Fxi a Fyi se pak zmenš́ı v d̊usledku jejich přenásobeńı koeficien-
tem o velikosti (2λ−λ2) – tento koeficient na dosažitelném definičńım intervalu nabývá hodnot
z intervalu (0, 1). Pro úplnost – druhý př́ıpad nespecifikuje, zda se ještě výslednice nacháźı uv-
nitř frikčńı kružnice a nebo vně, vhodně zvolený koeficient však tuto výslednici umenš́ı natolik,
že konečná výslednice sil Hi a Si vždy nálež́ı vnitřńı oblasti frikčńı kružnice. Znázorněńı tohoto
př́ıpadu je provedeno v obr. 2.5.

Aby bylo možné vytvořit si dobrou představu o tom, jak se měńı koeficient, j́ımž jsou
přenásobovány śıly Fxi a Fyi (vztah (2.6) jej označuje jako f(λ)), je pro všechna možná λ
v obr. 2.6 vytvořen graf f(λ). V obrázku je uvažováno označeńı velikosti výslednice sil jako

V :=
√
F 2
xi + F 2

yi.
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λ

f(λ)

00.511.5
0

0.25
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0.75

1

V < fFzi

2 V > fFzi

2 V →∞

Obrázek 2.6.: Graf závislosti f(λ).

Závislosti velikost́ı sil Hi a Si na proměnných σi a βi jsou vykresleny na obr. 2.7 až 2.9.
V obrázćıch jsou dále zobrazeny křivky, které jsou výsledkem experimentálńıho měřeńı na pne-
umatice, která je využita na modelovaném vozidle. Pro výsledky na obr. 2.7 až 2.10 plat́ı
nastaveńı parametr̊u, které je též využito při simulaci j́ızdy celého vozidla: Cσ = 3, 5 · 104 N,
Cβ = 450 N/deg, f = 2, 3 a Fzi =̇ 858 N.
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Obrázek 2.7.: Závislost Hi(σi) při ryźım skluzu.

Na obr. 2.7 lze spatřit grafy závislost́ı Hi na podélném skluzu σi při ryźım skluzu (βi = 0)
pro Dugoff̊uv model a pro experimentálńı data. Obr. 2.8 pak zobrazuje grafy závislost́ı Si
na směrové úchylce βi při ryźım smyku (σi = 0) opět pro Dugoff̊uv model a experimentálńı
data.
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Obrázek 2.8.: Závislost Si(βi) při ryźım smyku.
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Obrázek 2.9.: Závislost Hi(σi) a Si(σi) při kombinovaném skluzu (βi = 3◦).

Obr. 2.9 obsahuje grafy závislost́ı Hi(σi) a Si(σi) při kombinovaném skluzu – pro pevnou
hodnotu βi = 3◦ a proměnnou hodnotu σi. Jsou zde opět vyobrazena data z Dugoffova modelu
a experimentálńı data.

Na obr. 2.10 jsou vykresleny závislosti Si(Hi) (kombinovaný skluz pro pevná r̊uzně volená βi).
Pro tyto závislosti nejsou k dispozici experimentálńı data.
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Obrázek 2.10.: Závislosti Hi–Si při kombinovaném skluzu.

Jednou z nevýhod základńı podoby Dugoffova modelu je to, že neposkytuje informaci o vratném
momentu MSi. Proto je v této práci vypoč́ıtáván na základě definičńıho vztahu (2.1) s využit́ım
znalosti hodnoty závleku zi z experimentálńıho měřeńı.

2.2. Přehled rovinných model̊u

V této kapitole budou postupně uvedeny tři rovinné modely vozidla. Každý z nich nacháźı
uplatněńı, ale tato uplatněńı se od sebe lǐśı zejména kv̊uli předpoklad̊um, za kterých bylo
provedeno odvozeńı model̊u. Matematický popis model̊u v této kapitole vycháźı z literatury
[2, 7, 13, 14, 15].

2.2.1. Jednostopý kinematický model

V úvodu modelováńı vozidla je prvńım d̊uležitým krokem zamyšleńı se nad t́ım, jak si daný
model v̊ubec představit. Jednou z možných variant sestavováńı pohybových rovnic je jed-
nostopý model (angl. Bicycle model). Jak již napov́ıdá název, vozidlo na vozovce zanechává
při př́ımočarém pohybu jedinou stopu, obě předńı kola jsou tedy ve stejném mı́stě a obě zadńı
kola taktéž (nulový rozchod kol na obou nápravách) – jinými slovy nejsou uvažovány př́ıčné
rozměry vozidla.

Součást́ı převodu dvoustopého modelu vozidla na jednostopý je konverze úhlu natočeńı kol.
Jelikož je uvažováno vozidlo s možnost́ı ovládáńı natočeńı kol pouze na předńı nápravě, trans-
formace úhlu natočeńı na zadńı nápravě je triviálńı, podstatná je konverze na předńıch kolech.
Úhly na obou předńıch kolech se obecně při malých natočeńıch nelǐśı o velkou hodnotu, ale jejich
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rozd́ıl neńı nezanedbatelný. V jednostopém modelu lze uvažovat úhel natočeńı δ jako pr̊uměr
natočeńı vnitřńıho kola δi a vněǰśıho kola δo, tedy

δ =
δi + δo

2
. (2.14)

δo

δi

δ

Obrázek 2.11.: Převod dvoustopého modelu na jednostopý.

Velmi jednoduchým modelem, jakým se dá simulovat j́ızda vozidla, je kinematický model.
Obecný princip kinematických model̊u spoč́ıvá v tom, že jsou založeny pouze na geometrických
vztaźıch, dynamika neńı v̊ubec implementována. Jeden z rozd́ıl̊u v chováńı kinematického a dy-
namického modelu je patrný z následuj́ıćıho př́ıkladu: pokud vozidlo v podobě kin. modelu
oṕı̌se nějakou trajektorii při určité rychlosti, je schopno tuto trajektorii opsat při kterékoliv
jiné rychlosti (samozřejmě se shodným znaménkem, uvažuje se pouze dopředná j́ızda). Jediné,
co se změńı, je celková doba j́ızdy. V dynamickém modelu (a reálném vozidle) ale figuruj́ı śıly,
které jsou závislé na rychlosti vozidla, proto i trajektorie budou při r̊uzných rychlostech r̊uzné.

Předpoklady

Kinematický model s sebou přináš́ı určité předpoklady, které muśı být při jeho aplikaci splněny.
Nejd̊uležitěǰśım z nich je požadavek ńızké rychlosti j́ızdy [13]. Pokud je toto zajǐstěno na reálném
vozidle, bočńı vodićı śıla v pneumatice bude malá, a zp̊usob́ı tak pouze malou směrovou úchylku
kola. V kinematickém modelu, kde žádná bočńı vodićı śıla definována neńı (a nezp̊usob́ı tak
žádnou směrovou úchylku), vektor rychlosti v mı́stě kola lež́ı vždy v jeho středńı rovině. Nı́zká
hodnota rychlosti u reálného vozidla též zp̊usob́ı malou odstředivou śılu p̊usob́ıćı na vozidlo,
opět tedy lze využ́ıt jen kinematické vztahy bez ohledu na dynamické śıly. Daľśım předpokladem
jsou malé úhly natočeńı předńıch kol, kdy u skutečného vozidla nehroźı velká bočńı vodićı
śıla v pneumatice. Při splněńı těchto dvou požadavk̊u lze nav́ıc v odvozeńı modelu už́ıt r̊uzné
aproximace, které vedou k daľśımu zjednodušeńı modelu.

Je zde celá řada daľśıch předpoklad̊u souvisej́ıćıch se samotnou ideou tohoto modelu. Pokud
je užita aproximace kinematickým modelem, pak je např́ıklad předpokládáno, že reálné vozidlo
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se pohybuje po suché vozovce s ideálńımi vlastnostmi pro kontakt s pneumatikou nebo že ř́ıdićı
ústroj́ı je dokonale tuhé. Takovýto výčet by byl velmi obsáhlý a nutnost splněńı jeho položek
by byla evidentńı. Vı́ce o předpokladech tohoto modelu lze nalézt v [13].

O

B

A

S

π
2

vS

β

π
2 − δ

Ψ

δ

β δ − β

RS

lr

lf

Obrázek 2.12.: Geometrický rozbor kinematického modelu.

Odvozeńı

Jsou-li všechny požadavky na kinematický model splněny, lze podle [13] odvodit jednostopý
kinematický model. Jeho polohu popisuj́ı tři souřadnice, poloha střediska hmotnosti [X,Y ]
v globálńım souřadnicovém systému a úhel natočeńı Ψ podélné osy vozidla v̊uči ose X.

Rychlost vozidla ve středu hmotnosti vS sv́ırá s osou vozidla úhel β, takový úhel se nazývá
směrová úchylka, a osa předńıho kola sv́ırá s osou vozidla úhel natočeńı δ. Veličiny vS a δ jsou
pro tento model chápány jako vstupy.

Z pravoúhlého trojúhelńıku, který je v obr. 2.12 označen jako BSO (bod O je pól otáčeńı
vozidla), lze źıskat vztah

sinβ =
lr
RS

. (2.15)

Na trojúhelńık SAO je aplikována sinová věta

sin (δ − β)

lf
=

sin
(
π
2 − δ

)
Rs

. (2.16)

Tato rovnice je následně upravena do tvaru

sin δ cosβ − sinβ cos δ

lf
=

cos δ

RS
(2.17)

a po vynásobeńı výrazem
lf

cos δ plat́ı, že

tgδ cosβ − sinβ =
lf
RS

. (2.18)
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Směrovou úchylku β je možné vyjádřit tak, že se rovnice (2.15) vynásob́ı lf , rovnice (2.18) se
vynásob́ı lr, následně se tyto nové rovnice odečtou a vznikne

lf sinβ + lr sinβ − lrtgδ cosβ = 0, (2.19)

která může být upravena do tvaru

tgβ =
lrtgδ

lr + lf
, (2.20)

a proto pro β plat́ı

β = arctg
lrtgδ

lr + lf
. (2.21)

Využij́ı-li se opět rovnice (2.15) a (2.18) ve smyslu jejich součtu, źıská se vztah

tgδ cosβ =
lf + lr
RS

. (2.22)

Protože rychlost vozidla je ńızká, lze podle [13] předpokládat, že i poloměr zatáčeńı se měńı
velmi pomalu, a tedy že rychlost změny orientace vozidla Ψ̇ je rovna jeho úhlové rychlosti vS

RS

(kolem bodu O). Plat́ı tedy

Ψ̇
.
=
vS
RS

. (2.23)

Kombinaćı vztah̊u (2.22) a (2.23) lze eliminovat RS , tud́ıž

Ψ̇ =
vS cosβ

lf + lr
tgδ. (2.24)

Pro změnu globálńıch souřadnic středu hmotnosti vozidla lze rovnou psát

Ẋ = vS cos (Ψ + β) (2.25)

a

Ẏ = vS sin (Ψ + β) . (2.26)

Rovnice (2.24), (2.25) a (2.26) jsou diferenciálńı rovnice 1. řádu, které po dosazeńı vztahu
(2.21) popisuj́ı pohyb tohoto modelu.

Shrnut́ı d̊uležitých rovnic tohoto modelu je k dispozici v př́ıloze A.1.1.

2.2.2. Jednostopý dynamický model se ťremi stupni volnosti

Pokud se vozidlo pohybuje vyšš́ı rychlost́ı, nelze už dynamické śıly zanedbat a je nutné sestavit
odpov́ıdaj́ıćı model.

Jedńım z dynamických model̊u, kterým lze nasimulovat pr̊ujezd zatáčkou, je jednostopý model
se třemi stupni volnosti jako na obr. 2.13. Jeho poloha je jednoznačně určena souřadnicemi
polohy středu hmotnosti vozidla X a Y a úhlem natočeńı Ψ podélné osy vozidla vzhledem
k ose X.
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Obrázek 2.13.: Globálńı souřadnicový systém pro dynamický model vozidla.

Stanoveńı směrových úchylek

Jelikož má model pouze tři stupně volnosti, ke kterým nepatř́ı natočeńı jednotlivých kol, nelze
využ́ıt Dugoffova modelu třeńı uvedeného v kapitole 2.1.3 a źıskat z něj informaci o hnaćıch
silách Hi, bočńıch vodićıch silách Si a vratných momentech MSi v pneumatice.

Na model je podle [13] kladen takový předpoklad, že úhel δ natočeńı předńıch kol je v každém
okamžiku j́ızdy malý. Potom totiž jsou také směrové úchylky βi kol malé, d́ıky čemuž, jak bylo
zmı́něno v kapitole 2.1.2, lze považovat lineárńı vztahy (2.2) a (2.3) pro Si a MSi za platné.
K jejich použit́ı je však nutné zjistit směrové úchylky βi kol. K tomuto účelu je na obr. 2.14
vyobrazeno pole rychlost́ı na vozidle.

X

Y

v32B

v21

v31B

β

β

β

β2

β1
v31A

v21δv32A

Ψ

v31S = v21 x

y

lr

lf

A

B

S

O

Obrázek 2.14.: Základńı rozklad rychlost́ı v bodech A, B, S pro jednostopý dynamický model.

Těleso (vozidlo) koná obecný rovinný pohyb, který lze rozložit dle základńıho rozkladu na re-
lativńı pohyb rotačńı (pohyb 32) kolem středu hmotnosti S a na unášivý pohyb posuvný
(pohyb 21), při kterém se referenčńı bod S pohybuje po kružnici kolem okamžitého středu
křivosti O. Rychlost v21 pohybu 21 je ve všech bodech tělesa stejná a pro jej́ı velikost plat́ı

v21 = vS =
√
v2SX + v2SY =

√
Ẋ2 + Ẏ 2, (2.27)
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2. Matematický model vozidla

kde vSX = Ẋ a vSY = Ẏ jsou složky rychlosti středu hmotnosti vozidla v globálńım souřadnicovém
sytému XY .

Velikost rychlosti v32 pohybu 32 v určitém bodě tělesa lze vypoč́ıtat ze vztahu

v32 = ω32r = Ψ̇r, (2.28)

kde r je vzdálenost bodu od středu hmotnosti S. Pro relativńı rychlosti v bodech A a B plat́ı

v32A = Ψ̇ lf (2.29)

a

v32B = Ψ̇ lr. (2.30)

S využit́ım rozkladu rychlost́ı na obr. 2.14 lze směrové úchylky β1 a β2 vyjádřit jako

β1 = δ− arctg

(
v31Ay
v31Ax

)
= δ− arctg

(
v32A + v21y

v21x

)
= δ− arctg

(
Ψ̇ lf + vS sinβ

vS cosβ

)
, (2.31)

β2 = −arctg

(
v31By
v31Bx

)
= −arctg

(
−v32B + v21y

v21x

)
= −arctg

(
−Ψ̇ lr + vS sinβ

vS cosβ

)
, (2.32)

kde indexy x a y u rychlost́ı znamenaj́ı, že se jedná o složky rychlosti v lokálńım souřadnicovém
systému xy, který je také vyznačen v obr. 2.14.

Je také vhodné doplnit směrovou úchylku β v bodě S, kterou lze źıskat z poměru složek
rychlosti vS v tomto bodě:

tg (β + Ψ) =
vSY
vSX

=
Ẏ

Ẋ
, (2.33)

a tud́ıž

β = arctg

(
Ẏ

Ẋ

)
−Ψ . (2.34)

Odvozeńı pohybových rovnic

Všechna relevantńı silová p̊usobeńı jsou zakreslena v obr. 2.15. Lze tedy přistoupit k odvozeńı
vlastńıch pohybových rovnic.

X

Y

H2 S2

MS2

Ψ

mẌ

mŸ

IzΨ̈

Ψ

MS1

H1

S1

δ

δ

AS

B
lf

lr

Obrázek 2.15.: Relevantńı silová p̊usobeńı v jednostopém dynamickém modelu.
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2. Matematický model vozidla

S využit́ım schématu na obr. 2.15 je možné psát tři rovnice silové rovnováhy: dvě složkové
podmı́nky ve směru os X a Y a jednu momentovou podmı́nku rovnováhy ve středu hmotnosti
vozidla S, tedy

−mẌ − S1 sin (Ψ + δ)− S2 sin Ψ +H1 cos (Ψ + δ) +H2 cos Ψ = 0, (2.35)

−mŸ + S1 cos (Ψ + δ) + S2 cos Ψ +H1 sin (Ψ + δ) +H2 sin Ψ = 0 (2.36)

a

−IzΨ̈ −MS1 −MS2 + S1lf cos δ − S2lr +H1lf sin δ = 0. (2.37)

Se znalost́ı směrových úchylek β1 a β2 z rovnic (2.31) a (2.32) lze dosadit do vztah̊u (2.2)
a (2.3) a vyjádřit tak bočńı vodićı śıly Si a vratné momenty MSi:

S1 = 2Cββ1 = 2Cβ

[
δ − arctg

(
Ψ̇ lf

vS cosβ
+ tgβ

)]
(2.38)

S2 = 2Cββ2 = −2Cβarctg

(
− Ψ̇ lr
vS cosβ

+ tgβ

)
(2.39)

MS1 = 2CMββ1 = 2CMβ

[
δ − arctg

(
Ψ̇ lf

vS cosβ
+ tgβ

)]
(2.40)

MS2 = 2CMββ2 = −2CMβarctg

(
− Ψ̇ lr
vS cosβ

+ tgβ

)
(2.41)

Ve vztaźıch (2.38) až (2.41) se nacháźı konstanta 2, protože jde o odvozeńı jednostopého
modelu, který sice může navozovat dojem dvoukolového vozidla, ale jak již bylo zmı́něno v sekci
2.2.1, v mı́stech A a B jsou kola dvě.

Jedinými neznámými veličinami v rovnićıch (2.35), (2.36) a (2.37), které je nutné zjistit pro
sestaveńı pohybových rovnic, jsou hnaćı śıly H1 a H2. Ty nelze z aktuálńıho modelu źıskat,
proto jsou uvažovány jako daľśı vstup do modelu.

Přehled d̊uležitých rovnic tohoto modelu je k dispozici v př́ıloze A.1.2.

2.2.3. Dvoustopý dynamický model se sedmi stupni volnosti

Daľśı možnost́ı, jak modelovat vozidlo, je rozš́ı̌rit výše zmı́něný model o př́ıčný rozměr. Vznikne
tak model dvoustopý, který je odvozen také v [15]. Jeho výhodou je fakt, že model má možnost
podat informaci o jeho chováńı na obou stranách vozidla (bráno ve smyslu podélné osy), které
může být při pr̊ujezdu zatáčkou odlǐsné. Nevýhodou je složitěǰśı matematický model. Pokud jsou
také zavedeny daľśı stupně volnosti pro natočeńı jednotlivých kol, je t́ım odstraněna nevýhoda
předchoźıho modelu – hnaćı śıly Hi je možné źıskat z Dugoffova modelu třeńı a také nemuśı
platit požadavek na malé směrové úchylky βi kol.
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2. Matematický model vozidla

Silové p̊usobeńı

Jak již bylo uvedeno, model, který zde bude odvozen, je podobný jednostopému modelu z kapi-
toly 2.2.2, je pouze rozš́ı̌ren o př́ıčný rozměr, proto i postup jeho odvozeńı je obdobný. Podobnost
lze snadno spatřit při porovnáváńı obr. 2.15 s obr. 2.16, na kterých je zobrazeno silové p̊usobeńı
v obou modelech.
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rf
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IzΨ̈

mŸ

mẌ

Ψ

Ψ

Ψ

Ψ

Ψ δ2

δ1H1
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MS1

H2

S2

MS2

H3

S3

MS3

H4

S4

MS4

Obrázek 2.16.: Relevantńı silová p̊usobeńı ve dvoustopém dynamickém modelu. [15]

Z obr. 2.16 lze vyjádřit tři rovnice silové rovnováhy – složkovou podmı́nku ve směru osy X,
složkovou podmı́nku ve směru osy Y a momentovou podmı́nku ve středu hmotnosti S:

−mẌ − S1 sin (Ψ + δ1)− S2 sin (Ψ + δ2)− S3 sin Ψ − S4 sin Ψ+

+H1 cos (Ψ + δ1) +H2 cos (Ψ + δ2) +H3 cos Ψ +H4 cos Ψ = 0
(2.42)

−mŸ + S1 cos (Ψ + δ1) + S2 cos (Ψ + δ2) + S3 cos Ψ + S4 cos Ψ+

+H1 sin (Ψ + δ1) +H2 sin (Ψ + δ2) +H3 sin Ψ +H4 sin Ψ = 0
(2.43)

IzΨ̈ +MS1 +MS2 +MS3 +MS4 − S1rf sin δ1 − S1lf cos δ1 + S2rf sin δ2 − S2lf cos δ2+

+ S3lr + S4lr +H1rf cos δ1 −H1lf sin δ1 −H2rf cos δ2 −H2lf sin δ2 +H3rr −H4rr = 0

(2.44)

Tyto tři rovnice představuj́ı tři ze sedmi vlastńıch pohybových rovnic vozidla.
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2. Matematický model vozidla

Daľśı čtyři vlastńı pohybové rovnice nálež́ı jednotlivým kol̊um vozidla, k jejich odvozeńı je
využit obr. 2.17, ve kterém je znázorněn řez středńı rovinou i-tého kola vozidla. Osa ξi je
vodorovnou osou, která lež́ı ve středńı rovině kola (a je též znázorněna v obr. 2.1 a 2.2).

ξi

rw

ξ̇i

ϕi

ϕ̇i

vreliIwϕ̈i

MHi

Hi
Fzi

Obrázek 2.17.: Třeńı pneumatiky kola s vozovkou.

Jelikož valivý odpor kol v tomto modelu neńı uvažován, śıla Fzi p̊usob́ı na pneumatiku
na svislé nositelce procházej́ıćı středem kola. Tato śıla je zp̊usobena zat́ıžeńım pneumatiky,
a jelikož je předpokládáno rovnoměrné rozložeńı hmotnosti m vozidla na všechna čtyři kola,
tak velikost Fzi pro každé kolo je

Fzi =
mg

4
. (2.45)

Daľśımi relevantńımi veličinami jsou poloměr kola rw, úhel natočeńı kola ϕi, úhlová rychlost
kola ϕ̇i, rychlost ξ̇i pohybu kola ve směru osy ξi, hnaćı moment MHi, setrvačný moment Iwϕ̈i,
kde Iw je moment setrvačnosti kola ke své ose otáčeńı, a hnaćı śıla Hi. Veličina vreli označuje
relativńı rychlost pláště pneumatiky v̊uči

”
pohybu“ vozovky a plat́ı pro ni vztah

vreli = rwϕ̇i − ξ̇i. (2.46)

Tato rychlost figuruje v čitateli výrazu (2.8) pro výpočet podélného skluzu σi a objasňuje tak
podstatu tohoto vztahu z kapitoly 2.1.3.

Pro rovnováhu moment̊u sil ke středu kola muśı platit podmı́nka

MHi − rwHi − Iwϕ̈i = 0, (2.47)

která pro i = 1, 2, 3, 4 představuje zbývaj́ıćı čtyři vlastńı pohybové rovnice modelu.
V rovnićıch figuruj́ı zat́ım neznámá natočeńı δ1,2 jednotlivých předńıch kol a také hnaćı mo-

menty MHi. Ty budou vyjádřeny v kapitolách 2.3 a 2.4. Dále se v rovnićıch vyskytuj́ı neznámé
bočńı vodićı śıly Si, vratné momenty MSi a hnaćı śıly Hi. Śıly Si a Hi lze vyjádřit pomoćı Du-
goffova modelu třeńı v kapitole 2.1.3, tedy pomoćı rovnic (2.4) až (2.8). Je zapotřeb́ı vyjádřit
rychlosti ξ̇i posuvného pohybu kol ve směru jejich osy a stejně jako u jednostopého dynamického
modelu je i v tomto modelu nutné vypoč́ıtat směrové úchylky βi kol.

Směrové úchylky a rychlosti

Směrové úchylky lze źıskat rozkladem rychlost́ı na jednotlivých kolech, d́ıky němuž je možno
už́ıt stejného postupu jako v kapitole 2.2.2. Rozklad rychlost́ı je proveden v obr. 2.18.
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Obrázek 2.18.: Základńı rozklad rychlost́ı v bodech A, B, C, D, S pro dvoustopý dyn. model.

Obecný rovinný pohyb vozidla (symbolicky označen jako pohyb 31) je rozložen na absolutńı
pohyb posuvný (pohyb 21), který je určen pohybem bodu S po kružnici s okamžitým středem O,
a na relativńı pohyb rotačńı (pohyb 32) kolem bodu S. Pohyb je tedy rozložen stejně jako
v př́ıpadě jednostopého vozidla, proto je možné využ́ıt i zmı́něné rovnice (2.27), (2.28) a (2.34).
Dosazeńım do (2.28) lze źıskat velikosti relativńıch rychlost́ı v bodech A, B, C, D jako

v32A = Ψ̇ tf , (2.48)

v32B = Ψ̇ tf , (2.49)

v32C = Ψ̇ tr, (2.50)

v32D = Ψ̇ tr, (2.51)

kde

tf = |SA| = |SB| =
√
r2f + l2f , (2.52)

tr = |SC| = |SD| =
√
r2r + l2r . (2.53)
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2. Matematický model vozidla

Rychlost v21 je vhodné rozložit do os x a y lokálńıho souřadnicového systému jako

v21x = v21 cosβ, (2.54)

v21y = v21 sinβ, (2.55)

kde pro rychlost v21 a směrovou úchylku β plat́ı stejné vztahy jako v jednostopém modelu, tedy
rovnice (2.27) a (2.34).

To samé lze udělat s rychlostmi v32i relativńıho pohybu (směry těchto rychlost́ı v souř.
systému xy jsou respektovány v podobě znamének):

v32Ax = −v32A sin ρf (2.56)

v32Ay = v32A cos ρf (2.57)

v32Bx = v32B sin ρf (2.58)

v32By = v32B cos ρf (2.59)

v32Cx = −v32C sin ρr (2.60)

v32Cy = −v32C cos ρr (2.61)

v32Dx = v32D sin ρr (2.62)

v32Dy = −v32D cos ρr (2.63)

Ve výše uvedených vztaźıch figuruj́ı úhly ρf a ρr, které je možné zapsat jako

ρf = arctg
rf
lf

(2.64)

a

ρr = arctg
rr
lr
. (2.65)

Směrové úchylky βi na jednotlivých kolech je možné psát jako

βj = δ − arctg

(
v31my
v31mx

)
= δ − arctg

(
v21y + v32my
v21x + v32mx

)
, j = 1, 2, m = A,B, (2.66)

βk = −arctg

(
v31ny
v31nx

)
= −arctg

(
v21y + v32ny
v21x + v32nx

)
, k = 3, 4, n = C,D, (2.67)

konkrétně

β1 = δ − arctg

(
v21 sinβ + v32A cos ρf
v21 cosβ − v32A sin ρf

)
= δ − arctg

(
vS sinβ + Ψ̇ tf cos ρf

vS cosβ − Ψ̇ tf sin ρf

)
, (2.68)

β2 = δ − arctg

(
v21 sinβ + v32B cos ρf
v21 cosβ + v32B sin ρf

)
= δ − arctg

(
vS sinβ + Ψ̇ tf cos ρf

vS cosβ + Ψ̇ tf sin ρf

)
, (2.69)

β3 = −arctg

(
v21 sinβ − v32C cos ρr
v21 cosβ − v32C sin ρr

)
= −arctg

(
vS sinβ − Ψ̇ tr cos ρr

vS cosβ − Ψ̇ tr sin ρr

)
, (2.70)
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β4 = −arctg

(
v21 sinβ − v32D cos ρr
v21 cosβ + v32D sin ρr

)
= −arctg

(
vS sinβ − Ψ̇ tr cos ρr

vS cosβ + Ψ̇ tr sin ρr

)
. (2.71)

ξi

x

y

Ψ

β

v21

v31i
βi

δi
ρ

v32i

Obrázek 2.19.: Rozklad rychlosti na jediném kole.

Aby bylo možné vypoč́ıtat podélný skluz σi jednotlivých kol podle vztahu (2.8), je nutné
vyjádřit rychlost ξ̇i na každém kole. Rychlost ξ̇i je pr̊umětem celkové rychlosti v31i vozidla
v mı́stě i-tého kola. Jelikož je tato rychlost rozložená na rychlosti v21 a v32i, lze využ́ıt alterna-
tivńı postup jej́ıho výpočtu než pomoćı pr̊umětu rychlosti v31i – př́ımo ze zmı́něných složek v21
a v32i, k čemuž je využit obr. 2.19:

ξ̇i = v31ix cos δi + v31iy sin δi = (v21x + v32ix) cos δi + (v21y + v32iy) sin δi (2.72)

Po dosazeńı vztah̊u (2.48) až (2.51), (2.54) až (2.63) a symbolického vztahu v21 = vS lze obdržet
formule pro jednotlivá kola jako

ξ̇1 = (vS cosβ − Ψ̇df sin ρf ) cos δ + (vS sinβ + Ψ̇ tf cos ρf ) sin δ, (2.73)

ξ̇2 = (vS cosβ + Ψ̇df sin ρf ) cos δ + (vS sinβ + Ψ̇ tf cos ρf ) sin δ, (2.74)

ξ̇3 = vS cosβ − Ψ̇ tr sin ρr, (2.75)

ξ̇4 = vS cosβ + Ψ̇ tr sin ρr, (2.76)

kde veličiny vS , β, tf , tr, ρf a ρr byly již vyjádřeny dř́ıve.

2.3. Mechanismus směrového ř́ızeńı

Ned́ılnou součást́ı modelu silničńıho vozidla, které má být schopno směrových manévr̊u, je me-
chanismus zatáčeńı. Tento mechanismus bude využit pouze ve dvoustopém modelu, protože
z podstaty modelu jej v jednostopém modelu (at’ už kinematickém nebo dynamickém) neńı
potřeba. Tento mechanismus má za úkol převést povely řidiče z volantu na obě předńı kola
(v této práci je uvažováno pouze ř́ızeńı zatáčeńı předńıch kol).
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df

l

δoδi

O

Obrázek 2.20.: Ackermannova podmı́nka.

2.3.1. Ackermannova podḿınka

Na rozd́ıl od jednostopého modelu vozidla, kde byla obě předńı kola ve stejném mı́stě, dvoustopý
model uvažuje nenulový rozchod kol. Proto také při pr̊ujezdu zatáčkou opisuj́ı předńı kola části
dvou soustředných kružnic s r̊uznými poloměry. Aby se obě kola po kružnićıch odvalovala, muśı
mezi nimi např. podle [7] platit závislost

cotg δo − cotg δi =
df
l
, (2.77)

kde δi (resp. δo) je úhel natočeńı vnitřńıho (resp. vněǰśıho) předńıho kola, df je rozchod předńıch
kol a l je rozvor náprav. Jak je uvedeno v [7], tato kinematická podmı́nka valeńı se nazývá
Ackermannova podmı́nka.
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Obrázek 2.21.: Závislost δo(δi) při splněné Ackermannově podmı́nce pro r̊uzná
df
l .
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Vyjádř́ı-li se úhel δo v závislosti na δi jako

δo = arccotg

(
df
l

+ cotg δi

)
, (2.78)

lze vykreslit tuto závislost pro r̊uzné hodnoty parametru
df
l , jako je tomu na obr. 2.21.

dst

df

kst

ϕ0 ϕ0

(a) Př́ımá j́ızda.

ϕ1 ϕ2

δ1 δ2

(b) J́ızda zatáčkou.

Obrázek 2.22.: Čtyřkloubový mechanismus.

2.3.2. Čty̌rkloubový mechanismus

Bohužel zat́ım nebyl sestrojen žádný mechanismus směrového ř́ızeńı, který by vyhovoval Ac-
kermannově podmı́nce v celém rozsahu úhl̊u. Jak je uvedeno v [7], již přes 100 let se v dopravě
využ́ıvá čtyřkloubový mechanismus ve tvaru rovnoramenného lichoběžńıku, jenž je znázorněn
na obr. 2.22 ve fázi př́ımé j́ızdy a ve fázi zatáčeńı. Takový ř́ıdićı mechanismus má tři základńı
parametry: rozchod kol df , délku ř́ıdićı tyče dst, délku páky kst.

A D

B

C

kst
kst

df

dst

ϕ1 ϕ2

β

γ

Obrázek 2.23.: Čtyřkloubový mechanismus v obecné poloze.

Pro odhaleńı zdvihové funkce ϕ2 = ϕ2(ϕ1) je s pomoćı obr. 2.23 aplikována trigonometrická
metoda.

• ∆ABD:

tgγ =
kst sinϕ1

df − kst cosϕ1

γ = arctg
kst sinϕ1

df − kst cosϕ1
(2.79)

|BD|2 = k2st + d2f − 2kstdf cosϕ1 (2.80)
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• ∆BCD:

d2st = |BD|2 + k2st − 2|BD|kst cosβ

cosβ =
|BD|2 + k2st − d2st

2|BD|kst

β = arccos
|BD|2 + k2st − d2st

2|BD|kst
(2.81)

Kombinaćı vztah̊u (2.79), (2.80) a (2.81) lze źıskat ϕ2 = ϕ2(ϕ1) jako

ϕ2 = γ + β =

= arctg
kst sinϕ1

df − kst cosϕ1
+ arccos

2k2st + d2f − 2kstdf cosϕ1 − d2st
2kst

√
k2st + d2f − 2kstdf cosϕ1

.
(2.82)

V jednostopém modelu vozidla v kapitole 2.2 bylo uvažováno, že úhel δ natočeńı předńıch kol
byl pr̊uměrem natočeńı vnitřńıho kola δi a vněǰśıho kola δo. U dvoustopého modelu lze obdobně
stanovit, že vstupńı úhel δ do mechanismu ř́ızeńı bude vždy pr̊uměrem úhlu natočeńı δ1 levého
kola a δ2 pravého kola:

δ =
δ1 + δ2

2
(2.83)

Jelikož v této práci neńı implementován převod natočeńı úhlu volantu na vstupńı úhel δ
čtyřkloubového mechanismu (jinak řečeno, je uvažována dokonale tuhá převodovka ř́ızeńı s po-
měrem úhlu natočeńı volantu a úhlu δ rovným 1), lze ř́ıci, že se tento vstupńı úhel δ bude
označovat jako úhel natočeńı volantu.

Z obr. 2.22b lze vyč́ıst, že plat́ı rovnice

δ1 = ϕ0 − ϕ1, (2.84)

δ2 = ϕ2 − ϕ0. (2.85)

Dosazeńım těchto vztah̊u do rovnice (2.83) vznikne rovnost

δ =
ϕ0 − ϕ1 + ϕ2 − ϕ0

2
(2.86)

a jej́ı úpravou je obdržen implicitńı předpis pro výpočet úhlu ϕ1

ϕ2(ϕ1)− ϕ1 − 2δ = 0, (2.87)

kde ϕ2(ϕ1) je již vyjádřená zdvihová funkce (2.82).

2.3.3. Volba parametr̊u čty̌rkloubového mechanismu

Jak již bylo zmı́něno dř́ıve, neexistuje žádný mechanismus zajǐst’uj́ıćı Ackermannovo ř́ızeńı
(ř́ızeńı splňuj́ıćı Ackermannovu podmı́nku v celém rozsahu úhl̊u), viz např. [7]. Na obr. 2.24 jsou

vykresleny závislosti δo(δi) pro konkretńı
df
l
.
= 0, 785, kst = 0, 15 m. Různé křivky odpov́ıdaj́ı

r̊uzným volbám úhlu ϕ0 a všechny lze porovnat s Ackermannovým ř́ızeńım.
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Obrázek 2.24.: Závislost δo(δi) pro r̊uzné volby ϕ0 a konkrétńı
df
l a kst.

Jak je vidět, optimalizaćı by bylo možné naj́ıt parametry čtyřkloubového mechanismu tak,
aby celková odchylka od Ackermannova ř́ızeńı byla ve smyslu nějakého kritéria (např. metoda
nejmenš́ıch čtverc̊u) nejmenš́ı. V sériové výrobě automobil̊u se ale design mechanismu odhaduje
tak, že pr̊useč́ık prodloužeńı pák mechanismu lež́ı ve středu zadńı nápravy (obr. 2.25). Cel-
ková odchylka takového směrového ř́ızeńı od Ackermannova ř́ızeńı je potom dostatečně malá
(viz porovnáńı na obr. 2.24 – křivka pro ϕ0

.
= 68.5◦ a pro Ackermannovo ř́ızeńı).3

l

df

dst

ϕ0 ϕ0

kst kst

Obrázek 2.25.: Design čtyřkloubového mechanismu.

Z obr. 2.25 lze snadno odvodit, že pro velikost úhlu ϕ0 a délku ř́ıdićı tyče dst plat́ı

ϕ0 = arctg
2l

df
, (2.88)

3Hodnota ϕ0
.
= 68.5◦ vypoč́ıtána na základě vztahu (2.88).
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dst = df − 2kst cosϕ0. (2.89)

Aby byl zřetelný postup výpočtu natočeńı obou kol δ1 a δ2, na obr. 2.26 je uveden krátký
vývojový diagram.

I. II. III. IV. V. VI.

Začátek ϕ0 = (2.88) ϕ1 = solve(2.87) ϕ2 = (2.82)
δ1 = ϕ0 − ϕ1

δ2 = ϕ2 − ϕ0
Konec

Obrázek 2.26.: Vývojový diagram výpočtu natočeńı kol.

Poznámky k jednotlivým krok̊um ve vývojovém diagramu v obr. 2.26:

I. Začátek: Načteńı parametr̊u čtyřkloubového mechanismu a aktuálńıho úhlu δ natočeńı
volantu.

II. Výpočet ϕ0 – dosazeńı do rovnice (2.88).

III. Výpočet ϕ1 – vyřešeńı rovnice (2.87) pro konkrétńı δ.

IV. Výpočet ϕ2 – dosazeńı do (2.82).

V. Výpočet δ1 a δ2 – dosazeńı do (2.84) a (2.85).

VI. Konec: Výstupem jsou hodnoty úhl̊u δ1 a δ2.

2.4. Pohon vozidla

Následuj́ıćı část pojednává o konkrétńı implementaci pohonu modelovaného vozidla a následně
jeho převodu a rozvodu na kola vozidla.

2.4.1. Charakteristika spalovaćıho motoru

Uvažuje-li se reálný spalovaćı motor, pak takový motor generuje proměnlivý točivý moment
a výkon závislý na aktuálńıch otáčkách motoru. Z tohoto d̊uvodu se sestrojuj́ı závislosti točivého
momentu či výkonu na otáčkách motoru a takové závislosti se nazývaj́ı otáčkové charakteris-
tiky. Charakteristik motoru existuje celá řada, tento text však pracuje pouze s otáčkovými
charakteristikami.

Na obr. 2.27 je na základě [12] zachycena výkonová a momentová otáčková charakteristika
motoru aplikovaná na dvoustopý dynamický model, kde ne znač́ı otáčky motoru, Pe výkon
motoru a Me výstupńı točivý moment. Mezi veličinami plat́ı závislost

Pe = ωeMe, (2.90)

kde ωe je úhlová rychlost otáček motoru a lze ji źıskat z otáček motoru jako

ωe =
π

30
ne. (2.91)
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Obrázek 2.27.: Využitá otáčková charakteristika spalovaćıho motoru.

Obrázek 2.28.: Převodovka vozidla. [12]
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2. Matematický model vozidla

2.4.2. Převody

Je uvažováno, že otáčky motoru jsou v každém okamžiku kinematicky svázány s otáčkami kol
(spojka a poddajnost celého hnaćıho ústroj́ı nejsou uvažovány). Aby bylo možné s měńıćı se
rychlost́ı j́ızdy vozidla (tedy také s měńıćımi se otáčkami kol) udržet otáčky motoru v efektivńım
pracovńım rozmeźı, je nutné, aby ve vozidle byla instalována převodová soustava, jež bude
schopná při určité změně rychlosti měnit poměr otáček motoru a kol.

Prvńım převodem, který se nacháźı mezi motorem a převodovkou, je statický převod st, jehož
převodový poměr čińı

st = 2, 073. (2.92)

Na obr. 2.28 je zobrazen nákres převodovky, jej́ıž převodové stupně jsou využity při vývoji
modelu v této práci. Jednotlivé převodové poměry vstupńıch a výstupńıch otáček gk maj́ı tyto
hodnoty:

g1 = 2, 583

g2 = 2, 153

g3 = 1, 866

g4 = 1, 563

(2.93)

Následně je mezi převodovkou a zadńımi koly ještě finálńı převod, jehož převodový poměr
má hodnotu

fd = 2, 92. (2.94)

2.4.3. Řazeńı

Řazeńı převodového stupně je obecně složitý rozhodovaćı proces, ve kterém hraj́ı roli r̊uzné
faktory (rychlost vozidla, otáčky motoru, sklon vozovky, agresivita j́ızdy atd.), a má jej na sta-
rosti bud’ samotný řidič vozidla, nebo komplexńı algoritmy softwaru automatické převodovky.
V této části je uveden postup jak implementovat jednoduché řazeńı, které měńı rychlostńı
stupně na základě jediného faktoru – rychlosti vozidla.

Jak již bylo zmı́něno, otáčky kol vozidla a otáčky motoru jsou provázány, existuje mezi nimi
pouze převodový poměr. Dá se tedy určit závislost mezi vstupńımi otáčkami (otáčky motoru ne)
a výstupńımi otáčkami (otáčky kol nw). Tato závislost je zavedena ve tvaru ne = ne(nw), tedy
jako

ne = nw st gk fd, (2.95)

kde st je statický převod, gk je aktuálńı převodový poměr v převodovce a fd je finálńı převod.
Otáčky nw zadńıch kol je vhodné převést na úhlovou rychlost ωw otáčeńı zadńıch kol pomoćı

vztahu analogického s (2.91), tedy jako

ωw =
π

30
nw. (2.96)

Jelikož však úhlové rychlosti jednotlivých zadńıch kol ϕ̇3 a ϕ̇4 nejsou vždy stejné, úhlová
rychlost ωw je za účelem zjednodušeńı uvažována jako jejich pr̊uměr, tedy

ωw =
ϕ̇3 + ϕ̇4

2
. (2.97)
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Kombinaćı vztah̊u (2.95), (2.96) a (2.97) lze źıskat závislost mezi úhlovou rychlost́ı ϕ̇i obou
zadńıch kol a otáčkami motoru ne jako

ne =
30

π
stgkfd ωw =

15

π
stgkfd(ϕ̇3 + ϕ̇4). (2.98)

Zavede-li se omezeńı, že vozidlo jede po př́ımé dráze a kola se po vozovce odvaluj́ı, pak úhlová
rychlost ωw a rychlost pohybu vozidla v jsou spolu kinematicky svázány vztahem

v = ωw rw, (2.99)

kde rw je poloměr kola.
V takovém př́ıpadě lze vyjádřit závislost mezi otáčkami motoru ne a rychlost́ı v pohybu

vozidla, jež je źıskána kombinaćı (2.98) a (2.99), jako

ne =
30

π
stgkfd

v

rw
, (2.100)

respektive

v =
π

30

rw
stgkfd

ne. (2.101)

Jelikož kolo má možnost prokluzu a pohybuje se po zakřivené trajektorii, vztahy (2.99),
(2.100) a (2.101) obecně neplat́ı. Je však možné je využ́ıt k určeńı fiktivńıch4 otáček motoru nef ,
které jsou vyjádřeny stejným vztahem jako (2.100), tedy

nef =
30

π
stgkfd

v

rw
(2.102)

a pro rychlost plat́ı obdobný vztah jako (2.100), tedy

v =
π

30

rw
stgkfd

nef . (2.103)

Pokud je následně zvolena hranice Ne fiktivńıch otáček nef motoru např́ıklad Ne = 8000 rpm,
při kterých vozidlo řad́ı vyšš́ı rychlostńı stupeň, lze na základě vztahu (2.100) graficky znázornit
závislost fiktivńıch otáček nef motoru na rychlosti v, jako je tomu na obr. 2.29.

Důvodem, proč bylo provedeno toto odvozeńı, je zjǐstěńı hranic Vk rychlosti v, při jejichž
překročeńı se řad́ı vyšš́ı rychlostńı stupeň. Pro uvedené převodové poměry a řazeńı na hranici
fiktivńıch otáček motoru Ne = 8000 rpm jsou pak jednotlivé Vk dopoč́ıtány na základě vztahu
(2.103) jako

V1 =̇ 44, 830 km/h,

V2 =̇ 53, 784 km/h,

V3 =̇ 62, 056 km/h.

(2.104)

4Fiktivńıch, jelikož otáčky jsou vypoč́ıtány za předpokladu uvedeném výše. Reálné otáčky motoru mohou být
odlǐsné. Pro účel použit́ı je však takové zjednodušeńı dostačuj́ıćı.
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Obrázek 2.29.: Závislost nef (v).

2.4.4. Točivý moment na zadńıch kolech

Výkon Pe(ne) a točivý moment Me(ne) motoru se ř́ıd́ı charakteristikou na obr. 2.27, kde otáčky
motoru ne jsou dopoč́ıtány na základě vztahu (2.98). Dále je uvažováno, že ve vozidle je insta-
lován otevřený diferenciál. Točivý moment Mdif vstupuj́ıćı do diferenciálu je tak rovnoměrně
rozdělen na obě zadńı kola. Proto plat́ı, že maximálńı5 točivé momenty M3max a M4max , které
jsou v daném okamžiku dostupné na obou zadńıch kolech, maj́ı stejnou hodnotu, a to

Mimax = MAmax =
Mdif

2
, i = 3, 4, (2.105)

kde MAmax je maximálńı točivý moment dostupný na každém ze zadńıch kol a Mdif je točivý
moment vstupuj́ıćı do diferenciálu, který se vypoč́ıtá na základě vztahu

Mdif =
Pe(ne)

ωdif
, (2.106)

kde ωdif je úhlová rychlost na diferenciálu. Tuto úhlovou rychlost je možné určit v závislosti
na úhlové rychlosti ωe otáček motoru a převodech mezi motorem a diferenciálem jako

ωdif =
ωe

stgkfd
(2.107)

nebo lépe jako závislost na otáčkách motoru ne jako

ωdif =
π
30ne

stgkfd
. (2.108)

Pokud se dosad́ı vztahy (2.106) a (2.108) do (2.105), vznikne vztah pro výpočet maximálńıho
točivého momentu MAmax na každém zadńım kole jako

MAmax =
15

π

Pe(ne)stgkfd
ne

. (2.109)

5Skutečné hodnoty hnaćıch moment̊u MHi podléhaj́ı algoritmu ř́ıd́ıćımu hnaćı moment. Vı́ce viz kapitola 3.2.
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3.1. Ř́ızeńı natočeńı volantu

Existuje mnoho algoritmů, od triviálńıch až po velmi sofistikované, které jsou vyv́ıjeny za účelem
automatického ř́ızeńı zatáčeńı vozidla. Také idea, jak r̊uzné systémy ř́ızeńı přistupuj́ı k problému,
může být r̊uzná. Jedńım z možných př́ıstup̊u je využit́ı nějakého referenčńıho bodu na trase
(v této práci je označován zkratkou GP z anglického Goal Point), který poté vozidlo

”
sleduje“.

Tato práce je zaměřena na implementaci dvou algoritmů ř́ızeńı natočeńı volantu, které pracuj́ı
právě na základně znalosti GP . Hledáńı vhodného GP vyžaduje samostatný algoritmus, který
je následně aplikován v obou implementovaných algoritmech ř́ızeńı.

3.1.1. Definováńı požadované trasy

Jednoduchou reprezentaćı požadované trasy, jaká je také využita v této práci, je bodová re-
prezentace [3]. Původńı (reálnou) trasu je možné libovolně osázet určitým množstv́ım bod̊u.
Následně lze spojit sousedńı body úsečkami. Tyto úsečky pak tvoř́ı náhradu p̊uvodńı trasy.
Kvalita této náhrady se odv́ıj́ı od množstv́ı použitých uzlových bod̊u (č́ım v́ıce, t́ım lépe) a také
od jejich rozmı́stěńı (vhodná je větš́ı hustota v úseku trasy s větš́ı křivost́ı).

p̊uvodńı trasa náhrada trasy reprezentace náhrady trasy

Obrázek 3.1.: Reprezentace požadované trasy.

Pro źıskáńı informace o tom, jak vypadá náhrada trasy (od tohoto bodu se tato náhrada
bude označovat pouze jako trasa), postačuje pouze znalost jednotlivých uzlových bod̊u, protože
libovolná úsečka je plně definována právě dvěma body. Na obr. 3.1 je vizualizován proces tvorby
bodové reprezentace dráhy.

3.1.2. Hledáńı GP

Pro hledáńı vhodného GP je podle [3] d̊uležité vědět, jak daleko je daný uzlový bod od startu.
Proto se každému uzlu přǐrad́ı index i, který ve startovńım uzlu nabývá hodnoty i = 1,
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ve druhém uzlu i = 2 atd. až do posledńıho uzlu, který má index i = N , kde N je počet
bod̊u, jimiž je trasa definována.

la

[X,Y ]

i = k − 2

i = k − 1
i = k

i = k + 1

Obrázek 3.2.: Hledáńı bodu ve vzdálenosti la na jednom úseku trasy.

Na GP je kladena hlavńı podmı́nka taková, že, pokud je to možné, muśı být dál na trase
nežGP z minulého cyklu a ve vzdálenosti la (z anglického look-ahead) od určitého6 bodu vozidla,
který má souřadnice [X,Y ] v globálńım souř. systému. Je tedy nutné umět naj́ıt pr̊useč́ık
kružnice o poloměru la s úsečkou, jej́ıž krajńı body jsou určeny uzly s indexy i = k a i = k+ 1,
kde k ∈ {1, ..., N − 1} (viz obr. 3.2). Pokud je nalezeno takových pr̊useč́ık̊u v́ıce, vybere se ten,
který je na trase nejdál, ale maximálně ve vzdálenosti dmax.

la

[X,Y ]

i = k − 2

i = k − 1
i = k

i = k + 1

i = k + 1003

i = k + 1004

Obrázek 3.3.: Př́ılǐs vzdálený pr̊useč́ık kružnice la a trasy.

Parametr dmax označuje maximálńı vzdálenost od p̊uvodńıho GP , ve které se maximálně
může nacházet nový GP . Pokud by dvě r̊uzné části trasy ležely bĺızko sebe, toto opatřeńı
zabraňuje tomu, že by algoritmus mohl naj́ıt pr̊useč́ık na vzdáleném úseku trasy a zkrátit tak
vozidlu trasu o nepatřičně velkou část. Situace je znázorněna na obr. 3.3 (to, že jsou úseky trasy
od sebe hodně vzdáleny, reprezentuje index uzl̊u i).

Pokud neńı nalezen bod, který by splňoval všechny zmı́něné podmı́nky, je za nový GP
považován GP z minulého cyklu.

6Nejčastěji se využ́ıvá střed zadńı nápravy nebo střed hmotnosti vozidla, který je k tomuto účelu využit také
v této práci.
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la

[X,Y ]

P1
t1 = −0, 3

P2
t2 = 0, 5

Bu

v

A

Obrázek 3.4.: Hledáńı pr̊useč́ıku kružnice a úsečky.

Jak již bylo zmı́něno, algoritmus v každém cyklu simulace j́ızdy muśı být schopen určit
pr̊useč́ık kružnice a př́ımky. Označ́ı-li se dle obr. 3.4 úsečka s počátečńım bodem A a koncovým
bodem B jako vektor u a úsečka tvořená středem kružnice [X,Y ] a uzlem A jako vektor v,

potom lze zapsat rovnici př́ımky
←→
AB v parametrickém tvaru jako

Px = Ax + uxt,

Py = Ay + uyt, t ∈ R.
(3.1)

Pro libovolný bod P kružnice se středem v [X,Y ] a poloměrem la plat́ı, že

(Px −X)2 + (Py − Y )2 = l2a. (3.2)

Aby byl bod pr̊useč́ıkem př́ımky a kružnice, muśı takový bod splňovat obě podmı́nky (3.1) a (3.2).
Je tedy možné zkombinovat oba předpisy a s využit́ım definice vektoru v lze vzniklou algebraic-
kou rovnici dále upravit:

(Ax + uxt−X)2 + (Ay + uyt− Y )2 = l2a

(vx + uxt)
2 + (vy + uyt)

2 = l2a

v2x + 2vxuxt+ u2xt
2 + v2y + 2vyuyt+ u2yt

2 = l2a

(u2x + u2y)t
2 + 2(uxvx + uyvy)t+ (v2x + v2y)− l2a = 0

t2 u · u + 2tu · v + v · v − l2a = 0 (3.3)

Označ́ı-li se

a := u · u,
b := 2u · v,
c := v · v − l2a,

(3.4)

potom dvě řešeńı kvadratické rovnice (3.3) lze zapsat ve tvaru

t1,2 =
−b∓

√
b2 − 4ac

2a
, (3.5)

kde t1,2 představuj́ı kořeny kvadratické rovnice, které zároveň dle (3.1) a (3.2) definuj́ı pr̊useč́ıky
kružnice a př́ımky, j́ıž nálež́ı daná úsečka.
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3. Modely ř́ızeńı vozidla

Hodnoty t1,2, pro které vždy plat́ı t1 ≤ t2, určuj́ı, v jaké části úsečky se daný pr̊useč́ık
nacháźı. Na obr. 3.4 je zachycen př́ıklad, kde t1 = −0, 3 a t2 = 0, 5, což znamená, že prvńı
pr̊useč́ık s př́ımkou lež́ı ve vzdálenosti 0,3 délky úsečky od bodu A na opačnou stranu než je
bod B. Z ukázky je jasné, že, pokud t1,2 ∈ 〈0, 1〉, pr̊useč́ık kružnice a př́ımky lež́ı na dané úsečce.

Celý algoritmus hledáńıGP , který byl inspirován algoritmem v publikaci [3] a dále jej rozvád́ı,
je vyjádřen pomoćı vývojového diagramu v př́ıloze A.2.

3.1.3. Volba vzdálenosti la

V nejzákladněǰśı formě lze vzdálenost la bodu na vozidle a GP volit jako konstantu. Jak však
uvád́ı např́ıklad [11], lepš́ım řešeńım je tuto vzdálenost určovat na základě aktuálńı rychlosti v
vozidla. Toto tvrzeńı vycháźı také z logické úvahy: pokud jede řidič např́ıklad po dálnici (vy-
soká rychlost), nesleduje vozovku těsně před vozidlem, ale hled́ı v́ıce do dálky, aby měl čas
na př́ıpadné korekce ř́ızeńı. Pokud naopak řidič parkuje (ńızká rychlost), oblast, kterou sleduje,
neńı nikterak velká. Převede-li se tato myšlenka do matematické podoby, jednou z možnost́ı je
definovat vzdálenost la(v) následovně:

la(v) =


lmin pro v ≤ vlo,
lmin

vhi−v
vhi−vlo + lmax

v−vlo
vhi−vlo pro v ∈ (vlo, vhi),

lmax pro v ≥ vhi
(3.6)

Parametry této po částech definované funkce jsou lmin (resp. lmax) – dolńı (resp. horńı) hranice
vzdálenosti la a vlo (resp. vhi) – mezńı hranice rychlosti.

Takováto závislost je vykreslena na obr. 3.5.

v

la(v)

vlo vhi

lmin

lmax

Obrázek 3.5.: Graf závislosti vzdálenosti la na aktuálńı rychlosti v.

3.1.4. Regulačńı algoritmy

Pokud je nalezen bod GP , který bude pro vozidlo bodem, jež má sledovat, je dále nutné na-
definovat, jakou trajektoríı se vozidlo bude do tohoto bodu snažit dostat. To je úkol ř́ıdićıho
algoritmu, jehož výstupem je požadované natočeńı δ volantu. Všechny ř́ıdićı modely lze podle [1]
např́ıklad roztř́ıdit do tř́ı skupin: geometrické, kinematické a dynamické. Geometrické regulačńı
algoritmy berou v potaz pouze geometrii vozidla, kinematické rozšǐruj́ı geometrické o regulaci
s ohledem na rychlost a zrychleńı vozidla a dynamické ř́ıdićı systémy jsou nejkomplexněǰśı,
kromě zmı́něných aspekt̊u uvažuj́ı také śıly p̊usob́ıćı na vozidlo a energie relevantńıch pohyb̊u.
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3. Modely ř́ızeńı vozidla

Každý ze tř́ı typ̊u algoritmů má své výhody a nevýhody. Hlavńı výhodou geometrických mo-
del̊u je jejich nenáročnost na výpočetńı výkon a s t́ım spojená rychlost, která je v oboru regu-
lace obecně velmi cennou vlastnost́ı. Kinematické algoritmy představuj́ı kompromis mezi rych-
lost́ı výpočtu a množstv́ım faktor̊u ovlivňuj́ıćıch ř́ızeńı zatáčeńı. Výhoda dynamického ř́ıdićıho
systému je zřejmá, jeho nevýhoda spoč́ıvá v tom, v čem je naopak velmi silný geometrický
kontroler – výpočet je kv̊uli komplexitě modelu výpočetně náročný.

V praxi se nejv́ıce použ́ıvá geometrický nebo kinematický systém právě z d̊uvodu jejich
jednoduchosti (rychlosti) a stability. V této práci jsou implementovány dva geometrické ř́ıdićı
algoritmy – Follow the Carrot a Pure Pursuit.

path

α

[X,Y ]

Ψ
v

ε
GP

Obrázek 3.6.: Vizuálńı reprezentace algoritmu Follow the Carrot.

Follow the Carrot algoritmus

Nejzákladněǰśım algoritmem výpočtu úhlu natočeńı volantu je podle článku [1] algoritmus
Follow the Carrot (lze doslovně přeložit jako

”
Následuj mrkev“). Toto označeńı naprosto vy-

stihuje podstatu algoritmu. V duchu názvu lze vozidlo považovat za osla, který sleduje mrkev
na tyčce (ve skutečnosti jde o aktuálńı GP ) – at’ se mrkev pohne kamkoli, osel vždy mı́̌ŕı za ńı.
Převede-li se tato úvaha na aktuálńı problém, úhel δ natočeńı volantu je př́ımo závislý na úhlu ε,
který sv́ırá směr rychlosti vozidla se spojnićı vozidla a aktuálńıho GP (viz obr. 3.6). Úhel δ
může být bud’ př́ımo roven ε, nebo úhel ε může být přenásoben libovolnou reálnou kladnou
konstantou C. Toto je vyjádřeno rovnićı

δ = C ε, C > 0, (3.7)

kde pro úhel ε plat́ı, že

ε = α−Ψ . (3.8)

Úhel Ψ (resp. úhel α) je úhel natočeńı podélné osy vozidla (resp. spojnice bod̊u [X,Y ] a GP )
v̊uči globálńımu systému souřadnic XY . Úhel α nabývá hodnot z intervalu α ∈ 〈0, π〉. Úhel Ψ
je však zároveň jednou z nezávislých souřadnic matematického modelu vozidla a může nabývat
hodnot Ψ ∈ R. Aby tud́ıž úhel δ nabýval př́ıpustných hodnot (maximálńı rozsah natočeńı
předńıch kol je δ ∈ 〈−δmax, δmax〉), muśı být úhel δ dále upravován.

Na obr. 3.7 je znázorněn vývojový diagram úprav úhlu δ. K němu je připojeno postupné
řešeńı jedné modelové situace dle algoritmu. Situace: modelované vozidlo se v pr̊uběhu simulace
n-krát otočilo kolem své osy (osou je myšlena svislá osa středem hmotnosti vozidla, ve které
p̊usob́ı t́ıhová śıla). Nav́ıc GP , do kterého by vozidlo mělo směřovat, je mimo

”
zorný úhel“,
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3. Modely ř́ızeńı vozidla

který představuje výseč o velikosti 2δmax (δmax na obě strany od vektoru rychlosti vozidla).
Úhel δ vypoč́ıtaný dle (3.7) má proto zcela nesprávnou hodnotu.

Začátek I.

II.

III.

IV.

δ < 0 δ = δ + 2πn
Ano

Ano

Ano

Ano

Ano

Ne

Ne

Ne

Ne

Ne

δ = δ − 2πn

δ = δ − 2πδ > π

δ = δ + 2πδ < −π

δ > δmax

δ < −δmax

δ = δmax

δ = −δmax

Konec

I.

II.

III.

IV.

δmax

−δmaxδ

δ

δmax

−δmax

δmax

−δmax
δ

δ

δmax

−δmax

Obrázek 3.7.: Vývojový diagram úprav úhlu δ s modelovou situaćı.
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path

v

[X,Y ]

la R

R

GP

Obrázek 3.8.: Vizuálńı reprezentace algoritmu Pure Pursuit.

Pure Pursuit algoritmus

Algoritmus Pure Pursuit (doslovně přeloženo jako
”
Ryźı pronásledováńı“) je podle [1] nej-

využ́ıvaněǰśım geometrickým algoritmem pro určováńı natočeńı úhlu volantu v̊ubec. Jeho základ
vycháźı z algoritmu Follow the Carrot, tedy že vozidlo sleduje určitý bod trasy. Tento algorit-
mus je rozš́ı̌rený o myšlenku, že ne vždy je nejkratš́ı trajektorie ta nejlepš́ı. Úsečka spojuj́ıćı
bod vozidla a aktuálńı GP je nahrazena část́ı kružnice, která je vyobrazena na obr. 3.8.

V obr. 3.9 je proveden geometrický rozbor obecné situace, podle které lze odvodit poloměr
kružnice R. Odvozeńı je inspirováno obdobným postupem uvedeným v [11].

Y

X

y

x

Ψ
R

R

s

d

GP

[X,Y ]

sy

sx

Obrázek 3.9.: Rozbor geometrie algoritmu Pure Pursuit.

Bude-li se nejprve pracovat pouze s lokálńım souřadnicovým systémem xy (při označeńı
vektoru s jako na obr. 3.9), pak pro výpočet poloměru R je možné zapsat 3 rovnice v těchto
tvarech:

sy −R = d (3.9)

s2x + d2 = R2 (3.10)

s2x + s2y = l2a (3.11)
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3. Modely ř́ızeńı vozidla

Tyto rovnice lze dále upravovat:

s2x + (sy −R)2 = R2

s2x + s2y − 2syR+R2 = R2

s2x + s2y = 2syR

R =
l2a

2sy
(3.12)

V rovnici (3.12), která vyjadřuje poloměr R, se kromě vzdálenosti la vyskytuje také složka sy
vektoru s v lokálńım souřadnicovém systému xy, jej́ıž hodnota neńı známá. Proto je nutné tuto
souřadnici vypoč́ıtat pomoćı souřadnic sX , sY stejného vektoru s v globálńım souř. systému XY
a úhlu pootočeńı Ψ lokálńıho systému v̊uči globálńımu systému. K odvozeńı dopomůže obr. 3.10.

Y

X

y

j

xi

Ψ

Ψ

s

GP

[X,Y ]

sy

sx

sY

sX

Obrázek 3.10.: Vektor s v lokálńım a globálńım systému souřadnic.

Pokud by se zavedly vektory sx a sy jako

sx = sx i, (3.13)

sy = sy j, (3.14)

kde i je jednotkový vektor ve směru osy x lok. souř. systému a j je jednotkový vektor ve směru
osy y lok. souř. systému, pak lze zavést také složky těchto vektor̊u v globálńı soustavě souřadnic
značené jako (sx)X , (sx)Y a (sy)X , (sy)Y . Při respektováńı tohoto označeńı lze psát

sX = (sx)X + (sy)X , (3.15)

sY = (sx)Y + (sy)Y . (3.16)

Dále plat́ı

(sx)X = sx cos Ψ , (3.17)

(sx)Y = sx sin Ψ , (3.18)
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3. Modely ř́ızeńı vozidla

(sy)X = −sy sin Ψ , (3.19)

(sy)Y = sy cos Ψ . (3.20)

Po dosazeńı vznikaj́ı rovnice, jež vyjadřuj́ı transformaci vektoru s z lokálńıho systému souřadnic
do globálńıho systému souřadnic:

sX = sx cos Ψ − sy sin Ψ (3.21)

sY = sx sin Ψ + sy cos Ψ (3.22)

Kombinaćı vztah̊u (3.21) a (3.22) lze psát vztah pro složku sy jako

sy = sY cos Ψ − sX sin Ψ . (3.23)

Pro finálńı výpočet úhlu δ je třeba se vrátit k obr. 2.12, ve kterém byl proveden geometrický
rozbor kinematického modelu. Lze z něj vyč́ıst, že plat́ı rovnost

δ = arctg
lf + lr
R

. (3.24)

Následně lze do tohoto vztahu dosadit rovnici (3.12) zkombinovanou s rovnićı (3.23) a vznikne
vztah

δ = arctg
2(sY cos Ψ − sX sin Ψ)(lf + lr)

l2a
, (3.25)

který je výchoźım vztahem pro algoritmus Pure Pursuit.

3.2. Ř́ızeńı hnaćıho momentu

V kapitole 2.4.4 byl již definován maximálńı točivý moment MAmax dostupný na každém zadńım
kole. Hodnota skutečného hnaćıho momentu na kolech je v reálném vozidle určována na základě
MAmax a také polohy plynového pedálu, který ovládá řidič. Tato poloha může být interpre-
tována veličinou e, jež nabývá hodnot e ∈ 〈0, 1〉. Pokud e = 0, pak je plynový pedál uvolněný,
pokud e = 1, pak je plynový pedál sešlápnutý na 100 %. Naopak pokud chce řidič zpoma-
lit, sešlápne brzdový pedál. Jeho poloha lze opět vyjádřit pomoćı veličiny e s oborem hodnot
e ∈ 〈−1, 0〉. Pokud e = 0, pak je brzdový pedál uvolněný, pokud e = −1, pak je brzdový pedál
sešlápnutý na 100 %. Polohu obou pedál̊u je možné vyjádřit pouze pomoćı jedné veličiny e,
protože při obvyklých j́ızdńıch manévrech řidič nesešlapuje oba pedály současně. Primárńı
regulovanou veličinou při ř́ızeńı hnaćıch moment̊u na kolech je proto veličina e, která bude
označována jako mı́ra sešlápnut́ı pedál̊u.

Pokud e ∈ 〈0, 1〉, potom hnaćı momenty MHi na obou zadńıch kolech lze určit jako

MHi = eMAmax , i = 3, 4 (3.26)

a pro předńı kola v takovém př́ıpadě plat́ı

MHi = 0, i = 1, 2, (3.27)

protože nejsou hnaná.
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Pokud e ∈ 〈−1, 0), potom hnaćı momenty MHi na všech kolech jsou určeny jako

MHi = eMBmaxtgh

(
πϕ̇i
ωp

)
, i = 1, 2, 3, 4, (3.28)

kde MBmax je maximálńı hodnota brzdného momentu, která je v př́ıpadě této práce volena jako
konstanta, ϕ̇i je úhlová rychlost otáčeńı kola a ωp je malá přechodová rychlost, která je též
konstantńı.

3.2.1. Výpočet ḿıry sešlápnut́ı pedál̊u

Pokud na trati nejsou překážky, jiná vozidla, změny povrchu atd., pak řidič obvykle vyhod-
nocuje sešlápnut́ı pedál̊u na základě aktuálńı rychlosti vozidla a také toho, jak zakřivená je
část trasy před vozidlem. Snaž́ı se tak dosáhnout určité rychlosti, která je vhodná k projet́ı
následuj́ıćıho úseku trasy. Tato rychlost muśı být co nejvyšš́ı (je modelován závodńı v̊uz),
ale zároveň ne př́ılǐs vysoká, aby odstředivé śıly p̊usob́ıćı na vozidlo překonaly třećı śıly mezi
vozovkou a pneumatikou. Je tedy označena jako ćılová rychlost vmax.

Ćılovou rychlost vmax lze odvodit na základě vztahu pro výpočet dostředivého zrychleńı

ay = kv2, (3.29)

kde k je křivost trajektorie a v je aktuálńı rychlost vozidla. Tento vztah lze přepsat do tvaru
vyjadřuj́ıćı rychlost vozidla jako

v =

√
ay
k
. (3.30)

Podle [5] lze určit ćılovou rychlost vmax pro určitý úsek trasy jako

vmax =

√
aymaxf

|kmax|
, (3.31)

kde f je koeficient třeńı, aymax je charakteristický parametr vozidla, který vyjadřuje, jak dobře
vozidlo zužitkuje maximálńı bočńı vodićı śıly v pneumatikách, a kmax je maximálńı křivost
trasy na určitém úseku.

Jelikož vozidlo potřebuje jistý čas k tomu, aby bylo schopné před zatáčkou sńıžit svoji rych-
lost v na úroveň ćılové rychlosti vmax, v článku [5] je odvozena vzdálenost sp, ve které se hledá
př́ıpadná zatáčka, jako

sp =
v2

2abmaxf
, (3.32)

kde abmax je daľśı charakteristický parametr, který obdobně jako parametr aymax vyjadřuje
schopnost zužitkováńı maximálńı hnaćı/brzdné śıly v pneumatikách.
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i− 2

i− 1
i i+ 1

i+ 2

i+ 3

i+ 4

i+ 5

ki−2

ki−1
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ki+1

ki+2

ki+3

ki+4

ki+5

[X,Y ]

Obrázek 3.11.: Hledáńı maximálńı křivosti kmax.

Je-li známa vzdálenost sp, pak je možné určit nezápornou maximálńı křivost |kmax|, která je
hledána do vzdálenosti sp od uzlu trasy, který je nejbĺıže vozidlu. Hledáńı |kmax| je znázorněno
na obr. 3.11, kde poloha vozidla je zaznamenána jako [X,Y ] a {i − 2, ..., i + 5} označuj́ı uzly
definované trasy, jimž nálež́ı křivosti {ki−2, ..., ki+5}. Část trasy před vozidlem do vzdálenosti
sp od vozidla je znázorněna červenou barvou. V př́ıpadě ilustrovaném na obr. 3.11 plat́ı, že
|kmax| = max{|ki|, |ki+1|, |ki+2|, |ki+3|}.

Nakonec lze podle [5] vyjádřit mı́ru sešlápnut́ı pedál̊u e jako

e = K(vmax − v), (3.33)

kde K je koeficient, jež může nabývat všech hodnot K > 0 a vyjadřuje styl (agresivitu) j́ızdy
řidiče. Pro vyšš́ı hodnoty K je j́ızda agresivněǰśı.

Jak bylo zmı́něno výše, pokud e ∈ 〈−1, 0), pak je sešlápnutý brzdový pedál, pokud e ∈ (0, 1〉,
pak je sešlápnutý plynový pedál, pokud e = 0, pak neńı sešlápnutý ani jeden pedál. Vztah (3.33)
však umožňuje, aby e nabývalo teoreticky všech hodnot z oboru R. Je tedy nutné výpočet e
dle (3.33) upravit na tvar

e =


−1 pro K(vmax − v) < −1,
K(vmax − v) pro K(vmax − v) ∈ 〈−1, 1〉,
1 pro K(vmax − v) > 1.

(3.34)

i− 1

i

i+ 1

ri

ai bi

ci

Obrázek 3.12.: Výpočet křivosti ki trasy v i-tém uzlu.
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3.2.2. Výpočet ǩrivosti v uzlu

Křivost v každém uzlu trasy, který neńı počátečńı (i = 0) nebo koncový (i = N), je de-
finována jako křivost kružnice opsané daným uzlem a jeho sousedńımi uzly. Toto tvrzeńı je
ilustrováno v obr. 3.12, kde je hledána křivost ki uzlu i. Jestliže souřadnice vyznačených uzl̊u
v globálńım souřadnicovém systému XY jsou [Xi−1, Yi−1], [Xi, Yi] a [Xi+1, Yi+1], potom délky
stran trojúhelńıka, jež je tvořen zmı́něnými uzly, maj́ı velikosti

ai =
√

(Xi −Xi−1)2 + (Yi − Yi−1)2,

bi =
√

(Xi+1 −Xi)2 + (Yi+1 − Yi)2, (3.35)

ci =
√

(Xi+1 −Xi−1)2 + (Yi+1 − Yi−1)2.

Dále pak obsah trojúhelńıku lze zapsat pomoćı souřadnic jednotlivých uzl̊u jako

Si =
1

2
|Xi−1(Yi − Yi+1) +Xi(Yi+1 − Yi−1) +Xi+1(Yi−1 − Yi)|. (3.36)

Pro poloměr ri opsané kružnice plat́ı

ri =
aibici
4Si

, (3.37)

tud́ıž křivost ki této kružnice má tvar

ki =
1

ri
=

4Si
aibici

. (3.38)
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Tato kapitola se zabývá aplikaćı odvozeného dvoustopého dynamického modelu se sedmi stupni
volnosti, který využ́ıvá Dugoff̊uv model třeńı pro kontakt mezi pneumatikou a vozovkou, mecha-
nismus směrového ř́ızeńı v podobě čtyřkloubového mechanismu a pohonnou soustavu, jež byla
představena v kapitole 2.4. Jeho součást́ı je také ř́ızeńı natočeńı volantu a hnaćıho momentu.

Jednostopý kinematický a jednostopý dynamický model se třemi stupni volnosti byly v ka-
pitole 2.2 odvozeny za účelem ukázky r̊uzných př́ıstup̊u k modelováńı silničńıho vozidla, v této
kapitole však dále zkoumány nebudou.

Veškerá implementace je provedena programovém prostřed́ı MATLAB a kromě numerického
řešiče diferenciálńıch rovnic ode23t, který je při simulaci využit, je veškerá implementace vlastńı.

4.1. Výchoźı nastaveńı modelu

V této podkapitole je k dispozici základńı nastaveńı všech parametr̊u (viz tabulka 4.2), které
využ́ıvá dvoustopý dynamický model a jeho komponenty a také nastaveńı počátečńıch podmı́nek
simulace (viz tabulka 4.1). Dále pro ř́ızeńı natočeńı volantu existuje možnost zvolit si ř́ızeńı
na základě algoritmu Follow the Carrot, nebo na základě algoritmu Pure Pursuit, jenž je zvolen
jako výchoźı.

Zobecněná souřadnice Hodnota Jednotky

Poloha X(0) 0 m
Poloha Y (0) 0 m

Úhel Ψ(0) 5
4π rad

Úhel ϕi(0), i = 1, 2, 3, 4 0 rad

Rychlost Ẋ(0) -0,1 m/s

Rychlost Ẏ (0) -0,1 m/s

Úhlová rychlost Ψ̇(0) 0 rad/s

Úhlová rychlost ϕ̇i(0), i = 1, 2 0,1 rad/s

Úhlová rychlost ϕ̇i(0), i = 3, 4 30 rad/s

Tabulka 4.1.: Výchoźı počátečńı podmı́nky simulace.

Počátečńı poloha [X(0), Y (0)] středu hmotnosti vozidla je volena tak, aby se vozidlo nacházelo
na začátku trati. Počátečńı úhel Ψ(0) natočeńı vozidla v̊uči globálńımu souř. systému je volen
tak, aby bylo vozidlo souhlasně natočeno přibližně do osy trasy. Počátečńı úhly ϕi(0) natočeńı
všech kol jsou voleny jako nulové (jejich hodnota nijak neovlivňuje simulaci).

Vektor počátečńı rychlosti [Ẋ(0), Ẏ (0)] vozidla v globálńım souř. systému je volen tak, aby
byl malý, nenulový (rychlost vozidla v pr̊uběhu simulace nesmı́ být nikdy nulová) a směřoval
ve směru osy vozidla. Počátečńı úhlová rychlost Ψ̇(0) otáčeńı vozidla je volena nulová, protože
vozidlo při zahájeńı simulace nezatáč́ı (ani neńı ve smyku). Počátečńı úhlová rychlost ϕ̇i(0)
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4. Simulace j́ızdńıch manévr̊u

otáčeńı předńıch kol je volena jako malá a nenulová (rychlost otáčeńı kol v pr̊uběhu simulace
nesmı́ být nikdy nulová). Počátečńı úhlová rychlost ϕ̇i(0) otáčeńı zadńıch kol je volena poměrně
vysoká, protože je uvažován prokluz kol v počátku simulace.

Typ parametru Název parametru, označeńı Hodnota Jednotky

Hmota a rozměry

Hmotnost, m 350 kg
Moment setrvačnosti k ose z 7, Iz 85 kg m2

Vzdálenost př. nápravy a bodu S 8, lf 0,85525 m
Vzdálenost zad. nápravy a bodu S, lr 0,69975 m
Rozchod př. kol, df 1,22 m
Rozchod zad. kol, dr 1,15 m
Moment setrvačnosti kola, Iw 0,2372 kg m2

Poloměr kola, rw 0,23241 m

Pneumatika
Podélná tuhost pneumatiky, Cσ 35000 N

a
Směrová tuhost pneumatiky, Cβ 450 N/deg

kontakt s vozovkou
Závlek pneumatiky, zi 0,025 m
Součinitel třeńı mezi pneu. a vozovkou, f 2,3 −

Čtyřkloubový mech. Délka páky, kst 0,15 m

Koeficient pro alg. Follow the Carrot, C 1 −
Dolńı hranice vzdálenosti la, lmin 3 m

Ř́ızeńı
Horńı hranice vzdálenosti la, lmax 10 m

natočeńı volantu
Dolńı hranice rychlosti, vlo 8 m/s
Horńı hranice rychlosti, vhi 20 m/s
Max. vzdálenost po sobě jdoućıch GP , dmax 15 m
Max. úhel natočeńı volantu, δmax 30 deg

Pohon a jeho ř́ızeńı

Mez fiktivńıch otáček motoru pro řazeńı, Ne 8000 rpm
Statický převod, sst 2,073 −
1. převodový poměr, g1 2,583 −
2. převodový poměr, g2 2,153 −
3. převodový poměr, g3 1,866 −
4. převodový poměr, g4 1,563 −
Finálńı převod, fd 2,92 −
Koeficient ř́ızeńı hnaćıho momentu, K 0,3 −
Maximálńı brzdný moment, MBmax 100 Nm
Maximálńı dostředivé zrychleńı, aymax 6 m/s2

Maximálńı zpomaleńı při brzděńı, abmax 3 m/s2

Přechodová rychlost, ωp 0,5 rad/s

Ostatńı
T́ıhové zrychleńı, g 9,81 m/s2

Š́ı̌rka tratě (pouze pro vizualizaci tratě), wt 4 m

Tabulka 4.2.: Výchoźı hodnoty parametr̊u modelu.

Většina konstrukčńıch parametr̊u vozidla je převzata př́ımo z parametr̊u studentské formule
UWB04, jež jsou uvedeny bud’ v [12], nebo byly poskytnuty členy týmu Racing Team Pilsen
(na základě technické dokumentace vozidla).

7Osa z je svislá osa procházej́ıćı středem hmotnosti vozidla S.
8Bod S označuje střed hmotnosti vozidla.
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4.2. Testovaćı trasa

K testováńı je využit závodńı okruh Formule Student v Mostu. Simulačńı trasa neńı však
naprosto totožná s t́ımto závodńım okruhem. K vytvořeńı virtuálńıho okruhu byla využita
trajektorie závodńıka při absolvováńı jednoho okruhu v podobě GPS dat ze závodu Formule
Student 2019 v Mostu.
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ćıl
��


���

Obrázek 4.1.: Testovaćı trasa.

4.3. Výsledky simulace

Tato část prezentuje některé výsledky simulace pr̊ujezdu studentské formule závodńım okruhem
definovaným v předchoźı kapitole 4.2. Taková komplexńı trasa dokáže prověřit odvozený model
v mnoha odlǐsných j́ızdńıch situaćıch, proto je k otestováńı modelu využita pouze tato jediná
trasa. Nejdř́ıve je zobrazena celá trajektorie pohybu vozidla (podkapitola 4.3.1) a následně jsou
v podkapitolách 4.3.2 až 4.3.4 detailněji zkoumány tři úseky trasy. Na každém takovém úseku
se studuj́ı pouze některé podstatné veličiny vypoč́ıtané v pr̊uběhu simulace. V podkapitole 4.3.5
je potom k dispozici porovnáńı vybraných veličin vypoč́ıtaných při simulaci s daty naměřenými
při reálné j́ızdě formule po okruhu v Mostu.
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4.3.1. Rychlost v pr̊uběhu okruhu

Na obr. 4.2 je vykreslena trajektorie9 vozidla, která je obarvena dle jeho aktuálńı rychlosti.
Z tohoto obrázku je patrné, že se vozidlo během celé j́ızdy nedostalo do výrazných pot́ıž́ı
(opuštěńı trasy, minut́ı zatáčky atd.) a v pořádku absolvovalo celou trasu. Algoritmy ř́ıd́ıćı
natočeńı volantu a hnaćı moment pracuj́ı korektně – docháźı k dodržováńı směru pohybu dle
definované trasy, vozidlo měńı rychlost podle charakteru daného úseku (na rovinkách zrychluje,
před zatáčkami zpomaluje). Efektivita pr̊ujezdu zatáčkou z pohledu ř́ızeńı natočeńı volantu se
z celkového pohledu na trajektorii určit nedá, ale efektivita ř́ızeńı hnaćıho momentu se zdá na
prvńı pohled velmi dobrá (na rovinkách dosahuje rychlosti kolem 80 km/h).

Detailněǰśı závěry lze učinit až po hlubš́ı analýze výsledk̊u z r̊uzných část́ı trasy. K tomuto
účelu byly vybrány tři úseky, které jsou označeny v obr. 4.2.
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Obrázek 4.2.: Trajektorie a rychlost vozidla.

4.3.2. Úsek I.

Prvńı úsek, který bude detailněji zkoumán, je značně zakřivený. Na rozd́ıl od obr. 4.2 lze
z obr. 4.3 již usoudit, že algoritmus ř́ızeńı natočeńı volantu pracuje efektivně – trajektorie
vozidla je vždy nachýlena k vnitřńı straně zatáčky, ale stále se celkově dodržuje j́ızda po ose
dráhy. V prvńım grafu na obr. 4.4 lze mimo jiné spatřit, jak se měńı úhel δ natočeńı volantu
při pr̊ujezdu úsekem dráhy.

9Ve skutečnosti je vykreslována osa vozidla v jednotlivých časových okamžićıch obarvená podle rychlosti, aby
byly patrné př́ıpadné smyky vozidla.
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Daľśı veličinou zobrazenou v prvńım grafu je směrová úchylka βi na jednotlivých kolech.
Pr̊uběh úchylek na prvńı pohled fyzikálně odpov́ıdá skutečnosti – úchylky maj́ı stejný smysl
jako úhel natočeńı δ. Jejich amplitudy jsou mimo jiné ovlivněny velikost́ı úhlu δ, což je patrné
z grafu, a pokud se velikosti βi zvětšuj́ı, tak je to známkou toho, že se vozidlo dostává do smyku.

Velmi zaj́ımavá je analýza podélného prokluzu σi jednotlivých kol, který je pro daný úsek
zaznamenán v druhém grafu na obr. 4.4. V grafu je patrných pět výrazných maxim. Vždy se
jedná o časový okamžik, kdy vozidlo zrychlovalo (viz pr̊uběh rychlosti v třet́ım grafu). Je vidět,
že vozidlo má hnaná pouze zadńı kola, protože právě prokluzy σ3 a σ4 na zadńıch kolech tvoř́ı
výrazné extrémy v druhém grafu. Předńı kola se otáčej́ı pouze d́ıky ub́ıháńı vozovky, proto je
jejich prokluz σ1 a σ2 při zrychlováńı minimálńı. Při třet́ım extrému (čas simulace přibližně
t ∈ 〈19; 20 s〉) je zřejmé, že hodnoty prokluz̊u na jednotlivých zadńıch kolech jsou odlǐsné,
protože vozidlo zrychluje při pr̊ujezdu zatáčkou. Hodnoty σi při zpomalováńı budou rozebrány
při situaci, kdy je brzděńı výrazněǰśı.

Posledńım grafem v obr. 4.4 je graf pr̊uběhu rychlosti vozidla a aktuálně zařazeného rych-
lostńıho stupně. Lze potvrdit správnost implementace zařazováńı rychlostńıho stupně tak,
jak bylo odvozeno – vozidlo řad́ı na vyšš́ı či nižš́ı stupeň při určité hodnotě rychlosti (nezávisle
na ostatńıch faktorech), a proto řad́ı např. z 3 na 4 při stejné rychlosti jako při řazeńı z 4 na 3.

-10 0 10 20 30 40

-235

-230

-225

-220

-215

-210

-205

-200

-195

20

25

30

35

40

45

50

55

60

65

�
�
���

�
�
��

�
�
���

��
���

t = 15, 39 s

t = 18, 96 s

t = 22, 71 s

t = 23, 96 s

X [m]

Y [m]

v [km/h]

Obrázek 4.3.: Trajektorie a rychlost vozidla v úseku I.
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Obrázek 4.4.: Pr̊uběhy směrových úchylek, natočeńı volantu, podélných skluz̊u, zařazeného
rychl. stupně a rychlosti vozidla při pr̊ujezdu úsekem I.

4.3.3. Úsek II.

Daľśı úsek, na který je zaměřena tato část, se nacháźı zhruba v polovině okruhu a jsou zde pozo-
rovány zejména veličiny, které souviśı s ř́ızeńım hnaćıho momentu. V prvńım grafu na obr. 4.6
jsou vykreslené pr̊uběhy rychlosti vozidla a ćılové rychlosti vmax při pr̊ujezdu daným segmen-
tem trati zobrazeným na obr. 4.5. Pr̊uběh vmax se měńı skokově, což je zp̊usobeno t́ım, že trasa
je složená z úseček, křivost je koncentrována do uzl̊u trasy, a algoritmus proto nalézá uzly s
největš́ı křivost́ı nárazově (při hladké trase by se maximálńı křivost měnila spojitě).

S t́ım, jak se měńı rozd́ıl rychlosti vozidla a ćılové rychlosti, je př́ımo spojen pr̊uběh veličiny e
(mı́ra sešlápnut́ı pedál̊u), jež je vyobrazen v druhém grafu na obr. 4.6. Pokud je v > vmax, pak
je e < 0 a pokud je v < vmax, pak je e > 0. Skokové změny vmax se promı́taj́ı také do skokových
změn e. Veličina e následně př́ımo ovlivňuje hnaćı moment MHi na všech kolech. Úzká vazba
mezi těmito dvěma veličinami je patrná z druhého grafu.

Aby byla představa o změnách veličin, které hraj́ı velkou roli při akceleraci a deceleraci
vozidla, kompletńı, tak jsou v třet́ım grafu opět zobrazené pr̊uběhy podélných prokluz̊u σi kol.
Skokové změny hnaćıho momentu na zadńıch kolech se promı́taj́ı do skokových změn prokluz̊u σ3
a σ4 zadńıch kol. Dále lze tvrdit, že při vyšš́ıch hodnotách hnaćıho momentu docháźı k větš́ımu
prokluzu na zadńıch kolech, což odpov́ıdá logické představě.
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Obrázek 4.5.: Trajektorie a rychlost vozidla v úseku II.
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50



4. Simulace j́ızdńıch manévr̊u

4.3.4. Úsek III.

Posledńım úsekem, který je detailněji studován, je rovný úsek bĺızko startovńı pozice a je
zobrazen na obr. 4.7. Na takovém úseku lze dobře zkoumat chováńı vozidla při maximálńım
zrychlováńı a zpomalováńı. Ve chv́ıli, kdy vozidlo vjede na rovný úsek trati, algoritmus neza-
znamenává žádnou významnou křivost trasy, proto je veličina e nastavena na e = 1 (maximálńı
sešlápnut́ı plynového pedálu) a v takovém módu setrvává i v pr̊uběhu akcelerace. V čase si-
mulace přibližně t = 8 s vozidlo zaregistruje křivosti trasy za rovným úsekem, nastav́ı e = −1
a zač́ıná tak prudce brzdit.

V prvńım grafu na obr. 4.8 jsou uvedeny pr̊uběhy veličiny e a také hnaćıch moment̊u MH3,4 na
zadńıch kolech. V časovém rozmeźı přibližně t ∈ 〈6, 3; 6, 6 s〉 docháźı ke skokovým navyšováńım
e, MH3,4 a následně také prokluzu σ3 a σ4 (posledńı graf). Jednotlivé skoky ale nejsou př́ılǐs
velké a je jich v́ıce, proto je změna rychlosti vozidla poměrně hladká.

V časovém rozmeźı přibližně t ∈ 〈6, 6; 7, 9 s〉 je e = 1, hnaćı momenty MH3,4 však nejsou
konstantńı – jejich proměnlivost je zp̊usobena danou charakteristikou motoru, která je závislá
na aktuálńıch otáčkách motoru, jež jsou vykresleny v druhém grafu. Dále jsou v tomto časovém
úseku v pr̊uběhu MH3,4 patrné dva malé skoky, což je zp̊usobeno přeřazeńım na vyšš́ı rychlostńı
stupeň (druhý graf).

Jak bylo sĺıbeno dř́ıve, budou rozebrány podélné prokluzy σi kol v př́ıpadě brzděńı. Ve chv́ıli,
kdy vozidlo dosáhne času simulace přibližně t = 8, 1 s, zač́ıná vozidlo brzdit na maximum (hnaćı
momenty na všech kolech jsou nastaveny na konstantńı hodnotu MHi = −100 Nm). To zp̊usob́ı
výrazný záporný prokluz σi na všech kolech (na rozd́ıl od zrychlováńı, kdy jsou dominantńı
prokluzy pouze na zadńıch kolech), který je přibližně konstantńı po celou dobu maximálńıho
brzděńı. V d̊usledku toho rovnoměrně klesá rychlost a také otáčky motoru.

Obecně lze v celém pr̊uběhu podélných skluz̊u a hnaćıch moment̊u pozorovat úzkou spojitost
(profily křivek jsou obdobné).

Zaj́ımavý je také rozbor souvislosti mezi skutečnými otáčkami ne motoru a řazeńım rych-
lostńıch stupň̊u (druhý graf). Při zařazeńı vyšš́ıho rychlostńıho stupně otáčky skokově klesaj́ı,
naopak při zařazeńı nižš́ıho rychlostńıho stupně otáčky skokově vzrostou. Jedńım z parametr̊u
simulace je hranice fiktivńıch otáček motoru Ne, kdy se řad́ı vyšš́ı rychlostńı stupeň, a je nasta-
vena na hodnotu Ne = 8000 rpm. V grafu lze vypozorovat, že se řazeńı skutečně koná v bĺızkosti
této hodnoty, ne však zcela přesně při této hodnotě. To je také d̊uvodem, proč se Ne označuj́ı
jako otáčky fiktivńı. Při řazeńı na vyšš́ı rychlostńı stupeň se řad́ı při vyšš́ıch otáčkách než 8000
rpm, protože hodnota prokluzu σ3 a σ4 je kladná (nav́ıc plat́ı, že č́ım je vyšš́ı hodnota prokluzu,
t́ım je vyšš́ı hodnota otáček, při kterých se řad́ı – viz řazeńı z 2 na 3). Naopak při podřazováńı
hodnota otáček skokově vzroste pod úroveň 8000 rpm, protože prokluz σ3 a σ4 je záporný.
Jak plyne z odvozeńı řazeńı v kapitole 2.4.3, pokud by se kola dokonale odvalovala po vozovce
(nulový podélný skluz σi), pak by vozidlo řadilo přesně při otáčkách motoru rovným 8000 rpm.

Podobných analýz, jaké byly provedeny v částech 4.3.2 až 4.3.4 lze učinit velké množstv́ı.
Zde byly zmı́něny zejména ty, jež jsou z pohledu celého modelu velmi významné nebo zaj́ımavé.
Daľśı rozbory by se mohly týkat např́ıklad silových účink̊u zp̊usobených třeńım pneumatiky
a vozovky, jež jsou z pohledu chováńı modelu neméně d̊uležité.

Jak bylo naznačeno v provedených analýzách, matematický model sestavený v této práci
je systém, kde většina komponent a veličin je spolu úzce spjata a také se navzájem velmi
ovlivňuj́ı. Proto neńı možné (nebo sṕı̌se vhodné) zaměřit se pouze na jedinou veličinu a studovat
ji izolovaně od ostatńıch.
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Obrázek 4.7.: Trajektorie a rychlost vozidla v úseku III.
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Obrázek 4.8.: Pr̊uběhy otáček motoru, zařazeného rychl. stupně, hnaćıch moment̊u na zadńıch
kolech, mı́ry sešlápnut́ı pedál̊u, rychlosti vozidla a podélných skluz̊u při pr̊ujezdu
úsekem III.
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4.3.5. Srovnáńı s reálnou j́ızdou

V této části je možné nalézt obr. 4.9, ve kterém jsou porovnány čtyři veličiny vypoč́ıtané
při simulaci s daty naměřenými při závodu Formule Student v Mostu. Konkrétně se jedná
o porovnáńı podélného a př́ıčného zrychleńı ax a ay (lokálńı souř. systém), úhlové rychlosti
otáčeńı vozidla kolem svislé osy z procházej́ıćı středem hmotnosti vozidla a rychlosti vozidla.
Hodnoty reálného zrychleńı a úhlové rychlosti byly naměřeny pomoćı akcelerometru a gyro-
skopu umı́stěného ve vozidle, hodnoty rychlosti byly vypoč́ıtány na základě znalosti polohy
vozidla dle GPS.
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Obrázek 4.9.: Porovnáńı vypoč́ıtaných hodnot s naměřenými daty.
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Kromě prvńıho grafu, kde jsou znázorněna podélná zrychleńı modelu a skutečné formule,
došlo ve zbylých třech porovnáńıch k výborné shodě. Profily jsou si v těchto třech př́ıpadech
velmi podobné, což potvrzuje správnost použitých model̊u, algoritmů a parametr̊u. Mezi př́ıčným
zrychleńım a úhlovou rychlost́ı otáčeńı vozidla lze spatřit také významnou podobnost, což je
d̊usledkem toho, že se vozidlo nijak výrazně bočně nesmýká. (Pokud by se vozidlo dostalo do
smyku a přestalo zatáčet, tak by jeho př́ıčné zrychleńı mohlo být nenulové, ale úhlová rychlost
by byla nulová.)

V porovnáńı podélného zrychleńı lze sice také naj́ıt jistou podobnost, ale to bohužel s velkými
obt́ıžemi. S ohledem na dobrou shodu ve zbylých třech grafech lze však soudit, že podélné
zrychleńı vypoč́ıtané při simulaci j́ızdy má reálné hodnoty a naopak zrychleńı ax naměřené
ve skutečném vozidle je zat́ıženo chybou (pravděpodobně zp̊usobeno rušeńım v podobě chvěńı
konstrukce formule v mı́stě, kde byl umı́stěn akcelerometr).

4.4. Parametrické studie

Simulace, jež byla zkoumána a hodnocena výše, využ́ıvá nastaveńı uvedeného v kapitole 4.1.
Tato kapitola se zabývá t́ım, jaký vliv má změna určitých parametr̊u na pr̊uběh a výsledky
simulace. Při každé simulaci docháźı ke změně jiného parametru nebo změně algoritmu. Pr̊uběhy
veličin, které jsou změnou daného parametru ovlivněny primárně, jsou vyneseny do graf̊u, které
jsou však podobně jako v předchoźı kapitole vykresleny pouze pro určitý časový úsek (nyńı
vždy t ∈ 〈0; 20 s〉). Pokud je ovlivněna primárně trajektorie vozidla, pak je zobrazeno porovnáńı
trajektoríı na určitém úseku tratě.

4.4.1. Vliv konstanty K ř́ızeńı hnaćıho momentu

Jak bylo zmı́něno v kapitole 3.2.1, konstanta K v algoritmu ř́ızeńı hnaćıho momentu vyjadřuje
styl (agresivitu) j́ızdy a může nabývat všech hodnot K > 0. Na obr. 4.10 je možné pozorovat,
jak je ovlivněn pr̊uběh rychlosti vozidla a veličiny e při změně parametru K.
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Obrázek 4.10.: Porovnáńı rychlosti vozidla a veličiny e pro r̊uzná K.

Pokud je K malé (K = 0, 05), potom vozidlo i na rovném úseku trati nab́ırá rychlost pomalu
a naopak i při očekáváńı ostré zatáčky brzd́ı jen mı́rně. To může následně zp̊usobit problémy
při dodržováńı trasy j́ızdy.
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Pokud je K velké (K = 1), pak ř́ızeńı hnaćıho momentu reaguje na každou změnu křivosti
trasy velmi prudce, v grafu pr̊uběhu veličiny e vyjadřuj́ıćı mı́ru sešlápnut́ı pedál̊u na obr. 4.10
tak lze pozorovat časté výkyvy hodnot. Pr̊uběh rychlosti se sice př́ılǐs nelǐśı od pr̊uběhu rych-
losti vozidla při výchoźım nastaveńı parametru K (K = 0.3), prudké přidáváńı plynu nebo
brzděńı však může v zatáčkách zp̊usobit významnou destabilizaci j́ızdy, což je patrné z obr. 4.11,
kde je vykreslena osa vozidla v jednotlivých časových okamžićıch simulace. V obou př́ıpadech
vyznačených šipkou v obr. 4.11 došlo ke ztrátě stability kv̊uli prudkému přidáńı plynu při do-
končováńı zatáčky. V prvńım př́ıpadě se ještě podařilo algoritmu ř́ıd́ıćımu natočeńı volantu
vyrovnat vzniklou nestabilitu, ale v druhém př́ıpadě již vozidlo nebylo schopné se stabilizovat
na požadované trase a pokračovat v j́ızdě.
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Obrázek 4.11.: Ztráta stability při nevhodně zvoleném K = 1.

4.4.2. Vliv parametru abmax

Daľśım parametrem, který hraje významnou roli a který je použitý v algoritmu ř́ızeńı hnaćıho
momentu, je maximálńı zpomaleńı abmax při brzděńı. Veličina, jež je př́ımo ovlivněna parame-
trem abmax , je vzdálenost sp, ve které se hledá maximálńı křivost trasy, a pr̊uběh této veličiny
je zobrazen v druhém grafu na obr. 4.12.

Jak je patrné z grafu, č́ım menš́ı je abmax , t́ım větš́ı je vzdálenost sp, ve které se hledá
maximálńı křivost. Proto pokud je abmax nastaveno na malou hodnotu (abmax = 1 m/s2), pak
vozidlo brzd́ı dř́ıve než při volbě větš́ı hodnoty abmax . Nebo je také možné, že vozidlo v̊ubec
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nezačne zrychlovat ani na začátku rovného úseku tratě, protože algoritmus zpozoruje větš́ı
křivost trasy, která je za rovinkou.

Naopak, pokud je abmax př́ılǐs velké (abmax = 9 m/s2), vozidlo nemuśı včas zpomalit na poža-
dovanou hodnotu rychlosti a vjede do nerovného úseku př́ılǐs rychle.

Zaj́ımavá je analýza pr̊uběhu rychlosti pro r̊uzná abmax zejména při zaměřeńı se na časový
úsek přibližně t ∈ 〈0; 5 s〉. Pro nižš́ı abmax algoritmus brzy zaregistruje nerovný úsek za ro-
vinkou, po které jede, ale jelikož vozidlo ještě nedosáhlo př́ılǐs vysoké rychlosti, tak mu stač́ı
pouze mı́rná regulace rychlosti, aby dosáhlo ćılové rychlosti. Naopak pro větš́ı abmax vozidlo
zaregistruje zatáčku za rovinkou daleko později než v předchoźım př́ıpadě, má proto čas dál
zrychlovat a ve chv́ıli, kdy algoritmus zjist́ı významněǰśı křivost, vozidlo již jede vysokou rych-
lost́ı. Aby se následně dostalo na požadovanou ćılovou rychlost, muśı brzdit daleko intenzivněji.
Ćılová rychlost je však v obou př́ıpadech totožná.
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Obrázek 4.12.: Porovnáńı rychlosti vozidla a vzdálenosti sp pro r̊uzná abmax .

4.4.3. Vliv parametru aymax

Podobně významným parametrem, jako je maximálńı zpomaleńı abmax při brzděńı, je maximálńı
dostředivé zrychleńı aymax . Hodnota tohoto zrychleńı má zásadńı vliv na ćılovou rychlost vmax,
jej́ıž pr̊uběh je vykreslen v obr. 4.13.
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Obrázek 4.13.: Porovnáńı rychlosti vozidla a ćılové rychlosti vmax pro r̊uzná aymax .
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Pokud je parametr aymax velký (aymax = 10 m/s2), pak se od vozidla očekává, že dokáže
projet poměrně ostrou zatáčkou v poměrně vysoké rychlosti, aniž by se dostalo do smyku, nebo
by vyjelo z trasy. Pokud je parametr aymax naopak malý (aymax = 2 m/s2), potom vozidlo
proj́ıžd́ı i mı́rněǰśı zatáčky relativně ńızkou rychlost́ı.

4.4.4. Vliv vzdálenosti la

Na trajektorii pohybu vozidla má nesporně velký vliv vzdálenost la, ve které se hledá GP . Ta je
určena (viz vztah (3.6)) na základě rychlosti vozidla a několika parametr̊u, ke kterým patř́ı
minimálńı vzdálenost lmin a maximálńı vzdálenost lmax. Právě změna těchto dvou parametr̊u
je zkoumána v této části.

Je-li vzdálenost la obecně malá (lmin = 1 m a lmax = 3 m), potom vozidlo následuje středńı
linii trasy téměř dokonale (na obr. 4.14 téměř nelze rozeznat středńı linii vozovky a trajektorii
vozidla). Naopak č́ım je la větš́ı, t́ım se vozidlo odchýĺı od střednice vozovky snáze (zejména
v zatáčce). Tento jev lze pozorovat při volbě lmin = 6 m a lmax = 20 m na obr. 4.14, kde je
zobrazena pasáž trati s několika zatáčkami za sebou. Je vidět, že v takovém př́ıpadě si vozidlo
velmi zkrát́ı svoji trasu. Takové chováńı je do jisté mı́ry užitečné – zajǐst’uje efektivněǰśı pr̊ujezd
definovanou trasou.
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Obrázek 4.14.: Porovnáńı trajektorie vozidla pro r̊uzné vzdálenosti la.
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4.4.5. Vliv algoritmu ř́ızeńı natočeńı volantu

Posledńı analýza vlivu určité změny v nastaveńı modelu na výsledky simulace se týká změny
algoritmu výpočtu úhlu δ natočeńı volantu. Simulace je spuštěna se stejnými parametry nejdř́ıve
s využit́ım algoritmu Follow the Carrot a poté s využit́ım algoritmu Pure Pursuit.

Jak je patrné z obr. 4.15, na kterém je zachycen úsek trati podobný úseku v obr. 4.14,
algoritmus Follow the Carrot má obdobný vliv jako volba větš́ı vzdálenosti la (viz předchoźı
část 4.4.4).

Pokud je zvolen algoritmus Pure Pursuit, pak se vozidlo lépe přizp̊usobuje křivostem trasy
a při stejné vzdálenosti la sleduje definovanou trasu lépe než algoritmus Follow the Carrot.
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Obrázek 4.15.: Porovnáńı trajektorie vozidla pro r̊uzné algoritmy ř́ızeńı natočeńı volantu.
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5. Závěr

V předkládané bakalářské práci jsou nast́ıněny r̊uzné př́ıstupy k tvorbě matematického modelu
silničńıho vozidla. Pro ilustraci možných př́ıstup̊u jsou v kapitole 2 odvozeny jednostopý kine-
matický model a jednostopý dynamický model se třemi stupni volnosti. Dominantńım modelem,
který byl v práci vytvořen a je možné jej zhlédnout v kapitole 2, je dvoustopý dynamický model
se sedmi stupni volnosti. Součást́ı tohoto modelu je Dugoff̊uv model třeńı pneumatiky a vo-
zovky, mechanismus směrového ř́ızeńı v podobě čtyřkloubového mechanismu, pohon vycházej́ıćı
ze znalosti výkonové charakteristiky spalovaćıho motoru nebo zjednodušené řazeńı rychlostńıch
stupň̊u. Dále jsou na tento matematický model v kapitole 3 aplikovány algoritmy automatického
ř́ızeńı natočeńı volantu a ř́ızeńı pohonu a brzděńı, které pracuj́ı na základě znalosti části trasy
nacházej́ıćı se před vozidlem.

Poč́ıtačový model vozidla s parametry studentské formule UWB04 byl otestován na virtuálńım
závodńım okruhu, jenž jej prověřil při mnoha j́ızdńıch situaćıch. Analýza výsledk̊u v kapitole 4
ukazuje, že se vozidlo chová ze všech zkoumaných aspekt̊u podle očekáváńı a logických představ.
Algoritmy ř́ızeńı pracuj́ı korektně a ve většině př́ıpad̊u také efektivně – v zatáčkách je vozidlo
nachýleno vždy k vnitřńı straně oblouku, rychlost na rovných úsećıch trati dosahuje rych-
losti přes 70 km/h a v nejprudš́ı zatáčce zpomaĺı vozidlo až na rychlost přibližně 20 km/h.
Nav́ıc bylo zjǐstěno, že poč́ıtačový model spolu s regulačńımi algoritmy velmi dobře modeluj́ı
pohyb skutečného vozidla, protože shoda naměřených dat z reálné j́ızdy studentské formule
po závodńım okruhu s daty vypoč́ıtanými při simulaci j́ızdy je na velmi vysoké úrovni.

Jak částečně ukazuj́ı parametrické studie v kapitole 4, výhodou modelu je vysoká mı́ra
parametrizovatelnosti zejména ř́ıdićıch algoritmů. Vhodným nastaveńım lze dosáhnout velmi
rozd́ılného chováńı vozidla při r̊uzných manévrech. Model lze nastavit např́ıklad tak, aby se
choval jako závodńı vozidlo jak z pohledu ř́ızeńı pohonu a brzděńı, tak z pohledu zatáčeńı
(takové je také výchoźı nastaveńı pro simulace v této práci). Naopak je také možné zajis-
tit jistou a bezpečnou j́ızdu, jež je preferována většinou řidič̊u v běžném silničńım provozu.
K nevýhodám modelu lze zařadit předevš́ım jeho vlastnosti a předpoklady uvedené v úvodu
kapitoly 2 – zejména to, že se jedná o rovinný model, který je schopný pouze dopředné j́ızdy
po trase bez nerovnost́ı, neńı zaveden vzdušný ani valivý odpor a neńı modelována dynamika
rotuj́ıćıch součást́ı pohonné soustavy.

Uvedený matematický model s ř́ıdićımi algoritmy má mnoho potenciálu, aby byl dále rozv́ıjen.
K daľśımu zpřesněńı modelu, který je pouze rovinný, by přispělo jeho rozš́ı̌reńı o daľśı dimenzi,
č́ımž by se naskytla možnost modelovat naklápěńı či houpáńı vozidla nebo j́ızdu po výrazněǰśıch
nerovnostech. Velkou roli při j́ızdě studentské formule hraj́ı jej́ı kř́ıdla, jež zp̊usobuj́ı př́ıtlačnou
śılu a zlepšuj́ı tak trakci vozidla. Proto by daľśım budoućım ćılem mohlo být namodelováńı
těchto kř́ıdel, s č́ımž je spojené zahrnut́ı odporu vzduchu, jehož zvýšeńı je jakousi dańı právě
při použit́ı kř́ıdel. Ve formuli UWB04 je též instalován samosvorný diferenciál, v modelu vy-
tvořeném v této práci je však uvažován pouze otevřený diferenciál, tud́ıž i tato problematika
má potenciál možného rozvoje výpočtového modelu.
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Praha, 1997, ISBN 80-01-01622-6.

[15] VLK, F.: Dynamika motorových vozidel, Nakladatelstv́ı a vydavatelstv́ı VLK, Brno, 2000,
ISBN 80-238-5273-6.

60
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A.1. Přehled d̊uležitých rovnic odvozených matematických model̊u

A.1.1. Jednostopý kinematický model

Ẋ = vS cos (Ψ + β) (2.25)

Ẏ = vS sin (Ψ + β) (2.26)

Ψ̇ =
vS cosβ

lf + lr
tgδ (2.24)

β = arctg
lrtgδ

lr + lf
(2.21)

Vstupy modelu: vS , δ.
Parametry modelu: lf , lr.

A.1.2. Jednostopý dynamický model se ťremi stupni volnosti

−mẌ − S1 sin (Ψ + δ)− S2 sin Ψ +H1 cos (Ψ + δ) +H2 cos Ψ = 0 (2.35)

−mŸ + S1 cos (Ψ + δ) + S2 cos Ψ +H1 sin (Ψ + δ) +H2 sin Ψ = 0 (2.36)

−IzΨ̈ −MS1 −MS2 + S1lf cos δ − S2lr +H1lf sin δ = 0 (2.37)

S1 = 2Cββ1 = 2Cβ

[
δ − arctg

(
Ψ̇ lf

vS cosβ
+ tgβ

)]
(2.38)

S2 = 2Cββ2 = −2Cβarctg

(
− Ψ̇ lr
vS cosβ

+ tgβ

)
(2.39)

MS1 = 2CMββ1 = 2CMβ

[
δ − arctg

(
Ψ̇ lf

vS cosβ
+ tgβ

)]
(2.40)

MS2 = 2CMββ2 = −2CMβarctg

(
− Ψ̇ lr
vS cosβ

+ tgβ

)
(2.41)

vS =
√
Ẋ2 + Ẏ 2 (2.27)

β = arctg

(
Ẏ

Ẋ

)
−Ψ (2.34)

Vstupy modelu: H1,2, δ.
Parametry modelu: m, Iz, lf , lr, Cβ, CMβ .
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A.1.3. Dvoustopý dynamický model se sedmi stupni volnosti

Tento přehled obsahuje pouze rovnice matematického modelu odvozeného v kapitole 2. Rovnice
regulačńıch algoritmů z kapitoly 3 zde uvedeny nejsou.

−mẌ − S1 sin (Ψ + δ1)− S2 sin (Ψ + δ2)− S3 sin Ψ − S4 sin Ψ+

+H1 cos (Ψ + δ1) +H2 cos (Ψ + δ2) +H3 cos Ψ +H4 cos Ψ = 0
(2.42)

−mŸ + S1 cos (Ψ + δ1) + S2 cos (Ψ + δ2) + S3 cos Ψ + S4 cos Ψ+

+H1 sin (Ψ + δ1) +H2 sin (Ψ + δ2) +H3 sin Ψ +H4 sin Ψ = 0
(2.43)

IzΨ̈ +MS1 +MS2 +MS3 +MS4 − S1rf sin δ1 − S1lf cos δ1 + S2rf sin δ2 − S2lf cos δ2+

+ S3lr + S4lr +H1rf cos δ1 −H1lf sin δ1 −H2rf cos δ2 −H2lf sin δ2 +H3rr −H4rr = 0

(2.44)

MHi − rwHi − Iwϕ̈i = 0, i = 1, 2, 3, 4 (2.47)

Hi = Cσ
σi

1 + σi
f(λ), i = 1, 2, 3, 4 (2.4)

Si = Cβ
tgβi

1 + σi
f(λ), i = 1, 2, 3, 4 (2.5)

MSi = ziSi, i = 1, 2, 3, 4 (2.1)

f(λ) =

{
(2− λ)λ pro λ < 1,
1 pro λ ≥ 1,

(2.6)

λ =
f Fzi(1 + σi)

2
√

(Cσ σi)2 + (Cβ tgβi)2
, i = 1, 2, 3, 4 (2.7)

σi =
rw ϕ̇i − ξ̇i

max(|rw ϕ̇i|, |ξ̇i|)
, i = 1, 2, 3, 4 (2.8)

Fzi =
mg

4
, i = 1, 2, 3, 4 (2.45)

tf =
√
r2f + l2f (2.52)

tr =
√
r2r + l2r (2.53)

ρf = arctg
rf
lf

(2.64)

ρr = arctg
rr
lr

(2.65)

β1 = δ − arctg

(
vS sinβ + Ψ̇ tf cos ρf

vS cosβ − Ψ̇ tf sin ρf

)
(2.68)

β2 = δ − arctg

(
vS sinβ + Ψ̇ tf cos ρf

vS cosβ + Ψ̇ tf sin ρf

)
(2.69)

β3 = −arctg

(
vS sinβ − Ψ̇ tr cos ρr

vS cosβ − Ψ̇ tr sin ρr

)
(2.70)
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β4 = −arctg

(
vS sinβ − Ψ̇ tr cos ρr

vS cosβ + Ψ̇ tr sin ρr

)
(2.71)

ξ̇1 = (vS cosβ − Ψ̇df sin ρf ) cos δ + (vS sinβ + Ψ̇ tf cos ρf ) sin δ (2.73)

ξ̇2 = (vS cosβ + Ψ̇df sin ρf ) cos δ + (vS sinβ + Ψ̇ tf cos ρf ) sin δ (2.74)

ξ̇3 = vS cosβ − Ψ̇ tr sin ρr (2.75)

ξ̇4 = vS cosβ + Ψ̇ tr sin ρr (2.76)

β = arctg

(
Ẏ

Ẋ

)
−Ψ (2.34)

vS =
√
Ẋ2 + Ẏ 2 (2.27)

ϕ2(ϕ1)− ϕ1 − 2δ = 0 (2.87)

ϕ2(ϕ1) = arctg
kst sinϕ1

df − kst cosϕ1
+ arccos

2k2st + d2f − 2kstdf cosϕ1 − d2st
2kst

√
k2st + d2f − 2kstdf cosϕ1

(2.82)

ϕ0 = arctg
2l

df
(2.88)

dst = df − 2kst cosϕ0 (2.89)

ne =
15

π
stgkfd(ϕ̇3 + ϕ̇4) (2.98)

MAmax =
15

π

Pe(ne)stgkfd
ne

(2.109)

Vstupy modelu (z regulačńıch algoritmů): δ, MHi(MAmax ,MBmax).
Parametry modelu: m, Iz, g, f , lf , lr, df = 2rf , dr = 2rr, rw, Iw, Cσ, Cβ, z1,2,3,4, kst, st, g1,2,3,4,
fd, Pe(ne), MBmax .
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A.2. Algoritmus hledáńı GP

i = i+ 1 s = 2 s = 2
Ano Ne

XIII. XII.

XI.

Ne

IX.
t = i+ ts

Ano
X.Ps lež́ı na AB

a Ps je dál než lastGP
a d− |Ps, B| ≤ dmax

Na konci trasy

nebo d > dmax

A = path(i)

B = path(i+ 1)

P1,2 =
←→
AB ∩ k([X,Y ], la)

s = 1VIII.

VII.

VI. d = d+ |AB|

d = 0IV. d = |lastGP,B|

V.
Ano

Ne

III.

II.

I. Začátek

XIV.
XV.

XVI. GP = P (t)

XVII.

Konec

t = −1
GP = lastGP
t = tlast

Ano

Ne

Ano

Ne

Obrázek A.1.: Vývojový diagram algoritmu hledáńı GP.
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Poznámky k jednotlivým krok̊um1 ve vývojovém diagramu A.1:

I. Začátek: Načteńı parametr̊u – path (bodově určená trasa), la (požadovaná vzdálenost
bodu na vozidle [X,Y ] a nového GP ), dmax (maximálńı vzdálenost GP z minulého cyklu
označovaného jako lastGP a nového GP ), tlast (index lastGP ).
Vytvořeńı a inicializace proměnných – t = −1 (aktuálně nejvhodněǰśıGP ), d = 0 (aktuálńı
vzdálenost uzlu B 2 od lastGP ), i = tlast/1 (aktuálńı index uzlu A 2, tlast/1 označuje
celoč́ıselné děleńı č́ıslem 1).

II. Ukončovaćı podmı́nka cyklu: úsečka AB pro daľśı cyklus by již byla za posledńım bodem
trasy path nebo vzdálenost d > dmax, kde d = |lastGP,B| a B je koncový bod úsečky
předchoźıho cyklu.

III. Načteńı počátečńıho bodu A a koncového bodu B nově aktivované (i-té) úsečky AB.

IV. Jedná se o prvńı běh cyklu?

V. Uložeńı vzdálenosti |lastGP,B| do proměnné d.

VI. Přičteńı vzdálenosti |A,B| do proměnné d.

VII. Nalezeńı obou pr̊useč́ık̊u P1,2 (jejich index̊u t1,2) př́ımky
←→
AB a kružnice k se středem

v [X,Y ] a poloměrem la dle vztah̊u (3.4) a (3.5).

VIII. Zavedeńı proměnné s a inicializace s = 1 (určuje, o kolikátý pr̊useč́ık se jedná).

IX. Požadavky kladené na nový vhodný GP (popsané výše v kapitole 3.1.2): Lež́ı Ps uvnitř
úsečky AB, zároveň nacháźı se Ps dál než GP z minulého cyklu lastGP a zároveň je
vzdálenost |lastGP, Ps| ≤ dmax?

X. Protože pr̊useč́ık Ps splňuje požadavky na nový GP , jeho index je z globálńıho pohledu
celé trasy uložen do proměnné t jako t = i+ t, kde i označuje index počátečńıho bodu A
aktivované úsečky AB.

XI. Plat́ı, že s = 2 (byly otestovány oba pr̊useč́ıky)?

XII. s = 2 – testováńı 2. pr̊useč́ıku.

XIII. i = i+ 1 – posunut́ı o jeden úsek trasy path dál (aktivace nového úseku).

XIV. Plat́ı, že t = −1 (nebyl nalezen žádný nový GP , který by splňoval všechny podmı́nky
v IX.)?

XV. Protože nebyl nalezen žádný nový vhodný GP , je jako nový GP považován ten z minulého
cyklu (GP = lastGP ) i s jeho indexem (t = tlast).

XVI. Uložeńı nového GP jako bodu na trase path, kterému nálež́ı index t.

XVII. Konec: Výstupem algoritmu je nový GP a jeho index t.

1Nejedná se o chronologické body, proto pro porozuměńı algoritmu je nutné sledovat také vývojový diagram
na obr. A.1.

2Uzly A a B označuj́ı počátečńı a koncový bod aktivované (i-té) úsečky, se kterou se právě hledá pr̊useč́ık.
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