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Anotace

Bakalaiska prace se zabyva numerickym feSenim problematiky izotermického,
a predevsim neizotermického proudéni nestlacitelnych vazkych kapalin lattice
Boltzmannovou metodou. Na zakladé prostudované literatury, které je uvedené
v této praci a kterd se zaméifuje na modelovani izotermického a neizotermi-
ckého proudéni nestlacitelnych kapalin pomoci lattice Boltzmannovy metody, je
odvozena kli€ova rovnice lattice Boltzmannovy metody. Nasledné je demonstro-
van zpusob implementace klicové rovnice lattice Boltzmannovy metody na pii-
kladech izotermického a neizotermického proudéni nestlacitelné vazké kapaliny
ve Ctvercové 2D kavité. Je vysvétlen rozdil mezi problémy nucené a prirozené
konvekce neizotermického proudéni, které lattice Boltzmannova metoda fesi.

Kli¢ova slova: lattice Boltzmannova metoda, proudéni ve 2D kavité, neizoter-
mické proudéni, nestlacitelnd vazka kapalina, numericka simulace, nucené kon-
vekce, prirozend konvekce

Abstract

This bachelor’s thesis is focused on the numerical solution of the problems of
isothermal and especially non-isothermal flow of incompressible viscous fluids
using the lattice Boltzmann method. Based on the studied literature, which is
presented in this work and which focuses on modeling the isothermal and non-
isothermal flow of incompressible fluids using the lattice Boltzmann method,
the key equation of the lattice Boltzmann method is derived. Subsequently,
the method of implementing the key equation of the lattice of the Boltzmann
method is demonstrated on examples of isothermal and non-isothermal square
2D cavity. The difference between the problems of forced and natural convection
of non-isothermal flow, which the lattice Boltzmann method solves, is explained.

Keywords: lattice Boltzmann method, flow in 2D cavity, nonisothermal flow,
icompressible viscous fluid, numerical simulations, forced convection, natural
convection
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Uvod

Predlozena bakalaiskd prace se zabyva modelovanim lamindrniho proudéni ne-
stlacitelné vazké kapaliny pomoci lattice Bolztmannovy metody (LBM). Latti-
ce Boltzmannova metoda je explicitni numerickd metoda, ktera se ve srovnani
s klasickymi metodami, jako je metoda kone¢nych prvka (FEM), zacala pouZi-
vat pro feSeni proudéni kapalin teprve nedédvno. Pro lattice Boltzmannovu
metodu je tekutina jako takovd nahrazena shluky ¢astic. Vypocet proudéni
je pak provadén v bodech zvolené vypoctové miizky, kde dochazi k pfesunu
(k proudéni) téchto shluku éastic ve vybranych smérech a k pomyslné vza-
jemné srazce (ke kolizi) mezi shluky ¢astic. Prestoze veskeré dynamické procesy
jsou zjednoduSeny pouze na tyto dva procesy (distribuci shluka €astic a kolizi
shluku ¢astic), ukazuje se, 7e lattice Boltzmannova metoda mize velice vérné
popisovat realné proudéni (zejména pro nizkd Reynoldsova Cisla). Nespornou
vyhodou metody je jeji relativné snadna algoritmizace a programova imple-
mentace. Zejména tedy jednoduchéd implementace okrajovych podminek na ob-
délnikové mfiizce a (pro nasi praci velice podstatna) jednoduché implementace
metody pro feSeni neizotermického proudéni kapalin. Hlavnim cilem préce je
vyvinout vlastni fe§i¢ zalozeny na LBM pro feSeni vybranych probléma neizoter-
mického proudéni nestlacitelnych vazkych kapalin.

Préce je rozdélena do péti kapitol. Prvni kapitola se zabyva teoretickym mi-
nimem, které je tfeba znat k pochopeni principu lattice Boltzmannovy metody.
Je odvozena vychozi kli¢ova rovnice lattice Boltzmannovy metody.

Druha kapitola se vénuje implementaci kli¢ové rovnice lattice Boltzmanno-
vy metody odvozené v piedchozi kapitole pro feSeni proudéni ve dvoudimen-
zionalnim prostoru pomoci rychlostniho modelu D2Q9. Je piedstaven vyznam
relaxaéniho ¢asu a zptisob feSeni kolizniho kroku pomoci piistupu single rela-
xation time (SRT) a multiple relaxation time (MRT). Velky diraz je kladen
na predstaveni okrajovych podminek pro interakci ¢astic s pevnou pohyblivou
a nepohyblivou nepropustnou sténou. Déle jsou pfedstaveny problémy ptirozené
a silové konvekce pro piipad feSeni proudéni neizotermické kapaliny. Okrajové
podminky jsou ukazany pfimo na vybraném piikladu, ktery bude feSen v néasle-
dujicich kapitoléch.

Treti kapitola vysvétluje vztah mezi jednotkami vyuzivanymi lattice Boltz-
mannovou metodou a fyzikalnimi. Jsou pfedstavena uzivand podobnostni ¢isla
a jejich vyznamy. Duraz je kladen na vhodnou volbu relaxaénich ¢ast k zabezpe-
¢eni funkénosti metody.

Ve ¢tvrté kapitole jsou prezentovany vysledky izotermického proudéni nestla-
Citelné vazké kapaliny na vybranych pfikladech. Podrobné jsou okomentovany
vysledky problému proudéni kapaliny ve ¢tvercové kavité s horni pohyblivou
sténou. Na tomto problému byla také demonstrovana implementace okrajovych
podminek ve druhé kapitole. Na ptikladu byl rovnéz podrobné ukazan zpiisob
volby parametrii a prepocet veli¢in podle névodu ze treti kapitoly. Dosazené
numerické vysledky pro rtzna Reynoldsova ¢isla byly porovnany s literaturou
[1], [2] & [5]- Dale byl numericky fesen problém tvercové kavity se ¢tyfmi pohy-



blivymi sténami. Vysledky feSeni tohoto problému byly porovnény s literaturou
[2].

Pata kapitola predstavuje vysledky neizotermického proudéni nestlacitelné
vazké kapaliny na vybranych piikladech. Vysledky feSeni problému étvercové
kavity s horni pohyblivou a ohfivanou sténou byly porovnany s literaturou
[1]. Byl uzit pfistup nucené konvekce. Pfiklad ¢tvercové kavity se Ctyfmi
pohyblivymi sténami z pfedchozi kapitoly byl rozsifen o neizotermické zadani
a vysledky jsou v této kapitole odprezentoviny. Na piikladu proudéni tekutiny
v kavité s nepohyblivymi ohfivanymi sténami byl uzit piistup pfirozené kon-
vekce.



1 Princip Boltzmannovy metody

Tekutiny se od pevnych latek lisi predev§im velkou pohyblivosti svych ¢astic.
Castice do sebe nardzeji a ovliviuji tak vzajemné své trajektorie. Zkoumat
proudéni tekutin na mikroskopickém méfitku popisem chovéani kazdé jedné casti-
ce je v mnoha pfipadech téméf nemozné. Proto proudéni tekutin zkoumame
na takzvaném mezoskopickém méritku pomoci Boltzmannovy rovnice. Boltz-
mannova rovnice je dilezitou rovnici statistické mechaniky. Nezkoumé& pohyb
kazdé ¢astice zvlast, ale poskytuje nam informace o vyskytu jednoho shluku
astic pomoci takzvané distribu¢ni funkce (distribution function).

Uvazujme nyni shluk ¢astic pohybujici se rychlosti ¢ v misté uréeném polo-
hovym vektorem r v ¢ase t. Takovy shluk popisuje distribuéni funkce f(r,c,t).
Distribué¢ni funkce f(r, c,t) vyjadiuje pocet ¢astic nachazejicich se v daném ¢ase
t a v dané oblasti mezi misty urcenymi polohovymi vektory r a r +dr, rychlosti
mezi ¢ a ¢ + dc. Uvazujme také, ze na shluk ¢éstic pasobi vnéjsi sila F.

F ; "
Casovy okamzik t
y c >
- Casovy okamzik t + dt
c + Fdt

r

r + cdt
0 X

Obr. 1: Schéma pohybu shluku ¢astic

Vychazime-li z druhého Newtonova pohybového zakona, potom vngjsi sila F
pozmeéni rychlost shluku ¢astic za diferencialné maly ¢asovy okamzik dt o dc =
= Fdtf a zméni pozici takového shluku ¢éstic o dr = cdt, viz obr. 1. Pokud
plati

f(r+cdt,c+Fdt, t+dt)drde — f(r,c,t)drde =0, (1)

potom nedochézi ke kolizi mezi ¢asticemi. Redlné se s takovym piipadem ne-



setkavame Casto, a proto zavadime takzvany kolizni operator Q(f) tak, ze plati
rovnice

fir+cdt,c+Fdt,t+dt)drde — f(r,c,t)drde = Q(f)dtdrde.  (2)
Vydélenim rovnice (2) vyrazem d¢ dr dc a limitnim p¥echodem dt — 0 ziskavame

df
<=0 (3)

S védomim skutecnosti, ze distribu¢ni funkce f(r,c,t) je funkei tii proménnych,
a ze znalosti derivace slozené funkce ziskdme rovnici

O ar+ P ge+ Y

U = or It e det 5 (4)

Rovnici (4) vydélime diferencialné malym ¢asovym krokem d¢ a dostaneme

df _ofdr  0fde  Of

dt — ordt  dcdt = ot ®)
Vztah (5) prepiSeme jako

ar_or,,or, s
* ot T et o (©)

kde a je zrychleni shluku ¢astic. Pfipadné prepiSeme rovnici (6) do tvaru
df  of ofF oOf
Kone¢né dosazenim rovnice (7) do rovnice (3) ziskame
_of of F oOf
= ac + %a + a, (8)

kde m je hmotnost jednoho shluku ¢éstic a, jak jiz bylo uvedeno, F je vnéjsi
objemovd sila pusobici na jeden shluk castic. Pokud tuto silu budeme dale

Q

uvazovat nulovou, ziskdvame Boltzmannovu rovnici ve znamém tvaru (V = —aar)
of

Q= +cVf. 9

vy ©)

Relace mezi distribu¢ni funkei a makroskopickymi veli¢inami charakterizujicimi
proudové pole, jako je hustota tekutiny p, makroskopicka rychlost tekutiny u
a vnitini energie e, jsou nasledujici

p(r,t) = /mf(r,c,t) dc, (10)
p(r,tu(r,t) = /mcf(r,c,t) dc, (11)

4



p(r,t)e(r,t) = %/vaf(nc,t) de. (12)

V rovnicich (10) az (12) je v relativni rychlost shluku ¢astic viéi makroskopické
rychlosti tekutiny u, pro kterou plati, 7e v = ¢ — u, viz [1] .

Boltzmannova rovnice je parcialni diferencidlni rovnice se zdrojovym ¢lenem.
Jeji feseni komplikuje fakt, ze kolizni operator €2 je funkce zavisla na distribu¢ni
funkci f. Pro feSeni parcialni diferencialni rovnice je t¥eba kolizni operator
také diskretizovat. Nejroziifenéjsi (nejznaméjsi) formulace kolizniho operatoru
je vyjad¥ena pomoci BGKW (Bhatnagar, Gross, Krook, Welander) aproximace
z roku 1954, viz [1]

Q= w( - f) = (£ ), (13)

kde f° je lokdlni rovnovazna distribu¢ni funkce a w je relaxac¢ni frekvence,
respektive 7 je relaxaéni cas.
Dosazenim rovnice (13) do rovnice (9) pfedstavujeme Boltzmannovu rovnici

v podobé

af B eq N

eV =w(f = f) = —(f - f). (14)
Lattice Boltzmannova metoda pfedstavend v této praci diskretizuje rovnici (14)
a uvazuje ji v danych smérech. Kli¢ovou rovnici lattice Boltzmannovy metody
ve sméru ¢ predstavujeme jako

eV =l - ) = (- 1), (15)

Provedme Tayloruv rozvoj distribu¢ni funkce f;(r + c;At,t + At), kde At je
zvoleny itera¢ni krok, nasledovné

dfi of
9 At + acmAtJr.... (16)

Upravou a vydélenim rovnice (16) ¢asovym krokem At dostaneme

fi(r—FCiAt,t—f'At) _fi(rvt) _ % + 87fc, — % + %

At ot Tort T ar o v

(17)

odtud plyne
filr +¢; At t + At) = fi(r,t) + %(fieq(r’ﬂ — fi(x,1)). (18)

Zpusob implementovani kli¢ové rovnice lattice Boltzmannovy metody, tj. ro-
vnice (18), pro hojné uzivany D2Q9 rychlostni model bude objasnén v nasledu-
jici kapitole.

Na tomto misté popisme jesté vztah mezi relaxaénim ¢asem 7 a kinematickou
viskozitou kapaliny . Ten je odvoditelny z Navier-Stokesovych rovnic a pro nase
potieby jej uvedeme v podobé

271 Ax?

"TT6 At

kde Az je rozmérovy krok uzity pii numerickém teSeni klicové rovnice lattice
Boltzmannovy metody.

(19)



2 Implementace "kli¢ové rovnice" lattice Boltz-
mannovy metody
V této kapitole je vysvétlen zpisob implementace rovnice (18) pro feSeni proudéni

nestlacitelnych kapalin ve dvoudimenzionalnim prostoru pomoci lattice Boltz-
mannovy metody.

® [ ] [ ] L L L L ] L] ®
® e ® ° L ® L ] L] ® ®
L] L] ® L] L ® ® ® L] L]
® ° [ ] L] L L] L] L L] L ]
@  rohové uzly
L] ® ® ° L] L] ® L] L] ® ®  vnitini uzly

® |eva (zapadni) sténa
spodni (jizni) sténa

L] ] ® ® (3 [ ] ® L] L] L] ®  horni (severni) sténa
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L] L] L] “ L] ° [ ° [} °®

L] [ ® ° [ [} ° ° (] °
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- @

o L L 1
0 1 2

Obr. 2: Piiklad vypoctové miize

Diskretizovanou vypoctovou oblast si pfedstavime jako miiz, viz obr. 2, kdy
v kazdém uzlu této mfiize providime vypocet a zajima nas tak rychlost shluku
¢astic nachazejicich se v tomto misté. Poznamenejme déle, Ze vypoctem shluka
Castic v uzlech, které jsou na okraji vypoCtové miize, Cili na sténé vypoc-
tové oblasti, se budeme zabyvat v odstavci 2.3. Je mozné dokazat, ze pro 2D
model proudéni posta¢i uvazovat pohyb (distribuci) sledovaného shluku v de-
viti smérech, a to vfetné jednoho pro setrvini v klidu. Rychlosti odpovidajici
témto smérum se oznacuji jako mikroskopické rychlosti a v této praci je budeme
znacit jako c;, kde ¢ = 1,...,9, viz obr. 3. Takovy model rychlosti je bézné
oznacovan jako D2Q9, kde D2 popisuje dvoudimenzionalni problém a Q9 znaéi
pocet zohlednénych smér.



Pro prostorovy krok Ax pii takto volené vypoctové miizi plati Az = 1, viz obr. 2,
radkové vektory mikroskopickych rychlosti ¢; pro model D2Q9 lze potom vyjadfit
nésledovné

i=1:¢1=10,0],

i=2:¢cy=11,0],

i=3:¢c3=10,1],

i=4:¢c4 =[-1,0],

i c; = [0, 1], (20)
1=6:¢c6 =[1,1],

i="7:c7=[-1,1],

i=8:cg=[-1,-1],

i=9:¢c9=11,-1].

Obr. 3: Vektory ¢; proi=1,...,9

Kazdé ¢astici na vypoctové miizi prifadime diskrétni distribu¢ni funkei f;(r, c;, t)
nebo jednoduse f;(r,¢),i = 1,...,9, kterd popisuje pravdépodobnost proudéni
v jednom konkrétnim sméru. Kazdé distribu¢ni funkci f; pak néalezi vahovy
faktor (weighting factor) w;. Pro ten plati, Ze soucet vahovych funkei ve viech
smérech ¢ = 1,...,9 je roven jedné

9
> wi=1. (21)

V piipadé uvazovaného modelu rychlosti D2Q9 pro jednotlivé vahové faktory
plati, viz [1],



Rovnovazna distribu¢ni funkei f;? vystupujici v rovnici (18) ma podle [7] tvar

c,ru  (c;-u) c; - u?
4= q,p|1 — , 23
fi wip ( + c2 + 2c2 4¢2 ) (23)

kde ¢, je rychlost zvuku, pro niz podle [1] plati

Ax
AtV3'

(24)

Cs =

Na tomto misté uvedme, ze makroskopickd hustota p kapaliny v daném uzlu
vypocetni m¥ize je dana souc¢tem distribu¢nich funkei shluku ¢astic

9
=Y filr,1) (25)

a pro vypocet makroskopické rychlosti u kapaliny v daném sméru plati

9
Z (26)

Vratme se nyni k rovnici (18). Pravou stranu této rovnice nazyvame kolize
(collision) a levou stranu rovnice nazyvame distribuce (streaming). Méame tedy
dva kroky, které jsou pii vlastni numerické implementaci provedeny nezavisle
na sob&. Pro implementaci samotnou nezalezi na tom, ktery z kroka (kolize,
distribuce) je proveden jako prvni. V této préaci bude kolize realizovéna jako
prvni.

1
,0

2.1 Kolize

V tomto odstavci popiSme implementaci pravé strany rovnice (18). Béhem
kolizni faze dochéazi ve v8ech uzlech, ve kterych probiha vypocet, k pomyslné
srazce shluki ¢astic.

Prvnim v této praci pfedstavenym piistupem k feSeni kolizniho kroku je tak-
zvany single relaxation time model, zkracené SRT model. Lattice Boltzmannovu
metodu uzivajici principu SRT nékdy také souhrnné oznacujeme jako SRT-LBM.
Jak nazev metody napovida, SRT se opira pouze o jeden parametr, a to relaxaéni
¢as 1, ktery je tfeba vhodné zvolit tak, aby byla zaru€ena numericka stabilita
metody a aby byla zohlednéna vazba mezi relaxa¢nim ¢asem 7 a kinematickou
vizkozitou v kapaliny, viz (19). Ze vztahu (19) je ziejmé, Ze pokud hodnota
relaxacniho ¢asu 7 bude blizkd k %, potom kinematicka viskozita v bude svou
hodnotou blizkd nule. Reynoldsovo ¢islo (viz odstavec 3.2) by se potom svou
hodnotou limitné blizilo k nekoneénu. Takové zadéani postrada fyzikalni vyznam.
Proto musi byt 7 > 3 . Pro pili§ velké relaxacni ¢asy vSak dochazi k velkym
zménam hustoty. Kapalina se tak chova jako "pseudostlacitelnd", coz v piipadé
feSeni problému proudéni nestlacitelné kapaliny, se jevi jako problematické.



Zavadime postkolizni distribuéni funkci frostkotizni

; (r,t) odpovidajici pravé
stran& rovnice (18)

fzpostkolizni(r,t) _ fi(r; t) + %(fieq(r, t) _ fi(nt));i =1,..9. (27)

V kazdém koliznim kroku je proveden vypocet novych (postkoliznich) distri-
buénich funkei P25 (r 1) v jednotlivych bodech vypoctové mifze. Kolize
vznikly pfite¢enim shluki ¢astic v daném ¢asovém kroku do téchto uzli. Uvédom-
me si, ze béhem inicializace algoritmu nedochézi ke kolizi, a tudiz plati

fi(r7t) = fieq(r’t)' (28)

Dosadime-li rovnici (28) do rovnice (27), ziskdme postkolizni distribu¢ni funkci

fipostk:olizni (I‘, t) _ fieq(r’ t) (29)

Alternativou k ptistupu SRT je takzvany MRT - multiple relaxation time,
neboli piistup s mnohonasobnym relaxa¢nim parametrem. Ten je vhodnéjsi
pouzit, je-li hodnota 7 blizka k %, a tedy, klesa-li numericka stabilita SRT pii-
stupu. MRT piistup uskute¢huje kolizni krok v momentovém prostoru. Pro
kazdy moment je potom vhodné volen jeden relaxa¢ni ¢as. Implementujeme-li
D2Q9 model rychlosti, pak vyuZivame deviti parametra s; € [1;2),s;, =1, ..., 9,
které jsou umistény do diagonalni matice S nasledovné

S = diag(s1, 52, 53, 54, 55, S6, 57, 58, S9) . (30)

V pripadé této prace byly parametry voleny stejné jako v publikaci [1], tedy

2 2
S = diag (1,0:1,4:1,4;1,0:1,2:1,0; 1, 2; 7 . (31
mg(’ : (1+6v) (1+6y)) (31)

Kolizni faktor je diskretizovan v rychlostnim prostoru podle rovnice (13). Dis-
kretizace kolizniho faktoru v momentovém prostoru je dana

Q= -M"'S[m(r,t) — m*(r,)]. (32)

Pomoci transformaéni matice M lze uskute¢nit pfevod mezi vektorem momenti
m a vektorem distribu¢nich funkci f

m=M -f=f=M"'.m, (33)

kde vektorem f rozumime vektor £ = (fi, ..., fo)? a m je definovan podle [1],[9]
jako

m = (p7e767ja:an7jy7Qy7pwz7pwy)Ta (34)

kde p oznacuje hustotu, e energii, € kvadrat energie, j; slozku hybnosti v daném
sméru, g; slozku energetického toku v daném sméru a p,, diagonalni prvky



tenzoru napéti a p,, mimodiagonalni prvky tenzoru napéti. Pro D2Q9 model

je matice M dana jako

1 1 1 1 1 1 1 1 1
-4 -1 -1 -1 -1 2 2 2 2
4 -2 -2 -2 -2 1 1 1 1
0 1 o -1 0 1 -1 -1 1
M= 0 -2 0 2 0 1 -1 -1 1 (35)
0 0 1 o -1 1 1 -1 -1
0 0 -2 0 2 1 1 -1 -1
6o 1 -1 1 -1 0 0 0 O
0 0 0 0 o 1 -1 1 -1
a inverzni matice M ™! k matici M je dana
1 1 1
5 -3 3 0 0 0 0 0 0
i ,i ,9L 1 _1 0 0 1 0
9 36 8 6 6 4
1 _1 _1 0 1 1 _1 9
9 36 18 L 6 6
IV I s B S R B
e T S " 36
S S S S L A (56)
S S (R s T A (R S
S R S S s B
S S (s o G (R S
9 18 36 6 12 6 12 1
Prvky vektoru m®? z rovnice (32) jsou dle [1] a [8] definovany nasledovné
mi’ = p,
st = p(=2 4+ 3(plus® + %),
mg’ = p(1 = 3(p(us” +uy?))),
qu = puz7
mgq = —PUx, (37)
= .
mz! = —puy,
mgq = p(uw2 - uy2)7

Po dosazeni kolizniho faktoru v momentovém prostoru do rovnice (27) miZzeme

uvazovat
fpostk:olizni

= f(r,t) — M~ 'S[m(r,t) — m®(r,1)], (38)

piipadné po uplatnéni rovnice (33)

Ppostkolizni

= f(r,t) — M 'SM[f(r, t) — £(r, t)]. (39)
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Poznamenejme, ze pristupy SRT a MRT nejsou jedinymi moZznymi piistupy
k feSeni. Jako jeden z dal§ich pfistupu budiz alespoii zminén pfistup two rela-
xation time - TRT.

2.2 Distribuce

Nésledujicich nekolik fadku se zabyva implementaci levé strany rovnice (18). Pii
distribuci dochézi k pfesunu distribu¢nich funkei do sousednich uzli ve smyslu
smérovych vektori, viz obr. 4, podle rovnice

filr 4 ALt + At) = fPostkeliznip 4y — 1 9. (40)

2

Nasledné pak probiha vyhodnoceni rychlosti a hustoty kapaliny v daném uzlu
vypottové miize uzitim rovnic (25) a (26). Problém chybégjicich distribucnich
funkci na okraji vypocétové miize, o nichz nam distribu¢ni krok informaci neposky-
tuje, feSime implementaci okrajovych podminek (viz odstavec 2.3).

N

~

Obr. 4: Schéma piesunu distribuénich funkei f; pro ¢ = 1,...,9 po uplatnéni
kroku distribuce

2.3 Okrajové podminky

Jak jiz bylo zminéno v odstavci 2.2, distribué¢ni krok ndm neposkytuje informaci
o v8ech distribu¢nich funkcich nachéazejicich se na okraji vypoc¢tové mfize, coz
nam znemozhuje vyhodnotit hustotu p a makroskopickou rychlost u kapaliny
podle rovnic (25) a (26). Problém fesi okrajové podminky zadévané na hranici
vypoctové oblasti. V kapitolach 4 a 5 jsou numericky feSeny problémy proudéni
nestlacitelné vazké kapaliny ve ¢tvercové 2D kavité. Zde jsme uzili okrajové
podminky na pevné nepropustné sténé typu "bounce-back" a okrajovou pod-
minku pro pohyblivou sténu se zadanou rychlosti. Obé tyto podminky budou
diskutovany v nésledujicich odstavcich.

Ukazme si odvozeni okrajové podminky na pevnych nepohyblivych sténach typu
"bounce-back" a na pohyblivé sténé se zadanou rychlosti pro piipad proudéni
nestlacitelné vazké kapaliny ve ¢tvercové 2D kavité s horni pohyblivou sténou,
ktery je feSen v odstavci 4.1, viz obr. 10.

11



2.3.1 Okrajova podminka na pevné nepohyblivé sténé typu "bounce-
back"

Okrajova podminka typu "bounce-back" je uZita pii interakci tekutiny s ro-
vnou pevnou nepropustnou sténou. Popisuje situaci, kdy shluky ¢astic narazeji
na pevnou nepropustnou sténu s neklouzavym povrchem po stejnych trasach,
po kterych se odrazeji zpét do vypoc¢tové oblasti. Pro numerickou implementaci
tedy redlné aplikujeme nerovnovaznou bounce back okrajovou podminku (NEBB)
podle [4], tedy

fi— 7= fi— fi* (41)
kde f; je hledana distribu¢ni funkce a f; je "prot&jsi" distribuéni funkee. Je-li
nezndmou distribu¢ni funkci f3, potom "protéjsi" distribu¢ni funkci je podle
okrajové podminky typu "bounce-back" f5. Je-li neznamou distribuéni funkci
f6, potom "proté&jsi" distribuéni funkci je fs apod, viz obr. 5.

Konkrétné pro dlohu formulovanou v odstavci 4.1 byla tato podminka uZita
na levé (zépadni), pravé (vychodni) a spodni (jizni) sténé vypoctové oblasti.

Vénujme se nyni aplikaci podminky na spodni (jiZzni) sténé vypoctové oblasti.
Uvazujeme tedy shluk ¢astic interagujici se sté€nou, viz. obr. 5, tedy shluk, ktery
se nachazi v uzlu na spodni sténé vypoctové oblasti podle obr. 2. Distribu¢ni
funkce fs, f5, fo, f2, f1 @ f4 po uplatnéni distribu¢niho kroku jsou znamé. Dis-
tribu¢ni funkce fg, f3 a f7 jsou neznamé a v obr. 5 jsou vyznaceny Cerveneé.

Vychozi rovnici pro urceni distribuéni funkce f3 pomoci okrajové podminky
typu "bounce-back" je tedy dosazenim do rovnice (41)

fs =151 =fs — f5°. (42)
Po dosazeni rovnice (23) do rovnice (42) dostaneme

2 2

cz-u (c3-u)? c3-u

cs-u (c5-u)? c5-u
_ 1 _
fs=wsp(1+ c2 2¢2 4c2

) = f5_w5p(1+ Cg 20% 463 )

(43)
Protoze odvozujeme okrajovou podminku typu "bounce-back" na pevné nepo-
hyblivé sténé, musi pro rychlost tekutiny na sténé platit u = [0,0]”. Po dosazeni
ziskdme

f3s —wsp = f5 —wsp. (44)

S ohledem na skute¢nost, 7e vidhové funkce w3 a ws se podle (22) rovnaji, ziskdme
kone¢ny tvar okrajové podminky typu "bounce-back" pro distribuéni funkci f3
na spodni sténé vypoctové oblasti, tedy

f3=fs (45)

12



Obr. 5: Shluk ¢éastic nachézejici se na spodni (jizni) sténé vypoctové oblasti

Analogicky ziskdme okrajové podminky pro zbyvajici distribuc¢ni funkce fg a fr

jako
fG = f8a
Jr=fo.

(46)
(47)

Obdobné ziskdme okrajovou podminku pro shluk ¢astic nachazejici se na pravé
(vychodni) a levé (zapadni) rovné nepohyblivé nepropustné sténé vypoctové

oblasti, viz obr. 6. Pro levou sténu je pfedstavujeme nasledovné

foe = TIs,

f2 = fa,

Jo=I7
a pro pravou sténu plati

fs = s,

fa= fa,

I = fo.

(48)
(49)
(50)

Obr. 6: Shluky ¢astic nachazejici se na bo¢nich sténich vypocétové oblasti

Specilni pozornost vénujme jesté uzlim vypoctové miize, které se nachazeji ve

13



spodnich rozich vypoc¢tové oblasti, viz obr. 2. O takovych uzlech nemuzeme
tvrdit, Ze leZi jen na boc¢ni nebo jen na spodni sténé vypoctové oblasti. I tyto
chybéjici distribuéni funkce (na obr. 7 jsou vyznaceny Gervené) jsou nalezeny
pomoci okrajové podminky typu "bounce-back".

o

® IS

3 =

N

® »
o ©

N

Obr. 7: Shluky ¢éstic nachéazejici se v dolnich rozich vypoctové oblasti

Pro pravy dolni roh plati

f3 =I5 (54)
I = fos (55)
fa=fa, (56)
fs=Js. (57)

Nicméné distribu¢ni funkce fg v rovnici (57) zistava nezndmou. Pro jeji uréeni
rozepiSme nyni sumu v rovnici (25), tedy

p=fi+ fot+ fs+ fa+ s+ fe + fr+ fs + fo (58)

Predpoklddame, 7e hustota v rohovych uzlech je rovna hustoté v sousednich
uzlech ve stejné hlading (tj. v hlading jiZzni stény). Hustota p tedy v rovnicich
neni neznamou. Takovy proces nazyvame extrapolaci hustoty. Nyni dosadi-
me rovnice (54) az (57) do rovnice (58)

p=fi+2 fo+2-fs+2-fo+2 fo (59)
a nasledné vyjadifme neznamou fg

fo=L o=t fo- 1 (60)

Okrajové podminky pro levy dolni roh vypoctové oblasti tak popisuji rovnice
(54), (55), (56), (57) a (60). Pro pravy dolni roh vypoctové oblasti byly
analogicky odvozeny nasledujici okrajové podminky

f3 =15, (61)
J2 = fa, (62)
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foe = TIs, (63)
fr=Jo. (64)

f9:g—f5—f4— 8_%- (65)

2.3.2 Okrajova podminka na pohyblivou sténu se zadanou rychlosti

Uvazujme nyni horni pohyblivou sténu vypocétové oblasti. Ta se pohybuje kon-
stantni rychlosti u, = ug. Neznamymi distribu¢nimi funkcemi jsou funkce fg,
f5 a fg, viz obr. 8.

// u,= konst.

Obr. 8: Shluk ¢astic nachazejici se na horni sténé vypoctové oblasti

Pro ur€eni distribu¢ni funkce f5 vyjdeme z rovnice (41)

fs =150 =fs = f5". (66)
Po dosazeni rovnice (23) do podminky (66) piseme

2 2

cs-u (c5-u)? c5-u

c3-u (c3-u)? c3-u
_ 1 _
fo—wsp(1+ c2 2¢2 4¢2

) = fa—wsp(1+ 2 22 12 )-

(67)
V tomto piipadé dosadime za u = [ug, 0], jak plyne z podstaty zadani, a za
mikroskopické rychlosti ¢z = [0,1]7 a za ¢5 = [0, —1]T podle vztahu (20). Po
dosazeni a roznasobeni ziskavime

fs —wsp = f3 —wzp. (68)

Vzhledem k tomu, Ze vahové funkce ws a ws se rovnaji, viz (22), ziskdvame
okrajovou podminku pro distribu¢ni funkci f5 ve tvaru

fs = [3. (69)

Pro urceni zbyvajicich neznamych distribu¢nich funkci fs a fg9 rozepiSme nyni
sumu v rovnici (26)

1
u= ;(C1f1 +cafa+ce3fs+cafs+csfs +cfs + crfr +csfs +cofy).  (70)
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S vyuzitim z-ovych slozek vektori mikroskopickych rychlosti c;, ¢ = 1, ...,9 defi-
novanych v (20) upravime rovnici (70) na tvar

1
UOE'fo:;(fQ_f4+f6_f7_f8+f9)- (71)
Analogicky rozepisme rovnici (70) do sméru osy y
1
uy:;(fB_f5+f6+f7_f8_f9)~ (72)

Protoze horni sténa vipoétové oblasti se pohybuje rychlosti u = [ug, 0] a s ohle-
dem na podminku (69), miZeme rovnici (72) prepsat jako

0="fo+fr—fs— fo (73)

Méame tedy dvé rovnice (71) a (73) pro dvé neznamé fg a fo. Ty feSime. Nejprve
z rovnice (73) vyjadiime neznamou fg

fs=fe+fr—1fo (74)
a nasledné ji dosadime do rovnice (71)
puo = fo— fa—2- fr+2- fo. (75)

Z rovnice (75) pak vyjadiime nezndmou distribu¢ni funkci fo jako

f4*f2'

_ Puo
fo=—"% tFH+— (76)
Dosazenim rovnice (76) do rovnice (74) potom pro fg ziskdme
u _
fo= B0y g 200 (77

Okrajové podminky pro horni pohyblivou sténu uvazované vypoctové oblasti
se zadanou konstantni rychlosti ug ve své kone¢né podobé pfedstavuji rovnice
(69), (76) a (77).

Zvl&stni pozornost si opét zaslouzi rohové uzly. Zastavme se nyni u okrajovych
podminek pro levy horni uzel, viz obr. 9. Distribu¢ni funkce f5, fo a fo uréime
pomoci okrajové podminky typu "bounce-back" néasledovné

fs = fs, (78)
fo= I, (79)
f2 = fa, (80)
foe=Ts. (81)
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Obr. 9: Shluky ¢astic nachazejici se v hornich rozich vypoc¢tové oblasti

Distribuéni funkci fg uréime analogicky jako jsme to udélali v pfedchozim odstavci,
tj. pomoci extrapolace hustoty v rohovych uzlech. Pro fs tedy plati

P fi
=L = fr— 82
I3 5 fa—fa—f 5 (82)
Okrajové podminky pro levy horni roh vypoc¢tové oblasti tak popisuji rovnice
(78), (79), (80), (81) a (82). Pro pravy horni roh vypoctové oblasti byly
analogicky odvozeny nasledujici okrajové podminky

fs=Tfs, (83)
fo= I, (84)
fi= fa, (85)
Js = fe: (86)
f?zg—f5—f4— 8_%~ (87)
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2.4 Rozsifeni pro neizotermicky probém

Na pozadi numerického feSeni neizotermického proudéni nestlacitelné vazké new-
tonské kapaliny pomoci lattice Boltzmannovy metody stoji Navier-Stokesovy
rovnice a energetickd rovnice. Navier-Stokesovy rovnice pro 2D proudéni ne-
stlacitelné vazké kapaliny lze vyjadfit v kartézském soufadném systému jako

2 2 2
Ou 00  Ow) _ 10 Pu Puy 1p gy

ot ox Jy p Ox 0x? + a2’ p

v O(uww)  O(v?) 109p v 0% 1

e __-YF v 27 _F

ot * Oz Oy p Oy + V(axQ + 8y2) * p v (89)

kde u je rychlost ve sméru osy x a v je rychlost ve sméru osy y, v je kinematicka
viskozita kapaliny a F; jsou vnéjsi objemové sily. Energetickou rovnici uvadime
v podobé

oT oT or  k

"oz TPy T pey

kde k je tepelné vodivost kapaliny, ¢, je mérna tepelné kapacita pii konstantnim
tlaku a ® predstavuje tepelny zdroj pusobici na jednotku objemu, jako napf. ra-
diace nebo zdroj tepla zptusobeny chemickou reakci. Problém nucené konvekce
(forced convection) fesi Navier-Stokesovy rovnice a energetickou rovnici neza-
visle na sobé, tj. teplota je vyhodnocovana pomoci vypocteného rychlostniho
pole v kazdém vypocetnim kroku. Problém pfirozené konvekce (natural con-
vection) Fe§i tyto rovnice jako provézany celek. Pro tento piipad je vychozi
rovnice lattice Boltzmannovy metody, tj. rovnice (18), pfimo modifikovéana.
Obé zminéné ulohy budou pfedstaveny v nésledujicich odstavcich a numericky
feSeny v kapitole 5.

o’T 9T 1
Lo )+ —
(G + 32+ e ® (90)

2.4.1 Nucena konvekce

Je-li feSen problém nucené konvekce, pak je pro vypocet makroskopické rychlosti
tekutiny a hustoty uZzita rovnice (18) tak, jak bylo nastinéno doposud v kapi-
tole 2. Navic zavadime distribu¢ni rovnici pro vypocet teploty g; ve sméru
1 v daném misté zadaném polohovym vektorem r a Case t, rovnovaznou funkci
pro vypocet teploty g;? ve sméru i v daném misté zadaném polohovym vektorem
r a Case t a analogicky k rovnici (18) plati

At

gi(r + c; At t + At) = gi(r,t) + —
t

(97" (x,t) = gi(x, 1)), (91)

kde 7; je relaxacni Cas teplotni distribu¢ni funkce. Pro rovnovaZnou teplotni
funkei ¢;? plati, viz [10],

9% = T(x, t)w; <1 + cic'2“> : (92)
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kde T je makroskopicka teplota. Vztah mezi makroskopickou teplotou a dis-
tribu¢nimi funkcemi teploty pak je

9
T(r,t) =Y gi(r,1t). (93)
n=1

Relaxacni ¢as teplotni distribuéni funkce 7+ je potom odlisny od relaxa¢niho ¢asu
7 distribu¢ni funkce f a plati, Ze je potieba i ten vhodné zvolit tak, aby byla
zajisténa numericka stabilita podobné jako pii volbé relaxa¢niho ¢asu 7, blize
viz odstavec 2.1, a aby byl zohlednén vztah mezi relaxaénim ¢asem distribu¢ni
funkce teploty 7¢. Ten pro rychlostni model D2Q9 uvedeme podle [18] v podobé&

_ Ax?on -1
At 6

kde « je soucinitel teplotni vodivosti. Vypocet teploty dle vyse pfedstavenych
rovnic tak probiha v kazdém uzlu vypoétové miize. Pravou stranu rovnice (91)
nazveme kolizi a levou stranu distribuci. Rovnici tak feSime analogicky, jako
kdy7 jsme Fesili rovnici (18), viz odstavce 2.1 a 2.2. S problémem se opét
setkavame pii vypoctu distribuénich funkei na okraji vypoc¢tové miize. Tento
problém fesi zavedeni okrajovych podminek, viz odstavec 2.4.3.

(94)

2.4.2 Prtirozena konvekce

Regime-li problém pfirozené konvekce, potom bude zavedena distribu¢ni funkce
teploty g; stejné jako v piipadé feSeni problému nucené konvekce, viz rovnice
(91) az (93), a navic bude rozsifena kli¢ova rovnice lattice Boltzmannovy metody
(18) o novy ¢len. Dle Boussinesqovy aproximace budeme uvaZovat vnégjsi silu
F, ktera ve 2D po rozepséani do slozek z,y ¢ini

Fz = pgwﬁ(T - Tmean)a (95)
Fy = ngﬂ(T - Tmean)a (96)

kde Tipean je stiedni teplota, gi je gravitacni konstanta ve sméru piislusné osy
a 3 je soucinitel teplotni roztaznosti. Boussinesqova aproximace vnéjsi sily je
do LBM modelu zavedena v podobé

;= 3w F' = 3wig:cﬂ(T - Tmean)cx + 3wzgyﬂ(T - Tmean)cya (97)

kde ¢; a ¢, rozumime piislusnou slozku mikroskopického vektoru c;. Rovnici
(18) potom kone¢né upravujeme do tvaru

A
Fle =+ esMty+ A8 = [i(e,0)+ (75w 0) = filr ) + B (99)

Kolizni (prava) ¢ast rovnice (18) je tak rozsifena o ¢len pF;. Rovnice je FeSena
dle stejného principu, jaky byl popsan v pifedchozich odstavcich. Makroskopicka
rychlost zkoumané tekutiny a hustota tekutiny je vyhodnocovana podle rovnic
(25) a (26). Stejné tak je soub&’né feSena rovnice (91) tak, jak bylo nastinéno
v odstavci 2.4.1. Teplota tekutiny je vyhodnocovana podle rovnice (93).
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2.4.3 Okrajové podminky pro feSeni proudéni neizotermické kapaliny

Jak bylo zminéno v odstavci 2.4.1, pfi feSeni problému nucené i pfirozené kon-
vekce se setkdvame s problémem chybéjici teplotni distribu¢ni funkce g; na okraji
vypoctové oblasti, coz nam znemoziuje vyhodnotit teplotu tekutiny 7' podle
rovnice (93). Pfi feeni neizotermického proudéni vazké tekutiny ve 2D kavité
se v kapitolach 4 a 5 setkdme se zadanim, kdy je sténa kavity ochlazovéna (re-
spektive ohfivana), nebo kdy je teplotné izolovana. Okrajové podminky fesici
toto zadani budou pfedstaveny v nasledujicich odstavcich.

Ukazme si odvozeni okrajové podminky pro adiabaticky izolovanou sténu a odvo-
zeni okrajové podminky pro oh¥ivanou (respektive ochlazovanou sténu) na pii-
kladu feSeném v odstavci 5.1, viz. obr. 21. Tekutina v této vypoc¢tové oblasti
méla na pocatku bezrozmérnou teplotu Ty = 0. Horni (severni) sténa vypod-
tové oblasti je ohiivina na bezrozmérnou teplotu 7, = 1 a zéroven se pohybuje
rychlosti ug. Nalevé (zapadni) a pravé (vychodni) sténé je udrzovana konstantni
bezrozmérna teplota T,, = 0. Spodni (jizni) sténa je adiabaticky izolovéana.

Adiabaticky izolovana sténa

Matematickou formulaci okrajové podminky pro adiabaticky izolovanou spodni
(jizni) sténu vypoctové oblasti zapiSeme nasledovné

or _

oy (99)

Pro aproximaci lattice Boltzmannovou metodou uvazujeme v rovnici (99) rozmé-
rovy krok 0y konstantni, pevné dany, rovny rozmérovému distribu¢nimu kroku
Ay. Proto miZeme timto rozmérovym krokem rovnici vynasobit a ziskame

T = 0. (100)

Symbolem 0T nyni rozumime teplotni zménu tmeérnou rozmérovému kroku Ay.
Rovnici (100) diskretizujeme nésledovné

Tv=2 —Tv=1 =0, (101)

kde T¥=! je teplota na jizni sténd a TY=2 je teplota ve vedlej§i (v nagem p¥ipadé
vyssi) hlading, viz obr. 2. Rovnici (101) pfepiSeme do podoby

Tv=! = Tv=2 (102)

Nasledné v rovnici (102) rozepiSeme makroskopickou teplotu tekutiny jako soucet
distribu¢nich funkci teploty podle rovnice (93), dostaneme

9

9
29?21(1‘775) = Zg?ZQ(Lt)v (103)

n=1
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kde gle je potom teplotni distribu¢ni funkce na zkoumané (v naSem piipadé
spodni) sténé vypoctové oblasti a 9322 je teplotni distribu¢ni funkce ve vedle-
j8i (v naSem pfipadé vyssi) hlading. Z rovnice (103) tedy plynou nasledujici
okrajové podminky pro spodni (jizni) sténu kavity

giy:1 :ggzaiz17273743576777879' (104)

Stejnéa okrajova podminka byla uZzita i pro vSechny rohové uzly.

Ochlazovana (respektive ohfivana) st&na na danou teplotu

Zaméime se nyni na horni (severni) sténu vypoctové oblasti. Je zadana Dirich-
letova okrajova podminka na severni sténé vypoctové oblasti - v naSem piipadé
je to teplota na sténé T,,. Neznamymi distribu¢nimi funkcemi teploty g; jsou
nyni distribuéni funkce teploty gs, g5 a g9, analogicky k problému feSenému
v odstavci 2.3.2. Ostatni distribuc¢ni funkce teploty zname po uplatnéni dis-
tribu¢niho kroku. Pro urceni distribuc¢ni funkce teploty gs vyjdeme z vychozi
rovnice okrajové podminky typu "anti bounce-back", kterou podle [16] uzivame
pravé, je-li na sténé vypoctové oblasti zadéna Dirichletova podminka. Obecny
tvar okrajové podminky typu "anti bounce-back" podle [18] je

9i—9;" =G —5") =9"— 3, (105)

kde g; je hledana distribuc¢ni funkce teploty a g; je "protéjsi" distribuc¢ni funkce
teploty. Do rovnice (105) dosadime a dostaneme

g5 — 95" = g5" — g3. (106)

Zamé&Fme se nyni na rovnovaznou distribu¢ni funkei teploty g:?, tedy na rovnici
(92). Do této rovnice dosadime u = [ug,0]7, jak plyne z podstaty zadani, a za
c5 = [0, —1], viz (20), potom plati

2
Cs

-1]- T
g1 =T, - ws <1 + [O’]M) =T, - ws. (107)

Obdobné uré¢ime rovnovaznou distribu¢ni funkei teploty g5?. Do vztahu (92)
dosadime u = [ug, 0] a c¢3 = [0, 1], viz (20), dostaneme

0,1] - [uo,0]T
g§q=Tw-w3(1+[’ ] C[;m ] )ZTw'w3~ (108)

S

Po dosazeni rovnic (107) a (108) do rovnice (106) ziskavame
957Tw'w5:Tw'w3793' (109)
Z rovnice (109) algebraickou tpravou vyjadiime neznamou

g5 = T - (w3 + ws) — gs. (110)
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Analogicky ur¢ime i zbyvajici neznamé gg a gs
g9 = T - (w7 + we) — g7, (111)

g8 = Ty - (ws + wg) — gs. (112)

Okrajové podminky pro horni oh#ivanou sténu vypoctové oblasti tedy popisu-
ji rovnice (110), (111) a (112).

Obdobné ur¢ime okrajové podminky pro pravou (vychodni) a levou (z&padni)
sténu vypoctové oblasti. Pro shluky na pravé sténé jsou neznamymi funkce g7,
g4 a gg a pro shluky na levé sténé jsou neznamymi funkce gs, gg a g9, viz obr. 5.
Pripomenme si, Ze na pravé i levé sténé vypoctoveé oblasti je Dirichletovou okra-
jovou podminkou konstantni teplota T, = 0. Pro pravou sténu vypoctové
oblasti plati

97 = Ty - (w7 + wg) — gg = —go, (113)
g4 = —3g2, (114)
g8 = —Je (115)

a pro levou sténu vypoctové oblasti plati

92 = —4ga4, (116)
g6 = —9s, (117)
g9 = —gr. (118)
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3 Podobnostni modelovani

Podobnostni modelovani funguje na principu existence invarianti podobnosti,
tj. bezrozmérnych podobnostnich ¢isel. Jestlize u dvou rtznych zkoumanych
objektu probihaji procesy, jejichz podobnostni ¢isla se rovnaji, oznacime je za
podobné. Zkouméani procesu probiha potom na objektu, ktery je z riznych
divodu dosazitelné&jsi.

3.1 Vztah mezi readlnymi (fyzikalnimi) veli¢inami a veli¢i-
nami pouzZivanymi pf¥i implementaci LBM

Lattice Boltzmannova metoda (dale jen LBM) je aplikovatelna na feSeni reél-
nych problémi. LBM pracuje s vlastnimi jednotkami, takzvanymi lattice Boltz-
mannovskymi jednotkami. VSechny veli¢iny, které jsme zavedli v kapitole 2 a do-
sud pouzivali (jako nap¥. makroskopicka rychlost ug, hustota p, ...), jsou v lattice
Boltzmannovskych jednotkach. Pro spravnou implementaci lattice Boltzma-
nnovy metody je nutné znat vztah mezi lattice Boltzmannovskymi a realnymi
(fyzikalnimi) veli¢inami.

Poznamenejme, ze v dalsim textu budou veli¢iny v lattice Boltzmannovskych
jednotkach znafeny apostrofem (jako Q') a realné (fyzikalni) veli¢iny bez apos-
trofu (jako Q). Zpusobi piepoctu fyzikalnich veli¢in na velifiny uZivajici latti-
ce Boltzmannovu metodu je vicero. V nasi praci zavedeme konverzni faktory,
které nam zprostiedkuji pfepocet redlnych (fyzikalnich) veli¢in na veli¢iny la-
ttice Boltzmannovskeé.

Zavadime konverzni faktor pro rozmér C; tak, Ze plati

1=10-C. (119)

Analogicky plati pfimé amérnost mezi redlnym ¢asovym krokem At a ¢asovym
krokem v lattice Boltzmannovskych jednotkach At/

At =Cy - A, (120)
kde C} je konverzni faktor pro ¢as. Pro pfipad redlného rozmérového kroku plati
Az =C) - Ad/, (121)

kde Az’ je rozmérovy krok v lattice Boltzmannovskych jednotkéch. Volbou
mikroskopickych rychlosti ¢; ve tvaru podle vztahu (20) a vypoc¢tové miize podle
obr. 2 jsme jiz zvolili, ze

Az’ = 1. (122)

Velikost ¢asového itera¢niho kroku v lattice Boltzmannovskych jednotkach At
uvazujeme rovnou velikosti rozmérového kroku, viz [1], [4], a plati tedy

At =1. (123)
Po dosazeni rovnic (122) a (123) do rovnic (120) a (121) plati
Ax:Cl~1=Cl,At:C't-1:Ct. (124)
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Pro vypocet konverzniho faktoru pro ¢as C; uzivame vztahu mezi relaxa¢nim
Casem a kinematickou viskozitou v, viz (19). Tedy

2r —1Az? 2r—1C2
V= = —_—

2r — 10,2
:>Ct: T i

= . 12
6 At 6 C 6 v (125)

Uvazujme nyni stejny vztah v lattice Boltzmannovskych jednotkach, kam dosadi-
me za Az’ a At’ podle vztaht (122) a (123). Nasledné vyjadiime relaxacni ¢as
T, tedy

, 21 —1A2” 211

1
V= =7=3-V+=. (126)

6 AV 6 2

Nyni uréime relaxa¢ni cas distribu¢ni funkce teploty 7. Nejprve piepiSeme
rovnici (94) pomoci veli¢in v lattice Boltzmannovskych jednotkich a vyjadiime
neznamou, tedy

27 — 1 Az’ 3AtQ" 1

o _

Nyni dosadime do rovnice (127) podle (122) a (123) a dostaneme
3AYQ 1 L1

Povsimnéme si analogii mezi relaxa¢nim ¢asem 7 (viz (126)) a relaxaénim ¢asem
distribu¢ni funkce teploty 7; (viz (128)).

Podobné Ize z teorie podobnostniho modelovani stanovit prevodni vztah mezi
fyzikalni (makroskopickou) rychlosti ug a lattice Boltzmannovskou rychlosti uy

ug = C,, - ul, (129)

kde C, je konverzni faktor pro rychlost. Rychlost v lattice Boltzmannovskych
jednotkach ug’ a rozmér v lattice Boltzmannovskych jednotkach I’ obvykle volime
a dopocitavame kinematickou viskozitu v lattice Boltzmannovskych jednotkich
V' s uzitim Reynoldsova podobnostniho &sla, viz odstavec 3.2.

Poznamku si zaslouZi jesté vztah mezi lattice Boltzmannovskou hustotou p’
a redlnou (fyzikalni) hustotou kapaliny p. V této praci zkoumame proudéni
nestlac¢itelné kapaliny. 7 definice nestlacitelné homogenni kapaliny vime, Ze
p = konst., a tedy i p’ = konst. Hodnota lattice Boltzmannovské hustoty je diky
tomu pro samotny numericky vypocet irelevantni a byva zpravidla nastavena na
hodnotu p’ = 1 za téelem jednoduchosti vypoctu.

3.1.1 Bezrozmérna teplota

Pii uziti lattice Boltzmannovy metody pro feSeni proudéni neizotermické ka-
paliny zavadime takzvanou bezrozmeérnou teplotu 7" jako podil rozdilu okamzité
fyzikalni teploty T od pocatecni realné teploty Ty a zmény realné teploty AT
na vypoctové oblasti. Odsud ziskdvame pfevodni vztah

T-T
AT

T = . (130)
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Pro pojmenovani bezrozmeérné teploty se jiz neuziva oznaceni "teplota v lattice
Boltzmannovskych jednotkach", presto ji vSak v této praci ozna¢ime apostrofem
jako T'.

3.2 Reynoldsovo ¢islo a Machovo ¢islo

Reynoldsovo bezrozmérné podobnostni ¢islo je definovano vztahem
Re = ——, (131)

kde [ je charakteristicky rozmér, ug je charakteristicka rychlost a v kinematicka
viskozita kapaliny.

Z teorie podobnostniho modelovani uvazujeme rovnost mezi Reynoldsovym
¢islem vyjadfenym v lattice Boltzmannovskych jednotkdch Re’, tj. Reynoldsovo
¢islo modelu, a Reynoldsovym ¢islem vyjadienym v redlnych fyzikilnich jed-
notkach Re, tj. Reynoldsovo ¢islo zkoumaného jevu, tedy

Re = Re'. (132)

Ze znalosti Reynoldsova &isla Re, rozméru I’ a rychlosti u(, snadno dopoéitavame
lattice Boltzmannovskou kinematickou viskozitu v’ néasledovné

uo -l ug-l , oupclv 101
= :>V_7u0~l —a-c—u-y. (133)
Je ziejmé, ze béhem jediného numerického vypoctu je mozné fesit vicero prob-
lém1i se stejnym Reynoldsovym ¢islem.
Dal3im dtlezitym bezrozmérnym ¢islem hojné uzivanym predevsim v aerody-
namice je takzvané Machovo ¢islo, které je definovano jako podil makroskopické
rychlosti ug a rychlosti zvuku ¢s v daném prostiedi, tedy

R.=R.=

Ma="22. (134)

Cs

Je mozné odvodit vztah mezi Reynoldsovym podobnostnim ¢islem a Machovym
podobnostnim ¢islem podle rovnice
up-l  cs-lu
Re = 70 = i 70 == Ma

v Vo v

cs - 1

(135)

Analyzy ukazuji, ze LBM fesi pesné Navier-Stokesovy rovnice pro piipad proudé-
ni nestlacitelné kapaliny pouze pro nizkd Machova ¢isla.

Lattice Boltzmannovou metodou fesime tedy problém pro nizké Machovo
¢islo. Pro teSeni takového problému je nutné vhodné zvolit hodnotu rozméru
v LB jednotkach ', rychlosti v LB jednotkach u{, a relaxa¢ni ¢as 7, ktery piimo
ovliviiuje hodnotu kinematické viskozity, viz rovnice (19). Zpravidla je rychlost
v LB jednotkach volena na hodnotu 0,1 nebo 0,2 [1]. Rozmér v LB jednotkach
" a relaxacni ¢as 7 jsou potom volime pravé tak, aby byla splnéna rovnost
Reynoldsovych &isel, viz (132). Je-li hodnota relaxa¢niho ¢asu 7 blizka k %, je
tfeba uzit metodu MRT - tedy metodu, kterd uziva vice riznych relaxanich
cast. Metoda SRT je v takovych piipadech nedostatecnd, viz odstavec 2.1.
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3.3 Prandtlovo ¢islo

Pti feSeni neizotermickych problémi je dalsim dulezitym parametrem pro samot-
né numerické feSeni soucinitel teplotni vodivosti a. Hodnotu Prandtlova ¢éisla
pro ruzné prostiedi najdeme ve fyzikilnich tabulkach. V kapitoldch 4 a 5 pracu-
jeme s hodnotami Pr =0,71 a Pr =1, 1.

Definujeme Prandtlovo ¢islo Pr jako podil kinematické viskozity tekutiny v
a soucinitele teplotni vodivosti tekutiny «

(136)

V kapitole 5 uzijeme Prandtlovo éislo pro urceni hodnoty souéinitele teplotni
vodivosti v lattice Boltzmannovskych jednotkidch o, ktery déle uZijeme pro
urceni relaxacniho ¢asu distribu¢ni funkce teploty 7 podle rovnice (128).

3.4 Rayleigho ¢islo

Rayleigho podobnosti ¢islo Ra je definovano vztahem

AT
Ra = 9PATE (137)

av

kde g je gravitacni konstanta a z podstaty podobnostnich ¢isel zjevné plati, ze
Ra = Rd'. (138)

Jedné se o podobnostni ¢islo uplatnéné pii feSeni problému pfirozené konvekce,
viz [1], [6]. V kapitole 5 bude uZito Rayleigho ¢islo k urceni soucinu ¢’ - 5’
v lattice Boltzmannovskych jednotkich. Tento soucin ndm potom bude dalsim
dualezitym parametrem pii numerické implementaci pro uplatnéni rovnice (97),
viz odstavec 5.3.
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4 Izotermické proudéni nestlacitelné vazké kapali-
ny ve 2D kavité

V této kapitole jsou prezentovany dosazené numerické vysledky izotermického
proudéni nestlacitelné vazké kapaliny ve ¢tvercové kavité. Numerické vypocty
byly realizovany ve vypoctovém prostifedi MATLAB, v némZ byla provedena
vlastni implementace lattice Boltzmannovy metody. Ziskané numerické vysledky
jsou zde porovnany s numerickymi vysledky publikovanymi v literatuie a vypo-
¢tenymi pomoci stejné metody, tj. literatura [1], [2].

4.1 2D kavita s horni pohyblivou sténou

Pro ovéreni spravnosti vlastni implementace lattice Boltzmannovy metody bude-
me uvazovat problém izotermického proudéni nestlacitelné vazké kapaliny ve 2D
kavité, ¢tvercové vypoctové oblasti s horni pohyblivou sténou. Takové zadéni je
Castym testovacim problémem pro verifikaci numerickych metod feSeni proudéni
tekutin. Uvazujeme ¢tvercovou 2D kavitu o délce stény [ = 0,20m, ktera
je naplnéna po okraj tekutinou o konstantni teploté a kinematické viskozité
v =1,2-1073m?/s. Horni sténa kavity se pohybuje rychlosti ug = 6m/s, viz
obr. 10.

y 1=02m
5 6 mis
W
[=
r
3
X
0

Obr. 10: Geometrie vypoctové oblasti pro feSeni proudéni ve 2D kavité s horni
pohyblivou sténou - problém 4.1

Pted numerickou simulaci samotnou je nutné pfepocitat parametry podle
teorie podobnosti prezentované v kapitole 3 z redlnych jednotek na takzvané
lattice Boltzmannovské jednotky, abychom spravné mohli implementovat vztahy
7z kapitoly 2. Nezndmymi v tuto chvili jsou tedy veli¢iny v/, I’ a uy’. Urceme
nejprve Reynoldsovo ¢islo pro zadany problém dosazenim do rovnice (131), tedy

up - 1 6-0,2

Re = =
v 1,2-10°3

= 1000. (139)
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Pro vypocet pomoci lattice Boltzmannovy metody zvolme nyni 100 uzld ve
sméru osy = a 100 uzli ve sméru osy y. ProtoZe plati rovnice (122), tedy Ze
Az’ = 1, znamena to, 7e

I’ = 100. (140)
Uzitim rovnice (119) ziskdme konverzni faktor pro rozmér
I 02
= — = ? == 2 . 141
C 7 = 100 ™ 0,002 m (141)

Rychlost modelované kapaliny v lattice Boltzmannovskych jednotkach zpravidla
volime na hodnotu 0,1 nebo 0,2, viz odstavec 3.2. My volime

uh =0,1. (142)
Nyni uréime konverzni faktor rychlosti pomoci rovnice (129), tedy

() 6
Cy = s = 01 m/s =60m/s. (143)

Konetné dopocitavame kinematickou viskozitu v’ dosazenim do rovnice (133)
néasledovné

11 1 1
= .—-1,2-1072 =0, 01. 144
0,002 60 ' 0 0,0 (144)

/
1% —_— "V

0 G,

Relaxacni ¢as 7, dulezity parametr figurujici v pravé strané klicové rovnice la-
ttice Boltzmannovy metody (18), ur¢ime dosazenim do rovnice (126)

1 1
T=31 4 5=3001+5 =053 (145)

Pro takovou hodnotu relaxa¢niho ¢asu 7 povazujeme metodu single relaxation
time jeSté za dostate¢nou. Prava strana klicové rovnice lattice Boltzmannovy
metody (18) je tedy Fesena metodou SRT, viz odstavec 2.1. Leva strana rovnice
(18) je fesena podle postupu popsaného v odstavci 2.2. Hustota a makroskopicka
rychlost tekutiny je vyhodnocovana dosazenim do rovnic (25) a (26). Okrajové
podminky pravé pro toto zadani jsou podrobné popsany v odstavci 2.3.
Vysledky stejné jako v pi¥ipadé literatury [1] prezentujeme v lattice Boltz-
mannovskych jednotkach, viz obr. 11 a obr. 13, a to v Case, kdy se rychlostni
pole daného problému jiz vyznamné nemeénilo, tj. v pfipadé nasi vlastni imple-
mentace v itera¢nim ¢ase ¢’ = 20000 vyjadienym v lattice Boltzmannovskych
jednotkach. Piepo¢téme nyni ¢as v lattice Boltzmannovskych jednotkach ¢’ na
redlny ¢as t. Dosazenim do rovnice (125) dostaneme konverzni faktor pro ¢as
Cy
o 2r—1C*  2-0,53—1 0,002
T 6 1,2-10-3

S vyuzitim konverzniho faktoru pro ¢as C; dostaneme hodnotu realného (fyzi-
kalniho) ¢asu

s=3,33-10""s. (146)

t=1t-C;=20000-3,33-10"°s=0,66s. (147)
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Na obr. 11 je ukizana vizualizace proudnic proudového pole ziskané vlastni
implementaci a vizualizace proudnic proudového pole pfevzata z literatury [1].
Na obr. 12 jsou zobrazeny rychlostni profily v pfi¢ném a podélném fezu vedenym
ve stiedu 2D kavity, které jsme ziskali vlastni implementaci. Rychlostni profily
v piitném a podélném fezu vedenymi ve stfedu 2D kavity prevzaté z literatury
[1] jsou na obr. 13.

100 =

80

60
>

40

20

Obr. 11: Vizualizace proudnic proudového pole ve 2D kavité ziskand pomoci
vlastni implementace (vpravo) a pievzaté z literatury [1] (vlevo) p¥i feSeni prob-
lému 4.1 pro Re = 1000
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Obr. 12: Rychlostni profily v pfi¢ném a podélném fezu vedenym ve stiedu 2D
kavity ziskané vlastni implementaci pfi feSeni problému 4.1 pro Re = 1000

Uspokojiva shoda je pozorovana predevsim tehdy, porovname-li rychlostni
profily v pfi¢ném a podélném fezu vedenym ve stiedu kavity ziskanymi nasim
programem s vysledky zvefejnénymi v literatufe, viz obr. 12 a obr. 13.

Problém nyni modifikujeme. Uvazime t¥i razné p¥ipady Reynoldsova ¢isla.
Nejprve zkoumejme problém proudéni kapaliny ve ¢tvercové 2D kavité o Reynold-
sové ¢isle Re = 100, poté o Reynoldsové ¢isle Re = 400 a kone¢né o Reynoldsové
¢isle Re = 3200. Délku étvercové 2D kavity v lattice Boltzmannovskych jed-
notkach budeme uvazovat stale stejnou, tedy podle (140) I’ = 100. Rychlost
v lattice Boltzmannovskych jednotkdch volime podle (142), tedy wy’ = 0, 1.
Kinematickou viskozitu v lattice Boltzmannovskych jednotkach v/ volime tak,
aby se Reynoldsovo ¢islo rovnalo vzdy pfislusné hodnoté. Z rovunice (131) tedy

29



vyjadiime nezndmou a dostaneme vztah pro vypocet kinematické viskozity v la-
ttice Boltzmannovskych jednotkach

7
V= “ORel . (148)

Relaxa¢ni ¢as 7 je pak dopocitavan podle rovnice (126). Problém byl feSen
metodou MRT. Numerické vysledky vlastni implementace jsou zde prezentovany
vzdy v itera¢nim ¢ase, kdy uz se proudové pole problému vyznamné neménilo.
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Obr. 13: Rychlostni profily v pfi¢ném a podélném fezu vedenym ve stiedu 2D
kavity prevzaté z literatury [1] pfi feSeni problému 4.1 pro Re = 1000

Na obr. 14 je zobrazena vizualizace proudového pole pro Re = 100 (vlevo)
a Re = 400 (vpravo). Na obr. 15 je ukdzana vizualizace proudového pole pro
Re = 3200. Vizualizace proudovych poli pfevzata z literatury [5], které autofi
ziskali pfi feSeni stejnych probléma pomoci stejné metody, jsou na obr. 16. Do-
volime si tvrdit, Ze je pozorovana dobra shoda mezi vysledky, které jsme ziskali
pomoci vlastni implementace, a mezi vysledky, které jsme pievzali z literatury.
Pro uplnost byla sestavena tab. 1, ktera popisuje umisténi center viri pro prob-
lém 4.1.

Predev§im z obr. 11, obr. 14 a obr. 15 je patrna tendence, kdy s rostoucim
Reynoldsovym ¢islem dochazi k pfesunu viru smérem ke stfedu ¢tvercové kavity.
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Obr. 14: Vizualizace proudnic proudového pole ve 2D kavité ziskand pomoci
vlastni implementace pii feSeni problému 4.1 pro Re = 100 (vlevo) a Re = 400
(vpravo)
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Obr. 15: Vizualizace proudnic proudového pole ve 2D kavité ziskana pomoci
vlastni implementace pii feSeni problému 4.1 pro Re = 3200
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Obr. 16: Vizualizace proudnic proudového pole ve 2D kavité pievzatd z lite-
ratury [1] p¥i feSeni problému 4.1 pro (a) Re = 100, (b) Re = 400,
(c) Re = 1000, (d) Re = 3200

Tab. 1: Umisténi stfedi viru pro problém 4.1

Pozice centra hlavniho viru
Rel[] /11 v/l
100 0,605 0,740
400 0,545 0,605
1000 0,546 0,588
3200 0,521 0,581
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4.2 2D kavita se ¢tyimi pohyblivymi sténami

Pro dalsi ovéfeni funkénosti vlastni implementace uvazujme nyni problém 2D
¢tvercové kavity se ¢tyfmi pohyblivymi sténami.

y
U= Ue, Uy =0
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o i
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3 E
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X
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Obr. 17: Geometrie vypoctové oblasti pro feSeni proudéni ve 2D kavité se ¢tyimi
pohyblivymi sténami - problém 4.2

Uvazujme tfi riizné piipady. Nejprve zkoumejme proudéni kapaliny ve ¢tver-
cové 2D kavité o Reynoldsové ¢isle Re = 10, poté proudéni kapaliny o Reynold-
sové ¢isle Re =100 a koneéné proudéni kapaliny o Reynoldsové ¢isle Re =127.
Horni sténa kavity se pohybuje konstantni rychlosti v kladném sméru osy =x.
Dolni sténa se pohybuje stejnou konstantni rychlosti v opa¢ném sméru. Pravéi
sténa kavity se pohybuje touto rychlosti v kladném sméru osy y. Leva sténa
kavity se pohybuje stejnou rychlosti v opa¢ném sméru, viz obr. 17.

Pro fegeni problému byla zvolena sit o 161 uzlech ve sméru osy x a 161 uzlech
ve sméru osy y, tedy stejné jako tomu je v literatufe [2]. Plati tedy, ze

' =161. (149)

Kinematickou viskozitu a hodnotu rychlosti volime tak, aby platilo, Zze se Rey-
noldsovo ¢&islo rovna piislusné hodnoté. Hodnotu rychlosti v lattice Boltzma-
nnovskych jednotkich volime podle rovnice (142), tedy ug = 0,1. Hodnotu
kinematické viskozity v LB jednotkach v/ ziskdme dosazenim do rovnice (148).
Relaxa¢ni ¢as 7 koneéné dopoéitavame dosazenim do rovnice (126).

Vysledky, které jsme ziskali vlastni implementaci, porovnévame s literaturou.
Na obr. 18 je zobrazena vizualizace proudnic proudového pole ziskana vlastni
implementaci (vpravo) a vizualizace proudnic proudového pole pievzata z lite-
ratury [2] (vlevo) pro problém proudéni kapaliny o Reynoldsové &isle Re = 10.
Stejné muZzeme porovnat vizualizace proudovych poli na obr. 19 pro problém
proudéni kapaliny o Reynoldsové ¢isle Re = 100 a na obr. 20 pro proudéni
kapaliny o Reynoldsové ¢isle Re = 127. Zaroven byly sestaveny tab. 2, tab. 3
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a tab. 4, které zobrazuji umisténi center vird pro feSeny problém. Vysledky
jsou prezentovany v Case, kdy se jiz proudové pole vyznamné neménilo, tedy
bylo ustélené.

Nase vysledky se od vysledkii publikovanych v literatuie nikdy nelisily o vice
nez 2,5 %, viz tab. 2, tab. 3 a tab. 4. Takovou shodu hodnotime jako
dostatecnou, a Tesic¢ tedy povazujeme za zvalidovany. Mirné odlisné vysledky

jsou pravdépodobné zpusobeny rozdilnym zpusobem implementace okrajovych
podminek.

Tab. 2: Umisténi center vira pro problém 4.2 pro Re = 10

Pozice center virll pro Re = 10
Lewy vir Prawy vir Delni vir Horni vir

x/1[-] wll-] | v/l x{11-] y/ | w/H v/l
vlastni

: 0152 | 0481 | 0848 | 0509 | 0152 | 0451 | 0508 | 0348
wysledky

"tEE“ra 0,150 | o480 | o848 | o510 | 0148 | oa4s0 | o510 | o350
lativni

ri:y't:"a”' 113% | 0,20% | 0,11% | 0,20% | 197% | 0,20% | 1,96% | 0,24%

Tab. 3: Umisténi center vira pro problém 4.2 pro Re = 100

Pozice center virll pro Re = 100
Lewy wir Pravy vir Dolni vir Horni vir
x/1[-] w1 | x v/l %1 1] yIH | %/ v/
viastni | o160 | 0445 | 0837 | 0543 | 0160 | 0445 | 0543 | 0837
vysledky
literat
' E'[Z]”ra 0160 | 0450 | o840 | o550 | o1s0 | o450 | 0550 | 0840
ril:;::' 000% | L11% | 0,36% | 1,27% | 000% | 1,11% | 1,27% | 0,36 %

Tab. 4: Umisténi center vira pro problém 4.2 pro Re = 127

Pozice center vir pro Re = 127
Lewy wir Pravy wir Delni vir Horni vir
xf1[-] v/ | %] y/1[-] x/11-] vy | o] v/
vlastni | 166 | 04aa | 0830 | 0585 | 0441 | 0165 | 0585 | 0830
wysledky
l'te'i;;”ra 0,170 | 0450 | 0,830 | 0550 | 0448 | 0,168 | 0548 | 0,830
ril:;'t‘:a”' 2,35% | 1,33% | 0,009% | 0,90% | 1,78% | 1,79% | 055% | 0,00%

Z obr. 18 az 20 je patrny trend, kdy s rostoucim Reynoldsovym ¢islem se poloha
center viri posouva vzdy po sméru nejblizsi pohyblivé stény.
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Obr. 18: Vizualizace proudnic proudového pole ve 2D kavité ziskani vlastni
implementaci (vpravo) a pfevzatd z literatury [2] (vlevo) pii feSeni problému
4.2 pro Re = 10

Obr. 19: Vizualizace proudnic proudového pole ve 2D kavité ziskana vlastni
implementaci (vpravo) a pievzatd z literatury [2] (vlevo) pii feSeni problému
4.2 pro Re = 100

Obr. 20: Vizualizace proudnic proudového pole ve 2D kavité ziskana vlastni
implementaci (vpravo) a pfevzata z literatury [2] (vlevo) pii feSeni problému
4.2 pro Re = 127
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5 Neizotermické proudéni nestlacitelné vazké ka-
paliny ve 2D kavité

Byla provedena simulace neizotermického proudéni tekutiny ve ¢tvercové na-
dobé, tj. v kavité. Ziskané vysledky, které prezentujeme v této kapitole, byly
porovnany s literaturou ([1], [3]). Autofi uzili pii FeSeni stejné metody.

5.1 2D kavita s horni pohyblivou sténou

Jako testovaci tlohu vlastniho fegice problému nucené konvekce uvazujme nyni
nasledujici problém. Kavita o délce stény | = 0,2m je naplnéna tekutinou
o kinematické viskozité v = 1,2-1073m? /s. UvaZzujme problém nucené konvekce
pro Prandtlovo &islo Pr = & = 0.71. Horni sténa kavity se pohybuje rychlosti
ug = 6m/s. Tekutina mé na pocatku teplotu Ty = 0°C na celé sledované
vypoctové oblasti. Horni sténu kavity zahfivime na teplotu 7T;, = 1°C. Dolni
sténa kavity je tepelnd izolovana. Na levé (zapadni) a pravé (vychodni) sténé je
udrzovana konstantni teplota T;, = 0°C, viz obr. 21.

Délku stén, kinematickou viskozitu a rychlost horni stény kavity je nutné
prepocitat na veli¢iny uzivajici lattice Boltzmannovské jednotky stejné jako
v pfipadé prvniho neizotermického problému, viz rovnice (139) az (144). Déle
urcujeme relaxac¢ni ¢as 7 podle rovnice (145). Navic je nutné ur¢it relaxaéni ¢as
distribu¢ni funkce teploty 7v. Za timto uc¢elem vypocitame soucinitel teplotni
vodivosti v lattice Boltzmannovskych jednotkach o uZzitim rovnice (136) nasle-
dovne v v 0,01

/ 9
Pr= == =0
Relaxa¢ni ¢as distribu¢ni funkce teploty 7 uréime pak dosazenim do rovnice
(128)

=0,014. (150)

1 1
m =30+ 5 =3-0,014+ 5 =0,542. (151)

Dosazenim do rovnice (130) ziskavame jesté vztah mezi bezrozmérnou teplotou
a redlnou teplotou vyjadienou ve stupnich Celsia, tedy

T-Ty T-0

T/: = =
Tw—To 1-0

T. (152)

Postup, ktery byl pii feSeni problému lattice Boltzmannovou metodou uZit,
podrobné popisuje odstavec 2.4., a to v¢etné okrajovych podminek pro vypocet
distribuéni funkce teploty na sténach ¢tvercové 2D kavity v odstavci 2.4.3 Fesici
pravé toto zadéni.

Vysledky jsou prezentovany v itera¢nim case ¢ = 22000 (tj. t = 0,735s).
Vizualizace proudnic proudového pole je tak pro stejny problém prezentovana
na obr. 11. Vystupem vlastni implementace je vizualizace izoterm teplotniho
pole, ta je porovnana s vysledky publikovanymi v literatufe na obr. 22. Dal§im
vystupem je graf teplotnich profila podél vysky kavity v ruznych jejich délkiach
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a i tyto teplotni profily porovnavame s literaturou na obr. 23. Pozorujeme do-
brou shodu mezi vlastni implementaci a literaturou.

Tm

Tm

wzo=|

Obr. 21: Geometrie vypoctové oblasti pro feSeni proudéni ve 2D kavité s horni
pohyblivou ohiivanou sténou - problém 5.1.

40 . 60

Obr. 22: Vizualizace izoterm teplotniho pole ve 2D kavité ziskana pomoci vlastni
implementace (vpravo) a pfevzaté z literatury [1] (vlevo) pfi feSeni problému
5.1 pro Re = 1000

Problém nyni modifikujeme. Uvazujme nyni ilohu proudéni kapaliny o kine-
matické viskozité v = 1,2 - 1073 m?/s ve ¢tvercové 2D kavité o délce stény
[l =0,2m s horni pohyblivou ohfivanou sténou podle obr. 21. Pro tento prob-
lém uvazujme Prandtlovo &islo Pr = 1,1. Algoritmus provedeme pro p¥ipad
ruznych Reynoldsovych ¢isel Re = 100, Re = 400, Re = 1000 a Re = 3200.
Volba rychlosti v lattice Boltzmannovskych jednotkéach wug’, délky v lattice Boltz-
mannovskych jednotkach I’ a kinematické viskozity v lattice Boltzmannovskych
jednotkach v/, potazmo volba relaxa¢niho ¢asu 7, prob&hla stejné jako v odstavci
4.1. Navic volime soucinitel teplotni vodivosti v lattice Boltzmannovskych jed-
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notkach o, viz (136),
pr=l oy Y 153
"= o o= Pr (153)
a relaxacni ¢as distribu¢ni funkce teploty 7; dosazenim do rovnice (128).
Vizualizaci izoterm teplotniho pole prezentujeme pro pfipad problému o Rey-
noldsoveé ¢isle Re = 100 a Re = 400 na obr. 24, a pro piipad tekutiny o Reynold-
sové Cisle Re = 1000 a Re = 3200 na obr. 25 vzdy ve stejném Case (t = 1,5s).
Vizualizace proudnic proudovych poli pro tyto problémy ve stejnych ¢asech
jsou zobrazeny na obr. 11, obr. 14 a obr. 15. Pfipomenme, Ze problém nucené
konvekce vyhodnocuje teplotni pole na zékladé pole rychlostniho. Vizualizace
proudnic proudovych poli tak ziistaly nezménény.
Z obr. 24 a obr. 25 je patrné, ze pro problémy vysSich Reynoldsovych ¢isel,
a tedy pro problémy vyS$si rychlosti horni pohyblivé stény, se teplota ze stény
do stiedu vypoctové oblasti za dany Cas prenese rychleji nez v pfipadé nizsich

Reynoldsovych ¢isel. Pro vy$si Reynoldsova éisla je totiz kapalina rozpohy-
bovana na vyssi rychlosti, nez je tomu v piipadé€ nizsich Reynoldsovych ¢isel.
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Obr. 23: Teplotni profily v pfi¢nych fezech vedenymi ve vybranych vzdaleno-
stech 2D kavity ziskané vlastni implementaci (vpravo) a pievzaté z literatury
[1] (vlevo) pfi fedeni problému 5.1 pro Re = 1000
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Obr. 24: Vizualizace izoterm teplotniho pole ve 2D kavité ziskana pomoci vlastni
implementace p¥i feSeni problému 5.1 Pr = 1,1 pro Re = 100 (vlevo) a Re = 400
(vpravo)

100 1 100 k& 1
ﬁ \,

0 ) 08
70 ) 07
&0 ) 08
v' 50 )8 50 05
40 ) 04
0 : 03
% , 0z
10 ) e

0 ) ‘ o

0 el 40 &0 80 100 : !

X' %

Obr. 25: Vizualizace izoterm teplotniho pole ve 2D kavité ziskand pomoci
vlastni implementace p¥i fefeni problému 5.1 Pr = 1,1 pro Re = 1000 (vlevo)
a Re = 3200 (vpravo)
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5.2 2D kavita se ¢tyfmi pohyblivymi sténami

V tuto chvili lze vyvinuty feSi¢ pro neizotermické proudéni nestlacitelné vazké
tekutiny povaZovat za zvalidovany. Rozsifime nyni problém z literatury [2]
o neizotermické zadani a vysledky zde odprezentujeme.

Stejné jako v odstavci 4.2. budeme uvazovat tii rizné piipady. Nejprve zkou-
mejme proudéni kapaliny ve ¢tvercové 2D kavité o Reynoldsové Cisle Re = 10,
poté o Reynoldsové Cisle Re = 100 a konecné o Reynoldsové ¢isle Re = 127
a pocatetni bezrozmérné teploté T,' = 0 na celé sledované plose. Uvazujme
pro tento problém Prandtlovo ¢islo Pr = 1,1. Pohyb stén kavity uvazujme
stejny jako v odstavci 4.2. Horni (severni) a levou (vychodni) sténu ochlazujeme
o jeden bezrozmérny stupen na T” = —1; dolni (jizni) a pravou (zépadni) sténu
ohfivame o jeden bezrozmérny stupen na teplotu 77 = 1, viz obr. 26.

=1
U= Uo, Uy =0

u. =0, u=u

U= U, Uy =0
T'=

Obr. 26: Geometrie vypoc¢tové oblasti pro feSeni neizotermického proudéni ve
2D kavité se ¢tyfmi pohyblivymi sténami - problém 5.2

Ulohu fe&ime jako problém nucené konvekee. Veliciny uo’, v/, I’ a 7 volime
stejné jako v odstavci 4.2. Nésledné volime soucinitel teplotni vodivosti v lattice
Boltzmannovskych jednotkach o' dosazenim do rovnice (153) a relaxatni ¢as
distribu¢ni funkce teploty 7 dosazenim do rovnice (128).

Vizualizaci izoterm teplotniho pole prezentujeme vzdy v itera¢nim Case vyja-
dfenym v lattice Boltzmannovskych jednotkach ¢ = 20000. Vizualizace proud-
nic proudového pole pro dany problém v tomto iteraénim case prezentujeme
v odstavci 4.2. Na obr. 27 jsou zobrazeny vizualizace izoterm teplotniho pole ve
2D kavité pro problém proudéni kapaliny o Reynoldsové ¢isle Re = 10 (vlevo)
a pro problém proudéni kapaliny o Reynoldsové ¢isle Re = 100 (vpravo). Vizu-
alizace izoterm teplotniho pole pro kapalinu o Reynoldsové ¢isle Re = 127 je na
obr. 28.

Podle nasich predpokladi pozorujeme vizualizace izoterm teplotniho pole
soumeérné podle thlopficek ¢tvercovych vypoctovych oblasti.
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Obr. 27: Vizualizace izoterm teplotniho pole ve 2D kavité ziskand vlastni imple-
mentaci pii FeSeni problému 5.2. pro Re = 10 (vlevo) a pro Re = 100 (vpravo)

Obr. 28: Vizualizace izoterm teplotniho pole ve 2D kavité ziskana vlastni im-
plementaci pfi feSeni problému 5.2. pro Re = 127
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5.3 2D kavita s nepohyblivymi sténami

Testovacim zadanim pro feSeni problému pfirozené konvekce, kterému se po-
drobné vénoval odstavec 2.4.2, bude pravé problém 2D kavity s nepohyblivymi
sténami. Ctvercova kavita je naplnéna tekutinou. Uvazujme pro tento prob-
lém Prandtlovo &islo Pr = 0,71, Rayleigho ¢islo Ra = 10° a poéateéni teplotu
tekutiny Top = 0°C na celé sledované vypoctové oblasti. Leva (zapadni) sténa
kavity je ohfivana na teplotu 7, = 1°C a na pravé (vychodni) sténé kavi-
ty je udrzovana stabilni teplota 7, = 0°C. UvaZujeme pusobeni gravita¢niho
zrychleni g, = 9,81 m/ s? piisobici proti kladnému sméru osy vy, viz obr. 29.

9

Obr. 29: Geometrie vypoc¢tové oblasti pro feSeni neizotermického proudéni ve
2D kavité s nepohyblivymi sténami - problém 5.3

Pro implementaci samotnou bylo potieba urcit hodnoty veli¢in 7, I, 7, stejné
jako tomu bylo pfi feSeni predchozich problémii. Zvolime tedy I’ = 100. Protoze
feSime pouze testovaci problém nereflektujici skuteény problém, kinematickou
viskozitu v lattice Boltzmannovskych jednotkach v/ prosté zvolime v/ = 0,03.
Potom dopocitame soucinitel teplotni vodivosti v lattice Boltzmannovskych jed-
notkach o’ pomoci Prandtlova ¢isla nasledovné

v v 0,03

Pr=—=d=—=-

o Pr 0,71

Pfipomenime si, Ze vztah mezi bezrozmérnou teplotou 7" a realnou teplotou T

popisuje rovnice (152). Relaxa¢ni ¢as distribu¢ni funkce teploty 7 dopocitavame

potom dosazenim do rovnice (128) a relaxacni ¢as T dopocitdvame dosazenim

do rovnice (126). Pro uZiti rovnice (97) je navic t¥eba ur¢it soucin ¢’ - 8’ pomoci
Rayleigho ¢isla, tj. rovnice (137),

Ra - o'V 10°-0,042-0,3

- . — 0,013 155
G = =T T 1= 0)- 100° (155)

=0,042. (154)

a bezrozmérnou stiedni teplotu 7}, .,, volime nasledovné
T —-Td 1-0 1
Tmeanl = D) = 2 = 5 (156)
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Vizualizace proudnic proudového pole ziskana vlastni implementaci porovnava-
me s literaturou [1], viz obr. 30. Stejné tak byly porovnany vizualizace izoterm
teplotniho pole, viz obr. 31. Vysledky hodnotime jako v relativné dobré shodé.

Pokud bychom uvazovali gravitacni konstantu ve sméru z i ve sméru y
nulovou, potom by platilo, Ze by vnéjsi sila F; v rovnici (98) byla také nulova.
Resili bychom pak v podstaté problém nucené konvekce. Zména teploty tekutiny
by nerozpohybovala tekutinu v kavité. Teplota by se pfenaSela z oh¥ivané stény
do kapaliny podle obr. 32.
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Obr. 30: Vizualizace proudnic proudového pole ve 2D kavité ziskana pomoci
vlastni implementace (vpravo) a pievzaté z literatury [1] (vlevo) pii feSeni prob-
lému 5.3
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Obr. 31: Vizualizace izoterm teplotniho pole ve 2D kavité ziskana pomoci vlastni
implementace (vpravo) a pievzaté z literatury [1] (vlevo) pii feSeni problému
5.3
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Obr. 32: Neizotermicky problém 5.3 feSeny jako problém nucené konvekce
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Zavér

Hlavnim cilem bakalaiské prace bylo implementovat lattice Boltzmannovu meto-
du pro feSeni problému izotermického a zejména neizotermického proudéni ne-
stlacitelnych vazkych kapalin ve 2D. Prvni tii teoretické kapitoly systematicky
vysvétlovaly ¢tenéfi zpusob, jaky byl piiimplementaci uzit. Na problému izoter-
mického proudéni a pozdé&ji neizotermického proudéni kapaliny ve ¢tvercové ka-
vité s horni pohyblivou sténou a na proudéni neizotermického proudéni kapaliny
ve ¢tvercové kavité s nepohyblivymi sténami pak byla porovnanim vysledku s li-
teraturou (autofi uzili p¥i feSeni problému stejné metody) ovéfena spravnost
vlastni implementace vyvinutych algoritmii. Nésledné byly rozsifeny piiklady
z [2] o neizotermické zadéani a vysledky odprezentovany. V praci jsou rovnéz
ukazany rozdily mezi problémem nucené a prirozené konvekce v ramci feSeni
neizotermického proudéni nestlacitelné vazké kapaliny.

Moznosti dalgiho rozsifeni préace se nabizi hned nékolik. At uz je to mode-
proudéni. Lattice Boltzmannova metoda neni souc¢asti béznych profesionalnich
vypoctovych systému feSicich proudéni, pfesto mnohé zdroje predpokladaji do
budoucna jeji pfibyvajici vyuziti i v pramyslu.
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