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Anotace

Bakalá°ská práce se zabývá numerickým °e²ením problematiky izotermického,
a p°edev²ím neizotermického proud¥ní nestla£itelných vazkých kapalin lattice
Boltzmannovou metodou. Na základ¥ prostudované literatury, která je uvedená
v této práci a která se zam¥°uje na modelování izotermického a neizotermi-
ckého proud¥ní nestla£itelných kapalin pomocí lattice Boltzmannovy metody, je
odvozena klí£ová rovnice lattice Boltzmannovy metody. Následn¥ je demonstro-
ván zp·sob implementace klí£ové rovnice lattice Boltzmannovy metody na p°í-
kladech izotermického a neizotermického proud¥ní nestla£itelné vazké kapaliny
ve £tvercové 2D kavit¥. Je vysv¥tlen rozdíl mezi problémy nucené a p°irozené
konvekce neizotermického proud¥ní, které lattice Boltzmannova metoda °e²í.

Klí£ová slova: lattice Boltzmannova metoda, proud¥ní ve 2D kavit¥, neizoter-
mické proud¥ní, nestla£itelná vazká kapalina, numerická simulace, nucená kon-
vekce, p°irozená konvekce

Abstract

This bachelor's thesis is focused on the numerical solution of the problems of
isothermal and especially non-isothermal �ow of incompressible viscous �uids
using the lattice Boltzmann method. Based on the studied literature, which is
presented in this work and which focuses on modeling the isothermal and non-
isothermal �ow of incompressible �uids using the lattice Boltzmann method,
the key equation of the lattice Boltzmann method is derived. Subsequently,
the method of implementing the key equation of the lattice of the Boltzmann
method is demonstrated on examples of isothermal and non-isothermal square
2D cavity. The di�erence between the problems of forced and natural convection
of non-isothermal �ow, which the lattice Boltzmann method solves, is explained.

Keywords: lattice Boltzmann method, �ow in 2D cavity, nonisothermal �ow,
icompressible viscous �uid, numerical simulations, forced convection, natural
convection
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Úvod

P°edloºená bakalá°ská práce se zabývá modelováním laminárního proud¥ní ne-
stla£itelné vazké kapaliny pomocí lattice Bolztmannovy metody (LBM). Latti-
ce Boltzmannova metoda je explicitní numerická metoda, která se ve srovnání
s klasickými metodami, jako je metoda kone£ných prvk· (FEM), za£ala pouºí-
vat pro °e²ení proud¥ní kapalin teprve nedávno. Pro lattice Boltzmannovu
metodu je tekutina jako taková nahrazena shluky £ástic. Výpo£et proud¥ní
je pak provád¥n v bodech zvolené výpo£tové m°íºky, kde dochází k p°esunu
(k proud¥ní) t¥chto shluk· £ástic ve vybraných sm¥rech a k pomyslné vzá-
jemné sráºce (ke kolizi) mezi shluky £ástic. P°estoºe ve²keré dynamické procesy
jsou zjednodu²eny pouze na tyto dva procesy (distribuci shluk· £ástic a kolizi
shluk· £ástic), ukazuje se, ºe lattice Boltzmannova metoda m·ºe velice v¥rn¥
popisovat reálné proud¥ní (zejména pro nízká Reynoldsova £ísla). Nespornou
výhodou metody je její relativn¥ snadná algoritmizace a programová imple-
mentace. Zejména tedy jednoduchá implementace okrajových podmínek na ob-
délníkové m°íºce a (pro na²i práci velice podstatná) jednoduchá implementace
metody pro °e²ení neizotermického proud¥ní kapalin. Hlavním cílem práce je
vyvinout vlastní °e²i£ zaloºený na LBM pro °e²ení vybraných problém· neizoter-
mického proud¥ní nestla£itelných vazkých kapalin.

Práce je rozd¥lena do p¥ti kapitol. První kapitola se zabývá teoretickým mi-
nimem, které je t°eba znát k pochopení principu lattice Boltzmannovy metody.
Je odvozena výchozí klí£ová rovnice lattice Boltzmannovy metody.

Druhá kapitola se v¥nuje implementaci klí£ové rovnice lattice Boltzmanno-
vy metody odvozené v p°edchozí kapitole pro °e²ení proud¥ní ve dvoudimen-
zionálním prostoru pomocí rychlostního modelu D2Q9. Je p°edstaven význam
relaxa£ního £asu a zp·sob °e²ení kolizního kroku pomocí p°ístupu single rela-
xation time (SRT) a multiple relaxation time (MRT). Velký d·raz je kladen
na p°edstavení okrajových podmínek pro interakci £ástic s pevnou pohyblivou
a nepohyblivou nepropustnou st¥nou. Dále jsou p°edstaveny problémy p°irozené
a silové konvekce pro p°ípad °e²ení proud¥ní neizotermické kapaliny. Okrajové
podmínky jsou ukázány p°ímo na vybraném p°íkladu, který bude °e²en v násle-
dujících kapitolách.

T°etí kapitola vysv¥tluje vztah mezi jednotkami vyuºívanými lattice Boltz-
mannovou metodou a fyzikálními. Jsou p°edstavena uºívaná podobnostní £ísla
a jejich významy. D·raz je kladen na vhodnou volbu relaxa£ních £as· k zabezpe-
£ení funk£nosti metody.

Ve £tvrté kapitole jsou prezentovány výsledky izotermického proud¥ní nestla-
£itelné vazké kapaliny na vybraných p°íkladech. Podrobn¥ jsou okomentovány
výsledky problému proud¥ní kapaliny ve £tvercové kavit¥ s horní pohyblivou
st¥nou. Na tomto problému byla také demonstrována implementace okrajových
podmínek ve druhé kapitole. Na p°íkladu byl rovn¥º podrobn¥ ukázán zp·sob
volby parametr· a p°epo£et veli£in podle návodu ze t°etí kapitoly. Dosaºené
numerické výsledky pro r·zná Reynoldsova £ísla byly porovnány s literaturou
[1], [2] a [5]. Dále byl numericky °e²en problém £tvercové kavity se £ty°mi pohy-
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blivými st¥nami. Výsledky °e²ení tohoto problému byly porovnány s literaturou
[2].

Pátá kapitola p°edstavuje výsledky neizotermického proud¥ní nestla£itelné
vazké kapaliny na vybraných p°íkladech. Výsledky °e²ení problému £tvercové
kavity s horní pohyblivou a oh°ívanou st¥nou byly porovnány s literaturou
[1]. Byl uºit p°ístup nucené konvekce. P°íklad £tvercové kavity se £ty°mi
pohyblivými st¥nami z p°edchozí kapitoly byl roz²í°en o neizotermické zadání
a výsledky jsou v této kapitole odprezentovány. Na p°íkladu proud¥ní tekutiny
v kavit¥ s nepohyblivými oh°ívanými st¥nami byl uºit p°ístup p°irozené kon-
vekce.
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1 Princip Boltzmannovy metody

Tekutiny se od pevných látek li²í p°edev²ím velkou pohyblivostí svých £ástic.
�ástice do sebe naráºejí a ovliv¬ují tak vzájemn¥ své trajektorie. Zkoumat
proud¥ní tekutin na mikroskopickém m¥°ítku popisem chování kaºdé jedné £ásti-
ce je v mnoha p°ípadech tém¥° nemoºné. Proto proud¥ní tekutin zkoumáme
na takzvaném mezoskopickém m¥°ítku pomocí Boltzmannovy rovnice. Boltz-
mannova rovnice je d·leºitou rovnicí statistické mechaniky. Nezkoumá pohyb
kaºdé £ástice zvlá²´, ale poskytuje nám informace o výskytu jednoho shluku
£ástic pomocí takzvané distribu£ní funkce (distribution function).

Uvaºujme nyní shluk £ástic pohybující se rychlostí c v míst¥ ur£eném polo-
hovým vektorem r v £ase t. Takový shluk popisuje distribu£ní funkce f(r, c, t).
Distribu£ní funkce f(r, c, t) vyjad°uje po£et £ástic nacházejících se v daném £ase
t a v dané oblasti mezi místy ur£enými polohovými vektory r a r+ dr, rychlostí
mezi c a c + dc. Uvaºujme také, ºe na shluk £ástic p·sobí vn¥j²í síla F.

Obr. 1: Schéma pohybu shluku £ástic

Vychazíme-li z druhého Newtonova pohybového zákona, potom vn¥j²í síla F
pozm¥ní rychlost shluku £ástic za diferenciáln¥ malý £asový okamºik dt o dc =
= Fdt a zm¥ní pozici takového shluku £ástic o dr = cdt, viz obr. 1. Pokud
platí

f(r + cdt, c + Fdt, t+ dt) drdc− f(r, c, t) drdc = 0, (1)

potom nedochází ke kolizi mezi £ásticemi. Reáln¥ se s takovým p°ípadem ne-
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setkáváme £asto, a proto zavádíme takzvaný kolizní operátor Ω(f) tak, ºe platí
rovnice

f(r + cdt, c + Fdt, t+ dt) drdc− f(r, c, t) drdc = Ω(f) dtdrdc. (2)

Vyd¥lením rovnice (2) výrazem dtdrdc a limitním p°echodem dt→ 0 získáváme

df

dt
= Ω. (3)

S v¥domím skute£nosti, ºe distribu£ní funkce f(r, c, t) je funkcí t°í prom¥nných,
a ze znalosti derivace sloºené funkce získáme rovnici

df =
∂f

∂r
dr +

∂f

∂c
dc +

∂f

∂t
dt. (4)

Rovnici (4) vyd¥líme diferenciáln¥ malým £asovým krokem dt a dostaneme

df

dt
=
∂f

∂r
dr
dt

+
∂f

∂c
dc
dt

+
∂f

∂t
. (5)

Vztah (5) p°epí²eme jako

df

dt
=
∂f

∂r
c +

∂f

∂c
a +

∂f

∂t
, (6)

kde a je zrychlení shluku £ástic. P°ípadn¥ p°epí²eme rovnici (6) do tvaru

df

dt
=
∂f

∂r
c +

∂f

∂c
F
m

+
∂f

∂t
. (7)

Kone£n¥ dosazením rovnice (7) do rovnice (3) získáme

Ω =
∂f

∂r
c +

∂f

∂c
F
m

+
∂f

∂t
, (8)

kde m je hmotnost jednoho shluku £ástic a, jak jiº bylo uvedeno, F je vn¥j²í
objemová síla p·sobící na jeden shluk £ástic. Pokud tuto sílu budeme dále
uvaºovat nulovou, získáváme Boltzmannovu rovnici ve známém tvaru (∇ = ∂

∂r )

Ω =
∂f

∂t
+ c∇f. (9)

Relace mezi distribu£ní funkcí a makroskopickými veli£inami charakterizujícími
proudové pole, jako je hustota tekutiny ρ, makroskopická rychlost tekutiny u
a vnit°ní energie e, jsou následující

ρ(r, t) =

∫
mf(r, c, t) dc, (10)

ρ(r, t)u(r, t) =

∫
mcf(r, c, t) dc, (11)
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ρ(r, t)e(r, t) =
1

2

∫
mv2f(r, c, t) dc. (12)

V rovnicích (10) aº (12) je v relativní rychlost shluku £ástic v·£i makroskopické
rychlosti tekutiny u, pro kterou platí, ºe v = c− u, viz [1] .

Boltzmannova rovnice je parciální diferenciální rovnice se zdrojovým £lenem.
Její °e²ení komplikuje fakt, ºe kolizní operátor Ω je funkce závislá na distribu£ní
funkci f . Pro °e²ení parciální diferenciální rovnice je t°eba kolizní operátor
také diskretizovat. Nejroz²í°en¥j²í (nejznám¥j²í) formulace kolizního operátoru
je vyjád°ena pomocí BGKW (Bhatnagar, Gross, Krook, Welander) aproximace
z roku 1954, viz [1]

Ω = ω(feq − f) =
1

τ
(feq − f), (13)

kde feq je lokální rovnováºná distribu£ní funkce a ω je relaxa£ní frekvence,
respektive τ je relaxa£ní £as.

Dosazením rovnice (13) do rovnice (9) p°edstavujeme Boltzmannovu rovnici
v podob¥

∂f

∂t
+ c∇f = ω(feq − f) =

1

τ
(feq − f). (14)

Lattice Boltzmannova metoda p°edstavená v této práci diskretizuje rovnici (14)
a uvaºuje ji v daných sm¥rech. Klí£ovou rovnici lattice Boltzmannovy metody
ve sm¥ru i p°edstavujeme jako

∂fi
∂t

+ ci∇f = ω(feqi − fi) =
1

τ
(feqi − fi). (15)

Prove¤me Taylor·v rozvoj distribu£ní funkce fi(r + ci∆t, t + ∆t), kde ∆t je
zvolený itera£ní krok, následovn¥

fi(r + ci∆t, t+ ∆t) = fi(r, t) +
∂fi
∂t

∆t+
∂f

∂r
ci∆t+ .... (16)

Úpravou a vyd¥lením rovnice (16) £asovým krokem ∆t dostaneme

fi(r + ci∆t, t+ ∆t)− fi(r, t)
∆t

=
∂fi
∂t

+
∂f

∂r
ci =

∂fi
∂r

+
∂fi
∂t

ci, (17)

odtud plyne

fi(r + ci∆t, t+ ∆t) = fi(r, t) +
1

τ
(feqi (r, t)− fi(r, t)). (18)

Zp·sob implementování klí£ové rovnice lattice Boltzmannovy metody, tj. ro-
vnice (18), pro hojn¥ uºívaný D2Q9 rychlostní model bude objasn¥n v následu-
jící kapitole.

Na tomto míst¥ popi²me je²t¥ vztah mezi relaxa£ním £asem τ a kinematickou
viskozitou kapaliny ν. Ten je odvoditelný z Navier-Stokesových rovnic a pro na²e
pot°eby jej uvedeme v podob¥

ν =
2τ − 1

6

∆x2

∆t
, (19)

kde ∆x je rozm¥rový krok uºitý p°i numerickém °e²ení klí£ové rovnice lattice
Boltzmannovy metody.
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2 Implementace "klí£ové rovnice" lattice Boltz-
mannovy metody

V této kapitole je vysv¥tlen zp·sob implementace rovnice (18) pro °e²ení proud¥ní
nestla£itelných kapalin ve dvoudimenzionálním prostoru pomocí lattice Boltz-
mannovy metody.

Obr. 2: P°íklad výpo£tové m°íºe

Diskretizovanou výpo£tovou oblast si p°edstavíme jako m°íº, viz obr. 2, kdy
v kaºdém uzlu této m°íºe provádíme výpo£et a zajímá nás tak rychlost shluku
£ástic nacházejících se v tomto míst¥. Poznamenejme dále, ºe výpo£tem shluk·
£ástic v uzlech, které jsou na okraji výpo£tové m°íºe, £ili na st¥n¥ výpo£-
tové oblasti, se budeme zabývat v odstavci 2.3. Je moºné dokázat, ºe pro 2D
model proud¥ní posta£í uvaºovat pohyb (distribuci) sledovaného shluku v de-
víti sm¥rech, a to v£etn¥ jednoho pro setrvání v klidu. Rychlosti odpovídající
t¥mto sm¥r·m se ozna£ují jako mikroskopické rychlosti a v této práci je budeme
zna£it jako ci, kde i = 1, ..., 9, viz obr. 3. Takový model rychlostí je b¥ºn¥
ozna£ován jako D2Q9, kde D2 popisuje dvoudimenzionální problém a Q9 zna£í
po£et zohledn¥ných sm¥r·.
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Pro prostorový krok ∆x p°i takto volené výpo£tové m°íºi platí ∆x = 1, viz obr. 2,
°ádkové vektory mikroskopických rychlostí ci pro model D2Q9 lze potom vyjád°it
následovn¥

i = 1 : c1 = [0, 0],

i = 2 : c2 = [1, 0],

i = 3 : c3 = [0, 1],

i = 4 : c4 = [−1, 0],

i = 5 : c5 = [0,−1],

i = 6 : c6 = [1, 1],

i = 7 : c7 = [−1, 1],

i = 8 : c8 = [−1,−1],

i = 9 : c9 = [1,−1].

(20)

Obr. 3: Vektory ci pro i = 1, ..., 9

Kaºdé £ástici na výpo£tové m°íºi p°i°adíme diskrétní distribu£ní funkci fi(r, ci, t)
nebo jednodu²e fi(r, t), i = 1, ..., 9, která popisuje pravd¥podobnost proud¥ní
v jednom konkrétním sm¥ru. Kaºdé distribu£ní funkci fi pak náleºí váhový
faktor (weighting factor) wi. Pro ten platí, ºe sou£et váhových funkcí ve v²ech
sm¥rech i = 1, ..., 9 je roven jedné

9∑
n=1

wi = 1. (21)

V p°ípad¥ uvaºovaného modelu rychlostí D2Q9 pro jednotlivé váhové faktory
platí, viz [1],

w1 =
4

9
;w2 = w3 = w4 = w5 =

1

9
;w6 = w7 = w8 = w9 =

1

36
. (22)
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Rovnováºná distribu£ní funkci feqi vystupující v rovnici (18) má podle [7] tvar

feqi = wiρ

(
1 +

ci · u
c2s

+
(ci · u)2

2c2s
− ci · u2

4c2s

)
, (23)

kde cs je rychlost zvuku, pro níº podle [1] platí

cs =
∆x

∆t
√

3
. (24)

Na tomto míst¥ uve¤me, ºe makroskopická hustota ρ kapaliny v daném uzlu
výpo£etní m°íºe je dána sou£tem distribu£ních funkcí shluku £ástic

ρ(r, t) =

9∑
n=1

fi(r, t) (25)

a pro výpo£et makroskopické rychlosti u kapaliny v daném sm¥ru platí

u(r, t) =
1

ρ

9∑
n=1

fi(r, t)ci. (26)

Vra´me se nyní k rovnici (18). Pravou stranu této rovnice nazýváme kolize
(collision) a levou stranu rovnice nazýváme distribuce (streaming). Máme tedy
dva kroky, které jsou p°i vlastní numerické implementaci provedeny nezávisle
na sob¥. Pro implementaci samotnou nezáleºí na tom, který z krok· (kolize,
distribuce) je proveden jako první. V této práci bude kolize realizována jako
první.

2.1 Kolize

V tomto odstavci popi²me implementaci pravé strany rovnice (18). B¥hem
kolizní fáze dochází ve v²ech uzlech, ve kterých probíhá výpo£et, k pomyslné
sráºce shluk· £ástic.

Prvním v této práci p°edstaveným p°ístupem k °e²ení kolizního kroku je tak-
zvaný single relaxation time model, zkrácen¥ SRT model. Lattice Boltzmannovu
metodu uºívající principu SRT n¥kdy také souhrnn¥ ozna£ujeme jako SRT-LBM.
Jak název metody napovídá, SRT se opírá pouze o jeden parametr, a to relaxa£ní
£as τ , který je t°eba vhodn¥ zvolit tak, aby byla zaru£ena numerická stabilita
metody a aby byla zohledn¥na vazba mezi relaxa£ním £asem τ a kinematickou
vizkozitou ν kapaliny, viz (19). Ze vztahu (19) je z°ejmé, ºe pokud hodnota
relaxa£ního £asu τ bude blízká k 1

2 , potom kinematická viskozita ν bude svou
hodnotou blízká nule. Reynoldsovo £íslo (viz odstavec 3.2) by se potom svou
hodnotou limitn¥ blíºilo k nekone£nu. Takové zadání postrádá fyzikální význam.
Proto musí být τ > 1

2 . Pro p°íli² velké relaxa£ní £asy v²ak dochází k velkým
zm¥nám hustoty. Kapalina se tak chová jako "pseudostla£itelná", coº v p°ípad¥
°e²ení problému proud¥ní nestla£itelné kapaliny, se jeví jako problematické.
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Zavádíme postkolizní distribu£ní funkci fpostkoliznii (r, t) odpovídající pravé
stran¥ rovnice (18)

fpostkoliznii (r, t) = fi(r, t) +
1

τ
(feqi (r, t)− fi(r, t)); i = 1, ..., 9. (27)

V kaºdém kolizním kroku je proveden výpo£et nových (postkolizních) distri-
bu£ních funkcí fpostkoliznii (r, t) v jednotlivých bodech výpo£tové m°íºe. Kolize
vznikly p°ite£ením shluk· £ástic v daném £asovém kroku do t¥chto uzl·. Uv¥dom-
me si, ºe b¥hem inicializace algoritmu nedochází ke kolizi, a tudíº platí

fi(r, t) = feqi (r, t). (28)

Dosadíme-li rovnici (28) do rovnice (27), získáme postkolizní distribu£ní funkci

fpostkoliznii (r, t) = feqi (r, t). (29)

Alternativou k p°ístupu SRT je takzvaný MRT - multiple relaxation time,
neboli p°ístup s mnohonásobným relaxa£ním parametrem. Ten je vhodn¥j²í
pouºít, je-li hodnota τ blízká k 1

2 , a tedy, klesá-li numerická stabilita SRT p°í-
stupu. MRT p°ístup uskute£¬uje kolizní krok v momentovém prostoru. Pro
kaºdý moment je potom vhodn¥ volen jeden relaxa£ní £as. Implementujeme-li
D2Q9 model rychlostí, pak vyuºíváme devíti parametr· si ∈ [1; 2), si = 1, ..., 9,
které jsou umíst¥ny do diagonální matice S následovn¥

S = diag(s1, s2, s3, s4, s5, s6, s7, s8, s9)T . (30)

V p°ípad¥ této práce byly parametry voleny stejn¥ jako v publikaci [1], tedy

S = diag

(
1, 0; 1, 4; 1, 4; 1, 0; 1, 2; 1, 0; 1, 2;

2

(1 + 6ν)
,

2

(1 + 6ν)

)
. (31)

Kolizní faktor je diskretizován v rychlostním prostoru podle rovnice (13). Dis-
kretizace kolizního faktoru v momentovém prostoru je dána

Ω = −M−1S[m(r, t)−meq(r, t)]. (32)

Pomocí transforma£ní maticeM lze uskute£nit p°evod mezi vektorem moment·
m a vektorem distribu£ních funkcí f

m = M · f⇒ f = M−1 ·m, (33)

kde vektorem f rozumíme vektor f = (f1, ..., f9)T a m je de�nován podle [1],[9]
jako

m = (ρ, e, ε, jx, qx, jy, qy, pxx, pxy)T , (34)

kde ρ ozna£uje hustotu, e energii, ε kvadrát energie, ji sloºku hybnosti v daném
sm¥ru, qi sloºku energetického toku v daném sm¥ru a pxx diagonální prvky
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tenzoru nap¥tí a pxy mimodiagonální prvky tenzoru nap¥tí. Pro D2Q9 model
je matice M dána jako

M =



1 1 1 1 1 1 1 1 1
−4 −1 −1 −1 −1 2 2 2 2
4 −2 −2 −2 −2 1 1 1 1
0 1 0 −1 0 1 −1 −1 1
0 −2 0 2 0 1 −1 −1 1
0 0 1 0 −1 1 1 −1 −1
0 0 −2 0 2 1 1 −1 −1
0 1 −1 1 −1 0 0 0 0
0 0 0 0 0 1 −1 1 −1


(35)

a inverzní matice M−1 k matici M je dána

M−1 =



1
9 − 1

9
1
9 0 0 0 0 0 0

1
9 − 1

36 − 1
18

1
6 − 1

6 0 0 1
4 0

1
9 − 1

36 − 1
18 0 0 1

6 − 1
6 − 1

4 0
1
9 − 1

36 − 1
18 − 1

6
1
6 0 0 1

4 0
1
9 − 1

36 − 1
18 0 0 − 1

6
1
6 − 1

4 0
1
9

1
18

1
36

1
6

1
12

1
6

1
12 0 1

4
1
9

1
18

1
36 − 1

6 − 1
12

1
6

1
12 0 − 1

4
1
9

1
18

1
36 − 1

6 − 1
12 − 1

6 − 1
12 0 1

4
1
9

1
18

1
36

1
6

1
12 − 1

6 − 1
12 0 − 1

4


. (36)

Prvky vektoru meq z rovnice (32) jsou dle [1] a [8] de�novány následovn¥

meq
1 = ρ,

meq
2 = ρ(−2 + 3(ρ(ux

2 + uy
2))),

meq
3 = ρ(1− 3(ρ(ux

2 + uy
2))),

meq
4 = ρux,

meq
5 = −ρux,

meq
6 = ρuy,

meq
7 = −ρuy,

meq
8 = ρ(ux

2 − uy2),

meq
9 = ρuxuy.

(37)

Po dosazení kolizního faktoru v momentovém prostoru do rovnice (27) m·ºeme
uvaºovat

fpostkolizni = f(r, t)−M−1S[m(r, t)−meq(r, t)], (38)

p°ípadn¥ po uplatn¥ní rovnice (33)

fpostkolizni = f(r, t)−M−1SM[f(r, t)− feq(r, t)]. (39)
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Poznamenejme, ºe p°ístupy SRT a MRT nejsou jedinými moºnými p°ístupy
k °e²ení. Jako jeden z dal²ích p°ístup· budiº alespo¬ zmín¥n p°ístup two rela-
xation time - TRT.

2.2 Distribuce

Následujících n¥kolik °ádk· se zabývá implementací levé strany rovnice (18). P°i
distribuci dochází k p°esunu distribu£ních funkcí do sousedních uzl· ve smyslu
sm¥rových vektor·, viz obr. 4, podle rovnice

fi(r + ci∆t, t+ ∆t) = fpostkoliznii (r, t); i = 1, ..., 9. (40)

Následn¥ pak probíhá vyhodnocení rychlosti a hustoty kapaliny v daném uzlu
výpo£tové m°íºe uºitím rovnic (25) a (26). Problém chyb¥jících distribu£ních
funkcí na okraji výpo£tové m°íºe, o nichº nám distribu£ní krok informaci neposky-
tuje, °e²íme implementací okrajových podmínek (viz odstavec 2.3).

Obr. 4: Schéma p°esunu distribu£ních funkcí fi pro i = 1, ..., 9 po uplatn¥ní
kroku distribuce

2.3 Okrajové podmínky

Jak jiº bylo zmín¥no v odstavci 2.2, distribu£ní krok nám neposkytuje informaci
o v²ech distribu£ních funkcích nacházejících se na okraji výpo£tové m°íºe, coº
nám znemoº¬uje vyhodnotit hustotu ρ a makroskopickou rychlost u kapaliny
podle rovnic (25) a (26). Problém °e²í okrajové podmínky zadávané na hranici
výpo£tové oblasti. V kapitolách 4 a 5 jsou numericky °e²eny problémy proud¥ní
nestla£itelné vazké kapaliny ve £tvercové 2D kavit¥. Zde jsme uºili okrajové
podmínky na pevné nepropustné st¥n¥ typu "bounce-back" a okrajovou pod-
mínku pro pohyblivou st¥nu se zadanou rychlostí. Ob¥ tyto podmínky budou
diskutovány v následujících odstavcích.

Ukaºme si odvození okrajové podmínky na pevných nepohyblivých st¥nách typu
"bounce-back" a na pohyblivé st¥n¥ se zadanou rychlostí pro p°ípad proud¥ní
nestla£itelné vazké kapaliny ve £tvercové 2D kavit¥ s horní pohyblivou st¥nou,
který je °e²en v odstavci 4.1, viz obr. 10.
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2.3.1 Okrajová podmínka na pevné nepohyblivé st¥n¥ typu "bounce-
back"

Okrajová podmínka typu "bounce-back" je uºita p°i interakci tekutiny s ro-
vnou pevnou nepropustnou st¥nou. Popisuje situaci, kdy shluky £ástic naráºejí
na pevnou nepropustnou st¥nu s neklouzavým povrchem po stejných trasách,
po kterých se odráºejí zp¥t do výpo£tové oblasti. Pro numerickou implementaci
tedy reáln¥ aplikujeme nerovnováºnou bounce back okrajovou podmínku (NEBB)
podle [4], tedy

fi − feqi = f̄i − f̄eqi , (41)

kde fi je hledaná distribu£ní funkce a f̄i je "prot¥j²í" distribu£ní funkce. Je-li
neznámou distribu£ní funkcí f3, potom "prot¥j²í" distribu£ní funkcí je podle
okrajové podmínky typu "bounce-back" f5. Je-li neznámou distribu£ní funkcí
f6, potom "prot¥j²í" distribu£ní funkcí je f8 apod, viz obr. 5.

Konkrétn¥ pro úlohu formulovanou v odstavci 4.1 byla tato podmínka uºita
na levé (západní), pravé (východní) a spodní (jiºní) st¥n¥ výpo£tové oblasti.

V¥nujme se nyní aplikaci podmínky na spodní (jiºní) st¥n¥ výpo£tové oblasti.
Uvaºujeme tedy shluk £ástic interagující se st¥nou, viz. obr. 5, tedy shluk, který
se nachází v uzlu na spodní st¥n¥ výpo£tové oblasti podle obr. 2. Distribu£ní
funkce f8, f5, f9, f2, f1 a f4 po uplatn¥ní distribu£ního kroku jsou známé. Dis-
tribu£ní funkce f6, f3 a f7 jsou neznámé a v obr. 5 jsou vyzna£eny £erven¥.

Výchozí rovnicí pro ur£ení distribu£ní funkce f3 pomocí okrajové podmínky
typu "bounce-back" je tedy dosazením do rovnice (41)

f3 − feq3 = f5 − feq5 . (42)

Po dosazení rovnice (23) do rovnice (42) dostaneme

f3−w3ρ(1+
c3 · u
c2s

+
(c3 · u)2

2c2s
−c3 · u

2

4c2s
) = f5−w5ρ(1+

c5 · u
c2s

+
(c5 · u)2

2c2s
−c5 · u

2

4c2s
).

(43)
Protoºe odvozujeme okrajovou podmínku typu "bounce-back" na pevné nepo-
hyblivé st¥n¥, musí pro rychlost tekutiny na st¥n¥ platit u = [0, 0]T . Po dosazení
získáme

f3 − w3ρ = f5 − w5ρ. (44)

S ohledem na skute£nost, ºe váhové funkce w3 a w5 se podle (22) rovnají, získáme
kone£ný tvar okrajové podmínky typu "bounce-back" pro distribu£ní funkci f3
na spodní st¥n¥ výpo£tové oblasti, tedy

f3 = f5. (45)
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Obr. 5: Shluk £ástic nacházející se na spodní (jiºní) st¥n¥ výpo£tové oblasti

Analogicky získáme okrajové podmínky pro zbývající distribu£ní funkce f6 a f7
jako

f6 = f8, (46)

f7 = f9. (47)

Obdobn¥ získáme okrajovou podmínku pro shluk £ástic nacházející se na pravé
(východní) a levé (západní) rovné nepohyblivé nepropustné st¥n¥ výpo£tové
oblasti, viz obr. 6. Pro levou st¥nu je p°edstavujeme následovn¥

f6 = f8, (48)

f2 = f4, (49)

f9 = f7 (50)

a pro pravou st¥nu platí
f8 = f6, (51)

f4 = f2, (52)

f7 = f9. (53)

Obr. 6: Shluky £ástic nacházející se na bo£ních st¥nách výpo£tové oblasti

Speciální pozornost v¥nujme je²t¥ uzl·m výpo£tové m°íºe, které se nacházejí ve
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spodních rozích výpo£tové oblasti, viz obr. 2. O takových uzlech nem·ºeme
tvrdit, ºe leºí jen na bo£ní nebo jen na spodní st¥n¥ výpo£tové oblasti. I tyto
chyb¥jící distribu£ní funkce (na obr. 7 jsou vyzna£eny £erven¥) jsou nalezeny
pomocí okrajové podmínky typu "bounce-back".

Obr. 7: Shluky £ástic nacházející se v dolních rozích výpo£tové oblasti

Pro pravý dolní roh platí
f3 = f5, (54)

f7 = f9, (55)

f4 = f2, (56)

f8 = f6. (57)

Nicmén¥ distribu£ní funkce f6 v rovnici (57) z·stává neznámou. Pro její ur£ení
rozepi²me nyní sumu v rovnici (25), tedy

ρ = f1 + f2 + f3 + f4 + f5 + f6 + f7 + f8 + f9. (58)

P°edpokládáme, ºe hustota v rohových uzlech je rovna hustot¥ v sousedních
uzlech ve stejné hladin¥ (tj. v hladin¥ jiºní st¥ny). Hustota ρ tedy v rovnicích
není neznámou. Takový proces nazýváme extrapolací hustoty. Nyní dosadí-
me rovnice (54) aº (57) do rovnice (58)

ρ = f1 + 2 · f2 + 2 · f5 + 2 · f6 + 2 · f9 (59)

a následn¥ vyjád°íme neznámou f6

f6 =
ρ

2
− f5 − f6 − f9 −

f1
2
. (60)

Okrajové podmínky pro levý dolní roh výpo£tové oblasti tak popisují rovnice
(54), (55), (56), (57) a (60). Pro pravý dolní roh výpo£tové oblasti byly
analogicky odvozeny následující okrajové podmínky

f3 = f5, (61)

f2 = f4, (62)
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f6 = f8, (63)

f7 = f9. (64)

f9 =
ρ

2
− f5 − f4 − f8 −

f1
2
. (65)

2.3.2 Okrajová podmínka na pohyblivou st¥nu se zadanou rychlostí

Uvaºujme nyní horní pohyblivou st¥nu výpo£tové oblasti. Ta se pohybuje kon-
stantní rychlostí ux = u0. Neznámými distribu£ními funkcemi jsou funkce f8,
f5 a f9, viz obr. 8.

Obr. 8: Shluk £ástic nacházející se na horní st¥n¥ výpo£tové oblasti

Pro ur£ení distribu£ní funkce f5 vyjdeme z rovnice (41)

f5 − feq5 = f3 − feq3 . (66)

Po dosazení rovnice (23) do podmínky (66) pí²eme

f5−w5ρ(1+
c5 · u
c2s

+
(c5 · u)2

2c2s
−c5 · u

2

4c2s
) = f3−w3ρ(1+

c3 · u
c2s

+
(c3 · u)2

2c2s
−c3 · u

2

4c2s
).

(67)
V tomto p°ípad¥ dosadíme za u = [u0, 0]T , jak plyne z podstaty zadání, a za
mikroskopické rychlosti c3 = [0, 1]T a za c5 = [0,−1]T podle vztahu (20). Po
dosazení a roznásobení získáváme

f5 − w5ρ = f3 − w3ρ. (68)

Vzhledem k tomu, ºe váhové funkce w5 a w3 se rovnají, viz (22), získáváme
okrajovou podmínku pro distribu£ní funkci f5 ve tvaru

f5 = f3. (69)

Pro ur£ení zbývajících neznámých distribu£ních funkcí f8 a f9 rozepi²me nyní
sumu v rovnici (26)

u =
1

ρ
(c1f1 + c2f2 + c3f3 + c4f4 + c5f5 + c6f6 + c7f7 + c8f8 + c9f9). (70)
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S vyuºitím x-ových sloºek vektor· mikroskopických rychlostí ci, i = 1, ..., 9 de�-
novaných v (20) upravíme rovnici (70) na tvar

u0 ≡ ux =
1

ρ
(f2 − f4 + f6 − f7 − f8 + f9). (71)

Analogicky rozepi²me rovnici (70) do sm¥ru osy y

uy =
1

ρ
(f3 − f5 + f6 + f7 − f8 − f9). (72)

Protoºe horní st¥na výpo£tové oblasti se pohybuje rychlostí u = [u0, 0]T a s ohle-
dem na podmínku (69), m·ºeme rovnici (72) p°epsat jako

0 = f6 + f7 − f8 − f9. (73)

Máme tedy dv¥ rovnice (71) a (73) pro dv¥ neznámé f8 a f9. Ty °e²íme. Nejprve
z rovnice (73) vyjád°íme neznámou f8

f8 = f6 + f7 − f9 (74)

a následn¥ ji dosadíme do rovnice (71)

ρu0 = f2 − f4 − 2 · f7 + 2 · f9. (75)

Z rovnice (75) pak vyjád°íme neznámou distribu£ní funkci f9 jako

f9 =
ρu0
2

+ f7 +
f4 − f2

2
. (76)

Dosazením rovnice (76) do rovnice (74) potom pro f8 získáme

f8 = −ρu0
2

+ f6 +
f2 − f4

2
. (77)

Okrajové podmínky pro horní pohyblivou st¥nu uvaºované výpo£tové oblasti
se zadanou konstantní rychlostí u0 ve své kone£né podob¥ p°edstavují rovnice
(69), (76) a (77).

Zvlá²tní pozornost si op¥t zaslouºí rohové uzly. Zastavme se nyní u okrajových
podmínek pro levý horní uzel, viz obr. 9. Distribu£ní funkce f5, f9 a f2 ur£íme
pomocí okrajové podmínky typu "bounce-back" následovn¥

f5 = f3, (78)

f9 = f7, (79)

f2 = f4, (80)

f6 = f8. (81)
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Obr. 9: Shluky £ástic nacházející se v horních rozích výpo£tové oblasti

Distribu£ní funkci f8 ur£íme analogicky jako jsme to ud¥lali v p°edchozím odstavci,
tj. pomocí extrapolace hustoty v rohových uzlech. Pro f8 tedy platí

f8 =
ρ

2
− f3 − f4 − f7 −

f1
2
. (82)

Okrajové podmínky pro levý horní roh výpo£tové oblasti tak popisují rovnice
(78), (79), (80), (81) a (82). Pro pravý horní roh výpo£tové oblasti byly
analogicky odvozeny následující okrajové podmínky

f5 = f3, (83)

f9 = f7, (84)

f4 = f2, (85)

f8 = f6, (86)

f7 =
ρ

2
− f5 − f4 − f8 −

f1
2
. (87)
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2.4 Roz²í°ení pro neizotermický probém

Na pozadí numerického °e²ení neizotermického proud¥ní nestla£itelné vazké new-
tonské kapaliny pomocí lattice Boltzmannovy metody stojí Navier-Stokesovy
rovnice a energetická rovnice. Navier-Stokesovy rovnice pro 2D proud¥ní ne-
stla£itelné vazké kapaliny lze vyjád°it v kartézském sou°adném systému jako

∂u

∂t
+
∂(u2)

∂x
+
∂(uv)

∂y
= −1

ρ

∂p

∂x
+ ν(

∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y2
) +

1

ρ
Fx, (88)

∂v

∂t
+
∂(uv)

∂x
+
∂(v2)

∂y
= −1

ρ

∂p

∂y
+ ν(

∂2v

∂x2
+
∂2v

∂y2
) +

1

ρ
Fy, (89)

kde u je rychlost ve sm¥ru osy x a v je rychlost ve sm¥ru osy y, ν je kinematická
viskozita kapaliny a Fi jsou vn¥j²í objemové síly. Energetickou rovnici uvádíme
v podob¥

∂T

∂t
+ u

∂T

∂x
+ v

∂T

∂y
=

k

ρcp
(
∂2T

∂x2
+
∂2T

∂y2
) +

1

ρcp
Φ, (90)

kde k je tepelná vodivost kapaliny, cp je m¥rná tepelná kapacita p°i konstantním
tlaku a Φ p°edstavuje tepelný zdroj p·sobící na jednotku objemu, jako nap°. ra-
diace nebo zdroj tepla zp·sobený chemickou reakcí. Problém nucené konvekce
(forced convection) °e²í Navier-Stokesovy rovnice a energetickou rovnici nezá-
visle na sob¥, tj. teplota je vyhodnocována pomocí vypo£teného rychlostního
pole v kaºdém výpo£etním kroku. Problém p°irozené konvekce (natural con-
vection) °e²í tyto rovnice jako provázaný celek. Pro tento p°ípad je výchozí
rovnice lattice Boltzmannovy metody, tj. rovnice (18), p°ímo modi�kována.
Ob¥ zmín¥né úlohy budou p°edstaveny v následujících odstavcích a numericky
°e²eny v kapitole 5.

2.4.1 Nucená konvekce

Je-li °e²en problém nucené konvekce, pak je pro výpo£et makroskopické rychlosti
tekutiny a hustoty uºita rovnice (18) tak, jak bylo nastín¥no doposud v kapi-
tole 2. Navíc zavádíme distribu£ní rovnici pro výpo£et teploty gi ve sm¥ru
i v daném míst¥ zadaném polohovým vektorem r a £ase t, rovnováºnou funkci
pro výpo£et teploty geqi ve sm¥ru i v daném míst¥ zadaném polohovým vektorem
r a £ase t a analogicky k rovnici (18) platí

gi(r + ci∆t, t+ ∆t) = gi(r, t) +
∆t

τt
(geqi (r, t)− gi(r, t)), (91)

kde τt je relaxa£ní £as teplotní distribu£ní funkce. Pro rovnováºnou teplotní
funkci geqi platí, viz [10],

geqi = T (x, t)wi

(
1 +

ci · u
c2s

)
, (92)
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kde T je makroskopická teplota. Vztah mezi makroskopickou teplotou a dis-
tribu£ními funkcemi teploty pak je

T (r, t) =

9∑
n=1

gi(r, t). (93)

Relaxa£ní £as teplotní distribu£ní funkce τt je potom odli²ný od relaxa£ního £asu
τ distribu£ní funkce f a platí, ºe je pot°eba i ten vhodn¥ zvolit tak, aby byla
zaji²t¥na numerická stabilita podobn¥ jako p°i volb¥ relaxa£ního £asu τ , blíºe
viz odstavec 2.1, a aby byl zohledn¥n vztah mezi relaxa£ním £asem distribu£ní
funkce teploty τt. Ten pro rychlostní model D2Q9 uvedeme podle [18] v podob¥

α =
∆x2

∆t

2τt − 1

6
, (94)

kde α je sou£initel teplotní vodivosti. Výpo£et teploty dle vý²e p°edstavených
rovnic tak probíhá v kaºdém uzlu výpo£tové m°íºe. Pravou stranu rovnice (91)
nazveme kolizí a levou stranu distribucí. Rovnici tak °e²íme analogicky, jako
kdyº jsme °e²ili rovnici (18), viz odstavce 2.1 a 2.2. S problémem se op¥t
setkáváme p°i výpo£tu distribu£ních funkcí na okraji výpo£tové m°íºe. Tento
problém °e²í zavedení okrajových podmínek, viz odstavec 2.4.3.

2.4.2 P°irozená konvekce

�e²íme-li problém p°irozené konvekce, potom bude zavedena distribu£ní funkce
teploty gi stejn¥ jako v p°ípad¥ °e²ení problému nucené konvekce, viz rovnice
(91) aº (93), a navíc bude roz²í°ena klí£ová rovnice lattice Boltzmannovy metody
(18) o nový £len. Dle Boussinesqovy aproximace budeme uvaºovat vn¥j²í sílu
F, která ve 2D po rozepsání do sloºek x,y £iní

Fx = ρgxβ(T − Tmean), (95)

Fy = ρgyβ(T − Tmean), (96)

kde Tmean je st°ední teplota, gk je gravita£ní konstanta ve sm¥ru p°íslu²né osy
a β je sou£initel teplotní roztaºnosti. Boussinesqova aproximace vn¥j²í síly je
do LBM modelu zavedena v podob¥

Fi = 3wiF = 3wigxβ(T − Tmean)cx + 3wigyβ(T − Tmean)cy, (97)

kde cx a cy rozumíme p°íslu²nou sloºku mikroskopického vektoru ci. Rovnici
(18) potom kone£n¥ upravujeme do tvaru

fi(r + ci∆t, t+ ∆t) = fi(r, t) +
∆t

τ
(feqi (r, t)− fi(r, t)) + ρFi. (98)

Kolizní (pravá) £ást rovnice (18) je tak roz²í°ena o £len ρFi. Rovnice je °e²ena
dle stejného principu, jaký byl popsán v p°edchozích odstavcích. Makroskopická
rychlost zkoumané tekutiny a hustota tekutiny je vyhodnocována podle rovnic
(25) a (26). Stejn¥ tak je soub¥ºn¥ °e²ena rovnice (91) tak, jak bylo nastín¥no
v odstavci 2.4.1. Teplota tekutiny je vyhodnocována podle rovnice (93).
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2.4.3 Okrajové podmínky pro °e²ení proud¥ní neizotermické kapaliny

Jak bylo zmín¥no v odstavci 2.4.1, p°i °e²ení problém· nucené i p°irozené kon-
vekce se setkáváme s problémem chyb¥jící teplotní distribu£ní funkce gi na okraji
výpo£tové oblasti, coº nám znemoº¬uje vyhodnotit teplotu tekutiny T podle
rovnice (93). P°i °e²ení neizotermického proud¥ní vazké tekutiny ve 2D kavit¥
se v kapitolách 4 a 5 setkáme se zadáním, kdy je st¥na kavity ochlazována (re-
spektive oh°ívána), nebo kdy je teplotn¥ izolována. Okrajové podmínky °e²ící
toto zadání budou p°edstaveny v následujících odstavcích.

Ukaºme si odvození okrajové podmínky pro adiabaticky izolovanou st¥nu a odvo-
zení okrajové podmínky pro oh°ívanou (respektive ochlazovanou st¥nu) na p°í-
kladu °e²eném v odstavci 5.1, viz. obr. 21. Tekutina v této výpo£tové oblasti
m¥la na po£átku bezrozm¥rnou teplotu T0 = 0. Horní (severní) st¥na výpo£-
tové oblasti je oh°ívána na bezrozm¥rnou teplotu Tw = 1 a zárove¬ se pohybuje
rychlostí u0. Na levé (západní) a pravé (východní) st¥n¥ je udrºována konstantní
bezrozm¥rná teplota Tm = 0. Spodní (jiºní) st¥na je adiabaticky izolována.

Adiabaticky izolovaná st¥na

Matematickou formulaci okrajové podmínky pro adiabaticky izolovanou spodní
(jiºní) st¥nu výpo£tové oblasti zapí²eme následovn¥

∂T

∂y
= 0. (99)

Pro aproximaci lattice Boltzmannovou metodou uvaºujeme v rovnici (99) rozm¥-
rový krok ∂y konstantní, pevn¥ daný, rovný rozm¥rovému distribu£nímu kroku
∆y. Proto m·ºeme tímto rozm¥rovým krokem rovnici vynásobit a získáme

∂T = 0. (100)

Symbolem ∂T nyní rozumíme teplotní zm¥nu úm¥rnou rozm¥rovému kroku ∆y.
Rovnici (100) diskretizujeme následovn¥

T y=2 − T y=1 = 0, (101)

kde T y=1 je teplota na jiºní st¥n¥ a T y=2 je teplota ve vedlej²í (v na²em p°ípad¥
vy²²í) hladin¥, viz obr. 2. Rovnici (101) p°epí²eme do podoby

T y=1 = T y=2 (102)

Následn¥ v rovnici (102) rozepí²eme makroskopickou teplotu tekutiny jako sou£et
distribu£ních funkcí teploty podle rovnice (93), dostaneme

9∑
n=1

gy=1
i (r, t) =

9∑
n=1

gy=2
i (r, t), (103)
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kde gy=1
i je potom teplotní distribu£ní funkce na zkoumané (v na²em p°ípad¥

spodní) st¥n¥ výpo£tové oblasti a gy=2
i je teplotní distribu£ní funkce ve vedle-

j²í (v na²em p°ípad¥ vy²²í) hladin¥. Z rovnice (103) tedy plynou následující
okrajové podmínky pro spodní (jiºní) st¥nu kavity

gy=1
i = gy=2

i , i = 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9. (104)

Stejná okrajová podmínka byla uºita i pro v²echny rohové uzly.

Ochlazovaná (respektive oh°ívaná) st¥na na danou teplotu

Zam¥°me se nyní na horní (severní) st¥nu výpo£tové oblasti. Je zadána Dirich-
letova okrajová podmínka na severní st¥n¥ výpo£tové oblasti - v na²em p°ípad¥
je to teplota na st¥n¥ Tw. Neznámými distribu£ními funkcemi teploty gi jsou
nyní distribu£ní funkce teploty g8, g5 a g9, analogicky k problému °e²enému
v odstavci 2.3.2. Ostatní distribu£ní funkce teploty známe po uplatn¥ní dis-
tribu£ního kroku. Pro ur£ení distribu£ní funkce teploty g5 vyjdeme z výchozí
rovnice okrajové podmínky typu "anti bounce-back", kterou podle [16] uºíváme
práv¥, je-li na st¥n¥ výpo£tové oblasti zadána Dirichletova podmínka. Obecný
tvar okrajové podmínky typu "anti bounce-back" podle [18] je

gi − geqi = −(ḡi − ḡeqi ) = ḡeqi − ḡi, (105)

kde gi je hledaná distribu£ní funkce teploty a ḡi je "prot¥j²í" distribu£ní funkce
teploty. Do rovnice (105) dosadíme a dostaneme

g5 − geq5 = geq3 − g3. (106)

Zam¥°me se nyní na rovnováºnou distribu£ní funkci teploty geq5 , tedy na rovnici
(92). Do této rovnice dosadíme u = [u0, 0]T , jak plyne z podstaty zadání, a za
c5 = [0,−1], viz (20), potom platí

geq5 = Tw · w5

(
1 +

[0,−1] · [u0, 0]T

c2s

)
= Tw · w5. (107)

Obdobn¥ ur£íme rovnováºnou distribu£ní funkci teploty geq3 . Do vztahu (92)
dosadíme u = [u0, 0]T a c3 = [0, 1], viz (20), dostaneme

geq3 = Tw · w3

(
1 +

[0, 1] · [u0, 0]T

c2s

)
= Tw · w3. (108)

Po dosazení rovnic (107) a (108) do rovnice (106) získáváme

g5 − Tw · w5 = Tw · w3 − g3. (109)

Z rovnice (109) algebraickou úpravou vyjád°íme neznámou

g5 = Tw · (w3 + w5)− g3. (110)
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Analogicky ur£íme i zbývající neznámé g9 a g8

g9 = Tw · (w7 + w9)− g7, (111)

g8 = Tw · (w6 + w8)− g6. (112)

Okrajové podmínky pro horní oh°ívanou st¥nu výpo£tové oblasti tedy popisu-
jí rovnice (110), (111) a (112).

Obdobn¥ ur£íme okrajové podmínky pro pravou (východní) a levou (západní)
st¥nu výpo£tové oblasti. Pro shluky na pravé st¥n¥ jsou neznámými funkce g7,
g4 a g8 a pro shluky na levé st¥n¥ jsou neznámými funkce g2, g6 a g9, viz obr. 5.
P°ipome¬me si, ºe na pravé i levé st¥n¥ výpo£tové oblasti je Dirichletovou okra-
jovou podmínkou konstantní teplota Tm = 0. Pro pravou st¥nu výpo£tové
oblasti platí

g7 = Tm · (w7 + w9)− g9 = −g9, (113)

g4 = −g2, (114)

g8 = −g6 (115)

a pro levou st¥nu výpo£tové oblasti platí

g2 = −g4, (116)

g6 = −g8, (117)

g9 = −g7. (118)
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3 Podobnostní modelování

Podobnostní modelování funguje na principu existence invariant· podobnosti,
tj. bezrozm¥rných podobnostních £ísel. Jestliºe u dvou r·zných zkoumaných
objekt· probíhají procesy, jejichº podobnostní £ísla se rovnají, ozna£íme je za
podobné. Zkoumání procesu probíhá potom na objektu, který je z r·zných
d·vod· dosaºiteln¥j²í.

3.1 Vztah mezi reálnými (fyzikálními) veli£inami a veli£i-
nami pouºívanými p°i implementaci LBM

Lattice Boltzmannova metoda (dále jen LBM) je aplikovatelná na °e²ení reál-
ných problém·. LBM pracuje s vlastními jednotkami, takzvanými lattice Boltz-
mannovskými jednotkami. V²echny veli£iny, které jsme zavedli v kapitole 2 a do-
sud pouºívali (jako nap°. makroskopická rychlost u0, hustota ρ, ...), jsou v lattice
Boltzmannovských jednotkách. Pro správnou implementaci lattice Boltzma-
nnovy metody je nutné znát vztah mezi lattice Boltzmannovskými a reálnými
(fyzikálními) veli£inami.

Poznamenejme, ºe v dal²ím textu budou veli£iny v lattice Boltzmannovských
jednotkách zna£eny apostrofem (jako Q′) a reálné (fyzikální) veli£iny bez apos-
trofu (jako Q). Zp·sob· p°epo£tu fyzikálních veli£in na veli£iny uºívající latti-
ce Boltzmannovu metodu je vícero. V na²í práci zavedeme konverzní faktory,
které nám zprost°edkují p°epo£et reálných (fyzikálních) veli£in na veli£iny la-
ttice Boltzmannovské.

Zavádíme konverzní faktor pro rozm¥r Cl tak, ºe platí

l = l′ · Cl. (119)

Analogicky platí p°ímá úm¥rnost mezi reálným £asovým krokem ∆t a £asovým
krokem v lattice Boltzmannovských jednotkách ∆t′

∆t = Ct ·∆t′, (120)

kde Ct je konverzní faktor pro £as. Pro p°ípad reálného rozm¥rového kroku platí

∆x = Cl ·∆x′, (121)

kde ∆x′ je rozm¥rový krok v lattice Boltzmannovských jednotkách. Volbou
mikroskopických rychlostí ci ve tvaru podle vztahu (20) a výpo£tové m°íºe podle
obr. 2 jsme jiº zvolili, ºe

∆x′ = 1. (122)

Velikost £asového itera£ního kroku v lattice Boltzmannovských jednotkách ∆t′

uvaºujeme rovnou velikosti rozm¥rového kroku, viz [1], [4], a platí tedy

∆t′ = 1. (123)

Po dosazení rovnic (122) a (123) do rovnic (120) a (121) platí

∆x = Cl · 1 = Cl,∆t = Ct · 1 = Ct. (124)
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Pro výpo£et konverzního faktoru pro £as Ct uºíváme vztahu mezi relaxa£ním
£asem a kinematickou viskozitou ν, viz (19). Tedy

ν =
2τ − 1

6

∆x2

∆t
=

2τ − 1

6

Cl
2

Ct
⇒ Ct =

2τ − 1

6

Cl
2

ν
. (125)

Uvaºujme nyní stejný vztah v lattice Boltzmannovských jednotkách, kam dosadí-
me za ∆x′ a ∆t′ podle vztah· (122) a (123). Následn¥ vyjád°íme relaxa£ní £as
τ , tedy

ν′ =
2τ − 1

6

∆x′
2

∆t′
=

2τ − 1

6
⇒ τ = 3 · ν′ + 1

2
. (126)

Nyní ur£íme relaxa£ní £as distribu£ní funkce teploty τt. Nejprve p°epí²eme
rovnici (94) pomocí veli£in v lattice Boltzmannovských jednotkách a vyjád°íme
neznámou, tedy

α′ =
2τt − 1

6

∆x′
2

∆t′
⇒ τt =

3∆t′α′

∆x′2
+

1

2
. (127)

Nyní dosadíme do rovnice (127) podle (122) a (123) a dostaneme

τt =
3∆t′α′

∆x′2
+

1

2
= 3α′ +

1

2
. (128)

Pov²imn¥me si analogií mezi relaxa£ním £asem τ (viz (126)) a relaxa£ním £asem
distribu£ní funkce teploty τt (viz (128)).

Podobn¥ lze z teorie podobnostního modelování stanovit p°evodní vztah mezi
fyzikální (makroskopickou) rychlostí u0 a lattice Boltzmannovskou rychlostí u′0

u0 = Cu · u′o, (129)

kde Cu je konverzní faktor pro rychlost. Rychlost v lattice Boltzmannovských
jednotkách u0′ a rozm¥r v lattice Boltzmannovských jednotkách l′ obvykle volíme
a dopo£ítáváme kinematickou viskozitu v lattice Boltzmannovských jednotkách
ν′ s uºitím Reynoldsova podobnostního £ísla, viz odstavec 3.2.

Poznámku si zaslouºí je²t¥ vztah mezi lattice Boltzmannovskou hustotou ρ′

a reálnou (fyzikální) hustotou kapaliny ρ. V této práci zkoumáme proud¥ní
nestla£itelné kapaliny. Z de�nice nestla£itelné homogenní kapaliny víme, ºe
ρ = konst., a tedy i ρ′ = konst. Hodnota lattice Boltzmannovské hustoty je díky
tomu pro samotný numerický výpo£et irelevantní a bývá zpravidla nastavena na
hodnotu ρ′ = 1 za ú£elem jednoduchosti výpo£tu.

3.1.1 Bezrozm¥rná teplota

P°i uºití lattice Boltzmannovy metody pro °e²ení proud¥ní neizotermické ka-
paliny zavádíme takzvanou bezrozm¥rnou teplotu T ′ jako podíl rozdílu okamºité
fyzikální teploty T od po£áte£ní reálné teploty T0 a zm¥ny reálné teploty ∆T
na výpo£tové oblasti. Odsud získáváme p°evodní vztah

T ′ =
T − T0

∆T
. (130)
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Pro pojmenování bezrozm¥rné teploty se jiº neuºívá ozna£ení "teplota v lattice
Boltzmannovských jednotkách", p°esto ji v²ak v této práci ozna£íme apostrofem
jako T ′.

3.2 Reynoldsovo £íslo a Machovo £íslo

Reynoldsovo bezrozm¥rné podobnostní £íslo je de�nováno vztahem

Re =
u0 · l
ν

, (131)

kde l je charakteristický rozm¥r, u0 je charakteristická rychlost a ν kinematická
viskozita kapaliny.

Z teorie podobnostního modelování uvaºujeme rovnost mezi Reynoldsovým
£íslem vyjád°eným v lattice Boltzmannovských jednotkách Re′, tj. Reynoldsovo
£íslo modelu, a Reynoldsovým £íslem vyjád°eným v reálných fyzikálních jed-
notkách Re, tj. Reynoldsovo £íslo zkoumaného jevu, tedy

Re = Re′. (132)

Ze znalosti Reynoldsova £ísla Re, rozm¥ru l′ a rychlosti u′0 snadno dopo£ítáváme
lattice Boltzmannovskou kinematickou viskozitu ν′ následovn¥

Re = R′e =
u0 · l
ν

=
u′0 · l′

ν′
⇒ ν′ =

u′0 · l′ · ν
u0 · l

=
1

Cl
· 1

Cu
· ν. (133)

Je z°ejmé, ºe b¥hem jediného numerického výpo£tu je moºné °e²it vícero prob-
lém· se stejným Reynoldsovým £íslem.

Dal²ím d·leºitým bezrozm¥rným £íslem hojn¥ uºívaným p°edev²ím v aerody-
namice je takzvané Machovo £íslo, které je de�nováno jako podíl makroskopické
rychlosti u0 a rychlosti zvuku cs v daném prost°edí, tedy

Ma =
u0
cs
. (134)

Je moºné odvodit vztah mezi Reynoldsovým podobnostním £íslem a Machovým
podobnostním £íslem podle rovnice

Re =
u0 · l
ν

=
cs · l
ν

u0
cs

= Ma
cs · l
ν

. (135)

Analýzy ukazují, ºe LBM °e²í p°esn¥ Navier-Stokesovy rovnice pro p°ípad proud¥-
ní nestla£itelné kapaliny pouze pro nízká Machova £ísla.

Lattice Boltzmannovou metodou °e²íme tedy problém pro nízké Machovo
£íslo. Pro °e²ení takového problému je nutné vhodn¥ zvolit hodnotu rozm¥ru
v LB jednotkách l′, rychlosti v LB jednotkách u′0 a relaxa£ní £as τ , který p°ímo
ovliv¬uje hodnotu kinematické viskozity, viz rovnice (19). Zpravidla je rychlost
v LB jednotkách volena na hodnotu 0,1 nebo 0,2 [1]. Rozm¥r v LB jednotkách
l′ a relaxa£ní £as τ jsou potom volíme práv¥ tak, aby byla spln¥na rovnost
Reynoldsových £ísel, viz (132). Je-li hodnota relaxa£ního £asu τ blízká k 1

2 , je
t°eba uºít metodu MRT - tedy metodu, která uºívá více r·zných relaxa£ních
£as·. Metoda SRT je v takových p°ípadech nedostate£ná, viz odstavec 2.1.
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3.3 Prandtlovo £íslo

P°i °e²ení neizotermických problém· je dal²ím d·leºitým parametrem pro samot-
né numerické °e²ení sou£initel teplotní vodivosti α. Hodnotu Prandtlova £ísla
pro r·zná prost°edí najdeme ve fyzikálních tabulkách. V kapitolách 4 a 5 pracu-
jeme s hodnotami Pr = 0, 71 a Pr = 1, 1.

De�nujeme Prandtlovo £íslo Pr jako podíl kinematické viskozity tekutiny ν
a sou£initele teplotní vodivosti tekutiny α

Pr′ =
ν′

α′
= Pr =

ν

α
. (136)

V kapitole 5 uºijeme Prandtlovo £íslo pro ur£ení hodnoty sou£initele teplotní
vodivosti v lattice Boltzmannovských jednotkách α′, který dále uºijeme pro
ur£ení relaxa£ního £asu distribu£ní funkce teploty τt podle rovnice (128).

3.4 Rayleigho £íslo

Rayleigho podobností £íslo Ra je de�nováno vztahem

Ra =
gβ∆T l3

αν
, (137)

kde g je gravita£ní konstanta a z podstaty podobnostních £ísel zjevn¥ platí, ºe

Ra = Ra′. (138)

Jedná se o podobnostní £íslo uplatn¥né p°i °e²ení problému p°irozené konvekce,
viz [1], [6]. V kapitole 5 bude uºito Rayleigho £íslo k ur£ení sou£inu g′ · β′
v lattice Boltzmannovských jednotkách. Tento sou£in nám potom bude dal²ím
d·leºitým parametrem p°i numerické implementaci pro uplatn¥ní rovnice (97),
viz odstavec 5.3.
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4 Izotermické proud¥ní nestla£itelné vazké kapali-
ny ve 2D kavit¥

V této kapitole jsou prezentovány dosaºené numerické výsledky izotermického
proud¥ní nestla£itelné vazké kapaliny ve £tvercové kavit¥. Numerické výpo£ty
byly realizovány ve výpo£tovém prost°edí MATLAB, v n¥mº byla provedena
vlastní implementace lattice Boltzmannovy metody. Získané numerické výsledky
jsou zde porovnány s numerickými výsledky publikovanými v literatu°e a vypo-
£tenými pomocí stejné metody, tj. literatura [1], [2].

4.1 2D kavita s horní pohyblivou st¥nou

Pro ov¥°ení správnosti vlastní implementace lattice Boltzmannovy metody bude-
me uvaºovat problém izotermického proud¥ní nestla£itelné vazké kapaliny ve 2D
kavit¥, £tvercové výpo£tové oblasti s horní pohyblivou st¥nou. Takové zadání je
£astým testovacím problémem pro veri�kaci numerických metod °e²ení proud¥ní
tekutin. Uvaºujeme £tvercovou 2D kavitu o délce st¥ny l = 0, 20 m, která
je napln¥na po okraj tekutinou o konstantní teplot¥ a kinematické viskozit¥
ν = 1, 2 · 10−3 m2/s. Horní st¥na kavity se pohybuje rychlostí u0 = 6 m/s, viz
obr. 10.

Obr. 10: Geometrie výpo£tové oblasti pro °e²ení proud¥ní ve 2D kavit¥ s horní
pohyblivou st¥nou - problém 4.1

P°ed numerickou simulací samotnou je nutné p°epo£ítat parametry podle
teorie podobnosti prezentované v kapitole 3 z reálných jednotek na takzvané
lattice Boltzmannovské jednotky, abychom správn¥ mohli implementovat vztahy
z kapitoly 2. Neznámými v tuto chvíli jsou tedy veli£iny ν′, l′ a u0′. Ur£eme
nejprve Reynoldsovo £íslo pro zadaný problém dosazením do rovnice (131), tedy

Re =
u0 · l
ν

=
6 · 0, 2

1, 2 · 10−3
= 1000. (139)
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Pro výpo£et pomocí lattice Boltzmannovy metody zvolme nyní 100 uzl· ve
sm¥ru osy x a 100 uzl· ve sm¥ru osy y. Protoºe platí rovnice (122), tedy ºe
∆x′ = 1, znamená to, ºe

l′ = 100. (140)

Uºitím rovnice (119) získáme konverzní faktor pro rozm¥r

Cl =
l

l′
=

0, 2

100
m = 0, 002 m. (141)

Rychlost modelované kapaliny v lattice Boltzmannovských jednotkách zpravidla
volíme na hodnotu 0,1 nebo 0,2, viz odstavec 3.2. My volíme

u′0 = 0, 1. (142)

Nyní ur£íme konverzní faktor rychlosti pomocí rovnice (129), tedy

Cu =
u0
u′0

=
6

0, 1
m/s = 60 m/s. (143)

Kone£n¥ dopo£ítáváme kinematickou viskozitu ν′ dosazením do rovnice (133)
následovn¥

ν′ =
1

Cl
· 1

Cu
· ν =

1

0, 002
· 1

60
· 1, 2 · 10−3 = 0, 01. (144)

Relaxa£ní £as τ , d·leºitý parametr �gurující v pravé stran¥ klí£ové rovnice la-
ttice Boltzmannovy metody (18), ur£íme dosazením do rovnice (126)

τ = 3 · ν′ + 1

2
= 3 · 0, 01 +

1

2
= 0, 53. (145)

Pro takovou hodnotu relaxa£ního £asu τ povaºujeme metodu single relaxation
time je²t¥ za dostate£nou. Pravá strana klí£ové rovnice lattice Boltzmannovy
metody (18) je tedy °e²ena metodou SRT, viz odstavec 2.1. Levá strana rovnice
(18) je °e²ena podle postupu popsaného v odstavci 2.2. Hustota a makroskopická
rychlost tekutiny je vyhodnocována dosazením do rovnic (25) a (26). Okrajové
podmínky práv¥ pro toto zadání jsou podrobn¥ popsány v odstavci 2.3.

Výsledky stejn¥ jako v p°ípad¥ literatury [1] prezentujeme v lattice Boltz-
mannovských jednotkách, viz obr. 11 a obr. 13, a to v £ase, kdy se rychlostní
pole daného problému jiº významn¥ nem¥nilo, tj. v p°ípad¥ na²í vlastní imple-
mentace v itera£ním £ase t′ = 20000 vyjád°eným v lattice Boltzmannovských
jednotkách. P°epo£t¥me nyní £as v lattice Boltzmannovských jednotkách t′ na
reálný £as t. Dosazením do rovnice (125) dostaneme konverzní faktor pro £as
Ct

Ct =
2τ − 1

6

Cl
2

ν
=

2 · 0, 53− 1

6

0, 0022

1, 2 · 10−3
s = 3, 33̄ · 10−5 s. (146)

S vyuºitím konverzního faktoru pro £as Ct dostaneme hodnotu reálného (fyzi-
kálního) £asu

t = t′ · Ct = 20000 · 3, 33̄ · 10−5 s = 0, 66̄ s. (147)
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Na obr. 11 je ukázána vizualizace proudnic proudového pole získaná vlastní
implementací a vizualizace proudnic proudového pole p°evzatá z literatury [1].
Na obr. 12 jsou zobrazeny rychlostní pro�ly v p°í£ném a podélném °ezu vedeným
ve st°edu 2D kavity, které jsme získali vlastní implementací. Rychlostní pro�ly
v p°í£ném a podélném °ezu vedenými ve st°edu 2D kavity p°evzaté z literatury
[1] jsou na obr. 13.

Obr. 11: Vizualizace proudnic proudového pole ve 2D kavit¥ získaná pomocí
vlastní implementace (vpravo) a p°evzaté z literatury [1] (vlevo) p°i °e²ení prob-
lému 4.1 pro Re = 1000

Obr. 12: Rychlostní pro�ly v p°í£ném a podélném °ezu vedeným ve st°edu 2D
kavity získané vlastní implementací p°i °e²ení problému 4.1 pro Re = 1000

Uspokojivá shoda je pozorována p°edev²ím tehdy, porovnáme-li rychlostní
pro�ly v p°í£ném a podélném °ezu vedeným ve st°edu kavity získanými na²ím
programem s výsledky zve°ejn¥nými v literatu°e, viz obr. 12 a obr. 13.

Problém nyní modi�kujeme. Uváºíme t°i r·zné p°ípady Reynoldsova £ísla.
Nejprve zkoumejme problém proud¥ní kapaliny ve £tvercové 2D kavit¥ o Reynold-
sov¥ £ísle Re = 100, poté o Reynoldsov¥ £ísle Re = 400 a kone£n¥ o Reynoldsov¥
£ísle Re = 3200. Délku £tvercové 2D kavity v lattice Boltzmannovských jed-
notkách budeme uvaºovat stále stejnou, tedy podle (140) l′ = 100. Rychlost
v lattice Boltzmannovských jednotkách volíme podle (142), tedy u0

′ = 0, 1.
Kinematickou viskozitu v lattice Boltzmannovských jednotkách ν′ volíme tak,
aby se Reynoldsovo £íslo rovnalo vºdy p°íslu²né hodnot¥. Z rovnice (131) tedy
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vyjád°íme neznámou a dostaneme vztah pro výpo£et kinematické viskozity v la-
ttice Boltzmannovských jednotkách

ν′ =
u0
′ · l′

Re
. (148)

Relaxa£ní £as τ je pak dopo£ítáván podle rovnice (126). Problém byl °e²en
metodou MRT. Numerické výsledky vlastní implementace jsou zde prezentovány
vºdy v itera£ním £ase, kdy uº se proudové pole problému významn¥ nem¥nilo.

Obr. 13: Rychlostní pro�ly v p°í£ném a podélném °ezu vedeným ve st°edu 2D
kavity p°evzaté z literatury [1] p°i °e²ení problému 4.1 pro Re = 1000

Na obr. 14 je zobrazena vizualizace proudového pole pro Re = 100 (vlevo)
a Re = 400 (vpravo). Na obr. 15 je ukázána vizualizace proudového pole pro
Re = 3200. Vizualizace proudových polí p°evzatá z literatury [5], které auto°i
získali p°i °e²ení stejných problém· pomocí stejné metody, jsou na obr. 16. Do-
volíme si tvrdit, ºe je pozorována dobrá shoda mezi výsledky, které jsme získali
pomocí vlastní implementace, a mezi výsledky, které jsme p°evzali z literatury.
Pro úplnost byla sestavena tab. 1, která popisuje umíst¥ní center vír· pro prob-
lém 4.1.

P°edev²ím z obr. 11, obr. 14 a obr. 15 je patrná tendence, kdy s rostoucím
Reynoldsovým £íslem dochází k p°esunu víru sm¥rem ke st°edu £tvercové kavity.
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Obr. 14: Vizualizace proudnic proudového pole ve 2D kavit¥ získaná pomocí
vlastní implementace p°i °e²ení problému 4.1 pro Re = 100 (vlevo) a Re = 400
(vpravo)

Obr. 15: Vizualizace proudnic proudového pole ve 2D kavit¥ získaná pomocí
vlastní implementace p°i °e²ení problému 4.1 pro Re = 3200
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Obr. 16: Vizualizace proudnic proudového pole ve 2D kavit¥ p°evzatá z lite-
ratury [1] p°i °e²ení problému 4.1 pro (a) Re = 100, (b) Re = 400,
(c) Re = 1000, (d) Re = 3200

Tab. 1: Umíst¥ní st°ed· víru pro problém 4.1
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4.2 2D kavita se £ty°mi pohyblivými st¥nami

Pro dal²í ov¥°ení funk£nosti vlastní implementace uvaºujme nyní problém 2D
£tvercové kavity se £ty°mi pohyblivými st¥nami.

Obr. 17: Geometrie výpo£tové oblasti pro °e²ení proud¥ní ve 2D kavit¥ se £ty°mi
pohyblivými st¥nami - problém 4.2

Uvaºujme t°i r·zné p°ípady. Nejprve zkoumejme proud¥ní kapaliny ve £tver-
cové 2D kavit¥ o Reynoldsov¥ £ísle Re = 10, poté proud¥ní kapaliny o Reynold-
sov¥ £ísle Re =100 a kone£n¥ proud¥ní kapaliny o Reynoldsov¥ £ísle Re =127.
Horní st¥na kavity se pohybuje konstantní rychlostí v kladném sm¥ru osy x.
Dolní st¥na se pohybuje stejnou konstantní rychlostí v opa£ném sm¥ru. Pravá
st¥na kavity se pohybuje touto rychlostí v kladném sm¥ru osy y. Levá st¥na
kavity se pohybuje stejnou rychlostí v opa£ném sm¥ru, viz obr. 17.

Pro °e²ení problému byla zvolena sí´ o 161 uzlech ve sm¥ru osy x a 161 uzlech
ve sm¥ru osy y, tedy stejn¥ jako tomu je v literatu°e [2]. Platí tedy, ºe

l′ = 161. (149)

Kinematickou viskozitu a hodnotu rychlosti volíme tak, aby platilo, ºe se Rey-
noldsovo £íslo rovná p°íslu²né hodnot¥. Hodnotu rychlosti v lattice Boltzma-
nnovských jednotkách volíme podle rovnice (142), tedy u′0 = 0, 1. Hodnotu
kinematické viskozity v LB jednotkách ν′ získáme dosazením do rovnice (148).
Relaxa£ní £as τ kone£n¥ dopo£ítáváme dosazením do rovnice (126).

Výsledky, které jsme získali vlastní implementací, porovnáváme s literaturou.
Na obr. 18 je zobrazena vizualizace proudnic proudového pole získaná vlastní
implementací (vpravo) a vizualizace proudnic proudového pole p°evzatá z lite-
ratury [2] (vlevo) pro problém proud¥ní kapaliny o Reynoldsov¥ £ísle Re = 10.
Stejn¥ m·ºeme porovnat vizualizace proudových polí na obr. 19 pro problém
proud¥ní kapaliny o Reynoldsov¥ £ísle Re = 100 a na obr. 20 pro proud¥ní
kapaliny o Reynoldsov¥ £ísle Re = 127. Zárove¬ byly sestaveny tab. 2, tab. 3
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a tab. 4, které zobrazují umíst¥ní center vír· pro °e²ený problém. Výsledky
jsou prezentovány v £ase, kdy se jiº proudové pole významn¥ nem¥nilo, tedy
bylo ustálené.

Na²e výsledky se od výsledk· publikovaných v literatu°e nikdy neli²ily o více
neº 2, 5 %, viz tab. 2, tab. 3 a tab. 4. Takovou shodu hodnotíme jako
dostate£nou, a °e²i£ tedy povaºujeme za zvalidovaný. Mírn¥ odli²né výsledky
jsou pravd¥podobn¥ zp·sobeny rozdílným zp·sobem implementace okrajových
podmínek.

Tab. 2: Umíst¥ní center vír· pro problém 4.2 pro Re = 10

Tab. 3: Umíst¥ní center vír· pro problém 4.2 pro Re = 100

Tab. 4: Umíst¥ní center vír· pro problém 4.2 pro Re = 127

Z obr. 18 aº 20 je patrný trend, kdy s rostoucím Reynoldsovým £íslem se poloha
center vír· posouvá vºdy po sm¥ru nejbliº²í pohyblivé st¥ny.
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Obr. 18: Vizualizace proudnic proudového pole ve 2D kavit¥ získaná vlastní
implementací (vpravo) a p°evzatá z literatury [2] (vlevo) p°i °e²ení problému
4.2 pro Re = 10

Obr. 19: Vizualizace proudnic proudového pole ve 2D kavit¥ získaná vlastní
implementací (vpravo) a p°evzatá z literatury [2] (vlevo) p°i °e²ení problému
4.2 pro Re = 100

Obr. 20: Vizualizace proudnic proudového pole ve 2D kavit¥ získaná vlastní
implementací (vpravo) a p°evzatá z literatury [2] (vlevo) p°i °e²ení problému
4.2 pro Re = 127
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5 Neizotermické proud¥ní nestla£itelné vazké ka-
paliny ve 2D kavit¥

Byla provedena simulace neizotermického proud¥ní tekutiny ve £tvercové ná-
dob¥, tj. v kavit¥. Získané výsledky, které prezentujeme v této kapitole, byly
porovnány s literaturou ([1], [3]). Auto°i uºili p°i °e²ení stejné metody.

5.1 2D kavita s horní pohyblivou st¥nou

Jako testovací úlohu vlastního °e²i£e problému nucené konvekce uvaºujme nyní
následující problém. Kavita o délce st¥ny l = 0, 2 m je napln¥na tekutinou
o kinematické viskozit¥ ν = 1, 2·10−3 m2/s. Uvaºujme problém nucené konvekce
pro Prandtlovo £íslo Pr = α

ν = 0.71. Horní st¥na kavity se pohybuje rychlostí
u0 = 6 m/s. Tekutina má na po£átku teplotu T0 = 0 ◦C na celé sledované
výpo£tové oblasti. Horní st¥nu kavity zah°íváme na teplotu Tw = 1 ◦C. Dolní
st¥na kavity je tepeln¥ izolována. Na levé (západní) a pravé (východní) st¥n¥ je
udrºována konstantní teplota Tm = 0 ◦C, viz obr. 21.

Délku st¥n, kinematickou viskozitu a rychlost horní st¥ny kavity je nutné
p°epo£ítat na veli£iny uºívající lattice Boltzmannovské jednotky stejn¥ jako
v p°ípad¥ prvního neizotermického problému, viz rovnice (139) aº (144). Dále
ur£ujeme relaxa£ní £as τ podle rovnice (145). Navíc je nutné ur£it relaxa£ní £as
distribu£ní funkce teploty τt. Za tímto ú£elem vypo£ítáme sou£initel teplotní
vodivosti v lattice Boltzmannovských jednotkách α′ uºitím rovnice (136) násle-
dovn¥

Pr =
ν′

α′
⇒ α′ =

ν′

Pr
=

0, 01

0, 71
= 0, 014. (150)

Relaxa£ní £as distribu£ní funkce teploty τt ur£íme pak dosazením do rovnice
(128)

τt = 3α′ +
1

2
= 3 · 0, 014 +

1

2
= 0, 542. (151)

Dosazením do rovnice (130) získáváme je²t¥ vztah mezi bezrozm¥rnou teplotou
a reálnou teplotou vyjád°enou ve stupních Celsia, tedy

T ′ =
T − T0
Tw − T0

=
T − 0

1− 0
= T. (152)

Postup, který byl p°i °e²ení problému lattice Boltzmannovou metodou uºit,
podrobn¥ popisuje odstavec 2.4., a to v£etn¥ okrajových podmínek pro výpo£et
distribu£ní funkce teploty na st¥nách £tvercové 2D kavity v odstavci 2.4.3 °e²ící
práv¥ toto zadání.

Výsledky jsou prezentovány v itera£ním £ase t′ = 22000 (tj. t = 0, 73 s).
Vizualizace proudnic proudového pole je tak pro stejný problém prezentována
na obr. 11. Výstupem vlastní implementace je vizualizace izoterm teplotního
pole, ta je porovnána s výsledky publikovanými v literatu°e na obr. 22. Dal²ím
výstupem je graf teplotních pro�l· podél vý²ky kavity v r·zných jejích délkách

36



a i tyto teplotní pro�ly porovnáváme s literaturou na obr. 23. Pozorujeme do-
brou shodu mezi vlastní implementací a literaturou.

Obr. 21: Geometrie výpo£tové oblasti pro °e²ení proud¥ní ve 2D kavit¥ s horní
pohyblivou oh°ívanou st¥nou - problém 5.1.

Obr. 22: Vizualizace izoterm teplotního pole ve 2D kavit¥ získaná pomocí vlastní
implementace (vpravo) a p°evzaté z literatury [1] (vlevo) p°i °e²ení problému
5.1 pro Re = 1000

Problém nyní modi�kujeme. Uvaºujme nyní úlohu proud¥ní kapaliny o kine-
matické viskozit¥ ν = 1, 2 · 10−3 m2/s ve £tvercové 2D kavit¥ o délce st¥ny
l = 0, 2 m s horní pohyblivou oh°ívanou st¥nou podle obr. 21. Pro tento prob-
lém uvaºujme Prandtlovo £íslo Pr = 1, 1. Algoritmus provedeme pro p°ípad
r·zných Reynoldsových £ísel Re = 100, Re = 400, Re = 1000 a Re = 3200.
Volba rychlosti v lattice Boltzmannovských jednotkách u0′, délky v lattice Boltz-
mannovských jednotkách l′ a kinematické viskozity v lattice Boltzmannovských
jednotkách ν′, potaºmo volba relaxa£ního £asu τ , prob¥hla stejn¥ jako v odstavci
4.1. Navíc volíme sou£initel teplotní vodivosti v lattice Boltzmannovských jed-
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notkách α′, viz (136),

Pr =
ν′

α′
⇒ α′ =

ν′

Pr
(153)

a relaxa£ní £as distribu£ní funkce teploty τt dosazením do rovnice (128).
Vizualizaci izoterm teplotního pole prezentujeme pro p°ípad problému o Rey-

noldsov¥ £ísle Re = 100 a Re = 400 na obr. 24, a pro p°ípad tekutiny o Reynold-
sov¥ £ísle Re = 1000 a Re = 3200 na obr. 25 vºdy ve stejném £ase (t = 1, 5 s).
Vizualizace proudnic proudových polí pro tyto problémy ve stejných £asech
jsou zobrazeny na obr. 11, obr. 14 a obr. 15. P°ipome¬me, ºe problém nucené
konvekce vyhodnocuje teplotní pole na základ¥ pole rychlostního. Vizualizace
proudnic proudových polí tak z·staly nezm¥n¥ny.

Z obr. 24 a obr. 25 je patrné, ºe pro problémy vy²²ích Reynoldsových £ísel,
a tedy pro problémy vy²²í rychlosti horní pohyblivé st¥ny, se teplota ze st¥ny
do st°edu výpo£tové oblasti za daný £as p°enese rychleji neº v p°ípad¥ niº²ích
Reynoldsových £ísel. Pro vy²²í Reynoldsova £ísla je totiº kapalina rozpohy-
bována na vy²²í rychlosti, neº je tomu v p°ípad¥ niº²ích Reynoldsových £ísel.

Obr. 23: Teplotní pro�ly v p°í£ných °ezech vedenými ve vybraných vzdáleno-
stech 2D kavity získané vlastní implementací (vpravo) a p°evzaté z literatury
[1] (vlevo) p°i °e²ení problému 5.1 pro Re = 1000
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Obr. 24: Vizualizace izoterm teplotního pole ve 2D kavit¥ získaná pomocí vlastní
implementace p°i °e²ení problému 5.1 Pr = 1, 1 pro Re = 100 (vlevo) a Re = 400
(vpravo)

Obr. 25: Vizualizace izoterm teplotního pole ve 2D kavit¥ získaná pomocí
vlastní implementace p°i °e²ení problému 5.1 Pr = 1, 1 pro Re = 1000 (vlevo)
a Re = 3200 (vpravo)
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5.2 2D kavita se £ty°mi pohyblivými st¥nami

V tuto chvíli lze vyvinutý °e²i£ pro neizotermické proud¥ní nestla£itelné vazké
tekutiny povaºovat za zvalidovaný. Roz²í°íme nyní problém z literatury [2]
o neizotermické zadání a výsledky zde odprezentujeme.

Stejn¥ jako v odstavci 4.2. budeme uvaºovat t°i r·zné p°ípady. Nejprve zkou-
mejme proud¥ní kapaliny ve £tvercové 2D kavit¥ o Reynoldsov¥ £ísle Re = 10,
poté o Reynoldsov¥ £ísle Re = 100 a kone£n¥ o Reynoldsov¥ £ísle Re = 127
a po£áte£ní bezrozm¥rné teplot¥ T0′ = 0 na celé sledované plo²e. Uvaºujme
pro tento problém Prandtlovo £íslo Pr = 1, 1. Pohyb st¥n kavity uvaºujme
stejný jako v odstavci 4.2. Horní (severní) a levou (východní) st¥nu ochlazujeme
o jeden bezrozm¥rný stupe¬ na T ′ = −1; dolní (jiºní) a pravou (západní) st¥nu
oh°íváme o jeden bezrozm¥rný stupe¬ na teplotu T ′ = 1, viz obr. 26.

Obr. 26: Geometrie výpo£tové oblasti pro °e²ení neizotermického proud¥ní ve
2D kavit¥ se £ty°mi pohyblivými st¥nami - problém 5.2

Úlohu °e²íme jako problém nucené konvekce. Veli£iny u0′, ν′, l′ a τ volíme
stejn¥ jako v odstavci 4.2. Následn¥ volíme sou£initel teplotní vodivosti v lattice
Boltzmannovských jednotkách α′ dosazením do rovnice (153) a relaxa£ní £as
distribu£ní funkce teploty τt dosazením do rovnice (128).

Vizualizaci izoterm teplotního pole prezentujeme vºdy v itera£ním £ase vyjá-
d°eným v lattice Boltzmannovských jednotkách t′ = 20000. Vizualizace proud-
nic proudového pole pro daný problém v tomto itera£ním £ase prezentujeme
v odstavci 4.2. Na obr. 27 jsou zobrazeny vizualizace izoterm teplotního pole ve
2D kavit¥ pro problém proud¥ní kapaliny o Reynoldsov¥ £ísle Re = 10 (vlevo)
a pro problém proud¥ní kapaliny o Reynoldsov¥ £ísle Re = 100 (vpravo). Vizu-
alizace izoterm teplotního pole pro kapalinu o Reynoldsov¥ £ísle Re = 127 je na
obr. 28.

Podle na²ich p°edpoklad· pozorujeme vizualizace izoterm teplotního pole
soum¥rné podle úhlop°í£ek £tvercových výpo£tových oblastí.
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Obr. 27: Vizualizace izoterm teplotního pole ve 2D kavit¥ získaná vlastní imple-
mentací p°i °e²ení problému 5.2. pro Re = 10 (vlevo) a pro Re = 100 (vpravo)

Obr. 28: Vizualizace izoterm teplotního pole ve 2D kavit¥ získaná vlastní im-
plementací p°i °e²ení problému 5.2. pro Re = 127
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5.3 2D kavita s nepohyblivými st¥nami

Testovacím zadáním pro °e²ení problému p°irozené konvekce, kterému se po-
drobn¥ v¥noval odstavec 2.4.2, bude práv¥ problém 2D kavity s nepohyblivými
st¥nami. �tvercová kavita je napln¥na tekutinou. Uvaºujme pro tento prob-
lém Prandtlovo £íslo Pr = 0, 71, Rayleigho £íslo Ra = 105 a po£áte£ní teplotu
tekutiny T0 = 0 ◦C na celé sledované výpo£tové oblasti. Levá (západní) st¥na
kavity je oh°ívána na teplotu Th = 1 ◦C a na pravé (východní) st¥n¥ kavi-
ty je udrºována stabilní teplota Tc = 0 ◦C. Uvaºujeme p·sobení gravita£ního
zrychlení gy = 9, 81 m/s2 p·sobící proti kladnému sm¥ru osy y, viz obr. 29.

Obr. 29: Geometrie výpo£tové oblasti pro °e²ení neizotermického proud¥ní ve
2D kavit¥ s nepohyblivými st¥nami - problém 5.3

Pro implementaci samotnou bylo pot°eba ur£it hodnoty veli£in τ , l′, τt stejn¥
jako tomu bylo p°i °e²ení p°edchozích problém·. Zvolíme tedy l′ = 100. Protoºe
°e²íme pouze testovací problém nere�ektující skute£ný problém, kinematickou
viskozitu v lattice Boltzmannovských jednotkách ν′ prost¥ zvolíme ν′ = 0, 03.
Potom dopo£ítáme sou£initel teplotní vodivosti v lattice Boltzmannovských jed-
notkách α′ pomocí Prandtlova £ísla následovn¥

Pr =
ν′

α′
⇒ α′ =

ν′

Pr
=

0, 03

0, 71
= 0, 042. (154)

P°ipome¬me si, ºe vztah mezi bezrozm¥rnou teplotou T ′ a reálnou teplotou T
popisuje rovnice (152). Relaxa£ní £as distribu£ní funkce teploty τt dopo£ítáváme
potom dosazením do rovnice (128) a relaxa£ní £as τ dopo£ítáváme dosazením
do rovnice (126). Pro uºití rovnice (97) je navíc t°eba ur£it sou£in g′ ·β′ pomocí
Rayleigho £ísla, tj. rovnice (137),

g′ · β′ =
Ra · α′ν′

(Th
′ − Tc′)l′3

=
105 · 0, 042 · 0, 3
(1− 0) · 1003

= 0, 013 (155)

a bezrozm¥rnou st°ední teplotu T ′mean volíme následovn¥

Tmean
′ =

Th
′ − Tc′

2
=

1− 0

2
=

1

2
. (156)
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Vizualizace proudnic proudového pole získaná vlastní implementací porovnává-
me s literaturou [1], viz obr. 30. Stejn¥ tak byly porovnány vizualizace izoterm
teplotního pole, viz obr. 31. Výsledky hodnotíme jako v relativn¥ dobré shod¥.

Pokud bychom uvaºovali gravita£ní konstantu ve sm¥ru x i ve sm¥ru y
nulovou, potom by platilo, ºe by vn¥j²í síla Fi v rovnici (98) byla také nulová.
�e²ili bychom pak v podstat¥ problém nucené konvekce. Zm¥na teploty tekutiny
by nerozpohybovala tekutinu v kavit¥. Teplota by se p°ená²ela z oh°ívané st¥ny
do kapaliny podle obr. 32.

Obr. 30: Vizualizace proudnic proudového pole ve 2D kavit¥ získaná pomocí
vlastní implementace (vpravo) a p°evzaté z literatury [1] (vlevo) p°i °e²ení prob-
lému 5.3

Obr. 31: Vizualizace izoterm teplotního pole ve 2D kavit¥ získaná pomocí vlastní
implementace (vpravo) a p°evzaté z literatury [1] (vlevo) p°i °e²ení problému
5.3
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Obr. 32: Neizotermický problém 5.3 °e²ený jako problém nucené konvekce
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Záv¥r

Hlavním cílem bakalá°ské práce bylo implementovat lattice Boltzmannovu meto-
du pro °e²ení problém· izotermického a zejména neizotermického proud¥ní ne-
stla£itelných vazkých kapalin ve 2D. První t°i teoretické kapitoly systematicky
vysv¥tlovaly £tená°i zp·sob, jaký byl p°i implementaci uºit. Na problému izoter-
mického proud¥ní a pozd¥ji neizotermického proud¥ní kapaliny ve £tvercové ka-
vit¥ s horní pohyblivou st¥nou a na proud¥ní neizotermického proud¥ní kapaliny
ve £tvercové kavit¥ s nepohyblivými st¥nami pak byla porovnáním výsledk· s li-
teraturou (auto°i uºili p°i °e²ení problém· stejné metody) ov¥°ena správnost
vlastní implementace vyvinutých algoritm·. Následn¥ byly roz²í°eny p°íklady
z [2] o neizotermické zadání a výsledky odprezentovány. V práci jsou rovn¥º
ukázány rozdíly mezi problémem nucené a p°irozené konvekce v rámci °e²ení
neizotermického proud¥ní nestla£itelné vazké kapaliny.

Moºností dal²ího roz²í°ení práce se nabízí hned n¥kolik. A´ uº je to mode-
lování proud¥ní ve sloºit¥j²ích 3D geometriích nebo modelování turbulentního
proud¥ní. Lattice Boltzmannova metoda není sou£ástí b¥ºných profesionálních
výpo£tových systém· °e²ících proud¥ní, p°esto mnohé zdroje p°edpokládají do
budoucna její p°ibývající vyuºití i v pr·myslu.
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