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Abstrakt

Tato prace pojednava o siteni vin v tenkych viskoelastickych tyc¢ich. Je zde pro-
vedeno odvozeni pohybové rovnice pro vybrany viskoelasticky model a nalezeno
jeji feSeni v Laplaceové oblasti. Ziskané vztahy pro Laplaceovy obrazy zékladnich
mechanickych veli¢in jsou nésledné pomoci numerické zpétné Laplaceovy transfor-
mace vycisleny v casoprostorové oblasti za pomoci programu vytvoreného v prostiedi
Matlab. Toto feseni je nasledné pouzito k validaci numerického feseni tlohy ziskaného
pomoci kone¢noprvkového softwaru MSC.Marc/Mentat. V dalsi ¢dsti préace je popsan
vliv viskoelasticity na Siteni vin a jsou diskutovany disperzni a tlumici vlastnosti ma-
teridlu. V préci jsou dale uvedeny vysledky provedeného experimentalniho méfent,
pomoci nichz je ovéiena spravnost analytického a numerického feseni. Tyto vysledky
byly v posledni ¢asti prace déle vyuzity k feSeni inverzni tulohy identifikace ma-
terialovych parametru pro vybrané diskrétni viskoelastické modely.

Abstract

This bachelor thesis deals with wave propagation in thin viscoelastic rods. The de-
rivation of the equation of motion for the selected viscoelastic model is performed and
its solution is found in the Laplace domain. The relations for the Laplace transforms of
basic mechanical quantities are presented and their inversion back to the time domain
is performed using an in-house Matlab code based on the numerical inverse Laplace
transform. Furthermore, this solution is then used to validate the numerical solution
of the problem obtained using the finite element software MSC.Marc/Mentat. The
next part of the work describes the effect of viscoelasticity on wave propagation and
discusses the dispersion and damping properties of the material. The work presents
the results of experimental measurements, which are used to verify the accuracy of
analytical and numerical solutions and which served for solving the inverse problems
of material parameters identification for selected discrete vicosolastic models in the
last part of this work.
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1 UVOD

1 Uvod

Cilem této prace je TeSseni nestacionarni odezvy jednorozmérného viskoelastického
prostiedi pomoci zvolené analytické, numerické a experimentalni metody a vyuziti zis-
kanych vysledku pro identifikaci materidlovych parametru.

V prvni ¢asti prace je diskutovan vliv viskoelasticity pfi statickych a dynamickych
dejich. Dale jsou v souvislosti se specifickymi vlastnostmi viskoelastickych materidlu
zminény nékteré jejich praktické aplikace. V nasledujici kapitole je formulovana tloha
nestacionarniho vinéni v tenké viskoelastické tyci konecné délky, je odvozena pohybova
rovnice pro model standardniho viskoelastického télesa a je popsan postup feseni této rov-
nice pro konkrétni okrajové a pocatecni podminky. Odvozeni vztaht a rovnic vedoucich
k nalezeni odezvy tyce pritom bylo provedeno v prostiedi symbolického softwaru Ma-
ple 18. Po uvedeni vyslednych vztahu popisujicich Laplaceovy obrazy vybranych me-
chanickych veli¢in je diskutovano chovani pouzitého viskoelastického modelu v limitnich
pripadech. V dalsi kapitole je pak popsan nastroj vytvoreny v prostiedi Matlab R2018a,
ktery umoznuje rychlé a jednoduché vycisleni odezvy volné nebo vetknuté tyce na libo-
volny typ vnéjstho zatizeni. Zaroven je v této kapitole uvedeno numerické feseni ziskané
pomoci kone¢noprvkového programu MSC.Marc2014 a je provedena analyza vlivu para-
metru numerického modelu na presnost feseni. Kapitola 5 uvadi porovnani vlivu elas-
tického a viskoelastického prostiedi na odezvu budiciho signélu. Déle je zde diskutovana
zavislost rychlosti sifeni vlny a tlumeni na thlové frekvenci buzeni. V posledni ¢asti prace
je popséano provedeni experimentdlniho vySetfovani nestaciondrniho vinéni v tenké tyci
pro vybrané materidly. Po popisu pouzité aparatury a analyze nameérenych dat je ex-
perimentalné stanovena odezva tyce porovnana s analytickym feSenim. Déale se v této
kapitole pojednava o feSeni inverzni tlohy vedouci k nalezeni materidlovych parametru
na zakladé nameérenych dat. Tyto parametry jsou pak pro vSechny studované materialy
a ruzné materialové modely shrnuty v tabulkach na konci posledni kapitoly.
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2 Problematika sifeni napétovych vin ve viskoelastic-
kém prostredi

Viskoelastické prostiedi vykazuje pti statickém i dynamickém zatizeni jiné chovani
nez prostiedi elastické. Pri statickém zatizeni skokovou zménou deformace dochézi k jevu,
ktery je oznacovan jako relaxace napéti. Pii tomto déji dochézi s rostoucim ¢asem k po-
klesu napéti. Doba, za kterou napéti klesne na hodnotu 1/e, se nazyva relaxaéni cas [1].
Vyrazna relaxace nastava i pri dynamickém zatézovani, a to v pripadé, ze odezvu prostiedi
studujeme v c¢asech radové srovnatelnych s relaxaénim casem. Dusledkem toho dochazi
k disipaci energie, nebo-1i k tlumenf [2]. Tohoto faktu se vyuziva v radé praktickych apli-
kacich, napfiklad k tlumeni seismickych vibraci [3] nebo k tlumeni hluku v dopravnich
prostiedcich [4]. K popisu viskoelastického chovani materidlu jsou nejcastéji vyuzivany
diskrétni materidlové modely. Na rozdil od modelt spojitych, které jsou obecnéjsi, je je-
jich aplikace na redlné ulohy jednodussi. V téchto modelech se vyuzivéa sériového ¢i pa-
ralelntho zapojeni elastickych prvki (pruzin) a vazkych ¢lenu (tlumicu), nebo jejich libo-
volné kombinace (viz [1]). V paralelnim zapojeni pruziny a tlumice (tzv. Voigtuv-Kelvinuv
model) se celkové napéti ziskd superpozici napéti na jednotlivych ¢lenech a celkova de-
formace je totozna s prodlouzenim elastického ¢i vazkého prvku. V limitnim ptipadé, kdy
se vazkost tlumice blizi k nekonecnu, vykazuje Voigtuv-Kelvinuv model chovani dokonale
tuhého télesa. Druhym nejjednodussim viskoelastickym modelem je tzv. Maxwelluv model
[1]. V tomto piipadé se jedna o sériové zapojeni pruziny a tlumice, takze vysledna defor-
mace je superpozici diléich deformaci a celkové napéti je stejné jako napéti na elastickém
nebo vazkém ¢lenu modelu. Stejnym limitnim pfechodem jako ve Voigtové-Kelvinoveé mo-
delu se stane téleso idealné elastickym. Ne vsak vSechny modely jsou vhodné pro popis
viskoelastického chovani materidlu v tlohach elastodynamiky. Voigtuv-Kelvinuv model
je naptiklad nevhodny pro vySetfovani odezvy prostiedi na vysokofrekvenéni buzeni. Pri
skokovém zatizeni nebo pii zatizeni obdélnikovym pulsem totiz rychlost viny vzroste nade
vSechny meze [5], nebot se vazky ¢len modelu stane dokonale tuhym. K obecnéjsimu po-
pisu chovani viskoelastickych materidli se velmi casto pouzivd model tzv. standardniho
viskoelastického télesa. Tento model, stejné jako dva vySe zminéné, mé pouze jeden re-
laxacni ¢as. Skutecény viskoelasticky materidl ma vsak spojité spektrum relaxacnich casu.
Proto se zavadi model tzv. obecného standardniho viskoelastického télesa, ktery je tvoren
paralelnim spojenim standardniho modelu a libovolného po¢tu Maxwellovych modelu [1].

Pro vytvotfeni dostatecné presného modelu redlné tlohy je nutné znat materidlové
vlastnosti zkoumaného prostiedi. V ptipadé feSeni 1loh elastodynamiky je nutné si u-
védomit, ze nékteré z materidlovych parametru (napi. mez kluzu) zavisi i na rychlosti
deformace [2]. Proto nelze k uréeni materidlovych parametru pouzit pouze klasickou ta-
hovou zkousku, pii které je vzorek zatézovan staticky. Z tohoto duvodu je velmi casto
vyuzivan SHPB test (split Hopkinson presure bar), taktéz oznacovan jako Kolsky bar
test [6]. V této metodé se ke stanoveni materidlovych parametra pii dynamickém zatizent
vyuzivd poznatku z teorie §ifeni vin v tenkych tycich (viz [7, 8]). Tuto metodu navrhl
v roce 1914 B. Hopkinson a byla zmodifikovand Davisem a Kolskym [6, 9].

Pii modelovani vinovych jevu ve viskoelastickych télesech pomoci metody konecnych
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prvku (MKP) se setkdvame se tfemi ruznymi typy disperzniho chovani. Prvnim typem,
typickym pro viskoelastické materidly, je tzv. materidlova disperze, ktera souvisi s di-
sipativnimi u¢inky tohoto prostiedi. Dalsimi typy disperze, se kterymi se setkavame
i u elastického prostiedi, je disperze geometricka, zpusobena koneénymi rozméry stu-
dovanych téles, a disperze vyvoland prostorovou diskretizaci koneénymi prvky. Charakter
této disperze zavisi zejména na volbé bazovych funkei konecénych prvku a na velikosti
prvku, kterou je nutné volit s ohledem na frekvencéni spektrum siticiho se signalu. Kromé
prostorové diskretizace je nutné v pripadé ulohy elastodynamiky provést i diskretizaci
v casové oblasti. To nasledné vyzaduje aplikaci vhodné explicitni nebo implicitni inte-
gracni metody. V ptipadé metod explicitnich, které jsou podminéné stabilni, je nutné
volit integra¢ni krok s ohledem na zvolenou velikost prvki. Nepodminéné stabilni impli-
citni metody naproti tomu umoznuji volit integra¢ni krok libovolné velikosti. Nevhodna
volba kroku vsak muze mit za nasledek vyznamné zkresleni numerickych vysledku.
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3 Nestacionarni vinéni v tenké viskoelastické tyci

V této kapitole je ukazano, jak nalézt odezvu tenké viskoelastické tyce konecné délky
na libovolné buzeni. V prvni ¢asti této kapitoly je sestavena pohybova rovnice pro dife-
rencialné maly element tyce. Dale je tato rovnice feSena pomoci Laplaceovy transformace
v case a jsou uvedeny Laplaceovy obrazy osového posuvu, rychlosti, zrychleni a napéti pro
volnou i vetknutou tyc. Poté je feSeni 1ilohy zobecnéno pro obecny model standardniho
viskoelastického télesa a nakonec jsou diskutovany moznosti provedeni zpétné Laplaceovy
transformace.

3.1 Popis dlohy

V nasledujicim textu je uvazovana tenka homogenni prizmaticka ty¢ délky [, prufezu
A a hustoty p, kterd ma viskoelastické materidlové vlastnosti. Levy konec tyce je umistén
do pocatku souradnicového systému a pravy konec nachézejici se v misté z = [ je buzen
libovolnou funkei napéti o4 (t) (viz obr. 1). Redenf této tilohy je hleddno pro dva typy okra-
jovych podminek v misté x = 0, v prvnim ptipadé je tento konec vetknuty a ve druhém
volny.

Uo(t)

A

Obréazek 1: Schéma tesené ulohy

Relaxaéni vlastnosti materidlu jsou reprezentovany Zenerovym modelem standardniho
viskoelastického télesa. Na obr. 2 je zndzornén tento model a uvedeny materidlové para-
metry jednotlivych jeho ¢lentu. Konstanty F;, G; a u; pro i = 1,2 postupné odpovidaji mo-
dulu pruznosti v tahu, ve smyku a Poissonové ¢islu elastickych prvku. Vlastnosti vazkého
tlumice obsazeného v modelu jsou popsany konstantami A\, n a v, které postupné oznacuji
normalovou viskozitu, soucinitel smykové viskozity a Poissonovo ¢islo tohoto vazkého
prvku.

3.2 Odvozeni pohybové rovnice pro model standardniho visko-
elastického télesa

Na obr. 3 jsou znazornény vsSechny silové ucinky pusobici na element tyce délky dux.
Na zakladé toho lze snadno odvodit diferencidlni podminku rovnovahy, ktera po jedno-
duché upravé predstavuje pohybovou rovnici v diferencialnim tvaru

do(x,t) 0?u(w,t)

ox =P oz’ (3.1)
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Ey, Gy, 1

A\, 1, v Esy, Ga, s

Obrézek 2: Zeneruv model standardniho viskoelastického materidlu

kde funkce o(x,t) a u(z,t) znaci osové napéti a posuv v zavislosti na poloze = a ¢asu t.
Tato rovnice je shodnd s rovnici odvozenou v [11] pro elasticky pripad.

Vysledny tvar pohybové rovnice fesené tlohy lze ziskat s vyuzitim geometricko-de-
formacnich a fyzikalnich rovnic. Geometricko-deformacni rovnice vyjadiuji vztah mezi
deformacemi a posuvy. S ohledem na to, ze jedinou nenulovou slozkou posuvu je prave
osovy posuv u(z, t), 1ze deformaci e(x, t) v axidlnim sméru pfi uvazovani malych deformaci
napsat jako

Ou(x,t)
or
Pro sestaveni fyzikalni rovnice, kterd obecné popisuje vztah mezi napétim a deformaci
(popripadé jeji rychlosti), bude vyuzito principu superpozice posuvu a napéti u paralelné
a sériové Fazenych prvka pouzitého viskoelastického modelu (obr. 2). Napéti na samo-
statné stojici pruziné s modulem pruznosti v tahu F; lze pomoci Hookeova zakona vyjadrit
jako

e(z,t) = (3.2)

op(x,t) = Ee(z,t). (3.3)

Napéti na Maxwellové prvku charakterizovaného modulem pruznosti v tahu Fs a norma-
lovou viskozitou A odpovida reseni obycejné diferencialni rovnice prvniho radu, kterou lze

x o dzx <
iu(w t)dm 0
Aa(xj) 8t<2 ; Ao (z,t) + A%J(l’,t)dl’
L
u(,t)

Obrazek 3: Sily pusobici na element tyce
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odvodit zderivovanim vztahu popisujiciho celkovou deformaci jako soucet deformaci jed-
notlivych ¢lent modelu a na zakladé znalosti, Ze napéti na elastickém ¢clenu o(t) = Fe(t)
a vazkém prvku o(t) = X\ de/ dt jsou si rovny (viz [1])

t Ey
E2 ~ (T-t)
on(x,t) = Ege(x,t) — ~ e(x,T)e A dr. (3.4)
0
Diky tomu, Ze je pouzity materialovy model linedrni, 1ze vyuzit princip superpozice, tj.
vysledné napéti na Zenerové modelu o(x,t) je souc¢tem (3.3) a (3.4)

o(2,1) = ou(2, ) + orr(2,1) = (Br + Ba)e(x, 1) — ETg / e r " Vdr (35)

Dosazenim (3.5) a (3.2) do (3.1) a po zavedeni konstant co1 = \/E1/p, coo = /E2/p,
které odpovidaji rychlostem podélnych vin v elastiském 1D prostiedi s moduly E; a E»,
bude mit vysledna pohybova rovnice tvar

0? FEs 0? %(T—t) 0?
(0(2)’1 + 0(2),2)@11(20,75) — 0(2)127 @U(JZ,T)G A dr = @u(a:,t). (3.6)
0
Rovnice (3.6) je integrodiferencidlni rovnice druhého réddu jejiz druhy ¢len, ¢len s ¢asovym
integralem, odpovida viskoelastickému chovani. Obsahuje relaxaéni ¢as tg = \/FEs, ktery
souvisi s disipaci energie a je charakteristicky pro kontinua, jejichz chovani je popsano mo-
delem obsahujicim Maxwelluv ¢len. Za zminku stoji uvést, ze pti limitni volbé normalové
viskozity tlumice A = 0 bude napéti v Maxwellové vétvi zrelaxovano v nulovém case.
Jinymi slovy, v této vétvi bude vzdy nulové napéti a material bude elasticky s modulem
pruznosti v tahu £ = F,. Na druhou stranu limitnim prechodem A — oo se tlumic stane
nedeformovatelnym, nebot k relaxaci dojde v nekoneéném c¢ase. Tim se materidl stane
elastickym s £ = Fy + Ej.
Poslednim krokem pro uplnou formulaci ulohy je definovani poc¢atecnich a okrajovych
podminek. Pro jednoduchost budeme predpokladat nulové pocateéni podminky

u(z,0) =0,
0 (3.7)
—u(x,t)|t=0 = 0.
(i, lemo
Jak uz bylo zminéno, ty¢ bude v pocatku z = 0 uvazovana v prvinim piipadé s volnym
koncem, tedy osové napéti na tomto konci bude nulové

o(0,t) =0, (3.8)

a ve druhém pripadé bude tento konec vetknuty. Jelikoz predpoklddame jediny mozny
posuv ve sméru osy x, bude tato podminka vyjadiovat nulovy posuv, tj.

u(0,t) = 0. (3.9)

10
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Opacny konec tyce v misté x = [ bude buzen osovym napéti oy (t)
o(l,t) = oo(t), (3.10)

jak bylo zminéno v popisu ulohy v c¢asti 3.1.

3.3 Reseni rovnice v Laplaceové oblasti

Pro nalezeni feseni pohybové rovnice (3.6) s vyse uvedenymi poc¢ateénimi a okrajovymi
podminkami (3.7) - (3.10) bude nejprve vyuzita Laplaceova transformace a nasledné bude
provedeno teseni ziskané obycejné diferencialni rovnice v komplexni oblasti. Na zakladé
definice Laplaceovy transformace (viz [10]), lze obraz U(z,p) hledaného posuvu u(z,t)
vyjadrit jako

o0

U(z,p) = /u(x,t)e_pt dt, (3.11)

0
kde p € C je nova komplexni proménnda. Po provedeni Laplaceovy transformace rovnice
(3.6) a dosazeni nulovych pocateénich podminek (3.7) do ¢lenu, které vyplynuly z La-
placeovy transformace druhé ¢asové derivace funkce u(x,t), bude mit pohybova rovnice

v komplexni oblasti tvar
2 2

(3 + a) orgUrp) — A ( i 2y LU = U, (312)

p

A

Rovnici (3.12) je mozné upravit tak, aby v komplexni oblasti formalné odpovidala po-
hybové rovnici v elastickém piipadé [11]. Za timto ucelem bude zavedena nova veli¢ina
a = FEy /), kterd odpovidé prevracené hodnoté relaxaéniho ¢asu tx celého modelu. Po vy-
tknuti parcialnich derivaci obrazu U(z, p) a zavedenim nové komplexni funkce Cy(p) vzta-

hem
(6%
Co(p) = \/(1 — m) oo+ CG1s (3.13)

1ze pohybovou rovnici (3.12) v Laplaceové oblasti prepsat do vysledného tvaru

3_U(x7p> B pCUg((xZ;)p)

0x?
Tato rovnice piedstavuje obycejnou diferencidlni rovnici pro nezndmou U (z, p) v proménné
x. Jeji obecné teseni lze predpokladat ve tvaru

Ulz,p) = Bi(p)e"P” + By(p)e* P, (3.15)

— 0. (3.14)

kde By, By jsou prozatim neznamé funkce a A1, Ay jsou koteny tzv. charakteristické rovnice
odpovidajici rovnici (3.14) a majici v tomto piipadé tvar

p2

- Cp)

11

MN(p) = 0. (3.16)
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Je ziejmé, ze kofeny této rovnice jsou

M@——a%; (3.17)

Dosazenim (3.17) do (3.15) dostaneme obecné feseni pro libovolné okrajové podminky

px pT
U(z,p) = Bi(p)eCoP) 1 By(p)e Colp) (3.18)

Vyjadiime-li exponenciélni funkce v (3.18) pomoci funkei hyperbolickych, tj.

pT
Co(p) — ginh 2% _pr
e = sin + cosh ,
pr '
Co(p) — cosh LY ginh PV
e = cos sin :
Co(p) Co(p)
1ze po dosazeni (3.19) do (3.15) obecné feseni prepsat jako
U(z,p) = (Bi(p) — Ba(p)) sinh -~ + (By(p) + Ba(p)) cosh (3.20)
s _= — 1 . .
p 1\p 2P Co(0) 1\p 2P Co(p)

Zavedenim novych komplexnich funkei Dy (p) = (By(p) — Ba(p)) a Do(p) = (B1(p)+ Ba(p))
se rovnice (3.20) zjednodusi na tvar

. px
U(x,p) =D sinh —— 4+ D cosh
(z,p) = D1 (p) Col) 2(p)

Obecné teseni v komplexni oblasti (3.21) je formélné podobné obecnému feseni pohybové
rovnice v elastickém prostfedi po Laplaceové transformaci (viz [11])

px
) (3.21)

U(z,p) = Ci(p) sinh Pr Cs(p) cosh ]E, (3.22)

Co Co
kde C, Cy formélné odpovidaji nezndmym komplexnim funkeim D, Dy ve vztahu (3.21)
a konstanta ¢y znaci rychlost v elastickém prostiedi, ktera na rozdil od viskoelastického
pripadu nezavisi na komplexni proménné p.
V dalsi fazi je nutné najit podobu komplexnich funkei Dy a Dy pro konkrétni okrajové
podminky (3.8) az (3.10). Pro Laplaceovy obrazy téchto okrajovych podminek plati

S(lp) = Eo(p), U(0.,p) =0, ¥(0,p)=0, (3.23)

pticemz funkce X(x, p) predstavuje obraz funkce osového napéti a ¥o(p) je obraz budici
funkce og(t). Okrajové podminky jsou definované jak pro obraz osového posuvu U(z, p),
tak i pro obraz osového napéti X(x,p). Proto je potieba vyjadfit vztah pro Laplaceuv

12
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obraz tohoto napéti. K tomu bude vyuzita fyzikalni rovnice (3.5), jejiz Laplaceuv obraz
je tvaru

E3

Ey ’
A -
e )

kde ®(z,p) je Laplaceuv obraz deformace (x,t). Tato rovnice se d4 ekvivalentné prepsat
do tvaru

Y(z,p) = P(z,p) | E1+ Bz — (3.24)

Y(x,p) = ®(z,p) - E*(p), (3.25)
kde funkce E*(p) je definovéana vztahem

£

Ey
A =2
(= 5)

a predstavuje komplexni modul pruznosti. Vztah (3.25) je potom jakousi komplexni ob-
dobou Hooekova zdkona pro elasticky ptipad. Dosazenim vztahu (3.25) a transformované
geometricko-deformacni rovnice (3.2) v podobé ®(z,p) = U (z,p)/dx do rovnice (3.21),
dostaneme obecny vztah pro Laplaceuv obraz osového napéti

E*(p) - E1 + E2 - (326)

Y(z,p) = % (Dl(p) cosh C]:(xp) + D5 (p) sinh C’ffp)) . (3.27)

Pro transformované okrajové podminky (3.23), které odpovidaji volné ty¢i, 1ze na zakladée
vztahtu (3.21) a (3.25) nalézt odpovidajici tvar nezndmych funkei Dy (p) a Ds(p)

Y0(p)Co(p)

. pl
E* sinh
(p)p Cold)

Po dosazeni a tpravé (3.28) do rovnic (3.21) a (3.27) jsou vysledné vztahy pro Laplaceovy
obrazy osového posuvu U(x, p) a napéti X(x, p) volné tyce postupné dény vztahy

Di(p) =0, Ds(p) = (3.28)

o(p)Coy(p) cos 2 o(p) sin _PE
i) Xo(p)Co(p) cosh o) o) - Yo (p) sinh o) 529)
& pl o P s |
E*(p)psinh o) sinh Gl

V pripadé tyce s volnym koncem lze pii odvozovani vztahu pro U(z, p) a ¥(x, p) postu-
povat zcela analogicky. Nezndmé funkce D; a D, maji na zdkladé okrajovych podminek
odpovidajicich vetknuté tyci (3.23) a vztahu (3.21), (3.25) tvar

Yo(p)Co(p)

pl
E*(p) pcosh ——
(») Co(p)

Di(p) =

, Dsy(p) =0. (3.30)

13
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Provedenim formalné stejnych uprav jako v piipadé volné tyce, dostaneme vysledné vztahy
pro U(z,p) a X(z, p)

inh 27 cosh L%
Uz,p) = Sl X(x,p) = SOt ) (3.31)
) pl Y ) pl * N
E*(p)p cosh o) cosh o)

Obrazy osové rychlosti V(x,p) a zrychleni A(z,p), které budou vyuzity v kapitole 6,
1ze snadno ziskat pro nulové poc¢atecni podminky z Laplaceovy transformace prvni a druhé
derivace osového posuvu u(zx,t) jako

V(z,p)= &£ {d—iu(x,t)} =pU(x,p), A(z,p)=<£L {%u(x,t)} =p*U(z,p), (3.32)

pricemz Laplaceuv operdator £{f(t)} provadi transformaci obecné ¢asové funkce f(t) dle
vztahu (3.11).

3.4 Zobecnéni tlohy pro obecny model standardniho viskoelas-
tického télesa

Eg

WAWVY

/\1 E1

L

An E,

Obrazek 4: Obecny model standardniho viskoelastického télesa

Model obecného standardniho viskoelastického télesa se sklada z paralelné zapojeného
elastického prvku, ktery je charakterizovan modulem pruznosti v tahu Eg, a libovolného
poc¢tu Maxwellovych prvku charakterizovanych normalovymi viskozitami A; a moduly
pruznosti v tahu E;, kde i = 1,2,...,n (obr. 4). Diky tomu mé& tento model diskrétni
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3 NESTACIONARNI VLNENI V TENKE VISKOELASTICKE TYCI

spektrum relaxacnich ¢asu \;/E; na rozdil od jednoho relaxacniho ¢asu v piipadé stan-
dardniho viskoelastického télesa.

Schéma zobecnéné tlohy bude odpovidat schématu na obr. 1. Proto obecné feseni
osového posuvu u(x,t) a napéti o(z,t) bude vychdzet ze stejné pohybové rovnice (3.1).
Uloze bude odpovidat i stejnd geometricko-deformaéni rovnice (3.2). Jedind zména se
projevi u fyzikalni rovnice. Celkové napéti na obecném standardnim viskoelastickém télese
bude déano opét superpozici dil¢ich napéti na jednotlivych jeho paralelné fazenych ¢clenech,
tj. dil¢ich napéti

o(z,t) =0+ i ;. (3.33)

Napéti na samostatné stojici pruziné og se vypocitd pomoci vztahu (3.3) a napéti na Ma-
xwellovych prveich se stanovi podle vztahu (3.4) s odpovidajicimi parametry E; a ;.
Proto bude mit vysledné fyzikalni rovnice tvar

t

i E? ~ (-1

o(z,t) = Ege(x,t) + Z Eie(x,t) — /\—’ /5(x,7') eNi dr | . (3.34)
i=1 HS

Po dosazeni vtahu (3.34) do pohybové rovnice (3.1) a po zavedeni konstant ¢o g,co.1, - - - sCom

analogicky jako v podkapitole 3.2, bude vysledna pohybové rovnice pro ty¢, jejiz material

je popsan obecnym standardnim viskoelastickym télesem, mit tvar

E;
2. E ~ -t 52
(COE+ZCOZ>3 su(z,t) Z % (@U$T)€ Ai dT:@U(ZL‘,t).

(3.35)

Pocatecni a okrajové podminky jsou shodné jako v piipadé ulohy pro Zeneruv model.

Po provedeni Laplaceovy transformace rovnice (3.35) a zohlednéni nulovych poc¢ateénich
podminek dostaneme

" b, Es H2

<C(2),E + ch,i> %U(I,P) - Z ( d ) o Uz, p) = p*U(z, p). (3.36)
i=1 D+

i=1 )\

7

Zavedenim komplexni funkce Cy(p) obdobné jako v predchozi podkapitole vztahem

Col(p) = cOE+Z(1— i )cgﬂ., (3.37)

P+

kde konstanty «; = E;/\; jsou prevracené hodnoty relaxacnich ¢asu jednotlivych Ma-
xwellovych prvku v modelu, lze vyslednou pohybovou rovnici v komplexni oblasti formalné
zapsat ve zcela stejném tvaru jako (3.14). Z toho vyplyva, ze feseni bude az na funkce

15



3 NESTACIONARNI VLNENI V TENKE VISKOELASTICKE TYCI

Co(p) a E*(p) shodné se vztahy (3.29) a (3.31) odvozenymi pro piipad standardniho
viskoelastického télesa. Komplexni modul pruznosti £* bude mit v tomto ptipadé tvar

E*'(p)=Ex+>» | Ei- — =~ | (3.38)
L)

Nyni mame odvozené feseni pro pripad volné a vetknuté tyce pro obecny diskrétni
model viskoelastického télesa, coz umoznuje zjistit odezvu tenké tyce, jejiz materidlové
vlastnosti jsou popsany modely jednodussimi, napi. elasticky piipad, Maxwelluv a Vo-
igtuv-Kelvinuv model. Vztahy pro odezvy jsou v téchto pripadech formélné stejné az
na funkce Cy(p) a E*(p). Pro tyto piipady postaéi v obecném standardnim viskoelas-
tickém télese volba n = 1, coz vystihuje vztahy pro Zeneruv model (3.13), (3.26). Volbou
A1 — o0 je zamezeno deformaci tlumiciho prvku v modelu. Takovyto model vykazuje
dokonale elastické chovani, které lze vyjadrit limitnim pfechodem

Eu+E
lim E*(p) = Ep+ By, lim Cylp) = | 2221, (3.39)
A1—00 A1—00 p

Pokud bude uvazovan nulovy modul pruznosti F;, Maxwellova vétev tohoto modelu
bude libovolné deformovatelna bez vyvolaného napéti, pak

lim E*(p) = Eg. (3.40)

E1 —0

Takovy material je taktéz dokonale elasticky s modulem pruznosti Fg a rychlosti siteni

viny
. Eg
dim Co(p) = 4 f e (3.41)

Abychom dostali vztahy vyjadiujici E*(p) a Cy(p) charakteristické pro Maxwelluv
model, je potfeba zajistit nulovy prirustek napéti na samostatné stojici pruziné Zenerova
modelu. V takovém piipadé je nutné volit Ex — 0 a pozadované funkce E*(p) a Cy(p)
maji tvar

. Ei\p : Ey\p
lim E*(p) = ———— lim C =y —. 3.42
Eggo (p) \ip+ By’ Eggo 0(p) pA1p + pEy ( )

P1i sledovani odezvy na puls s vysokofrekvenénimi slozky dojde k tomu, ze se tlumic
nestaci prodlouzit a bude se chovat jako tuhy. V tom pripadé

EX B\ E
lim 2P g g P [ (3.43)
Mi—oo Aip + Ey M—oo \| pA1p + pEy P

Voigtuv-Kelvinuiv model obsahuje paralelni zapojeni vazkého a elastického prvku.
Je tedy pottebné volit tuhost clenu E; — oo, aby prodlouzeni Maxwellova prvku zaviselo
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pouze na vazkém clenu. V tomto pripadé plati

\p+E
lim E*(p) = Mp+ Ey, lim Co(p) = 4| 2L 28 (3.44)
FE1—o00 FEi1—o0 p

Stejné jako u odvozovéani vztahu pro Maxwelliv model bude i pro Voigtuv-Kelvinuv mo-
del zjisténo jeho chovéani pro pulsy s vysokymi frekvencemi. Jelikoz tlumi¢ neni schopen
reagovat na takové pulsy, chova se stejné jako v predchozim piipadé, tj. jako tuhé téleso.
Z odvozenych vztaht vyplyne, ze modul pruznosti a rychlost siteni viny v takovém piipadé
budou nabyvat nekonec¢nych hodnot

[A\p+E
lim Mp+ By = oo, lim (/2PFEE _ o (3.45)
A1—00 A1 —00 p

Diky této vlastnosti neni Voigtuv-Kelvinuv model vhodny pro modelovani razovych jevu.

3.5 Provedeni zpétné Laplaceovy transformace

Zpétna Laplaceova transformace, kterda je nutna pro nalezeni feSeni odezvy napéti
a posuvu v Casové oblasti, je definovdna pomoci Bromwich-Wagnerova integralu [10].
Pomoci néj lze napt. hledanou funkei osového posuvu u(z,t) formalné vyjadrit jako

c+i00
u(z,t) = L Uz, p)e’* dp. (3.46)
2mi
C—100
Integracni cesta je v tomto piipadé reprezentovana piimkou rovnobéznou s imaginarni
osou v Gaussové komplexni roviné, majici od této osy vzdalenost c.

V literatuie lze najit nékolik zpusobu vyé¢isleni Bromwichova integrélu. V praci [12]
napf. autor za timto tic¢elem vyuzivd vétu o Laplaceové obrazu konvoluce dvou funkef [10]
a rozvoje jedné z nich v Laurentovu fadu. Jeji obraz pak urcuje na zakladé reziduové véty.
Podobny postup je pouzit v praci [5], kde autor problém pievadi na tilohu numerického
vycisleni Duhamelovych integrala.

Pro potteby této bakalaiské prace bude vyuzito numerického postupu vyéisleni in-
tegralu ve vztahu (3.46). Konkrétné se bude jednat o algoritmus numerické zpétné La-
placeovy transformace (NILT) zaloZzeny na rychlé Fourierové transformaci (FFT) a tzv.
g-algoritmu pro urychleni konvergence nekoneé¢nych rad. Tento postup je prevzaty z prace
[13] zabyvajici se problematikou §ifeni vin v elektrickych obvodech. Vhodnost pouziti to-
hoto algoritmu na feseni tiloh elastodynamiky je podrobné diskutovéna v praci [14]. Im-
plementace tohoto NILT algoritmu je provedena v softwarovém prostiedi Matlab, viz pod-
kapitola 4.1.
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4 Vycisleni analytického reseni a porovnani vysledku
s vysledky numerickych simulaci

V této kapitole je provedeno vyéisleni vztahu (3.29) - (3.31) odvozenych v kapi-
tole 3 a dale prezentovano numerické feseni tulohy ziskané pomoci metody konec¢nych
prvku. Nejprve je popsan program umoznujici vycisleni analytickych vztahu z minulé
kapitoly, ktery byl vytvoren v prostiedi Matlab. Nasledné je uveden popis sestaveni
konecnoprvkového modelu fesené tlohy v sytému MSC.Marc2014 a provedeno porovnani
analytickych vysledku s vysledky numerickych simulaci.

4.1 Popis vycisleni analytického reSeni

Pro vytvoreni zminovaného néstroje bylo zvoleno programovaci prostiedi Matlab,
protoze je to robustni néstroj pro maticové pocty s velkym mnozstvim implementovanych
matematickych funkci. Vytvoreny program provadi vycisleni odezvy vetknuté i volné tyce.
Toto vycisleni probihéd ve dvou fazich. Program v prvni fazi vyuziva nalezené vztahy pro
Laplaceovy obrazy hledanych veli¢in v komplexni oblasti uvedené v kapitole 3 a pro za-
dané materidlové parametry vycisli tyto obrazy v pozadovanych komplexnich bodech p
pro vSechna z. Ve druhé fazi aplikuje NILT algoritmus na vySe zminéné vycislené obrazy
pozadovanych veli¢in a dopocita tak odezvu v ¢asové oblasti.

Pro provedeni prvni faze je do programu potieba zadat geometrii tilohy a nésledné
definovat material a buzeni. Geometrie tlohy je urcena zadanou délkou tyce [ a poctem
bodu x4, které ekvidistantné rozdeéluji ty¢ v podélném sméru a ve kterych se vyéisli
pozadované veli¢iny. Pro definovani materialu program vyzaduje zadat hustotu materidlu
p a vektory hodnot modult pruznosti v tahu E a koeficientu normalovych viskozit A. Prvky
téchto vektortu postupné odpovidaji ¢lenum obecného standardniho viskoelastického télesa
(viz obr. 4). Nakonec je potieba zadat budici napéfovou funkci oo(t). V programu jsou
prednastaveny nékteré funkce, u kterych je znam piedpis pro jejich Laplaceuv obraz. Po-
kud zadna z téchto funkci uzivateli nevyhovuje, je mozné zadat vlastni funkci v podobé
matice dimenze n x 2, ve které je kazdy z n bodu popsan casem a odpovidajici velikosti
napéti. Laplaceuv obraz takto zadané funkce je pak nalezen numerickym vycislenim de-
finicntho integralu Laplaceovy transformace [10] pomoci Simpsonova pravidla [15]. Pro
kontrolu spravného zadani budici funkce software umoznuje také jeji graficky nahled
v casové oblasti.

Ve druhé fazi je na vycislené obrazy pozadovanych veli¢in aplikovan NILT algoritmus
prevzaty z prace [13], ktery byl zminén v podkapitole 3.5. V uzivatelském rozhrani vy-
tvofeného programu je mozné také zmeénit parametry ovliviujici presnost NILT algoritmu.
Mimo jiné to je i parametr m, ktery udava pocet ¢asovych kroku 2™, na které je délen
interval (0,%,,4,) (viz [13]). Pfesnost feseni v zavislosti na tomto parametru je jasné pa-
trna z obr. 5. Je zde zobrazeno porovnani presnosti vycisleni odezvy pro vetknutou tyc
buzenou jednotkovym obdélnikovym pulsem

oo(t) = H(t) = H(t —to), (4.1)
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1 T T T T T T T I T
m =206
—_— =
——m = 10|

0.02 0.025 0.03 0.035 0.04 0.045 0.05 0.055 0.06

2 [m]

Obrazek 5: Porovnéani vlivu zmény parametru m na odezvu napéti v tyci délky [ = 0,1m
na jednotkovy obdélnikovy puls délky g = 10 us

pro ruzné hodnoty parametru m. Puls je na obrazku zachycen po prvnim odrazu od vet-
knutého konce v misté z = 0, tj. postupuje zpét k mistu buzeni v x = [. Z obrazku
je patrné, ze se odezva napéti skladd z harmonickych prubéhu ruznych frekvenci. Pri
bliz§im pohledu na obrazek lze zjistit, ze pfi zvétsovani m vyuziva FFT pii inverzi har-
monické funkce s vyssimi frekvencemi. To ma za dusledek priblizovani jednotlivych casti
grafu linearnimu prubéhu a zvyseni vypocetni presnosti. Na koncich strmych ¢el dochazi
k vyraznym vykmitim, které jsou nechténym jevem pii nahrazovani nespojitosti spo-
jitymi funkcemi. Tento jev se nazyva Gibsonuv jev a vyska vzniklych vykmiti dosahuje
kolem 9% velikosti nespojitosti.

Po ukonceni druhé faze vycisleni jsou vysledky provedeného vypoctu automaticky
ulozeny v podobé matic dimenze 2" X x4, do souboru formatu mat. Tyto soubory
slouzi jako zdroj dat pro néslednou casovou animaci Siteni podélnych vin ve studované
ty¢i. V naprogramovaném softwaru lze pak zvolit rychlost této animace ¢i jeji opétovné
spusténi a zaroven software disponuje posuvnym ovladacem, ktery umoznuje rychlou na-
vigaci v ¢asové oblasti. V uzivatelském prosttedi je taktéz mozné vykreslit vycislené reseni
v ¢asoprostorové oblasti.

4.2 Numerické reSeni pomoci metody koneénych prvku

Za ucelem verifikace analyticky odvozenych vztahu a jejich spravné implementace
v naprogramovaném softwaru byla tloha také fesena pomoci metody koneénych prvku
v programu MSC.Marc2014. Tenka tyc¢ délky [ = 0,1m byla modelovana pomoci pru-
tovych prvka (v pouzitém SW oznacenych jako typ 9) s jednotkovym obsahem prutezu
a s linearnimi bazovymi funkcemi. VSechny simulace a nasledna porovnani zminéné v nas-
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ledujicim textu byly provedeny pro materidlové parametry, které priblizné odpovidaji po-
lyamidu PA6. Konkrétné to jsou: hustota p = 1100kg/m?, Younguv modul pruznosti
E = 4,395 GPa, Poissonovo ¢islo v = 0,4. Pti zadavani viskoelastickych vlastnosti ma-
teridlu je potfeba do softwaru zadat relaxaéni ¢as tg = A\yy/Epr, kde modulu pruznosti Fyy
a normalova viskozita \y; odpovidaji Maxwellovu modelu popisujici material. Pro mode-
lovani Zenerova modelu, staci v softwaru zadat pouze jeden relaxa¢ni cas tgp = 36,8932 us
a modul pruznosti ve smyku G = 282,786 MPa (viz [16]).

V pocatku souradnicového systému byla ty¢ vetknuta, coz v této uloze, kdy ma kazdy
uzel pouze jeden stupen volnosti, znamenad, ze bodu x = 0 staci predepsat nulovy posuv
ve sméru z. Na druhém konci ty¢e v misté = = [ bylo predepsédno budici napéti oq(t)
casove zavislou tabulkou. Vypocet byl ukoncen v case t,,,, = 80 s, kdy se vlna nachéazela
po prvnim odrazu ptiblizné v poloviné délky tyce a sitila se zpét k buzenému konci.

Presnost vysledku numerickych simulaci zavisi hned na nékolika faktorech, zejména
na velikosti prvku [., na volbé integra¢ni metody v ¢asové oblasti a na velikosti inte-
gracniho kroku At. Pokud nebude v nésledujicim textu uvedeno jinak, budou numerické
vypocty provadény s Newmarkovou integracni metodou a s integra¢nim krokem, ktery
je roven stabilnimu kroku metody centralnich diferenci.

i 1, =310 °m | ‘ [ —1.=3-10"m
0.8 71 le=5-10"m | 0.8 le=5-10""m
— 1, =10-10"m - 1,=10-10""m
06 — 1, =25 10~°m|| . 0.6 F — 1, =25 10~°m
Q Analytika g Analytika
= 04¢ =04+
& &
5 &
0.2+ 1 0.2+
0 AVA\‘A 0 L
0.054 0.056 0.058 0.06 0.062 0.064 0.066 0.054 0.056 0.058 0.06 0.062 0.064
(a) Obdélnikovy puls délky 2 us (b) Sinovy puls délky 2 us

Obrazek 6: Vliv velikosti prvku na presnost reseni

Pti volbé velikosti prvku se d& predpokladat, ze se zmensovanim [, bude rust presnost
feseni. Tento predpoklad potvrzuje obr. 6a, kde je buzeni o¢(t) uvazovano ve tvaru ob-
délnikového pulsu (4.1) o délce ty = 2 us. Model s mensimi prvky dokaze 1épe kopirovat
ocekavané strmé okraje siticiho se pulsu. Kdezto model s prvky [, = 0,25 mm nedosa-
huje ani pozadované amplitudy. Je zjevné, ze TeSeni ziskané pomoci kone¢noprvkovych
modeltu nedokaze vystihnout ostré hrany analyticky vypocétené odezvy. Proto bude nu-
mericky feSena tloha pro hladsi budici puls. Na obr. 6b lze pro tento piipad vidét, ze
modely lépe kopiruji prubéh pulsu nez v prvnim ptipadé. Je to zpusobené tim, ze prvek
s urcitou velikosti je schopen podchytit frekvence jen do mezni hodnoty. Toto tvrzeni sou-
visi s amplitudovymi spektry obou pulsu. Na obr. 7 je zobrazeno amplitudové spektrum
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Obrazek 7: Amplitudova spektra pulsu

obdélnikového pulsu (4.1) a sinového pulsu daného predpisem

oo(t) = sin <7rti) (H(t) — H(t — to)). (4.2)
0

Obdélnikovy puls ma amplitudové spektrum, ve kterém se vice uplatiuji vyssi frekvence
oproti sinovému pulsu se stejnou délkou ty. Vyznacené vertikalni ptimky znazornuji ma-
ximalni moznou frekvenci, kterou je prvek schopen podchytit. Tato hodnota mezni frek-
vence byla vypocitana ze znalosti, ze by velikost prvku méla nabyvat hodnoty alespon
jedné desetiny vlnové délky odpovidajici nejvyssi frekvenci v siticim se signalu, kterou
m& model jesté podchytit (viz [17]). Rychlost sifeni viny s vysokofrekvenénimi slozkami
pritom ptiblizné odpovida rychlosti siteni viny v elastickém prostiedi s modulem pruznosti
E.

Daéle bude diskutovan vliv velikosti integra¢niho kroku At explicitni metody centralnich
diferenci a implicitni Newmarkovy a Houboltovy metody na ptfesnost stanoveni odezvy
na obdélnikovy puls délky tg = 10 us. Vzhledem k tomu, Ze je puls pétkrat delsi nez pfti
predchozi analyze, a vzhledem k provedené analyze amplitudového spektra, budou pro
nasledujici analyzu pouzity prvky o velikosti [, = 0,1 mm.

Nejprve bylo provedeno porovnani vlivu At pro metodu centrélnich diferenci. Na obr. 8
jsou znazornény vysledky pro model s integra¢nim krokem, ktery odpovida stabilnimu
kroku metody centralnich diferenci 26 - 1079 s vypocitanym softwarem pro zvolenou délku
prvku, a dale s krokem 10-107?s a 5-107?s. Je zfejmé, Ze pii zmensovani At dochdzi sice
k narustu strmosti ¢el pulsu, ale zaroven i k rozkmitavani numerického teseni pred nimi.

Implicitni metody na rozdil od explicitnich dovoluji nastavit i vétsi krok nez je stabilni
krok metody centralnich diferenci. Proto je analyza zbylych metod provedena pro ¢asové
kroky At = {10;26;50} - 10™s. Na obr. 9 je zobrazen vliv zmény At pro Newmarkovu
metodu. Pii zmenseni At se metoda chova obdobné jako predchozi explicitni metoda.
Reseni odpovidajici mensimu kroku dokéze lépe vystihnout strmost ¢el, ale na druhou
stranu dochazi k vétsim vykmitim ptfed nimi. Naopak pii zvétseni At dojde k urychleni

21



4 VYCISLENI ANALYTICKEHO RESENf A POROVNA'N}’ VYSLEDKU S
VYSLEDKY NUMERICKYCH SIMULACI
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Obrazek 8: Vliv velikosti integraéniho kroku metody centralnich diferenci pro [, = 0,1 mm
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Obrazek 9: Vliv velikosti integracniho kroku Newmarkovy metody pro [, = 0,1 mm
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4 VYCISLENI ANALYTICKEHO RESENf A POROVNANj VYSLEDKU S
VYSLEDKY NUMERICKYCH SIMULACI

vypocetniho ¢asu, ale vyrazné se snizi presnost feSeni v oblasti ¢el. Z obr. 9 je tedy ziejmé,
ze nejpresnéjsich vysledku bylo dosazeno pro krok At shodny s maximéalnim stabilnim
krokem metody centralnich diferenci.

P#i snizovani At u Houboltovy metody, viz obr. 10, dochazi k mirnému zptesnéni
vysledkti nartustem strmosti cel, ale zaroven k oscilacim pred celem viny. Naopak pri
zvetSeni At se tvori vykmity za cely.

Souhrnné porovnani presnosti jednotlivych testovanych integra¢nich metod pro vyse
uvedené buzeni a stejny integracni krok At = 26 - 107?s je i s absolutni chybou pro-
vedeno v case tq: = 80us na obr. 11. Na obr. 11b je déale zobrazen prubéh absolutni
odchylky jednotlivych numerickych feseni od vysledku ziskanych vy¢islenim analytickych
vztahu. Z uvedenych obrazku je zrejmé, ze metoda centralnich diferenci dava velmi presné
vysledky, které jsou ale rozkmitané pred strmymi cely Siticiho se pulsu. Aplikaci Hou-
boltovy metody ziskdme pii stejném integracnim kroku vysledky s nizsi presnosti, cela
nejsou tak strma a k rozkmitéani feseni dochézi za nimi. Nejlepsi shody s analytickym
fesenim bylo pro tento piipad dosazeno pomoci Newmarkovy integrac¢ni metody. Tato
metoda bude proto pouzita i pti dalsich numerickych simulacich uvedenych v této praci.

7 provedenych analyz vyplyva, ze pii vybéru velikosti prvku modelu plati, ze presnéjsi
vysledky obdrzime s mensimi prvky. Na druhou stranu se vypocetni ¢as modelu s malymi
prvky prodlouzi. Proto je vhodné pred diskretizaci 1D tlohy provést analyzu amplitu-
dového spektra buzeni a pomoci néj najit dostatecnou velikost prvku pro dany budici
puls. Co se tyce volby integracniho kroku, bylo u 3 integracnich metod potvrzeno, ze se
pozadovanému FesSeni nejvice ptiblizuji modely s At rovno stabilnimu integraé¢nimu casu
metody centralnich diferenci. Vypocet 1ze urychlit volbou vétsitho kroku u implicitnich
integracnich metod, ale za cenu vneseni vétsi nepresnosti do numerickych vysledku. Pro

Analytika
—— At=10-10"%

At =26-10""s
—— At=50-10""

0.035 0.04 0.045 0.05 0.055 0.06 0.065

2 [m]

Obrazek 10: Vliv velikosti integra¢niho kroku Houboltovy metody pro [, = 0,1 mm
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(a) Porovndni s analytickym fesenim (b) Absolutni chyba integra¢nich metod

Obrazek 11: Porovndni integra¢nich metod pro [, = 0,1 mm a At = 26-10""s

e s

toda.
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5 VLIV VISKOELASTICITY NA SIRENI VLN V TENKE TYCI

5 Vliv viskoelasticity na Sifeni vin v tenké tyci

V nésledujicim textu je provedeno porovnani chovani viskoelastického materidlu s elas-
tickym v souvislosti se Sitenim vIn a néasledné jsou diskutovany disperzni a tlumici vlast-
nosti 1D tenké viskoelastické tyce.

~ s ,

5.1 Porovnani Sirteni vln v elastickém a viskoelastickém ma-
terialu

V nésledujicim textu jsou uvazovany dvé tenké tyce délky [ = 1m s hustotou ma-
teridlu p = 1100kg/m3. Materidlové vlastnosti jedné tyce jsou charakterizovdny stan-
dardnim viskoelastickym télesem v Zenerové konfiguraci s moduly pruznosti £y = 5 GPa,
Ey; = 2,5GPa a s normélovou viskozitou A = 750 kPas. Znaceni téchto veli¢in odpovida
znaceni pouzitému na obr. 2. Material druhé tyce je uvazovan dokonale elasticky s modu-
lem pruznosti v tahu E = E; + Ey = 7,5 GPa. Pro jednoduchost bude dale v této kapitole
zavedeno oznaceni VM pro viskoelasticky materidl a EM pro elasticky.

U obou volné ulozenych ty¢i je soucasné sledovana odezva napéti na jednotkovy obdél-
nikovy puls danym vztahem (4.1) délky ¢, = 50 us. Porovnani téchto odezev je zobrazeno
na obr. 12, kde je vykreslena velikost osového napéti uprostied tyce v zavislosti na case.
Lze vidét, ze u VM doslo v prubéhu ¢asu k vyznamnému poklesu amplitudy napéti a ke
zméné tvaru pulsu, tzn. dochazi zde k disipaci energie. Ta se ve skute¢ném materidlu
meéni na teplo. Zaroven je mozné z obr. 12 pozorovat, ze po pruchodu pulsu sledovanym
bodem zde zistdva nenulové napéti. Jednd se o tzv. pamétovy efekt materidlu, ktery
vznika rozdilnym prubéhem odlehéeni oproti prubéhu zatizeni.

Pii zkoumaéani vlivu zmény hodnot modulu E; a E5 na obr. 13, tak aby u EM platilo

o(t) [Pal
|

o
()]
T

0 0.5 1 1.5 2
t [S] %107

Obrazek 12: Porovnani odezvy EM a VM v poloviné tyce na jednotkovy obdélnikovy puls
délky to = 50 us
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s EM E=10 GPa
' vm! E,=7,5 GPa, E,=2,5 GPa
1+ VM? E =5 GPa, E =5 GPa

05 L VMSE:SGPaE:ZSGPa

N | T

0 0.5 1 1.5 2
t [S] %107

Obrazek 13: Vliv zmény F; a Es pii konstantni hodnoté A = 750 kPas na odezvu napéti
VM

o(t) [Pal

E = FE; + Es, je zitejmé, ze se pulsy ve VM a EM pohybuji stejnou rychlosti. Pokud
je soucet jednotlivych modultt pruznosti rozdilny, tak se vlna §iti prostiedim odlisnou
rychlost{ (viz kiivka VM?). Zménou parametru FE, pii konstantni hodnoté A dojde ke
zméné relaxacniho ¢asu a amplituda napéti téchto odezev je rozdilné tlumena (kiivky

VM! a VM?).

5.2 Disperze a tlumeni vin ve viskoelastickém 1D prostredi

7 vysledku predchozi tlohy je ziejmé, ze pii Siteni podélné viny v tenké viskoelastické
tyci, dochazi (na rozdil od tyce elastické) k distorzi a utlumu siFictho se pulsu. Toto je
dusledek tzv. disperze a tlumeni, které souvisi se Sitenim harmonickych vin v takovémto
prostiedi. Uvazujme napriklad, ze je ty¢ buzena dvéma frekvenéné vyznamné rozdilnymi
budicimi signaly s predpisem o(t) = sinwt. Na obr. 14 je zobrazena odezva téchto pulsu
v case t; = 0,3988ms a v case to = 1,8553 ms pro viskoelasticky material se stejnymi
parametry jako v predchozi podkapitole (tj. Fy = 5 GPa, Fy = 2,5 GPa, A = 750kPas).
Porovnanim polohy vyznacenych bodu v obr. 14a a v obr. 14b lze dojit k zavéru, ze se
tyto harmonické viny §fff ruznou rychlosti. Dochdzi zde ke zpozdovani sinového signdlu
s thlovou frekvenci 12507 rad/s (S1) za sinovym pulsem s tihlovou frekvenci 200007 rad /s
(S2). Ze znamych vzdélenosti, kterou urazila prvni ¢tvrtina periody obou budicich signalu
Azxg; = 3,560 m, Azgs = 3,802 m lze vypocitat pribliznou rychlost §ifeni jednotlivych vin
dle vztahu v = Ax/(ty — t1). Rychlost sifeni S1 v tomto prostfedi odpovidd hodnoté
vg1 = 2444,22m/s a rychlost S2 je vgy = 2610,27m/s.

Tento jev, kdy fazova rychlost viny je zavisla na frekvenci budiciho signalu se nazyva
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1 T T 1 T
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(a) Budici pulsy v case t; = 0,3988 ms

(b) Budici pulsy v ¢ase to = 1,8553 ms

Obrazek 14: Porovnani rychlosti siteni sinovych pulstu s rozdilnou tihlovou frekvence w ve
viskoelastickém prostiedi

disperze. Pro odvozeni disperzni a tlumici kiivky (viz [6, 5]), tj. odvozeni zdvislosti fdzové
rychlosti viny ¢ a soucinitele itlumu 7 na thlové frekvenci w, je uvazovano feseni posuvu
u(z,t) ve tvaru obecné harmonické viny s predpisem

u(z,t) = Aelt=(Etime] (5.1)
kde A amplituda harmonické viny a £ je vlnové ¢islo, pro které plati £ = w/c. Souéin n
a polohy = popisuje exponencidlni itlum amplitudy vychylky u(z,t) [6]. Po dosazeni (5.1)
do pohybové rovnice (3.6) dostaneme podminku, pii jejimz splnéni se muze harmonicka
vlna (5.1) sifit danym prostiedim. Postupnym anulovanim imagindrni a redlné ¢asti této
komplexni podminky lze odvodit vysledné vztahy popisujici disperzni a tlumici zavislosti
uvazovaného 1D viskoelastického prostiedi. Tyto vztahy maji dle [6] tvar

(- 41/2
E2>
L+ (14 = ) wt]
52:(,()2 P ) 1+w2t%¢ ( E1 R
2El E2 2 E2 2 ’
L+ 1+ =) wif 14+ (14 = | w3
(- Ey - £y J
( -~ 11/2 o (52)
1+ 1+ —2) w2t2
=l 1+ w?t% B < E, R
2E’l E2 2 E2 2 ’
I+ (1+ =) Wity L+ (1+ =) with
\ - Ex - £y J
kde tgr je relaxacni ¢as standardniho viskoelastického télesa.
Podle vztahu ¢ = w/¢ je pak dopocitana vyslednd disperzni zdvislost znézornéna

na obr. 15 pro ruzné hodnoty koeficientu viskozity . Z téchto disperznich kfivek je mozné
pozorovat, ze s narustajici ihlovou frekvenci se rychlost viny ve VM blizi rychlosti viny
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Obrazek 15: Disperzni kiivky pro 1D elastické prostiedi a 1D viskoelastické prostiedi
popsané Zenerovym modelem s ruznymi hodnotami A

v EM. Pro harmonickou vlnu s nekonecnou frekvenci w — oo konverguje (5.2); ke vztahu

2., 2 P
Erw G (5.3)
7, tohoto uvedeného limitniho pfechodu zaroven i vyplyva rychlost viny v elastickém
prostiedi cg = /(E1 + Ey)/p (viz [6, 5]). Na disperzni kiivce na obr. 15 jsou vyznaceny
body odpovidajici vypoctenym piibliznym hodnotam rychlosti signdlu S1 a S2.

Soucinitele tlumeni 1 muzeme podobné jako rychlost ¢ vykreslit v zavislosti na w, viz
obr. 16. Z tohoto obréazku je zjevné, ze budici signal s vysokou tihlovou frekvenci je tlumen
vice nez signél s nizkym w. Tento fakt potvrzuje i prubéh odezev napéti na obr. 14.
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Obrazek 16: Ktivky tlumeni pro 1D viskoelastické prostiedi popsané Zenerovym modelem
s ruznymi hodnotami lambda.
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6 Identifikace materidlovych vlastnosti na zakladé ex-
perimentalnich dat

V této kapitole je uveden popis provedeného experimentalniho méteni odezvy tenkych
ty¢i a porovnani ziskanych vysledku s analytickym fesenim. V jeji druhé ¢asti je pak for-
mulovana a feSena inverzni uloha vedouci k identifikaci materidlovych parametru visko-
elastickych modelu popisujicich chovani ¢ty vybranych materiali.

6.1 Popis experimentu a vysledky méreni

V réamci této prace bylo provedeno méreni nestacionarni odezvy na dvou viskoelas-
tickych tyci. Konkrétné byly vybrany tyce vyrobené z acetalového kopolymeru ozna-
covaného jako POM-C a z polykarbondatu PC 1000. Materidlové listy téchto materidlu
jsou uvedeny v piilohdch A a B. V pripadé materidlu POM-C bylo méreni provedeno
na tyci délky [ = 1,006 m o pruméru d = 5,3 mm s hmotnosti m = 31,63 g. Témto para-
metrum odpovidd hustota tyée p = 1425 kg/m?. Druhé méieni bylo provedeno na tyci
z materialu PC 1000 délky I = 1,001 m o pruméru d = 8 mm s hmotnosti m = 64 g a s od-
povidajici materidlovou hustotou p = 1272kg/m3. Aby dochdzelo k co nejmensi interakci
s okolim, byla ty¢ podlozena kousky molitanu.

Obrazek 17: Métici aparatura, ulozeni tenké tyce a detail upevnéni akcelerometru

V obou piipadech byly tyc¢e na jednom konci buzeny razovym kladivkem Briiel &
Kjer Miniature Impact Hammer - Type 8204 bez ptridané hmoty. Parametry tohoto
kladivka vcetné popisu jsou uvedeny v produktovém listu vyrobce v piiloze C. Pti buzeni
tyce z materidlu POM-C byl kladivkem vybuzen puls ptiblizné délky 0,6 ms a pro ty¢ z ma-
terialu PC 1000 se podarilo vybudit puls s pfibliznou délkou 0,4 ms. Tvar i délku pulsu lze
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vidét na obr. 18 a obr. 19. Z namérenych budicich sil byla nasledné vypocitana odpovidajici
napéti, ze kterych byl odfiltrovan sum. Vliv této zmény je diskutovan déle v této kapi-
tole. Na opa¢ném konci obou ty¢i byl prilepen vtefinovym lepidlem akcelerometr Briiel &
K jeer Miniature DeltaTron® Accelerometer - Type 4519, jehoz parametry jsou uvedeny
v priloze D. Signél z tohoto akcelerometru byl zpracovan osmikanalovym analyzatorem
OROS OR35. Ulozeni tyce a zapojeni métici aparatury je zobrazeno na obr. 17.
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(a) Budici puls po odfiltrovéni sumu (b) Odezva tyce po odfiltrovani sumu

Obréazek 18: Experimentalné namétena data pro ty¢ z material typu POM-C
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(a) Budici puls po odfiltrovéni sumu (b) Odezva tyZe po odfiltrovan sumu

Obrazek 19: Experimentalné namérend data pro ty¢ z material typu PC 1000

Kromé experimentalnich dat ziskanych vySe popsanym zpusobem byly v této préci
vyuzity i vysledky naméfené v rdmei prace [11] pro ocelovou a hlinikovou ty¢, obé délek
2m. Hlinikova ty¢ meéla prumér 6 mm a hmotnost 152¢g a ty¢ vyrobend z oceli byla
pruméru 5,965 mm a hmotnosti 440 g. Pti méteni odezev téchto tyci byla pouzita stejna
aparatura. Namétfeny budici signél s namérenou odezvou zrychleni lze vidét na obr. 20
a obr. 21.

Charakter odezvy u viskoelastickych ty¢i je podobny jako u elastickych. U viskoelas-
tickych tyci vSak dochazi na prvni pohled k vyraznéjsimu utlumu na rozdil od elastickych.
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Obréazek 20: Experimentalné namétena data pro tyc¢ z hliniku
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Obrazek 21: Experimentalné namérena data pro tyc¢ z oceli

6.2 Porovnani namérené a vypoctené odezvy tyce

Na zakladé ziskanych experimentalnich vysledku lze nyni ovérit, jak dobfe aproxi-
muje Teseni odvozené v kapitole 3.2 skutecné vinové déje, ke kterym ve viskoelastické
tyci dochdzi. Provedme toto ovéfeni napf. pro ty¢ vyrobenou z POM-C, jejiz vlastnosti
budou pro jednoduchost aproximovany Maxwellovym modelem popsanym parametry F
a A. Velikost modulu E' lze odhadnout pomoci statické hodnoty E = 3,1 GPa uvedené
v materidlovém listu v priloze A. Hodnotu normalové viskozity A lze odhadnout tak, aby
se relaxace napéti a s nim i souvisejictho zrychleni znatelné projevila do konec¢ného ¢asu
meéreni 0,132s. Pro jednoduchost je uvazovana hodnota A = 20 MPas, které odpovida
relaxacni ¢as ptiblizné tz = 6,45 ms.

Na obr. 22 je zobrazeno porovnani experimentalné zmérené odezvy zrychleni a odezvy
vypoctené analyticky pro odhadnuté materidly. V obr. 22a je vykreslen analyticky zjistény
prubéh zrychleni pro pripad budiciho signalu naméreného pfimo na razovém kladivku,
na obr. 22b pak pro buzeni zbavené Sumu. Z porovnani téchto prubéhu je ziejmé, ze
je nutné budici signédl zbavit nejprve Sumu a teprve pak jej pouzit k vycisleni odezvy.
Vsechny nasledujici vypocty tedy budou provadény v souladu s timto zjisténim.

7 obr. 22 je dale patrné, ze se celo viny v analytickém feSeni s rostoucim cCasem
zpozduje za zméfenou odezvou. To je zpusobeno nepiesnou volbou E, kterd zapiicinila
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Obrazek 22: Odezva tyce z POM-C modelované pomoci Maxwellova modelu s odhad-
nutymi parametry

mensi rychlost §itici se viny. Zaroven je vidét, ze amplituda zrychleni v experimentalné
nameérené odezvé relaxuje za kratsi dobu. Je tedy nutné volit pro tento pripad nizsi hod-
notu normalové viskozity A. Na druhou stranu ma vypoctené zrychleni formalné stejny
prubéh jako zrychleni experimentédlné zmérené, coz ovéruje korektnost odvozeni a vy¢isleni
analytickych vztahu. Pro dosazeni lepsi shody vypoctené a namérené odezvy je nutné re-
prezentovat chovani materidlu modelem s vice relaxacnimi casy a pomoci experimentéalnich
dat identifikovat jeho materialové parametry.

6.3 Formulace tlohy identifikace a jeji reSeni

Uloha identifikace materidlovych parametru byla pro materialy zminéné v podkapitole
6.1 feSena v systému Matlab. Jednd se o inverzni ulohu, kdy jsou na zdkladé namétenych
odezev hledany materidlové parametry zvolenych viskoelastickych modelu. Tento problém
parametrické optimalizace byl feSen pomoci standardni funkce fmincon implementované
v prostiedi Matlab. Cilova funkce f. vyjadiujici normovanou odchylku od naméreného
zrychleni byla volena ve tvaru

(ap —ax)W(ag —ay)’
apWal, ’

kde ag a a4 postupné predstavuji experimentalné a analyticky stanoveny vektor zrychleni
a W je diagonalni vahova matice umoznujici pritadit riznou vahu jednotlivym hodnotam
v daném casovém okamziku. VIiv volby jednotlivych vah na jeji diagondle je diskutovan
déle v této kapitole. Vektor hodnot zrychleni as se vypocitda pomoci nastroje popsaného
v podkapitole 4.1 s tim rozdilem, zZe je odezva vypoctena pouze v bodé z = Om a pro
Laplacetuv obraz zrychleni je pouzit vztah (3.32)s.

Analyza citlivosti cilové funkce pro Maxwelliv model (déle jen MX) na parametry F
a A ukdzala, ze hodnota f, je citlivd zejména na modul pruznosti v tahu E, viz obr. 23. Déle
je z tohoto obrazku patrné, ze cilova funkce mé fadu lokalnich minim. To se u poc¢atecnich
vypocti pomoci funkce fmincon ukdzalo jako problém, nebot pouzité funkce nenf schopna
nalézt globalni minimum bez zndmych pribliznych hodnot hledanych parametru, které
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by slouzily jako pocatecni parametry optimalizacni metody. Proto je v programu vyuzit
objekt GlobalSearch prosttedi Matlab, ktery hleda ptibliznou polohu globalnitho minima
v zadaném rozmezi hodnot materialovych parametru. Navic je program rozdélen do dvou
fazi, které urychli cely optimalizaéni proces.

10000 — 10
\\'l‘
““r,‘
= 5000 \ 103
L‘\U ‘I“’l‘
\.\ll.
0, 102
10
10"
x10°
0
A [Pa s 10

8
10 E [Pa] %102

Obrazek 23: Cilova funkce f. v uvazovaném prostoru optimalizovanych parametru

V prvni fazi programu jsou vytvoreny objekt GlobalSearch a problémova struktura
createOptim Problem definujici optimaliza¢ni ilohu pomoci metody fmincon, které jako
predané parametry ve funkci run spusti algoritmus pro nalezeni globdlnitho minima na za-
daném intervalu. Interval o velikosti (0; 10'°) je zaddn pro parametry charakterizujict
moduly pruznosti v tahu Eg, EFj a interval pro normalové viskozity A\; je zadan jako
(1; 107, kde k € N znaé&f pocet MX vétvi. Velikost intervalu je ze zkusenosti volena
tak, aby jednotlivé hodnoty parametru nalezené v nasledujici podkapitole byly zarucené
uvnitt intervalu. Nasledné jsou tyto intervaly pro E, Fj a Ap znormovany na velikost
(0; 1), aby naro¢nost na prohleddni jednotlivych intervalu byla stejnd. Jednotlivd mi-
nima vyhodnocena objektem GlobalSearch jsou hledana pomoci funkce fmincon tak,
jak to bylo nastaveno v problémové struktuie, s mirnéjsimi zastavovacimi podminkami
TolFun = 107! a TolX = 10~*. To zaruéf relativné rychlé nalezeni polohy globalnfho
minima s presnosti na MPa pro E, E} a s presnosti na kPas pro A. Zaroven je nastaven
parametr MaxTime = 3600 omezujici celkovy optimalizacni ¢as na 1 hodinu. Algoritmus
navrati po splnéni zastavovacich podminek nalezené parametry ve vektoru ¢.

Cilem druhé faze je nalézt co nejpresnéjsi parametry, pii kterych je cilova funkce mi-
nimalni. Proto je spusténa samotna funkce fmincon se startovacimi parametry nalezenymi
v prvni fazi ¢ na intervalu (v, — ©n/2; ©n + ©n/2), kde ¢, jsou jednotlivé prvky vektoru
@ na pozici n = {1,2,...,2k + 1} znacici pocet ¢leni modelu. Zaroven jsou nastaveny
piisnéjsi zastavovaci podminky Tol Fun a TolX na hodnotu 10712,

Jak bylo zminéno diive, v cilové funkci definované vztahem (6.1) je zahrnuta i vahové
matice, kterou lze ovlivnit béh optimalizacniho procesu. Analyza vlivu této matice na shodu
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analytického teseni se skutec¢nou odezvou tyce byla provedena pro material POM-C apro-
ximovany modelem strandardniho viskoelastického télesa (dale jen SVT). Na obr. 24 je
provedeno porovnani experimentalné a analyticky zjisténé odezvy pro jednotkovou matici
W tj. namétené odezvé je v kazdém casovém okamziku piitazena stejnd vaha. Nalezené
optimélni parametry tak vystihuji materialové tlumeni, pripadné i nezddouci tlumeni od
ulozeni, které se projevi vice v delsim ¢ase. Vypoctené feseni tak pomérné dobte kopiruje
prubéh experimentalné namérené odezvy na celém ¢asovém tseku.

200 T T T T T
— Analytika
100 F Experiment | |
w0
A
= -100
S
-200 a
_300 Il Il Il Il Il
0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07
t [s]
Obréazek 24: Porovnani zrychleni pro SVT pfi jednotkové W
200 T T . . .
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%0
)
= -100
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_300 Il Il Il Il Il
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Obrazek 25: Porovnéani zrychleni pro SVT s W prifazujici 100 krat vétsi vahu casové
oblasti t € (53,71; 68,35) ms
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Obrazek 26: Odezva zrychleni pro SVT s W piifazujici vdhu 10° prvkim v ¢asové oblasti
t € (53,71; 68,35) ms

Déle je uvedeno porovnani mezi jednotlivymi odezvami pro W, prifazujici vétsi vahu
prvkum v t € (53,71; 68,35) ms. Na obr. 25 maji prvky v tomto ¢ase ¢ ve vypoctu 100
krat vetsi vahu, a proto je shoda s namérenou odezvou na zacatku o poznani horsi nez
v predchozim piipadé. Ke konci ¢asového intervalu jsou naopak prubéhy témér iden-
tické. Velikost vybranych prvku na diagondle matice W vsak nelze volit prilis rozdilné
od ostatnich. Identifikované parametry by neodpovidaly skute¢nym materidlovym para-
metrum a prubéh vypoctené odezvy by byl velmi odlisny. Tento piipad je znazornén
na obr. 26, kdy stejnému ¢asovému tseku byla piidélena vaha 106.

6.4 Identifikované materialové parametry

Inverzni tloha byla feSena pro vSechny zminéné materialy, tj. POM-C, PC 1000, hlinik
i ocel. Jejich materidlové vlastnosti pfitom byly aproximovany MX modelem, modelem
SVT a obecnym standardnim viskoelastickym télesem (ddle v textu OSVT) pro ruzny
pocet paralelnich Maxwellovych vétvi, konkrétné pro k£ = 2,4,10. Celkem tak bylo pro-
vedeno 20 optimalizaci a nalezeno 160 materidlovych parametru. VSechny identifikované
parametry jsou pro jednotlivé materialy postupné shrnuté v tabulkach 1-4.

V tabulce 1 pro material typu POM-C si Ize pov§imnout, ze nalezeny modul pruznosti
pro MX model odpovida i globalnimu minimu v obr. 23. Zaroven je tato hodnota priblizné
stejna jako hodnota zmérend tahovou zkouskou pouzita pro vypocty v podkapitole 6.2.
Tomuto E odpovidd i soucet dil¢ich modult pruznosti £ = Eg + >, Ej pro vsechny
uvedené viskoelastické modely. Z hodnot odpovidajicich MX modelu a SVT lze zjistit, ze
dominantni vliv bude mit relaxacni ¢as v fadech jednotek ms. Alespon jeden relaxacni cas
podobné velikosti obsahuji i zbylé viskoelastické modely. Konkrétné pro OSVT s k = 10
je vypocteno diskrétni spektrum relaxacnich casu (fazeno sestupné): tp € {5,88s; 3,98s;
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3,26s; 2,25s; 0,89s; 0,69s; 0,27s; 11,04 ms; 3,33 ms; 46,35 us}. Muzeme z néj pozoro-
vat, ze je zde nékolik relaxa¢nich ¢asu se stejnym fadem. Po zredukovani téchto ”dupli-
citnich”¢asu na jeden, lze dojit k zavéru, ze k velice pfesnému popisu odezvy pro tento
material postaci 4 relaxacni ¢asy. Tuto domnénku potvrzuje i porovnani odezvy pro OSVT
k =4 a odezvy pro OSVT k = 10 (obr. 27). Prubéhy vypoctené odezvy na buzeni jsou
témér shodné pro oba zminéné modely. Veskeré vysledné odezvy z optimalizace jsou v po-
rovnani s namérenymi hodnotami v piiloze E.

| k| E.[Pa] | A\ [Pas] | Eg [Pa]
MX 1 3,1376-10° 1,4643-107 -

SVT 1 1,1427-109 1,9078-10° 2,0000-10°

1 1,5897-10° 9,0451-10° 0

OSVITk=2 1,0189-10%  4,7575-10° 1,5191-10
1 7,9810-10° 2,4449-108

2 1,0140-108 4,7108-10° g

OSVITk=4 4 6,7475-10%  2,1969-10° 5,2003-10
4 1,1115-10° 1,1714-107
1 3,8165-10° 4,2145-10°
POM-C 2 24843108 6,5877-107
3 1,1898-10% 4,7336-10%
4 7.5716-10" 4,4534-108

5 5,042810% 4,4991-10% 0

OSVIk =10 ¢ 5,2480-108  3,6066-10° 1,587-10
7 1,0119-108 4,6904-103
8 1,6541-10%8 3,7223-10%
9  8,1942-10% 2,7316-10°
10 1,1503-10% 3,7537-10%

Tabulka 1: Identifikované parametry materidlu POM-C pro rtzné materidlové modely

7 vysledku uvedenych v tabulce 2 pro material PC 1000 je zfejmé, Ze i v tomto pripadé
stejné jako u POM-C plati, ze soucet dil¢ich E a Fj odpovidda modulu pruznosti pro
MX model. Stejné tak i identifikovana hodnota E ptiblizné odpovidéa tabulkové hodnoteé,
tj. £ = 2,4GPa (viz piiloha B). Z hodnot uvedenych v tabulce 2 lze snadno zjistit,
ze diskrétni relaxacéni spektrum tohoto materidlu pro OSVT s £ = 10 obsahuje casy
tr € {49,60s; 5,73s; 4,31s; 3,49s; 2,69s; 1,79s; 80,66 ms; 47,57 ms; 7,20 ms; 46,12 us}.
Vétev s nejvétsim relaxacnim casem 49,60 s nema na tdtlum amplitudy v tomto kratkém
casovém zaznamu vliv a piislusna MX vétev se pak chova jako elasticka. Vypoctené odezvy
jsou v porovnani s namérenymi odezvami pro uvedené viskoelastické modely na obr. 28
v priloze E.

Identifikace materidlovych parametru je provedena i pro 2 elastické materialy (hlinik
a ocel), jejichz odezva na realné buzeni byla naméfena v préaci [11]. Jejich chovani pfi
tomto jevu popisuje autor zminéné prace elastickym materidlem. Pouziti viskoelastickych
modelu k popisu chovani takovych materialu ukéazalo lepsi shodu s namérenymi daty,
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|

| E, [Pa] | M\ [Pas] | Eg [Pa]

PC 1000

MX

2,3266-10°

1,2582-107

SVT

6,4369-107

3,3239-10°

2,2957-10°

OSVT k =2

1,7813-10°
6,1287-107

9,5539-107
2,8456-103

5,1757-108

OSVT k =4

6,1127-107
9,4263-10%
1,7318-108
1,9711-108

2,8153-103
9,7250-10%
4,3448-108
1,1633-10°

9,8610-10%

OSVT k = 10

k
1
1
1
2
1
2
3
4
1
2
3
4
)
6
7
8
9

1

=}

2,4852-108
1,1451-10%
6,1018-107
8,5992-107
4,3415-10%
1,8550-107
3,5116-10%
2,7881-10%
2,5527-10%
1,7108-108

2,0047-107
6,5608-108
2,8138-103
3,7086-108
7,7778-108
9,2005-108
1,6705-107
9,7428-108
6,8640-108
1,2326-10°

3,4105-10%

Tabulka 2: Identifikované parametry materidlu PC 1000 pro rtizné materidlové modely

zejména pak v delsich ¢asech. Pti prvnim pohledu na materidlové parametry MX mo-
delu u obou materialu (viz tabulka 3 a 4), je zjevné, ze nalezené E odpovida tabulkovym
hodnotam modulu pruznosti. Relaxacni casy téchto materidlu jsou z vétsi casti v fadu
sekund ¢i desitek sekund. K velice presnym vysledkum postacuji 1 az 2 relaxacni ¢asy pro
hlinik i ocel. ZlepSeni mezi experimentalné namérenou odezvou a vypoctenou odezvou je
pri pouziti obecnéjsiho viskoelastického modelu nepatrné s ohledem na nevyrazné visko-
elastické vlastnosti hliniku a oceli. Proto jsou v ptiloze E uvedena jen porovnani pro MX
a ryze elasticky model.
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|

| Ep[Pa] | M\ [Pas] | FEg [Pa)

Hlinik

MX

6,5485-10

5,6457-10°

SVT

4,1663-10"°

2,2888-10°

2,3765-10

OSVT k =2

4,8650-10™
1,0934-10°

5,3525-10°
2,0518-103

1,6786-10'

OSVT k =4

1,2484-10°
3,7093-101°
2,5452-10'°
8,7781-108

1,9736-10°
4,9872-10%°
3,2498-101°
8,5975-101°

8,1532-10°

OSVT k = 10

k
1
1
1
2
1
2
3
4
1
2
3
4
)
6
7
8
9

—_

0

9,7277-10°
7,1654-10°
6,6753-10°
6,5755-10°
4,4818-10°
1,1670-10°
3,5467-10°
5,2715-10°
9,4238-10°
5,8013-10°

7,9546-10™
3,7401-10°
4,5648-10"°
8,0559-101°
2,8711-1010

1,7177-10°
4,8326-101°

8,3197-10%
3,2223-1010
6,4478-1010

5,6501-10°

Tabulka 3: Identifikované parametry hliniku pro riuzné materidlové modely

|

|

Ek [Pa]

| M [Pas] |

EE' [Pa]

Ocel

MX

2,0859-10

3,364-10°

SVT

1,8328-10™

2,5960-107

2,5313-10

OSVT k =2

1,1956-10'"
4,8222.1010

1,1118-10°
3,1230-101°

4,0807-10

OSVT k =4

3,2003-1010
3,4398-1010
7,3731-10%°
3,5962-101°

2,6693-101°
2,9217-1010
4,2817-10°
8,1148-10°

3,2496-101°

OSVT k = 10

k
1
1
1
2
1
2
3
4
1
2
3
4
5
6
7
8
9

1

o

1,8723-1010
2,2661-101°
1,9191-101°
1,3667-1010
2,2359-1010
2,0162-101°
2,0065-101°
1,8166-1010
1,3504-1010
2,8638-101°

2,6148-10™°
2,2879-101°
2,7202-10'°
2,1541-10'°
2,2988-101°
3,1261-10'°
2,7688-10°
2,5122-10'0
2,3898-101°

6,4257-107

1,1453-101°

Tabulka 4: Identifikované parametry oceli pro ruzné materidlové modely
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7 Zavér

V této préaci byly odvozeny vztahy pro zédkladni mechanické veli¢iny popisujici odezvu
tenké viskoelastické tyce konecné délky na libovolné osové nestaciondrni zatizeni. Resen{
v Laplaceové oblasti bylo primarné odvozeno pro model standardniho viskoelastického
télesa. Nasledné byla tiloha zobecnéna pro pripad modelu obecného viskoelastického télesa
a pomoci limitnich pfechodu byla diskutovana feSeni i pro elementarni viskoelastické
modely. V jedné z kapitol prace byla také provedena diskuse disperznich a tlumicich
vlastnosti tenké tyce modelované pomoci standardniho viskoelastického télesa.

Soucasti prace byl program vytvoreny v prostiredi Matlab R2018a, ktery pomoci nu-
merické zpétné Laplaceovy transformace provadi vycisleni odvozenych vztahu v caso-
prostorové oblasti. Tento program s uzivatelskym rozhranim umoznuje efektivni reseni
a analyzu odezvy tenké viskoelastické tyce na libovolny typ zatizeni. Zaroven byla tloha
modelovana v kone¢noprvkovém programu MSC.Marc2014 a bylo provedeno porovnani
analytického feseni s vysledky numerickych simulaci. Diky existenci analytického feseni
byl dale analyzovan vliv jednotlivych parametru kone¢noprvkového modelu na pfesnost
numerickych vysledku.

Déle bylo v préaci provedeno experimentalni méreni pro dvé plastové tyce vyrobené
z materialu POM-C a PC 1000 s typicky viskoelastickymi vlastnostmi. Pomoci namérenych
dat byla nejprve ovérena vhodnost aproximace realné odezvy viskoelastického materidlu
pomoci odvozeného analytického feseni. Nasledné bylo vyuzito jadro z vytvoreného pro-
gramu k feSeni inverzni tlohy za ticelem identifikace materidlovych parametru mérenych
tyc¢i. Vytvoreny optimalizacni algoritmus je efektivni a umoznuje velmi presnou identi-
fikaci parametru pro vyse zminéné materidlové modely. Déle bylo ukézano, ze pomoci
navrzeného postupu lze popsat viskoelastické chovéani jinak elastickych materidla, jako
jsou hlinik a ocel, tak, ze shoda zmérené a vypocitané odezvy je lepsi, nez pii aproximaci
téchto materialu ¢isté elastickym modelem, zejména pak v delSich ¢asech sledovani.

Na zakladé zobecnéni prezentovaného analytického feSeni lze v budoucnu tuto praci
rozsitit na teseni vrstevnatého 1D viskoelastického prostiedi a pouzit jej jako aproxi-
maci funkéné gradovaného prostiedi. Zaroven lze uvedeny postup po mirné modifikaci
pouzit k identifikaci frekvencné zavislych materidlovych parametru, které jsou typické
pro chovani realnych viskoelastickych materialu.

40



Reference

[12]
[13]

[14]

Sobotka, Z., Reologie hmot a konstrukei, Studie CSAV, Academia, Praha, 1981.

Brepta, R., Prokopec, M., Sifenf napétovych vin a rdzy v télesech, Academia, Nakla-
datelstvi Ceskoslovenské akademie véd, Praha, 1972.

Menga, N., Bottiglione, F., Carbone, G., The nonlinear dynamic behavior of
a Rubber-Layer Roller Bearing (RLRB) for vibration isolation, Journal of Sound
and Vibration 463, 2019, 114952.

Rao, D.M., Recent applications of viscoelastic damping for noise control in auto-
mobiles and commercial airplanes, Journal of Sound and Vibration 262(3), 2003,
457-474.

Brepta, R., Vlny napéti a rdzové jevy v linedrné elastickych a viskoelastickych
prostiedich, Technicka univerzita v Liberci, Liberec, 1997.

Wang, L.L., Foundations of stress waves, Elsevier, Kidlington, 2007.

Zhao, H., Gary, G., Klepaczko, J.R., On the use of a viscoelastic split Hopkinson
pressure bar, International Journal of Impact Engineering 19(4), 1997, 319-330.

Panowicz, R., Janiszewski, J., Kochanowski, K., Influence of pulse shaper geometry

on wave pulses in SHPB experiments, Journal of Theoretical and Applied Mechanics
56(4), 2018, 1217-1221.

Kolsky, H., Stress waves in solids, Dover Publications, Inc., New York, 1963.
Pirko Z., Veit J., Laplaceova transformace, SNTL/ALFA Bratislava, 1972.

Kaba O., Sifeni elastickych vin v jednorozmérnych homogennich a heterogennich
prosttedich, Bakalarska prace, ZCU v Plzni, Plzen, 2018.

Graff K. F., Wave motion in elastic solids, Dover Publications, Inc., New York, 1991.

Brancik L., Programs for fast numerical inversion of Laplace transforms in matlab
language environment. In: Proceedings of 7th MATLAB Conference, 1999, 27-309.

Adémek V., Vales F., Cerv J., Numerical Laplace inversion in problems of elastody-
namics: Comparison of four algorithms, Advances in Engineering Software 113, 2017,
120-129.

Rektorys K., Prehled uzité matematiky I, Prometheus, Praha, 1995.
MSC.Marc: User’s guide volume B, MSC Software HmbH, Mnichov, 2016.

Brepta R., Okrouhlik M., Vales F., VInové a razové déje v pevnych télesech a metody
jejich teseni, Studie CSAV, Academia, Praha, 1985.

41



[18] ERTACETAL® C Polyoximetylen (POM-C), EPP Plasty, 5. 6. 2020.
URL: https://www.eppplasty.cz/pdf/POM_C.pdf

[19] PC 1000 Polykarbonat (PC), EPP Plasty, 5. 6. 2020.
URL: https://www.eppplasty.cz/pdf/PC_1000.pdf

[20] Miniature Impact Hammer - Type 8204 product data, Briel & Kjeer, 20. 6. 2020.
URL: https://www.bksv.com/-/media/literature/Product-Data/bp2077.ashx

[21] Pietoelectric Accelerometer Miniature DeltaTron® Accelerometers - Types 4519,
4519-001, 4519-002 and 4519-003 product data, Briiel & Kjeer, 20. 6. 2020.
URL: https://www.bksv.com/-/media/literature/Product-Data/bp2071.ashx

42



A Materialovy list POM-C [18]
ERTACETAL C EPP Plasty a.s.

POLYOXIMETYLEN (POM-C) Videnska 99, Brno 639 00
tel.: 702 166 076
www.eppplasty.cz

Jedna se o Ccisty acetalovy kopolymer (POM-C). ERTACETAL C je

odolnéjsi proti hydrolyze, plsobeni silnych zasad a tepelnéoxidacni

degradaci nez POM-H. ERTACETAL C se velmi dobfe obrabi a je velmi ISO 9001
vhodny pro vyrobu pfesnych mechanickych soucasti.

Fyzikalni vlastnosti (indikativni hodnoty *) Poznamky:

+ : méfeno na suchych vzorcich
++: méfeno na vzorcich v rovnovaze se standardni

Barva — —_ bila atmosférou: 23°C, rel. vihkost 50% (vétSinou odvozeno z
gerna literatury)
Hustota 1183 g/cm3 1,41 (1) Podle metody 1 normy ISO 62 a provedeno na

discich @ 50 x 3 mm.

Naséakavost vodou:
—— ~ a0 (2) Uvedené hodnoty pro tyto vlastnosti jsou vétSinou
- PO 24/96 hod, ponofeni ve vodé 23°C (1) 62 mg 20/37 odvozeny z Udaju uvadénych vyrobci surovin nebo jiné
62 % 0,24/0,45 literatury.
- na vzduchu pfi 23°C a 50% relativni vlhkosti — % 0,20 (3) Hodnoty pro tuto viastnost jsou uvadény pouze u
- pfi ponofeni ve vodé 23°C — % 0,85 amorfnich materialt. Nejsou uvadény u materialt semi-
o o (4) Pouze pro kratkodobé zatizeni
Teplota téni — c 165 (nékolik hodin) v situacich, kdy material je zatizen jen
Teplota zeskelnéni (3) — °C - velmi mélo nebo vibec.
Tepelna vodivost pfi 23°C — W/ (K.m) 031 (5) Po uplynuti této doby dochazi ke
Koeficient linearni tepelné roztaznosti: snizeni tahové pevnosti asi na 50% puvodni hodnoty.
- prim@rna hodnota mezi 23 - 60°C — | mi(mK) | 110.10° Uvedens teploty vychazeji z probihajici teplotné
T — n = = oxida¢ni degradace, kterd zpusobuje zménu vlastnosti.
- primérna hodnota mezi 23 - 100°C — m/(m.K) 125.10 Stejné jako u vsech ostatnich termoplasti zavisi
Teplota deformace pii zatizeni: maximalni  pfipustnd provozni teplota v mnoha
- metoda A: 1,8 MPa + 75 °C 105 pfipadech zejména na dobé trvani a rozsahu hodnot
Maximalni provozni teplota na vzduchu: \r:;/esf:\?;ifkym napéti (hlavné razu), jimz je material
- kratk,OdOba (“4) — OC 140 (6) Razova houzevnatost klesa se snizujici se provozni
- trvala: po dobu 5000 / 20000 h (5) — c 115 /100 teplotou. Minimalni pFipustna provozni teplota je uréena
Minimalni provozni teplota (6) — °C -50 prakticky rozsahem, v némz je material vystaven razim.
Horlavost (7) Uvedené hodnoty vychazeji z nepfiznivych razovych
- "kyslikovy index" 4589 % 15 podmlne}( a \{_dﬁslqug toho nemusi byt pokladany za
~ UL 94 (tloustka vzorku 1,6 mm — — HB/HB absolutni pouzitelné limity.

(7) Tyto odhadované hodnoty jsou
vétSinou odvozeny z (daji uvadénych dodavateli

Zkouska tahem (9): surovin. Nemaji vyjadfovat rizika, ktera hrozi ve
- mez kluzu / napéti pfi pretrzeni (10) + 527 MPa 68/ - skute¢nych podminkéach pozarniho ohroZeni. Pro tyto

++ 527 MPa 68 /- materiélyfrlleexistuji "Zluté karty"

——— e specifikace UL 94.

- deformace pfi pretrzeni (10) + 527 % 35 (8) Hodnoty uvedené pro tyto vlastnosti suchych
A 527 % 35 materialt (+) jsou vétSinou primérné hodnoty odvozené
- modul pruznosti (11) + 527 MPa 3100 ze zkousek provedenych na vzorcich obrobenych z ty&i
++ 527 MPa 3100 0 @ 40 - 60 mm. U materialt ERTACETAL, ERTALYTE
Zkouska tlakem (12): a PC 1000 muzeme vzhledem k jejich velmi nizké

absorpci vody uvazovat, Ze hodnoty pro suché materialy

- tlak, jenz zpusobi 1/ 2/ 5 % deformaci (11) + 604 MPa 19/35/67 (+) jsou stejné jako pro nasycené materidly (++).
Zkouska odolnosti proti te€eni v tlaku (9): (9) Zkusebni vzorky: Typ 1 B.
- tlak, jenz zpusobi 1% deformaci + 899 MPa 13 (10) Zkugebni rychlost: 20 mm/min.
za 1000 hod, (G1/1000) ++ 899 MPa 13 (5mm/min pro ERTALON 66-GF30, ERTACETAL H-TF
Razova houzevnatost - Charpy (13) + 179/1eU|  kIim? =150 ?lli)R;IﬁJLéZZEimﬁlost‘ —
Vrubove:\ hou?evnatost - Charpy + 179/1eA kJ/mz 7 (12) Zkusebni vzorky: ’ :
Vrubova houzevnatost - Izod + 180/2A kJ/m 7 valegky @ 12 x 30 mm.
++ 180/2A kJ/m? 7 (13) Pouzité kyvadlo : 15 J.
Tvrdost (metoda kuli¢kou) (14) 2039-1 [  N/mm? 140 (14) Zkuebni vzorky foustky 10 mm.
Tvrdost podle Rockwella (14 2039-2 _ M 84 (15) Ele!drody) : %5/75 koaxialni  valeckové, v
transformatorovém oleji
— podle IEC 60296, zkuSebni vzorky o
Elektricka pevnost (15) + (60243) | kv/mm 20 sile 1 mm, prirodni (bily) material. Je dileZité si
++ (60243) |  kV/mm 20 uvédomit, Ze dielektricka pevnost Cernych materiald
Vniten odpor ¥ (60093) | Q.cm > 107 (ERTALON 6SA, ERTALON 66 SA, ERTACETAL a
T+ (60093) Q.cm > 1019 ERTALYTE) muze dosahovat pouze 50% hodnoty
v y S 107 naméfené u pfirodnich (bilych) materialt.
Povrchovy odpor +|_(60093) Q (16) Uvedené hodnoty neplati pro félie ERTALYTE.
++ (60093) Q > 108
Relativni permitivita e:. - pfi 100 Hz + (60250 — 3,8 » Hodnoty uvedené v tabulce slouzi jako pomticka pro
4 (60250) — 3,8 volbu materidlu, popisuji bé&zny rozsah vlastnosti
— — e — materidlt, nejsou garantovany a nemély by byt pouzity
Relativni permitivita e - Pfi 1Hz + (60250) :: ke stanoveni limitd materiall nebo pouzity samostatné
_ _ + (60250) — , jako zaklad Konstruktérského navrhu. ERTALON 66-
Disipacni ¢initel tan : - pfi 100 Hz + (60250) — 0,003 GF30 je anizotropni materila, a proto se jeho vlastnosti
++ (60250) - 0,003 li8i ve sméru rovnobéZzném se skelnymi vlakny od
Disipa&ni &initel tan &: - pfi 1 Hz + (60250) — 0,008 sméru kolmého na vidkna.
++ (60250) — 0,008
Odolnost proti plazivym prouddm (CTI) + (60112) — 600
++ (60112) — 600

Vyrobni program:
Tyce: @ 3 - 320 mm - Folie/Desky: tloustka 0,5 - 120 mm - Trubky: 20 az 350 mm
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B Materialovy list PC 1000 [19]
EPP Plasty a.s.

POLYKARBONAT (PC) Videnska 99, Brno 639 00
tel.: 702 166 076
www.eppplasty.cz

Tento polymer je €isty, UV — nestabilizovany polykarbonatovy produkt na

trhu uvadény pod obchodnim nazvem PC 1000. Jedna se o ,,neoptickou“

pramyslovou kvalitu. Tzn., Ze prasvitnost neni stejné irosti jako napf. ISO 9001
skla, nybrz material je "jakoby" zakaleny.

Fyzikalni vlastnosti (indikativni hodnoty *) Poznamky:
Zkouseno: Jednotky Hodnoty + : méfeno na suchych vzorcich
VLASTNOSTI ISO/IEC ++: méfeno na vzorcich v rovnovaze se standardni
Barva — — pruhledny atmosférou: 23°C, rel. vihkost 50% (vétSinou odvozeno z
Hustota 1183 cm® 1,20 literatury)

y - 9/ (1) Podle metody 1 normy ISO 62 a provedeno na

Naséakavost vodou: discich @ 50 x 3 mm.
- po 24/96 hod, ponofeni ve vodé 23°C (1) 62 mg 13/23 (2) Uvedené hodnoty pro tyto viastnosti jsou vétsinou
62 % 0,18/0,33 odvozeny z Udaji uvadénych vyrobci surovin nebo jiné

- na vzduchu pfi 23°C a 50% relativni vlhkosti — % 0,15 literatury. ) i

~pFi ponofeni ve vod& 23°C — % 0,35 ®3) HOQnoty pro .tu.to vl_astnost Jsou uvadényl pouze u
T Iné viast i (2 amorfnich materialG. Nejsou uvadény u materiald semi-
T"Plet“ tY astnosti (2) c krystalickych.

eplota tani — - (4) Pouze pro kratkodobé zatizeni
Teplota zeskelnéni (3) — °C 150 (nékolik hodin) v situacich, kdy material je zatizen jen
Tepelna vodivost pfi 23°C — W / (K.m) 0,21 velmi malo nebo vibec. o
Koeficient linearni tepelné roztaznosti: () Po uplynuti této doby dochazike =
 primérna hodnota mezi 23 - 60°C — mi(m.K) 65.10° sniZeni tahové pevnosti asi na 50% puqum hodnoty.
- Pfljm?ma’ hodnot 53 100°C — ; .K 65'10‘6 Uvedené teploty vychézeji z probihajici teplotng
prumerna hodnota mezi m/(m.K) - oxidaéni degradace, ktera zpusobuje zménu viastnosti.
Teplota deformace pfi zatizeni: Stejné jako u vdech ostatnich termoplastli zavisi

- metoda A: 1,8 MPa + 75 °C 130 maximalni  pfipustnd provozni teplota v mnoha
Maximalni provozni teplota na vzduchu: pripadech zejména na dobé trvani a rozsahu hodnot

kratkodoba (4) C 135 mechanickych napéti (hlavné razu), jimz je material

- > — - vystaven.

- trvald: po dobu 5000 /20000 h (5) — C 125/115 (6) Razova houZevnatost klesa se snizujici se provozni
Minimalni provozni teplota (6) — °C - 60 teplotou. Minimalni pFipustna provozni teplota je uréena
Hoflavost (7) prakticky rozsahem, v némz je material vystaven razim.

~"kyslikovy index" 4589 % 25 Uvede.zné hodnoEy vychazeji z nepfizqivych 'réz'ovych

T HB7HB podminek a v dusledku toho nemusi byt pokladany za
- UL 94 (tloustka VZO.rku 1,6 mm) — — absolutni pouzitelné limity.
Mechanické vlastnosti pfi 23°C (8) (7) Tyto odhadované hodnoty jsou
Zkouska tahem (9): vétSinou odvozeny z Udaji uvadénych dodavateli
- mez kluzu / napéti pfi pretrzeni (10) + 527 MPa 70/ - surovin. Nemaji 'vy]'adrovaz’ nyka, kteja ) hrozi ve
4+ 527 MPa 707 - skutecnlych podmlnkalch Eozamlho ohrozeni. Pro tyto
—_— materialy neexistuji "Zluté karty"
- deformace pfi pretrzeni (10) + 527 % > 50 dle spegﬁkace U|_194' Y
++ 527 % >50 (8) Hodnoty uvedené pro tyto vlastnosti suchych
- modul pruznosti (11) + 527 MPa 2400 materialu (+) jsou vétsinou primérné hodnoty odvozené
4 527 MPa 2400 ze zkou$ek provedenych na vzorcich obrobenych z ty¢i
< " 0 @ 40 - 60 mm. U materiald ERTACETAL, ERTALYTE
Zkouska tiakem (12): . i 57 a PC 1000 muzeme vzhledem k jejich velmi nizké

- tlak, jenz ZPUSOP' 1! 2 / 5 % deformaci (11) + 604 MPa 18/35/72 absorpci vody uvaZovat, Ze hodnoty pro suché materialy
Zkouska odolnosti proti te¢eni v tlaku (9): (+) jsou stejné jako pro nasycené materialy (++).

- tlak, jenz zpUsobi 1% deformaci + 899 MPa 17 (9) Zkusebni vzorky: Typ 1 B.

za 1000 hod, (9u1o00) ks 899 MPa L Cotorimin peo LRYALON 86 GF95, ERTACETAL H-TF
Rézova houZevnatost - Charpy (13) + 179/1eU|  kd/m? bez lomu ; g&'ﬂ:{??ﬂ) - ) -
Vrubova houZevnatost - Charpy + 179/1eA kJ/m? 9 (11) Zkusebni rycHIost: 1 mm/min.
Vrubova houzevnatost - 1zod + 180/2A kJ/m? 9 (12) Zkugebni vzorky:
++ 180/2A kJ/m? 9 valecky @ 12 x 30 mm.
Tvrdost (metoda kulickou) (14 2039-1 | N/mm? 120 (13) Pouzité kyvadio : 15 J.
Tvrdost ( dle Rockwell )254 ) 20392 M75 (14) Zkusebni vzorky tloustky 10 mm.
vrdost podle Rockwella (14) - — (15) Elektrody : 25/75 koaxialni valedkové, v
Elektrické vlastnosti pfi 23°C transformatorovém oleji
Elektricka pevnost (15) + (60243) kV/mm 28 podle IEC 60296, zkuebni vzorky o
++ (60243) kV/mm 28 sile 1 mm, pfirodni (bily) materidl. Je dulezité si
e T > 10 uvédomit, Ze dielektricka pevnost cernych materialt
Vnitfni odpor -+ Eggggg; g . 22 > 100 (ERTALON 6SA, ERTALON 66 SA, ERTACETAL a
. - ERTALYTE) muze dosahovat pouze 50% hodnoty
Povrchovy odpor + | (60093) Q >10% naméfené u pfirodnich (bilych) materiali.
++ (60093) Q >101° (16) Uvedené hodnoty neplati pro félie ERTALYTE.
Relativni permitivita & - pii 100 Hz + (60250 — 3 ) . .
++ (60250) — 3 » Hodnoty uvedené v tabulce slouzi jako pomucka pro
— P = volbu materidlu, popisuji bézny rozsah vlastnosti
Relativni permitivita e - pii 1 MHz + (60250) — 3 materialii, nejsou garantovany a nemély by byt pouZity
++ (60250) - 3 ke stanoveni limitd materidll nebo pouZity samostatné
Disipacni Cinitel tan &: - pfi 100 Hz + (60250) — 0,001 jako zaklad konstruktérského navrhu. ERTALON 66-
++ (60250) — 0,001 C_5f30 je anjzotropni m'ez}e[iél, a proto se jgho v!astnosti
Disipacni cinitel tan & -pfi 1 MHz _ + (60250) — 0,008 IOl v Smep rovnopézném se skelnymi - viakny od
++ (60250) — 0,008 :
Odolnost proti plazivym prouddm (CTI) + (60112) — 350 (225)
++ (60112) — 350 (225)

TyCe: @ 6 - 200 mm - Félie/Desky: tloustka 15 - 50 mm
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C Produktovy list razového kladivka [20]

USES

+ Impact-force measurements on small structures
Measurement of frequency response functions using
impact excitation techniques

As part of a dynamic structural testing system for
modal analysis and the prediction of structural
response

FEATURES
Compact size and low weight

Negligible changes to dynamic properties of test
structure

Aluminium shaft to reduce occurrence of double
impacts
DeltaTron

B (low-impedance) output

Description

The piezoelectric force transducer is designed to excite
and measure impact forces on small structures such as
disc-drive heads, circuit boards, turbine blades and similar
small structures. An accelerometer (or laser velocity trans-
ducer) is used to measure the response of the structure.
By using a multichannel FFT analyzer, such as the
PULSE™ gystem, the frequency response function and
mode shapes of the test structure can be derived.

Characteristics
Type 8204 has built-in electronics. The sensitivity is ex-
pressed in terms of voltage per unit force (mV/N or mV/Ibf).

Miniature Impact Hammer — Type 8204

-~
-

050029

The integral impact tip is made of stainless steel, which
combined with the very low mass gives a high resonance
frequency. The frequency response of the impact and de-
cay of the impulse can be adjusted by applying tape to
the impact area or using the supplied head extender.

The handle has been designed for optimal control of im-
pact and thus reduces the risk of “double hits”.

Calibration
The transducer is supplied with an individual calibration
of its sensitivity.
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Impulse shapes for the hammer tip as a

function of time showing the pulse decay and
peak value (left); force spectrum of an impact

on an aluminium plate (right)

~

\

10 20

30 40

100000

050037

50 60 70 Tmelus

050041

100 1000

FrequencyMz

10000

Briel & Kjaer =

45



Specifications — Miniature Impact Hammer Type 8204

\ Units [ 8204
Dynamic Characteristics
Voltage Sensitivity (typical) mV/N (mV/Ibf) 22.7 (100)
Full Scale Force Range Compression N (Ibf) 220 (50)
Linear Error at Full Scale % full scale <2
Electrical Characteristics
Full Scale Output Voltage \% +5
DC Output Bias Voltage \% +7 to +12
Output Impedance Q <100
Power Supply mA 2to 20
Voltage Range VvV DC +18 to +30
Environmental Characteristics
Temperature Range \ °C (°F) \ —73 to +60 (=100 to +140)
Max. Force Compression | N (Ibf) | 890 (200)
Physical Characteristics
Dimensions See outline drawing
Overall Length mm (in.) 122 (4.8)
Effective Seismic Mass without Head Extender gram (oz.) 2 (0.07)
Effective Seismic Mass with Head Extender gram (oz.) 5.5 (0.2)
Impact Tip Material 17-4 PH stainless steel
Connector 10-32UNF

All values typical at 25°C (77°F) unless measurement uncertainty is specified

COMPLIANCE WITH STANDARDS

C € Compliance with EMC Directive and Low Voltage Directive of the EU

Compliance with the EMC requirements of Australia and New Zealand

Ordering Information

Type 8204 includes the following

accessories:

« Carrying Box

« Calibration Chart

« Head Extender, 3.5gram (0.123 0z.)

* PVC Insulated Cable, 10-32 UNF to BNC
Connector, 5m (16.4 ft)

OPTIONAL ACCESSORIES*

« AO0406: Double-screened Low-noise
Cable, 10-32UNF to BNC Connector via
JP 0145, 5m (16.4ft)

« AO0531: PVC Insulated Cable,

10-32 UNF to BNC Connector, 5m (16.4 ft)

* Additional accessories, cables and services are available (see www.bksv.com)

« AO0463G: 70°C, Single Screen Cable,
10-32 UNF to 10-32 UNF, length 5m
(16.41t.)

« JP0145: Plug Adaptor, BNC/10-32 UNF

« JJ0032: Extension Connector 10-32 UNF

* ZZ0245: In-line TEDS Adaptor 10-32 UNF
to 10-32 UNF

Briiel & Kjeer reserves the right to change specifications and accessories without notice

HEADQUARTERS: DK-2850 Naerum - Denmark - Telephone: +454580 0500 - Fax: +454580 1405

www.bksv.com - info@bksv.com

Australia (+61) 2 9889-8888 - Austria (+43) 186574 00 - Brazil (+55)11 5188-8166 - Canada (+1) 514 695-8225

China (+86) 10680 29906 - Czech Republic (+420) 26702
Germany (+49)42117
Italy (+39) 0257 68061 - Japan (+81)35715

1100 - Finland (+358) 9-52
870 - Hong Kong (+852) 2548 7486 - Hungary (+36) 121
51612 - Korea (+82) 2347

1300 - France (+33) 169907100
) 12158305 - Ireland (+353) 18074083
730605 - Netherlands (+31)318 559290

Norway (+47)6677 1155 -Poland (+48)22816 7556  Portugal (+351)2147 11453 - Singapore (+65) 377 4512
44

Slovak Republic (+421) 25

30701 - Spain (+34) 91 659 082

0 - Sweden (+46)8 4

Switzerland (+41) 44 8807035 - Taiwan (+886) 22502 7255 - United Kingdom (+44) 14 38 739000
USA (+1) 8003322040 - Local representatives and service organisations worldwide
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D Produktovy list akcelerometru [21]

Piezoelectric Accelerometer
Miniature DeltaTron® Accelerometers —

Types 4519, 4519-001, 4519-002 and 4519-003

FEATURES AND USES

* Hermetically sealed

* Low weight

* Low-impedance output

* Measurements in confined spaces

* Measurements on delicate structures

+ 360° orientation (Types 4519-002 and 4519-003)
» High frequency range (>20kHz)

Description

Types 4519, 4519-001, 4519-002 and 4519-003 are pie-
zoelectric Shear accelerometers with integral electronics.
The transducers feature an M3 side connector and are
hermetically sealed for high resistance to harsh environ-
ments. The transducers have a high resolution, giving an
excellent signal-to-noise ratio.

Two types have been designed for mounting on the object
by means of an integrated M3 threaded stud and two types
for adhesive mounting with 360° freedom of orientation.

Characteristics

The piezoelectric accelerometers feature built-in pream-
plifiers. The sensitivity is expressed in terms of voltage
per unit acceleration (mV/g).

In the Shear design, the piezoelectric element undergoes
shear deformation as in the DeltaShear® design. Two rec-
tangular slices of piezoelectric material are arranged on
each side of a rectangular centre post. This design gives
a high degree of linearity, and excellent immunity to base
bending and temperature fluctuations. The signal is col-
lected and amplified in the built-in amplifier. The housing
material is titanium.

Calibration

The transducers are individually calibrated using state-of-
the-art random FFT technology, providing an 800-point
high-resolution calibration (magnitude and phase), ulti-

mately giving a unique characterisation and securing the
integrity of the vibration measurement.

The sensitivity given on the calibration chart has been
measured at 159.2 Hz with a 95% confidence level, using
a coverage factor k = 2.

Recommended Mounting

Due to the small size, careful mounting is required to
ensure correct operation over the full frequency range of
the accelerometer.

714 HEX _
744 HEX

8.3
8.3

©

Mounting surface “; Mounting surface

M3

All dimensions in mm

4519-002, 4519-003

86.2
4519, 4519-001

050050
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E Porovnani namérenych a vypoctenych odezev pro
jednotlivé materialy
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Obrazek 27: Porovnani namétrené odezvy tyce z POM-C s odezvou vypocitanou pro nale-
zené parametry viskoelastickych modelt

48



T T T
— Experiment
Analytika
400 1 400 7
200 - . 200 - ]
L LJ L ‘ byl |
= ol T o M »JJ»W»MHJ,\\'\1\‘\l\f\‘\<\x\\\y\\\\\,
= = Py
i) A ‘ Py
= = |
S| [S]
200 - 200 - J
-400 F . -400 - 1
-600 - . -600 - .
L L L L L L L L L L L L L L L L
0.005 001 0015 002 0025 003 0035 004 0.005 0.01 0015 002 0025 003 0035 0.04
t[s] t[s]
(a) Odezva pro material charakterizovany MX (b) Odezva pro materidl charakterizovany
modelem SVT
T T T
Experiment Experiment
Analytika Analytika
400 - 400 -
200 - , 200 - ,
T
5 0 LLLM . \J Wl 1'” l‘ ‘] J ‘I ‘] “‘I M ““““‘ “\' 8 OF-HLN | i w'ﬂ'” l‘ 'l y‘ ‘] V‘ “I ‘Vl ‘wl “‘]\ \ ‘ ‘ \ \‘ \\
~. Iy ~.
£ | | b
= =
IS] 5]
2200 . 2200 1
-400 . -400 1
-600 - . -600 1
0 0005 001 0015 002 0025 003 0035 004 0 0005 001 0015 002 0025 003 0035 004
t [s] t [s]

(¢) Odezva pro materidl charakterizovany

OSVT s k=4

(d) Odezva pro materidl charakterizovany

OSVT s k=10

Obrazek 28: Porovnani nameétené odezvy tyce z PC 1000 s odezvou vypocitanou pro
nalezené parametry viskoelastickych modelu
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E POROVNANI NAMERENYCH A VYPOCTENYCH ODEZEV PRO

JEDNOTLIVE MATERIALY
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(b) Odezva pro ryze elasticky material

Obrazek 29: Porovnani namétené odezvy hlinikové tyce s odezvou vypocitanou pro nale-
zené parametry MX modelu a elastického modelu
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E POROVNANI NAMERENYCH A VYPOCTENYCH ODEZEV PRO
JEDNOTLIVE MATERIALY
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(b) Odezva pro ryze elasticky material

Obrazek 30: Porovnani namétrené odezvy ocelové tyce s odezvou vypocitanou pro nalezené
parametry MX modelu a elastického modelu
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