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Abstrakt

Tato préace spociva v modelovani turbosoustroji. Hlavnim cilem je sestavit matematicky model
turbosoustroji, urcit a analyzovat vlastni frekvence a vlastni tvary kmiti turbiny v rotujicim poli
odstredivych sil a vySetfit jeji stabilitu. Model se skladéd ze dvou zdkladnich ¢asti. Lopatkovych
vénci a hiidele (véetné ulozeni). Prvni Cast spocivd v modelovani hiidele, ktery je rozd€len na
kone¢né prvky. K vybranym uzliim htidele se pfipoji jeden nebo vice lopatkovych vénci. Tim
se vytvori jeden celek, na némz lze vySetfovat vlastni frekvence, tvary kmitu a stabilitu. Price
navazuje na bakalafskou praci [3], v niZ byla modelovéana jedna lopatka, kterd byla prizmaticka.
V modelu prizmatické lopatky byla zohlednéna deplanace a tzv. membranové sily. V pohybo-
vych rovnicich lopatky se objevuji prufezové parametry. Zatimco u prizmatické lopatky jsou
prifezové parametry ve vSech priifezech stejné, u lopatky s proménnym priifezem se spojité
méni. Vstup pro modelovani lopatky je geometrie vybranych priifezi lopatky. V téchto prife-
zech je tieba vypocitat prifezové parametry a nasledné je aproximovat na prostoru mezi pri-
fezy. Tim ziskdme upraveny model pro neprizmatickou lopatku. Dal$im krokem je kopirovani
modelu lopatky v rotacnim smyslu za ucelem vytvoreni lopatkového vénce a pfipojeni lopatek
ke hrideli. V préci bude déle srovndna turbina s lopatkovymi vénci a turbina, na niZ jsou lopat-
kové vénce nahrazeny tuhymi kotouci s odpovidajicimi hmotnostmi a momenty setrvacnosti.
Déle budou srovndvany modely hiidele odvozené v rotujicim a staciondrnim soufadnicovém
systému.

Abstract

This study is focused on turbine modelling. The main goal is to create a turbine mathematical
model, to identify and analyse natural frequencies and natural modes of vibration of turbine in
a field of centrifugal forces and to judge stability of the system. The model has two basic parts.
It is a set of turbine blades and a rotor shaft. The first part is about shaft modelling, where the
shaft is divided into finite elements. Then one or more sets of blades is connected to chosen
shaft points. That way is made a whole system on which we can analyse natural frequencies,
natural modes of vibration and judge stability. This study follows up bachelor thesis [3], where
model of prismatic blade was made. Deplanation and membrane forces were considered in this
prismatic blade model. In blade equations of motion appear cross section parameters. While
they are the same in all cross sections of prismatic blade, they change continuously in non-
prismatic blade. The input for blade modelling is geometry of selected blade cross sections. It
is necessary to identify cross section parameters in these cross sections and make an approxi-
mation of the parameters between those cross sections. That way we get non-prismatic blade
model. The next step is to copy (rotate) the blade to create a whole set of blades and then con-
nect the set of blades to the shaft. After turbine model is created, we are going to compare the
model to a simplified model where sets of blades are replaced by thin rigid disc with an appro-
priate mass and moment of inertia. We will also compare shaft model created in rotating and
stationary coordinates system.
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1 Uvod

Motivaci pro vytvoreni této prace je zjiSténi, jak moc jsou ovlivnény vlastni frekvence tur-
biny nahradou poddajnych turbinovych lopatek za tuhé kotouce. Lopatky se vétSinou modeluji
pomoci 3D kone¢nych prvkii, ¢imz vznikaji soustavy s mnoha stupni volnosti. Oproti tomu
piistup 1D modelovani lopatek, ktery je vyuzit v této praci, vyznamné sniZuje pocet stupiit vol-
nosti a tim umoznuje modelovat celé lopatkové vénce a model turbiny tim pfiblizovat realité.
V praktické ¢4asti bude porovnan model s lopatkovymi vénci a tuhymi kotouci a zjisStény rozdily
mezi t€mito zpusoby modelovani. Cile prace jsou postupné sestavit model hiidele, model tur-
binové lopatky, spojeni obou modeli, zpracovani programového vybaveni a kone¢né provedeni
modalni analyzy, vyhodnoceni vlastnich frekvenci a tvarii kmitu a posouzeni stability na kon-
krétni turbing. Také bude odvozen model izotropnich loZisek a tuhého kotouce. Price se skldda
z Casti vytvoreni matematického modelu turbosoustroji a jeho ndsledného zkoumani z hlediska
vlastnich frekvenci, tvard kmitu a stability. Je tfeba se zamyslet nad nejefektivnéj$im zptisobem
modelovani. Cely rotor se pohybuje rotacnim pohybem okolo osy hfidele konstantni Ghlovou
rychlosti w. To znamen4, Ze lopatky, hiidel a tuhé pridavné kotouce maji v Case stejny uhel na-
toCeni vzhledem k libovolnému stacionarnimu soufadnicovému systému. Naproti tomu loZiska
rotoru se vUci ostatnim soucdstem nata¢i o thel —wt. Nabizi se dvé moZnosti. Prvni je zvolit pro
modelovani soufadnicovy systém rotujici spole¢né se vSemi rotujicimi ¢astmi dhlovou rychlosti
w. V¢ tomuto systému jsou rotujici ¢asti relativné v klidu a loziska relativné v pohybu. Dru-
hou moznosti je volit stacionarni souradnicovy systém, v némzZ jsou naopak loZiska relativné

7 Yz

v klidu a rotujici ¢4sti se pohybuji thlovou rychlosti w. Vzhledem k faktu, Ze vice ¢4sti modelu

rotuje (vii¢i podloZce, na které je turbina postavena) a navic maji tyto ¢asti slozitéjs$i matema-
tické modely, je vhodnéjsi volit prvni moZnost. Je tomu tak proto, Ze dil¢i ¢asti modelu je tieba
transformovat o thel wt a ¢im méné Casti se bude transformovat, tim 1épe. Zvolen byl tedy sys-
tém, vici kterému jsou v pohybu pouze loziska. A to jesté pouze v pripadé, Ze jsou anizotropni.
V ptipadé izotropnich loZisek, tzn. majicich stejné vlastnosti ve v§ech smérech kolmych na osu
rotoru, neni diivod zkoumat jejich aktudlni natoCeni v Case.



2 Matematicky model hridele

Model celé turbiny obsahuje nékolik ¢asti spojenych do jednoho celku. Jsou jimi hiidel, lopat-
kovy vénec, tuhy kotou¢ s danou hmotnosti a momentem setrvacnosti a loZiska. Matematické
modely vSech téchto ¢asti kromé lozisek jsou odvozeny v rotujicim souradnicovém systému,
rotujicim thlovou rychlosti w odpovidajici uhlové rychlosti otaceni turbiny. Prvni ¢asti mode-
lovéani turbiny je vytvoreni modelu hiidele. Predpokladd se, Ze hiidelové prvky turbiny maji
kruhovy nebo mezikruhovy priifez, tim padem jsou rotacné symetrické. Dalsim predpokladem
je homogenita a izotropie materidlu jednotlivych casti, ze kterych je hfidel sloZen (konecné
prvky). To znamen4 stejné vlastnosti materidlu ve vSech mistech a ve vSech smérech. Pro od-
vozeni matematického modelu obecného hiidelového prvku s mezikruhovym prifezem jsou

vyuzity Lagrangeovy rovnice II. druhu, jenZ maji obecny tvar

d (0E,\ 0E, 0Ey .
— — = Qi =1,2,.. 2.1
dt < aqz ) aqz + aqz QZ) ¢ » = ? n) ( )

kde n je pocet stupiiti volnosti, £, je kinetickd energie prvku, £, potencidlni energie deformace
prvku, ¢; je zobecnénd soutadnice a (); je zobecnéna sila pro i-tou zobecnénou soufadnici.

Pocet stupiii volnosti jednoho prvku je 12. Jeden prvek ma dva uzly na krajich, z nichz kazdy
ma 6 stupiili volnosti. Jsou jimi tfi natoCeni a tfi posuvy ve smérech soufadnicovych os z, y, 2.
Lagrangeovy rovnice pro jeden hiidelovy prvek tudiZ poskytnou 12 pohybovych rovnic.

U
Uy
U9 SO? x
w
Uy

Obr. 1. Hridelovy prvek a jeho posuvy

Y

2.1 Aproximace zobecnénych posuvu [5]

Na obr. 1 je zndzornén jeden hiidelovy prvek, na némz je zndzornéno 12 moZnych zobecné-
nych posuvii, které urcuji pocet stupiitl volnosti prvku v trojrozmérném prostoru. Posuvy uzli
U1 a up ve smeéru osy = vznikaji tahovou deformaci. Posuvy v; a vs, resp. w; a wy ve sméru



souradnicovych os y, resp. z vznikaji ohybovou deformaci, stejné jako natoceni vy, 19, V1, V5.
Natoceni ¢ a @9 reprezentuji natoCeni vzniklé kroutivym namahanim. Pro dalsi prici je nutné
jistym zptisobem aproximovat hodnoty deformaci po celé délce hiidelového prvku. Aproxi-
mované posuvy ve smérech soufadnicovych os jsou znaCeny pruhem, coZ znaci, Ze se posuv
vztahuje ke stfednici hiidele. Vychédzime z faktu, Ze vSechny zobecnéné posuvy na krajich jsou
zndmé. Za predpokladu malych posuvii (pohyb v linearni oblasti) 1ze uvazovat

0v

Y = o (2.2)
ow
9 = 5 (2.3)

Ohyb v roviné ‘xy’

Zacnéme aproximaci posuvl v a 1, popisujicich ohyb v roviné€ xy. Vhodnou aproximaci ohybu
je vyuZziti kubického polynomu v nasledujicim tvaru

v(x) = o+ 17 + cx? + 32, 2.4)
kde ¢; jsou zatim nezndmé konstanty. Maticovy zapis je
v(x) = ®()cy, (2.5)
kde
C1
_ 2 .3 _ |
@—[lxx a:}, c1 = e (2.6)
C4

Pokud zderivujeme (2.4) za uvazovani (2.2) dostaneme
Y(x) = ¢ + 2c0m + 3c3a®. (2.7)

Maticové zapsano

U(z) = @' (x)cy, (2.8)
kde ’ znali parcialni derivaci funkce podle z. Do rovnice (2.4) dosadime zname hodnoty posuvi
v1 a vy na krajich a do (2.7) hodnoty natoceni 11, 15 a dostaneme

vy = 9(0) = ¢, (2.9)
Y1 = P(0)=c, (2.10)
vy = () = co+ crl + el + esl?, (2.11)
Yy = P(l) = c1 + 2el + 33l (2.12)

Tyto 4 rovnice lze maticové zapsat

(%] 1 0 0 0 Co
|l |01 0 0 c|
q: = Vs = 1 l l2 l3 co = Slcl. (213)
s 01 20 32| |es

Parametr [ je zndma délka prvku. Jedinou nezndmou zbyva vektor konstant cy, ktery 1ze vyjadfit
vynasobenim rovnice (2.13) matici S;', tedy invertovanou matici S;. Vysledkem je

¢ =S lqu. (2.14)

9



Pokud tento vyraz dosadime do (2.5), resp. do (2.8) dostaneme funkci prithybu v, resp. funkci
natocenf 1) zavislé na poloze x

v(z) = ®(2)S7'qy, (2.15)
Y(z) = ®(z)S7'qr. (2.16)

Ohyb v roviné ‘xz’

Podobnym zptisobem lze odvodit také funkci popisujici prihyb w a natoceni ¥ v roving xz. Opét
zatneme aproximaci prihybu kubickym polynomem

W(x) = ¢4 + c5x + cgx? + crz® = ®(2)cy, (2.17)
kterou lze s prihlédnutim k (2.3) zderivovat podle x
I(z) = —c5 — 2c67 — 372 = —B'(1)cy, (2.18)

Do rovnic (2.17) dosadime znamé posuvy na krajich prvku w; a ws a do (2.18) dosadime zndmé
natoceni ¢; a vy a tim pddem dostaneme Ctyfi rovnice

w; = w(0) = (2.19)
V) = 19(0):—05, (2.20)
wy = W(l) = cs+ sl + col® + erl?, (2.21)
9y = V() = —c5 — 2c6l — 3crl2. (2.22)

Maticové zapsano

wq 1 0 0 0 4
G = Z; _ (1) _11 z02 z% zz — S,co. (2.23)
Uy 0 —1 =21 —32| |c
Opét 1ze vyjadrit vektor konstant ¢, jako
cs =S, qo. (2.24)

a dosadit jej do (2.17) a (2.18). Dostaneme funkce prihybu a natoceni zavislé na x a krajnich
hodnotach zobecnénych posuvi
w(z) = ®(x)S;'qy, (2.25)
dr) = —@(2)S; qo. (2.26)
Tah

Dalsim krokem je provést aproximaci posuvl @ reprezentujicich tah. Tyto deformace lze popsat
linearnim polynomem
u(z) = cg + cox = Weg, (2.27)
kde
=[1 2] a c3= m . (2.28)

Cy
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Do (2.27) dosadime krajni hodnoty posuvi u; a us a dostaneme dvé rovnice

up = u(0) =cs, (2.29)
U = ﬁ(l) =cg + Cgl. (230)
Maticové
_(u 10 gl
qs = |:U2:| = |:1 l:| |:ng| = SgCg. (231)

Prendsobenim S; ' zleva dostaneme vektor konstant
c1 = S5 'qs, (2.32)

ktery dosadime do (2.27) a dostaneme funkci popisujici posuv u od tahového zatiZeni na celém
prvku
u(z) = US;'qs. (2.33)

Krut

Zbyva aproximovat natoceni ¢ podél prvku, vznikajici naméhanim na krut. Podobné jako u apro-
ximace tahovych posuvil z budeme aproximovat linearni funkci ve tvaru

@(x) = c10 + cuz = Pey, (2.34)
Dosazenim krajnich hodnot dostaneme

o1 = ¢(0) = cu, (2.35)
w2 = @(l) =cio+cul (2.36)

Maticovy zdpis téchto dvou rovnic je
®1 10 C10
= = = S3cy. 2.37
o [902] L l} [011] . 23D

c,=S3"q (2.38)

Vyjddifme

a dosadime do (2.34). Dostaneme vyslednou aproximaci pro natoceni ¢ podél hiidelového
prvku
p(r) = TSy qu. (2.39)

2.2 Model hridele v rotujicim souradnicovém systému [5]

Jak jiz bylo feCeno, modelovéni celé turbiny probihd v soufadnicovém systému, ktery rotuje
spolecné s rotorem thlovou rychlosti w. Sestaveni matematického modelu probéhne na nésle-
dujicich stranéch.

11



2.2.1 Sestaveni kinetické energie

Kinematika, na jejimzZ zdkladé je odvozena kinetickd energie je nésledujici. Pohyb hfidele se
skldda z unaSivého, posuvného pohybu a sekundarniho sférického pohybu. Druhotny sféricky
pohyb nataci element po prvotnim posuvu u. Nejdiive je prvek natocen o dhel precese v, poté
o thel nutace 1. Natoceni o uhel vlastni rotace ¢ se pficita k rotaci thlovou rychlosti w. Takto

popsanym sférickym pohybem zndzornénym na obr. 2 vznikd vektor thlovych rychlosti

w+<p+19$in¢
w = |Ycosycosp+ Ysing| , (2.40)
1 cos p — ¥ cos P sin

ktery lze pri uvazovani malych dhli zjednodusit (sin o &~ «, cosa &= 1)

w{rgb{ﬂ?w
w=| V+ip |. (2.41)
Y=
v
J w+ Y -
P
Y v
W

Obr. 2. Natoceni diferencidlné malého hridelového prvku

Vektor postivii unasivého posuvného pohybu bodu na stiednici v soufadnicovém systému xyz
je

Uu
u= |7 (2.42)
w
Jeho absolutni derivaci vici stacionarnimu prostoru ziskame vektor rychlosti
v=u+wXxu, (2.43)

12



kam dosadime w bez ¢lent, které jsou souc¢inem dvou zobecnénych posuvi, nebo jejich deri-
vaci, kvuli jejich zanedbatelné velikosti. Rozepsanim dostaneme

i w+ @ u U+ 0w + Yo i
v=|ov| 4+ | ¥ X |v| =|04+Yu+wn| =~ |[V—w|. (2.44)
w Y w W+ wo — T W + wb

Ve vektoru rychlosti bylo zanedbdno nékolik ¢lenti, protoZe byly oproti ostatnim velmi malé.
Kinetickd energie jednoho hiidelového prvku je obecné

1 1
E,= - / vivpdV + = / wldlw, (2.45)
2 Jy 2 Jy
kde V' je objem elementu, p je hustota materidlu elementu a
J, 0 0
dl=10 J 0| pdx = Jpdz (2.46)
0 0 J

je diferencialni matice momentd setrvacnosti k osam z, y, z. Vypocitime kvadratické momenty
prufezu k jednotlivym osam objevujici se ve vztahu (2.46). Obecné miiZze mit hiidel mezikru-
hovy prifez o vnitinim priméru d a vnéjSim priméru D. Jeho kvadratické momenty k osdm
x,Y, Z jsou

Jp=J, = /(y2 + 2%)dA, J,=J = / 22dA, J,=J= / y2dA, (2.47)
A A A

kde A je plocha prifezu hiidele. Pro pozdéjsi vyuziti jsme oznacili kvadraticky moment .J, = J,
a momenty J, = J, = J. Pfi srovnani vySe uvedenych vztahd a obr. 3 je vidét, Ze kvadratické
momenty k osdm vy, 2z jsou stejné. Navic plati, Ze polarni, osovy moment .J, = 2.J. Mimodiago-
ndlni ¢leny v matici J jsou deviaéni momenty k osam. Za predpokladu, Ze osy y, z symetricky
déli prirez, jsou nulové. Kvadratické momenty lze pro mezikruhové prifezy ekvivalentné vy-
jadfit

n(D* — d*)
= —~ 7 2.4
J 6l ; (2.48)
m(D* — d%)
= 2J=———"’ 2.4
Jo J 3 (2.49)
z

Obr. 3. Zobrazeni prufezu hiidelového prvku

13



Po dosazeni (2.46) do (2.45) a upravach dostane kinetickd energie tvar

1 l
By = / p(AvTv + w! Jw)dz. (2.50)
0

Kineticka energie je skalarni veli¢ina. Po provedeni skaldrnich soucind na pravé strané rovnice
(2.50) také vznikne skalarni hodnota. Proved’ me nyni toto skaldrni ndsobenti, tedy pfepis vztahu
(2.50)

1 /! . . . .
Br=35 / plA(W* + 0° — 20D + W*@* + W + 2w + W?v%)+
0

To(9? + W + D207 + 260 + 2500 + 2wd) + J (92 + %)) da.
V roznasobené podobé kinetické energie hiidelového prvku bylo zkraceno n€kolik ¢lent z toho
diivodu, Ze byly oproti ostatnim ¢lenim zanedbatelné malé, nebo se jednalo o ¢leny obsahujici
linearné zobecnéné rychlosti (v Lagrangeovych rovnicich se tyto ¢leny po prvnim derivovani
podle rychlosti stdvaji konstantnimi a dalsi totdlni derivace podle Casu je vynuluje). DalSim
krokem k ziskdni matematického modelu je dosazeni aproximacnich vztahti odvozenych vyse.

Konkrétné po dosazeni vztaht (2.15), (2.16), (2.25), (2.26), (2.33) a(2.39) do (2.51) je kineticka
energie ve tvaru

(2.51)

L eTa- i aTae =y T _
By = / [pA(QzS; T Sy as + 41 S, T @T @Sy — 2w ST T @S, T qp+
0

Wl S; TR ®S gy + LS, TR ®S, ¢ + 2wl S; T BT ®S T gy +
Wil e T ®S gy )+

pJo(a] S; T PSs d + w? — 2wd) S, T T @S )+

pJ (& S; T @ @S, + ¢ STT T ®ST 'y )]d.

(2.52)

2.2.2 Derivace kinetické energie a sestaveni matic modelu

Pro sestaveni matematického modelu hiidelového prvku je tfeba derivavat kinetickou energii
podle q;, q; a ¢asu (viz Lagrangeovy rovnice II. druhu). NeZ tyto derivace provedeme, zavedeme
jisté symboly, které usnadni zdpis vysledkl

l

Lo = [ ¥'vdx, (2.53)
0
l

I3 = / &' ®dr, (2.54)
0
l

¥ = / TP dz. (2.55)
0
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Indexy ¢, 7 v matici I znaci fady derivaci aproximacnich matic a k, [ oznacuji nejvyssi moc-
niny x, které se v aprox1macnlch maticich objevuji. Nyni mizeme prejit k derivovani

d (OF _ 1 - 1 - —lg
dt (%) = pAS "IN My — pAwS, IS, ' dp + pJSy TIHS, .

d (OF . _ 1.
a(a_qk) = pAS; IS @ + pAwS; IS — p Sy TS + ISy IS, i,
d (0L} _ 1
E((f)—qs) = pAS; I5S5 ds,
d (0L} _ 1.
E<8_q4) = pJOS3TI(1)(1]S31q4,

OB _ AwS IS, ! Aw?STTINST a1 + pJowST T30S,

aql = P 2 q2 PAW 1 A1 PJ oW 2 q27

OFE

_O_k = pAwS; IS — pAw®S; TI5S5 qa,

92

0B,

dq3

9B _ g,

994

Obecné lze uvazovat, Ze z Lagrangeovych rovnic vznikne pro jeden konecny hiidelovy prvek
soustava rovnic L . . N _

M.q, + B.q, + wG.q, + w’Mp.q. + K.q. = £, (2.56)
kde M Je matice hmotnosti, B. matice tlumeni, G, antisymetrickd matice gyroskopickych
ucinka, K De = W M pe Matice cirkulaéni tuhosti a f vektor pravych stran elementu. Z ¢lenti
ziskanych derivacemi kinetické energie jsme pro matematicky model schopni sestavit matice
Me, ée, Kye. V Lagrangeovych rovnicich II. druhu figuruji jesté Cleny parcidlnich derivaci
potencidlni energie deformace podle zobecnénych souradnic. Tyto Cleny pfispéji do celkového
matematického modelu matici tuhosti K.. Matice tlumeni je uvazovana jako linearni kombi-
nace matice hmotnosti a tuhosti. Sestaveni potencidlni energie a odvozeni matice tuhosti bude
vénovana dalsi kapitola. Nyni sestavme piislusné matice vzniklé derivacemi E}. Prvni z nich je
matice hmotnosti, kterou tvoii vSechny Cleny, které stoji pfed druhymi ¢asovymi derivacemi q,

[ASTTISES !+ ]
_ _ 0 0 0
JSTTIES !
_ 0 AS; TgS, 0 0
M, = p JS; IS, : (2.57)
0 0 AS;TTLSS! 0
I 0 0 0 JoS5 14885
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Dalsi je antisymetrickd gyroskopickd matice, kterd je tvofena Cleny, které jsou ndsobeny uhlo-
vou rychlosti rotoru w

r -Ty33Q—1_ 7
0 éojél‘;lfg?égl 0 0
_ —JoS, TS, + 0 6 0
wGe = pw | 24S;TIEST! : (2.58)
0 0 0 0
i 0 0 0 0]

Matice cirkulacni tuhosti vznikd z Cleni, které jsou nasobeny kvadratem dhlové rychlosti ota-
Ceni rotoru w?

[—AS;TI3S! 0 0 0]

N - 0 —AS; I3RS 0 0
Kp. = w*Mp, = pw? , (2.59)

0 0 0 0

I 0 0 0 0]

VSechny tfi vzniklé matice jsou Ctvercové o velikost 12x12.

2.2.3 Potencialni energie deformace a matice tuhosti [6]

V Lagrangeovych rovnicich, pomoci nichZ sestavujeme matematicky model hidele, vystupuje
derivace potencidlni energie deformace podle zobecnénych soufadnic. Poznamenejme, Ze tato
energie v sobé zahrnuje pouze malé deformace, nikoliv pohyb hiidele jako tuhého télesa. Jako
vychozi bod k sestaveni potencidlni energie deformace vyuZijeme vztah mezi prvky tenzoru
napéti a deformace t€lesa, ktery ma obecny tvar

Oz 1—v v v 0 0 0 Ex
Oy v 1—v v 0 0 0 Ey
o E v v 1—v 0 0 0 €
2| _ z 2.60
Tyz (14+v)1—-2v) | O 0 0 =2 0 0 Vyz (2.60)
Tos 0 0 0 0 =& 0 Yoz
| Tay | | 0 0 0 0 0 =20 [y

Nenulové slozky napéti v hiidelovém prvku jsou o, 7., T,,. ZapiSme pouze prvni tfi rovnice
vztahu (2.60)
Oy E 1—v v v €y

0= v 1—-v v eyl - (2.61)
0 (1+v)(1—2v) L 1—y i

Odectenim 2. a 3. rovnice ze vztahu (2.61) ziskdme rovnost pomérnych deformaci

Ey = &,. (2.62)
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Zpétnym dosazenim do 2. rovnice ziskdme vztah mezi pomérnou deformaci ve sméru osy =
a ostatnich dvou os
Ey =€, = —V&, (2.63)

a nasledné€ ziskame z 1. rovnice vztah
o, = Fe,. (2.64)

Z poslednich tfech rovnic vztahu (2.60) plyne

Yo = 0, (2.65)
Tz — G7x27 (266)
Toy = GYVay, (2.67)
kde B
G=——"— 2.68
21+ 1) (2.68)

je modul pruznosti ve smyku. Zapi§me ziskané slozky tenzoru napéti a deformace do vektorti

Oy €z
o= |Tayl, E= |Yay| s (2.69)
Tmz ’y:pz

které 1ze uplatnit v obecném vztahu pro potencidlni enegrii deformace prvku
1 T
Epq = 5] @ edV,. (2.70)
Po provedeni skalarniho soucinu dostaneme vztah pro potencidlni energii deformace ve tvaru

1
Epa = / Eel + Gz, + 72 )dVe. @.71)
Posuvy u, v, w, jejichz aproximace byly sestavovany v podkapitole 2.1 jsou posuvy bodi, lezi-
cich na stfednici hiidele. Nyni zaved’me posuvy obecného bodu L, ktery ma soufadnice [z, y, z].
Posuv bodu L ma tii sloZky ve smérech tfi soufadnicovych os.

up = u—yyp+ 29, (2.72)
v = U — 2, (2.73)
wp = W+ yp. (2.74)

Vyjadieme nynd pomérné deformace, které se objevuji ve vztahu (2.71). Carka zna&i parcidlni
derivaci podle soufadnice x.

0

o T al;;L = ' =y’ + 20, (2.75)
0 0

Yoy = —auyL + % = —p+ 0 — 29 = —2¢, (2.76)
0 0

oz = (;LzL + % =0+ +yg' =yg 2.77)
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Po dosazeni vztahli pro pomérné deformace (2.75), (2.76), (2.77) do (2.71) ziskdme tvar

1 ! / / / / / /
Epi =5 / [B(u” =2yt +y "+ 2t 29T +2207) + G (22 4y )| dVe. (2.78)

Tii Cleny v poslednim zdpisu potencidlni energie deformace jsou vySkrtnuty, protoZe jsou nu-
lové. Dlivodem toho je, Ze prvni dva vyskrtnuté ¢leny jsou statické momenty plochy a treti
vyskrtnuty ¢len je deviacni moment plochy. Osy y a z jsou osami symetrie priafezu. Deviacni
i statické momenty k osam symetrie prifezu jsou vzdy nulové. Odvozené potencidlni energii
deformace je ekvivalentni zapis

1

l
Bt = 5 / [E(Au” + Jp"” + J,07) 4+ GJ,9"]da, (2.79)
0

kde J, je kvadraticky moment k ose y, J. je kvadraticky moment k ose z a J, je poldrni osovy
moment k ose priifezu. V piipadé kruhového, nebo mezikruhového priifezu plati J, = J, = J.
Do odvozeného vztahu potencidlni energie deformace dosad’me aproximacni vztahy (2.33),
(2.16), (2.26) pro vyjadreni energie v zavislosti na krajnich hodnotach zobecnénych posuvi

1/
Epa =5 / [E(Aq;S; " @ W'S g3 + Jq ST " @"S  au+
2 Jo (2.80)
Jaz S; T @ @S qn) + GJoqy S; T W W'S;  q)da.
Pro vytvoteni tiplného matematického modelu je tfeba potencidlni energii deformace zderivovat
podle zobecnénych vektort

OF
8pd = EJS{TIBS 'qu, (2.81)
d:
OF
apd = EJS;TI8S; 'qo, (2.82)
q2
E
aa”d = EAS;T1HS;'qs, (2.83)
qs3
OF
a”d = EJ,S;T1S;  qu. (2.84)
q4

V rovnicich se objevily dvé nové matice zjednoduSujici zapis, jejichZ indexy vznikly ve stejném
smyslu jako u kinetické energie.

l
I = / ®""®"dx, (2.85)
0
l
Il = Ty dr. (2.86)
0
Nyni jiz miZeme sestavit matici tuhosti elementu hiidele
[EJS;TTI33S 0 0 0 1
N 0 EJS; 113385t 0 0
K, = (2.87)
0 0 EAS;TTHS;! 0
I 0 0 0 EJ,S; THS;

Vsechny matice potiebné pro popis hiidelového prvku v rotujicim soufadnicovém systému jsou

sestaveny.
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2.2.4 Permutace poradi

VSechny sestavené matice a vektory matematického modelu jsou oznaceny tildou. Je tomu tak

P

z diivodu, Ze je potieba je permutovat (prehodit poradi fadki a sloupcti). Vektor posuvii

(%1

(G

a1 w1

= 2.88
a3 wWa ( )

Q4 Vo

Qe

ma nevyhovuji poradi. Pro modelovani hiidele je vyuZiviana metoda konec¢nych prvki. Kon-
krétné zde pracujeme s konecnymi prvky typu nosnik prendsejicimi naméhani ohybem ve dvou
rovindch, tahem a krutem. Tyto konecné prvky maji dva uzly, ve kterych se vyhodnocuji po-
suvy. Pro pouziti MKP je vhodnéjsi, aby se vektor q. transformoval nasledovné. VSechny po-
suvy pfisluSici uzlu 1 (posuvy s indexem ;) pfemistime na prvnich 6 mist. Posuvy pfislusici
uzlu 2 (posuvy s indexem 5) budou umistény na zbyld mista (7-12). Tuto permutaci lze provést
za vyuZiti permutacni matice

v 01000000000 0] [
o 00000100000 0]
vy 00000001000 0] |w
Uy 00000000O0O0O0 1| |
W, 00100000000 0| |
_ | 00001000000 O0|]|v
9= 1wl 100000000100 0|]|ul|l " Fd (2.89)
0y 0000000O00O0O0T1O0]||v
o1 10000000000 0 |w
0o 00000010000 0| |p
Uy 00010000000 0| |
lus] (00000000010 0] [0

KdyZ dosadime vztah (2.89) do pohybové rovnice (2.56) a vyndsobime matici PT cely vyraz
zleva, vznikne

P"M,P§, + wP'G.Pq, + P"B.Pg, + (PTK.P + w’P "M, P)q. = PTE,.  (2.90)
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Z posledniho vztahu lze vycist, jak permutovat jednotlivé matice. Ziskdme matice, jejichz fadky
a sloupce odpovidaji pozadovanému poradi, které je ddno vektorem q.. Tyto matice maji tvar

M., = PTM.P, (2.91)
G. = PTG.P, (2.92)
B. = P"B.P, (2.93)
K, = PTK.P, (2.94)
Mp, = PTM,.P, (2.95)
£ = PTf. (2.96)

Vztahy (2.91)-(2.96) dosadime do (2.90), ziskdme tak findlni tvar pohybovych rovnic elementu,
ktery pouZzijeme pro sestaveni pohybovych rovnic celého rotoru

M. e + wGeqe + Bede + (K. + w*Mp,)q, = .. (2.97)

Matice popisujici hiidelovy prvek prispivaji do celkovych matic, popisujicich cely dynamicky
systém, ktery mimo hiidelovych prvkid zahrnuje jesté tuhé kotouce, loziska a lopatkové vénce.
Tento systém je popsan rovnici

Mg + wGq + Bg + (K + w?Mp)q = f. (2.98)

Prispévek od jednotlivych elementt probihd ve smyslu MKP. To znamena pfifazenim kédovych
¢isel kazdému zobecnénému posuvu a pri¢tenim matic elementu na pozice v celkovych maticich
urcené kédovymi Cisly.

2.3 Model hridele ve stacionarnim souradnicovém systému [1]

Kromé modelovéni hiidele v rotujicim systému zde nyni odvodime jeSt¢ matematicky model
ve staciondrnim systému. Tento matematicky model je na rozdil od modelu v rotujicim sourad-
kvuli praktické ¢asti. V ni budou oba zptisoby porovnany a popsdny jisté rozdily ve vyhodnoco-
vani vysledkti. Matice tuhosti v rotujicim a stacionarnim systému se od sebe nelisi. TudiZ v této
kapitole bude sestavena pouze kinetickd energie a z ni ndsledné sestaveny matice hmotnosti M,
a gyroskopickych ucinkd G.. Kinematika posuvt hiidelového infinitesimélniho prvku je po-
pséna dvéma pohyby. Prvnim pohybem je unaSivy pohyb posuvny a druhym druhotny sféricky
pohyb, popsany na obr. 2. Sféricky pohyb je popsan stejné jako u rotujictho souradnicového
systému. Unésivy posuvny pohyb je reprezentovan vektorem v soufadnicovém systému xyz
o tfech sloZkdch. Pruh znaci, Ze se jednd o posuv bodu, leZictho na stfednici (ose hiidele)

(2.99)

c
I
SIS

Pro sestaveni kinetické energie je potfeba tento vektor zderivovat podle ¢asu a tim ziskat vektor
rychlosti posuvt

(2.100)

<
Il
£ 2 S
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Vektor thlové rychlosti ma stejny tvar, ktery byl odvozen pro rotujici soufadnicovy systém, tzn.
(2.41). Nyni je popsdna kinematika posuvi a jsou zndmé vektory posuvné a thlové rychlosti.
Miizeme sestavit kinetickou energii stejn¢€ jako u modelu v rotujicim prostoru

1 1
E, = —/ VTvpdV+—/ wldlw. (2.101)
2 \% 2 \%4

Dosazenim vektoru rychlosti v, vektoru thlovych rychlosti w a zanedbanim malych ¢lend do-
stane kinetickd energie tvar

1t 1 /! . ) .
Ep = 5/ A(u2+02+w2)pdx+§/ [Jo(9 +w? +2¢pw + 2w0) + JO* + J?] pdz. (2.102)
0 0

Dosazenim aproximacnich vztahi pro zobecnéné posuvy (2.15), (2.16), (2.25), (2.26), (2.33) a
(2.39) do (2.102) dostava kinetickd energie tvar

1 l
By = 5/ Al S; T S a5 + 41 S, TR @S TGy + 4 S, T BT @S, )

T 1. 1. _ 2.103
(&S T STy + o+ 208y — 2] ST BT RS q) Y

+ (SRS,  + Gl S TR 'S )

Pro sestaveni matematického modelu hiidelového prvku jsou vyuZzity Lagrangeovy rovnice 1.
druhu. Tim pddem je potieba derivovat kinetickou energii podle zobecnénych soufadnic q;

a ¢, a Casu. Pro snazsi zépis jednotlivych derivaci opét pouzijeme oznaceni pro dil¢i integraly
I, 133 133 definované ve vztazich (2.53), (2.54), (2.55). Potfebné derivace jsou

d [OE, Cas 1. _ ..
% (8_(11) = pAS1TISgS1 1Q1+PJS1TI??81 1Q1>
d (OF
— a,’“ = pAS;TIES qy — pJowS; TIES  ay + pJS; TS, T,
dt \ 04z
d (O B .
d (9B _ .

OF .

a—’“ = pJowS; IS,

q1

0B _

8q2 ’

0B _

aCI?, 7

0B _

3014 '

Pokud vySe vzniklé vztahy srovndme se vztahy, které vznikly derivaci v rotujicim prostoru, lze
pozorovat, ze nyni zadny z ¢lend neobsahuje kvadrat dhlové rychlosti otd¢eni w?. Disledkem
toho je, Ze zde na rozdil od modelu v rotujicim prostoru nevznika cirkula¢ni matice tuhosti ele-
mentu K .. Ze zderivované kinetické energie ve staciondrnim prostoru vzniknou pouze matice
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hmotnosti

[ASTTIRST !+ |
JS;TI3s 0 0 0
_ 0 AS, IS, '+ 0 0
M, = p JS; IS, : (2.104)
0 0 AS; TS 0
i 0 0 0 JoS5 15885 |

do které prispély vSechny Cleny, které jsou ndsobeny druhymi ¢asovymi derivacemi zobecné-
nych vektord {; a antisymetrickd matice gyroskopickych tac¢inkt

[ 0 J,STTIES; o 0 ]
~ —J,8;TIBS 0 0 0
wG, = pw , (2.105)
0 0 0 0
I 0 0 0 0]

Pii srovnani systémovych matic matematickych modelt v rotujicim a staciondrnim soufadnico-
vém systému zjistime, Ze matice hmotnosti jsou totozné. KdeZto matice gyroskopickych ucinkt
ve stacionarnim systému ma méné Clent. Sestavené matice Me a G, jsou oznacené tildou, pro-
toZe je potfeba je permutovat stejné jako matice odvozené v rotujicim soufadnicovém systému
a tim ziskat poZadované poradi zobecnénych soufadnic.

3 Tuhy tenky kotouc [5]

V uzlech hiidele mohou byt do soustavy pridany urcité prvky. Tyto prvky maji danou hmotnost
a moment setrvacnosti. Také miiZou nahradit lopatkové kotouce za ticelem Setfeni vypocetni pa-
méti. Matematické modely lopatek, ¢i celych lopatkovych kotoucl pfidavaji do soustavy dalsi
stupné volnosti a tim zvétSuji rozméry systémovych matic. Zatimco pfidavny moment setrvac-
nosti a pfidavna hmotnost v uzlu hfidele nepfidavaji stupné volnosti a tim padem nezvysSuji
ndroky na vypocetni pamét’. Pouze méni matici hmotnosti, cirkulaéni matici tuhosti a matici
gyroskopickych ucinki a tim ovliviiuji chovani systému. Nahrazeni lopatkového vénce tuhym
kotoucem prinasi sice usporu vypocetni paméti, ale zhorSuje presnost a kvalitu vysledki. Jedna
se o zjednoduSeni. Sestavme nynfi tfi potfebné matice z kinetické energie tuhého kotouce. Sesta-
veni probéhne v rotujicim prostoru pomoci Lagrangeovych rovnic, pficemz potencidlni energie
deformace je pro tuhy kotouc¢ pochopitelné nulova. Vektor rychlosti referen¢niho bodu, stfedu
hmotnosti, je sestaven stejné jako vektor rychlosti bodu na stfednici hiidelového prvku v rotu-
jicim prostoru (2.44)
U
v=|0—ww (3.1
W+ wv
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a vektor thlové rychlosti otdcent je po zanedbani malych ¢lent stejny jako vektor dhlové rych-
losti hiidelového prvku v rotujicim prostoru

w{rgb{rq?w
w=| d+do |. (3.2)
Y=y

Kineticka energie pro tenky tuhy kotouc je

1 1
E, = émvTV + éwTIw. 3.3)
kde m je hmotnost kotouce a
I, 0 0
I=|0 I 0}, (3.4)
0 0 I

matice setrvacnosti, kde / je moment setrvacnosti kotouce k ose y a z; a I, = 2/ je moment
setrvacnosti kotouce k ose x;. Se zanedbanim malych ¢lent (Cleny, kde se ndsobi tfi a vice
zobecnénych posuvl, nebo jejich ¢asovych derivaci) dostane kineticka energie tvar

1 1 ) 1 . .
E, = Em(uz’wz—2w@w+w2w2+w2+2wwv+w%2)+5]0(¢2+w2+2m9¢)+5[(192+w2).
(3.5)

Cleny potiebné pro dosazeni do Lagrangeovych rovnic II. druhu jsou

4 (BN _ 0B _,

dt\ ou ) ou

40BN e OB

7\ gy ) = mb—wi), 5y — WU - mw,

d (OEy\ ) ok, . 9

pr (_w> = m(w + wo), ~ gy = Wl = mwtw,

d E E

= Q = &, _OE: _ 0,

dt \ ¢ e

d (O0E} . . 0E}

— I = o 1’19 5 —_—— = ,

dt ( 3 ) wy o9 "

— | — =1 —— = —IL,wv.

dt ( 0 ) v 0 “

Dosazenim odvozenych ¢leni do Lagrangeovych rovnic II. druhu Ize vytvofit matematicky
model kotouce, ktery Ize zapsat ndsledujici maticovou formou

M,.dx + WG + W Mgrqr = 0, (3.6)

kde vektor zobecnénych posuvi ma ¢leny

qk:[u vow @ U 1/1}T (3.7)
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z 2k
Obr. 4. Tuhy kotouc

M., Gy, K4 = w?My; jsou matice hmotnosti, gyroskopicky d&inki a cirkula&ni tuhosti tuhého
kotouce odvozené v rotujicim souradnicovém systému kotouce

m 0 0 0 00
0 m 0 0 0 0
wo fo i
00 0 0 I 0
000 0 00 1
000 0 0 0 0
00 =2m 0 0 0
02n 0 0 0 0
WwGp = w , 3.9)
00 0 0 0 0
00 0 0 0 I,
000 0 0 - 0
000 0 0 0 0 ]
0 —m 0 0 0 0
Ky =My — o] 0 0 —m 0 00 (3.10)
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
00 0 0 0 0 |

Tuhy kotou¢ je pfipojovéan k uzlu spojujicimu dva hiidelové prvky. Prakticky to znamenad, Ze
na prislusné misto celkovych matic hmotnosti, gyroskopickych t¢inka a cirkulacni tuhosti sou-
stavy pri¢teme odvozené matice tuhého kotouce ve smyslu MKP. Pro pridani kotouce staci znét
hodnoty m, I a kédova ¢isla uzlu, k némuz chceme tuhy kotouc pfipojit.
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4 Izotropni lozisko

Nejjednodussim zptisobem modelovéani uloZeni rotoru je izotropni loZisko. Toto loZisko ma
stejné vlastnosti ve vSech smérech v roving yz. Lze si jej pfedstavit jako dvé pruZiny pfipojené
k uzlu hidele. Jedna pruZina je orientovand ve sméru osy y a druhd ve sméru osy z. Izotropni
loZisko velmi zjednodusi cely model oproti neizotropnimu. Celé turbina je modelovadna v sou-
fadnicovém systému zyz, ktery spolecné s rotorem rotuje thlovou rychlosti w. LoZiska se pak
vici tomuto soufadnicovému systému pohybuji thlovou rychlosti —w. Pokud by jejich vlast-
nosti ve smérech na sebe kolmych v rovin€ yz nebyly stejné, pfi otdCeni by se jejich pifispévek
ve sméru y a z ménil v zavislosti na poloze rotoru a tim pddem na Case. To vSak neni nas pripad.
Jednoduchd izotropni loZiska bez tlumeni 1ze do modelu zahrnout pomoci matice tuhosti

k=% 3 @)

kde £ je tuhost loZisek. Ve skuteCnosti maji loziska v riznych smérech rizné vlastnosti a ob-
sahuji vrstvu oleje, kterd plisobi na systém tlumivymi G¢inky. Samotné modelovani loZisek je

rozsahlé téma, které se neda vyftesit jako vedlejsi Cast této prace. Je to viak jedna z moZnosti
rozsiteni modelu.

5 Matematicky model lopatky

5.1 Prizmaticka lopatka

V bakalafské préci [3] je detailné rozebirdno sestaveni matematického modelu prizmatické lo-
patky (neménny prirez). VSe zde zopakujeme v mife potiebné pro pochopeni navazujici pro-
blematiky.

Lopatka je modelovana v soufadnicovém systém £n¢. Tento soufadnicovy systém rotuje spo-
lecné s rotorem thlovou rychlosti otaceni rototu w. Osa & prochézi lopatkou v podélném sméru.
Na ose 7 lezi vektor tihlové rychlosti otdeni w, ktery mé v soufadnicovém systému £n( slozky

(5.1)

€
I
o & o

Osa ( je orientovana tak, aby byl soufadnicovy systém pravotocivy .
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Obr. 5. Prizmaticka lopatka

Lopatka je rozdélena na urcity pocet prvkd, které jsou pomoci MKP spojeny v jeden systém
a tim je vytvoren matematicky model celé lopatky. Vytvafeni matematického modelu probiha
podobné jako u matematického modelu hiidele vySe. Prvnim krokem je sestaveni pohybovych
rovnic jednoho prvku pomoci Lagrangeovych rovnic II. druhu. K tomu je potieba nejdiive se-
stavit kinetickou a potencialni energii elementu a nasledné je zderivovat podle vektorti zobecné-
nych soufadnic a Casu. U lopatky oproti hfideli uvaZzujeme v kazdém uzlu navic zobecnéné po-
suvy pomérného prodlouzeni u’ a pomérného zkrouceni ¢'. Jeden uzel ma tim padem 8 stupriu
volnosti. Toto roz§ifeni oproti standardni reprezentaci pohybu uzlu tfemi posuvy a tfemi na-
tocenimi se zavadi kvili moznosti deplanace vrstev lopatky. Deplanace je takova deformace
lopatky, kdy se body rovinného prifezu v disledku zkrouceni posouvaji ve sméru kolmém na
rovinu prufezu. Tento jev je pifmo tmérny pomérnému zkrouceni ¢'. Deplanaci se z rovinného
priifezu stane nerovinny, odtud vznika i nazev tohoto jevu.

5.2 Lopatka s proménnym pruiezem

Navazanim na bakaldfskou praici je rozsifeni modelu prizmatické lopatky na neprizmatickou.
Pri uvazovani prizmatické lopatky je vstupem pro dlohu zadany priifez. Pfesnéji feCeno je za-
ddna mnoZina bodt se soufadnicemi [, ], které vytvaii obrys prufezu lopatky. Tento prufez
je diskretizovan na konecné trojihelnikové 2D prvky. Poté 1ze na takto diskretizované oblasti
urcit prifezové parametry, které jsou soucdsti pohybovych rovnic elementt lopatky. Jednd se
naptiklad o plochu, kvadratické a deviacni momenty k osdm prochdzejicim stfedem krutu ¢i té-
Zistém prifezu a jiné. Pro prizmatickou lopatku sta¢i tyto parametry urcit pouze jednou, protoze
se prafez po délce lopatky neméni.

Pro neprizmatickou lopatku je ov§em zaddno vice prifezi lopatky mnozinou bodu [¢, 1, (], kde
body se stejnou hodnotou & popisuji jeden prifez. V kazdém prifezu se stejnym zplsobem
jako u lopatky prizmatické vypocitaji prifezové parametry. V pohybové rovnici, potaZzmo mati-
cich popisujicich prvek, se objevuji tyto prifezové parametry uvnitf integralu pres délku prvku.
Hodnoty prifezovych parametrii jsou zndmé pouze v uzlech prvku, ale pro integraci je nutné
je znét ve vSech bodech prvku. Abychom ziskali tyto hodnoty, je nutné provést aproximaci po-
moci uzlovych hodnot.
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5.2.1 Aproximace obecné funkce [2]

Sestaveni aproximacni funkce pro prifezové parametry predchazi kratkd poznamka. Odvozent,
které bude nédsledovat vyuzivd soufadnice = a £. Tyto soutadnice jsou v préci pouZité jako osy
kartézskych souradnicovych systému, pfiCemZ x je osa prochdzejici podélné stfedem hiidele a
¢ je osa prochdzejici stfedem lopatky. Toto oznaceni nemad s touto kapitolou nic spolecného.
Nyni obecné popiSeme aproximaci diskrétnich hodnot funkci y (), kterd je kubickym polyno-
mem. Tato aproximace pak bude aplikovana na vSechny prifezové parametry. Turbinova lo-
patka nemd zZadné hrany, nebo ostré prechody, tudiz se Zadny z parametrd neméni skokové.
Na funkci y(x) je tudiZ kladen pozadavek spojitosti a diferencovatelnosti. Ze zadanych obry-
sovych bodi prirezil lopatky a vzdalenosti obrysti od patky lopatky ziskdme diskrétni hodnoty
prufezovych parametrii. Pfedpokladejme, Ze zadané prifezy tvori uzly lopatky a mezi nimi jsou
prvky lopatky. Pokud je pocet prvki lopatky n, poet zadanych prifezt je n + 1. Vstup pro
aproximaci je nésledujici. Ve vzdalenostech od patky lopatky

ri,1=0,1,...,n (5.2)

zname funkcni hodnoty
vi, ©t=0,1,...,n. (5.3)

Pomoci téchto hodnot bude sestavena aproximacni funkce y(x). Kubickd aproximace na jednom
elementu bude navic tvofena pomoci dvou druhych derivaci funkcnich hodnot. Pro i-ty interval
sefadime tyto hodnoty do vektoru

a? = [y vl v ] (5.4)
Kubicka aproximacéni funkce mé obecné tvar

y(i) = ap + a7 + axx® + asa®, (5.5
kde  je vzdalenost od zacatku prvku. Druhd derivace funkce y*) podle x ma tvar

y"D = 2a, + 6asz. (5.6)

) \ .
hridel

lopatka i-ty prvek \I x

// Ti1=7T hz

Obr. 6. Lopatka s vyznacenym kone¢nym prvkem
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Dosazenim soufadnic i—1-niho a i-tého bodu do rovnic (5.5) a (5.6) ziskdme soustavu Ctyft
rovnic maticové zapsanou

1 @iy al, ) Qo Yi-1

0 0 2 61’1‘,1 ar| y;Ll

1z 2? x? as| | oy | (5.7)
0 0 2 6z | |as !

Tuto soustavu feSime pro nezndmé konstanty ag, aq, as, az. Ziskané konstanty dosadime do
pivodniho aproximacniho vztahu (5.5) a ziskdme pribéh funkce na i-tém prvku lopatky

1 !
D) = IVt Y e VL 3 B2 () e P (e V3 —R2(1—a;
y9(a) = B () o)+ () =R i) (=) B =)
(5.8)
Tuto funkci Ize zapsat maticové ' '
y(2) = Ni(2)q", (5.9)
kde matice
— 1 - T
h—i(iﬂi—l’)
1
E(l‘—fz’—l)
N;(z) = 1 E . (5.10)
o [(2; — 2)° — hi(z; — )]
1

L o (& —2i0)? = Wiz —2ia)] |
V ziskané aproximaci se vyskytuji druhé derivace 3", které nejsou zatim znamé. Znamé jsou
pouze funk¢ni hodnoty (5.3). Pro ziskani druhych derivaci vyuZijeme pozadavku na hladky pri-
béh funkce mezi jednotlivymi intervaly. Tento poZadavek vyjadiuje diferencovatelnost v bodé,
coZ lze matematicky zapsat

y' D (z;) = ' (zy), (5.11)

neboli ' ‘
N (z;)q¥ = N/, (2)q"™) i=1,2,..,n—1. (5.12)

Jinymi slovy tato podminka zajiSt'uje diferencovatelnost funkci po celé délce lopatky. Tato pod-
minka poskytla n — 1 rovnic. Uloha m4 ale n + 1 neznamych. Pro feSitelnost je tfeba dodat dalif
2 rovnice. Ty ziskdme tak, Ze zvolime kfivost na krajich

Yo = yn = 0. (5.13)

Rovnice (5.12) zapiSeme maticové
Ay" =b, (5.14)
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kde

'Q(hl + hg) ha 0 0 ]
ho 2(h2 + h3) hs o 0
A = 0 hs , (5.15)
hn—l
i 0 0 o hy—1 2(hn,1 + hn)_
[ 6(y2_y1_y1_y0) |
y hy hy
1
yg’ 6 Ys—Y2 Y2 U1
y// — , b — hg hQ (516)

6 Yn — Yn—1 _ Yn—1 — Yn—2
hn hnfl ]

Po vyfeSeni této soustavy ziskime hodnoty druhych derivaci v, v/, ..., y.,. Po dosazen{ téchto
hodnot do rovnice (5.8) jiz miZeme vypocitat koeficienty pro definitivni popis aproximacni
kubické funkce pro vSechny intervaly. Dosazenim x = r + £ (r je pocatek i-tého konecného
prvku) do vyse zminéné rovnice navic ziskdme popis aproximacni funkce zavisly na hodnoté &,
ktera je podle obr. 6 lokdlni souradnici kone¢ného prvku lopatky. Rovnice (5.8) dostane tvar

VO = Y~ )+ Lot - + L (- 6 — 2w )

(5.17)
Z posledniho vztahu po nutnych tpravach vyjadiime viechny ¢leny ndsobici mocniny £°, &1, €2, &3,
Tim ziskdme pfimo koeficienty pro aproximacni funkci.

_%_}_%—1_'%{/42_}__.3
ag = hi(r Ti_1) I, (r—a) + 6 [hi (r — @) = (r — 23)"]
Y o 3
_6;L [hz (’l” - xi—l) - (T - xi—l) ]a
. ‘ 1 "
o= T Y = 8w — ) = g = 80— i)
Y yi
Qa2 = 2h; (ajl T) 2h; (xZ—l T)»
y;
as = @(ygl—yfﬂ)‘

Koeficienty dosadime do (5.5) se zménou, Ze funkce bude zavisla na &
y(i)(g) = ag + m€ + ax€” + as€’ (5.18)

Timto je aproximace teoreticky provedena a lze ji aplikovat na vSechny prifezové parametry
a tedy znat jejich hodnotu nejen v uzlech, ale po celé délce lopatky.
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5.2.2 Matematicky model lopatky [3]

Matematicky model redlné lopatky s proménnym priifezem je odvozen stejné jako u prizmatické
lopatky. Pres sestaveni kinetické, potencidlni energie a Lagrangeovy rovnice II. druhu ziskdme
soustavu rovnic popisujici jeden prvek lopatky

AMJe:Cie + Wéeae + (Re + WZMDe)ae = ’fDe +Aer (519)

Jednotlivé Cleny vystupujici ve vztahu (5.19) jsou

Me ......................................................... matice hmotnosti elementu,
Ge oo matice gyroskopickych ucinkt elementu,
K. ...... e e matice tuhosti elementu,
Kpe = WPV Dl e e e e e cirkulac¢ni matice elementu,
fDe vektor cirkula¢nich sil elementu,
1 vektor membranovych sil elementu.

Index e znaci, Ze se jednd o matice popisujici element. Symbol ~ oznacuje, Ze matice a vektory
maji nevyhovujici pofadi a musi byt provedena permutace, aby bylo dosaZeno vyhovujiciho
razeni. Prvek lopatky ma dva uzly, z nichz kazdému pfiislusi 8 zobecnénych posuvi. Posuvy
obou uzld jsou vSak ve vektoru posuvi g, promichany do sebe. Permutaci docilime toho, Ze
vSechny posuvy jednoho uzlu budou na prvnich osmi mistech a posuvy druhého uzlu na 9.
az 16. misté. Tim se stane model pfehlednéj$Sim a sndze se budou elementy spojovat pomoci
metody konecnych prvkd.

Vektor zobecnénych posuvt elementu lopatky pred permutaci je

e

~ _ |Q _ _ _|u _|¥

ge = qs 9 ql - U(l) 7q2 - ’LU(Z) 7q3 - U(l) 7q4 - SO(Z) (520)
s ¥(l) (1) w'(1) ¢'(1)

pfi¢em? [ je délka elementu, u, v, w jsou posuvy ve smérech os &, 7, C. Uhly o, 9,4 jsou nato-
¢eni, jejichz vektory lezi na osach &, 1, C.

Pro prifezové parametry figurujici v systémovych maticich, pro které byla vytvorena kubicka
aproximace v podkap. 5.2.1, je pouZito nasledujici znaceni. Kazdému parametru prislusi pro
kazdy element Ctyfi konstanty. Soutfadnice £ zde nereprezentuje soufadnicovou osu, ale kétuje
pozici v daném prvku od jeho pocétku (viz obr 6). Priifezové parametry obsaZzené v matematic-
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kém modelu lopatkového prvku jsou

Plocha A() = Z fiail
i=0
3
Staticky moment k ose 7 Sp(&) = Z Eaz
i=0
3
Staticky moment k ose 7* SH(€) = Z s
i=0
3
Staticky moment k ose ¢* Se(6) = Z Eais
=0
3
Kvadraticky moment k ose 7 L&) = Z §ais
=0
3
Kvadraticky moment k ose ¢ I.(¢) = Z Elagg
=0
3
Kvadraticky moment k ose 7 I: (&) = Z Eair
=0
i 3
Kvadraticky moment k ose ¢ I 5(5 ) = Z 13 iaiS
=0
3
Deplanac¢ni kvadraticky moment I1,(¢) = Z Eay
i=0
3
Modul odporu v krutu Ix(§) = Z a0
i=0
) 3
Devia¢ni moment k osdm 7, ¢ Dye(§) = Z 'aim
i=0
3
Devia¢ni moment k osam 0™, ¢ Dpc(§) = Z Eans
i=0
3
Kvadraticky moment k ose n* L (&) = Z §ans
=0
3
Kvadraticky moment k ose (* Ie<(§) = Z §'a1a
=0
3
Staticky moment k ose (* krat (7 (vzdalenost os 1 a 7)) SexCr(€) = Z Eazs
=0
3
Staticky moment k ose n* krat (r Sy Cr(§) = Z Eang
=0
3
n* - vzdédlenost os ¢ a ¢* A2 = 20" nr + CCr)(€) = Z §air
=0
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Osy 1* a (* jsou rovnob&Zné s osami 1), ¢ prochazejici sttedem krutu. Osy 77 a ¢ jsou rovnobézné
s osami 7), ¢ prochdzejici tézistém. Matice a vektor popisujici element lopatky v rovnici (5.19)
maji pri uvazeni kubické aproximace prufezovych charakteristik tvar

0

_ ) PS_T Z aigié
fp. = pw ’
SiT Z ;1 (Tl% + i6+1)

-7 .
ST > aniy
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Cleny I, I¢, jsou matice fadu 4 a i, je vektor rozméru 4 x 1. Tyto matice byly zavedeny pro
zptehlednéni a znamenaji

l

L, = / ST ()@ (¢)de, (5.21)
Ol

I, - / BT () (¢)de, (5.22)
Ol

i; = / £@T(¢)de. (5.23)

0

Poslednim krokem je vySe zminénd permutace matic, kterou se zobecnéné posuvy pfifadi k
levému a pravému uzlu. Permutacni matice se ziska nasledovné

v(0) 01000000000O0O0O 0 0] [u0)
(0) 00000100000O0O0GO0O0 0]]uv0)
v(l) 000000000T1000O0O0 0| w0
(1) 000000000O0O0O0OTLO0 0|0
w(0) 00100000000O0O0GOO0 0||0)
9(0) 00001000000O0O0GOO0 0|0
w(l) 0000000O00O0T1O00O0O0 0| |u0)
< _ [P _10000000000001000][£Of_,
=1y | "1 0000000000000 0O0O0||ul| "%
w'(0) 0000001000000 GOO0O0|]|uv)
u(l) 000000001 0000GOO0 0| |wl
w'(1) 000000000O0O0O0OGOT1O0|]|e
©(0) 00010000000O0O0GO0O0 0|90
'(0) 0000000100000 GO0O0 0|
(1) 000000000O0O0TLO0O0O0 O0|]|uw
o)) [000000000000O0O0O0 1] [0
(5.24)

Vztah (5.24) dosadime do pohybové rovnice (5.19) a vyndsobime ob€ strany vyrazu transpono-
vanou permutaéni matici J© zleva. Tim vzniknou permutované matice

M., = J'M.J,
G, = J'G.J,
K, = J'K.J,

MDe = JTﬁDer
MM = JTMM],
fp. = I'fpe,
kde Mé” je matice membranovych sil, kterd vznikla prevedenim vektoru membrinovych sil fur

na levou stranu pohybovych rovnic (odvozeni matice membranovych sil je blize popséano v [3]).
Permutovany systém pohybovych rovnic je

M. G, + wGqe + (K. + w?Mp, + MM)q, = fp.. (5.25)
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Pak lze jiz snadno tadit elementy lopatky za sebe pomoci MKP a tim vytvofit matematicky
model celé lopatky.

6 Spojeni lopatky s hridelem

Pro vytvoreni matematického modelu celé turbiny je potfeba spojit modely hiidele a lopatky
dohromady v jeden celek. Toto spojeni bude provedeno v uzlu hiidele. Pfi modelovéni turbiny
je tieba pfi déleni hiidele na konecné prvky umistit jeden z uzli hiidele na misto, kde je pfipojen
lopatkovy kotou¢. S uzlem hiidele je spojeno Sest zobecnénych posuvil, pricemz tii z nich jsou
posuvy ve smérech souradnicovych os x, y, z a tii z nich jsou natoceni okolo tychz os. Zatimco
s uzlem lopatky je spojeno osm zobecnénych posuvi. Jsou jimi tfi posuvy ve smérech os &, 7, C,
tii natoCeni okolo tychZ os a navic pomérné prodlouZeni v’ a pomérné zkrouceni ¢’'. V misté
spojeni lopatky s hiidelem dochézi k vytvoreni nového spole¢ného uzlu, ktery ma osm stupiiti
volnosti. Piispévky ke zobecnénym posuvim uzlu od lopatky budou transformovany tak, aby
se sméry tfech posuvd a tiech natodeni shodovaly se sméry posuvt hiidele. Cili prvnich est
zobecnénych posuvt prvniho kone¢ného prvku pripojené lopatky bude transformovano do sou-
fadnicového systému hiidele. Problém spojeni hiidele a lopatky je naznacen na obr. 7

v

Obr. 7. Spojeni prvniho lopatkového uzlu i-té lopatky a hiidelového uzlu

Dilezity parametr, ktery od sebe odliSuje lopatky, které jsou pfipojeny ve stejném uzlu hiidele
v rdmci jednoho lopatkového vénce, je dhel natoceni i-t€ lopatky «;. Tento uhel je zavisly na

celkovém poctu lopatek vénce m

2
a =1 6.1)
m

pficemz se predpokladd, Ze lopatky jsou okolo hiidele rozloZzeny rovnomérné z hlediska dhli,
které spolu jednotlivé lopatky sviraji. Transformace Sesti zobecnénych posuvii pro i-tou lopatku
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vychdzi z néasledujicich vztahd, které 1ze vypozorovat z obr. 7. R ve vztazich je polomér rotoru
v misté pfipojeni lopatkového vénce.

ur = VRS Q; — WRCOSQy,

v, = ur—VrRcosa; —YrRsina;,
wyp = —VURCOSq; —wWgsSino; — prRk,
o = UYrsina; — YR cos q;,

UL = ¢r

Y = —dgcosq; —Ygrsina;.

Celkové lze téchto Sest transformacnich rovnic zapsat maticové a tim ziskat transformacni sub-
matici T

[y ] [ 0 sinoy —cosa; O 0 0 1 [ur]
vy, 1 0 0 0 —Rcosa; —Rsina; UR
wr | _ 0 —coso; —sina; —R 0 0 WR 6.2)
oL 0 0 0 0 sin oy — COS @ YR '
3% 0 0 0 1 0 0 IR
|1 ] | 0 0 0 0 —cosq;  —sina; | YR
T;

Pro sestaveni modelu celé turbiny je potfeba zaradit jednotlivé systémové matice elementt lopa-
tek a hfidele do celkovych systémovych matic. Matice popisujici dynamické chovéni jednoho
lopatkového prvku jsou rozméru (16,16). Transformacni matice T';, vznikla transformaci zo-
becnénych soufadnic (6.2), je rozméru (6,6). Transformacni matice pro cely element musi byt
rozméru (16,16)

T; 06,10 ]
T, = ’ s 6.3
|:010,6 E10,10 63)

kde Ej 10 je identickd matice fddu 10. Transformacni matice v podobé (6.3) méni pouze prvnich
Sest prvkll a ostatni nechdvd nezménéné. Stejné jako vSechny ostatni i prvni prvek lopatky
je permutovan matici J ze vztahu (5.24). Celkova podoba matice prvniho prvku X., kterd je
pridana ve smyslu MKP do celkové matice X je

X, = TII"X JT;, (6.4)
kde X = M, B, K, G, K ;, M a vektor cirkulaénich sil fp, je

fr. = TTI fp,. (6.5)

7 Bandazovy prvek [5]

V nékterych lopatkovych véncich miiZou byt mezi jednotlivé lopatky piidany bandaZe. Jedna
se o0 obloukové spoje mezi lopatkami, které postupné dokola spoji vSechny lopatky vénce. Toto
spojeni miize byt v libovolné vzdalenosti od rotoru. Bylo by mozné vytvofit M, B, K model
téchto spojt, ale vystacime si pouze s nahrazenim dvéma pruZinami. Jedna piisobi mezi uzly
dvou sousednich lopatek ve sméru axidlnim z hlediska orientace hfidele. Druha piisobi ve sméru
tangencidlnim. Odvozena zde bude matice tuhosti bandaze reprezentované dvéma pruzinami,
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kterd nebude mit za dasledek zvétSeni celkového modelu, ale pouze se pficte na uréend mista
celkové matice tuhosti soustavy. Tato mista jsou ddna umisténim banddze mezi konkrétni lo-
patky, resp. jejich uzly, resp. pfimo zobecnéné posuvy téchto uzli.

A 2

4q;

o[ 0

qi

>

Obr. 8. Vychozi schéma pro vypocet tangencidlni tuhosti bandaze

Pro zahrnuti axidlni tuhosti banddZe do modelu je nutné pouze spravné urcit, ke kterym zobec-
nénym posuvium se vaze. Jedna se o posuv v dvou sousednich lopatek v uzlech, které bandaz
spojuje. Posuvy by na obr. 8 mifily smérem kolmo na nékresnu. Po urceni spravnych kédovych
Cisel staci pouze na prislusné misto celkové matice tuhosti umistit matici axidlni tuhosti

1 -1
Kar = ks [_1 | ] , .1)

kde k., je axidlni tuhost bandaZe z hlediska hiidele.

N 24

Vypocet tangencidlni matice je slozit€jsi, protoze posuvy v uzlech sousednich lopatek ¢; a g;
nelezi na jedné piimce, ale jsou vici sobé nato¢ené o uhel a.
Zaved’'me vektory

0
r, = s 7.2
M 7.2
R % sin «
r; [ ¢; Co8 } . (7.3)

A jejich odectenim vytvorme vektor
Ar =r; — 1, (7.4)

Promitnutim vektoru Ar do sméru spojnice dvou uzld, v némz plisobi tangencialni tuhost £,
ziskdme relativni posuv v tomto sméru. Promitnuti docilime skalarnim souc¢inem s jednotkovym
vektorem v poZadovaném sméru (viz obr. 8)

§ = Arle, (7.5)
| —sing
e = { cos & } . (7.6)
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Vysledkem skaldrniho soucinu (7.5) je

0 = q; Sin v sin % + g cos acos % — @; COS 5, (7.7)

o = [— COS a sin a sin 2 + cos « cos g] 4 (7.8)
= 2 2 2] |¢;]" '

5 = elq. (7.9)

Nyni zndme relativni posuv mezi uzly sousednich lopatek ve sméru jejich spojnice. Pro sesta-
veni matice tangencidlni tuhosti vyjdeme z potencidlni energie deformace, kterd bude nasledné
zderivovana. Potencidlni energie mé tvar

1 1
Ep = §ktan52 = §ktaan92€gQ- (710)

Zderivovanim potencidlni energie podle q ziskdme

o8,

8q = ktanGZGgq' (711)

Touto derivaci jsme ziskali rozmér sily. Pokud osamostatnime ¢leny, které stoji pred q, ziskdme
tangencidlni matici tuhosti

T
Ktan - ktanQQez ’
- a
—cos —
2 a . .« a
Kion = FEian o o |Teosg sinasing +cosacos g,
sin & sin — + CoS & Cos —
L 2 2
- et a, . e a
cos® — — cos —(sin asin — + cos v cos —)
2 2 2 2
Ktan = ktan OZ a o o o
. . . . 2
— CoS E(smoc sin & + cos a cos 5) (sin v sin 5 + cos a cos 5)

Za vyuziti goniometrického souctového vzorce

sinasin% —|—cosacos% = cos(a — %) = COS% (7.12)
dostane matice tangencidlni tuhosti bandaze tvar
B 2| 1 —1
Ko = kign COS 5 [_1 1 } . (7.13)

s

Pomoci kédovych Cisel prislusnych posuvil uzli, které jsou bandazi spojeny, pficteme tuta ma-
tice k celkové matici tuhosti turbiny K ve smyslu MKP. Tuto operaci zpravidla provedeme
okolo celého lopatkového vénce, tzn. banddz bude spojovat v§echny lopatky vénce dokola. Axi-
alni a tangencidlni tuhost banddZe bude vyztuZovat celou soustavu a omezi kmit4ni jednotlivych
lopatek.
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8 Prakticka c¢ast

V praktické ¢asti budeme porovndvat rizné zptisoby modelovani a vyhodnocovat nejvhodné;si
zptisob. Také zde bude modelovdna konkrétni turbina, kterd zahrnuje vSechny typy soustav,
které byly v diplomové préci teoreticky odvozeny, kromé bandazi.

8.1 Nahrada lopatkovych véncu tuhymi kotouci

Prvni srovnani, kterym se budeme zabyvat je srovndni modelu lopatkového vénce s modelem,
v némZ je vénec nahrazen tuhym kotoucem a odpovidajici hmotnosti a momentu setrvac¢nosti.
Pro ndhradu tuhym kotoucem je potfeba nejdiive zjistit celkovou hmotnost lopatkového vénce
a jeho celkovy moment setrvacnosti. Hmotnost ur¢ime jako

m:kzn:mei, (8.1)
i=1

kde n je celkovy pocet elementli lopatky a k je celkovy pocet lopatek. Hmotnost jednoho ko-
necného prvku ziskame jako soucin jeho objemu a hustoty

me = Vep. (8.2)

Tento vztah lze za predpokladu homogenniho materidlu rozepsat

I
me = p/ A(z)dz, (8.3)
0

kde [ je délka lopatkového prvku. Za plochu prifezu A(x) ve vzddlenosti = od podatku prvku
dosadime aproximacni vztah (kubickou funkci) odvozenou v podkap. 5.2.1

3
Az) = Z rla. (8.4)
i=0

Druhy index u koeficientd kubické aproximace znaci, ktery prifezovy parametr je aproximovan.
Pro zprehlednéni jej zde vynechdame, jelikoZ pracujeme pouze s aproximaci plochy prifezu. Po
dosazeni aproximace dostane (8.3) tvar

!
Me = ,0/ (ap + a1z + asx® + aszr®)dz. (8.5)
0

Provedeme integraci a tim ziskdme hmotnost jednoho kone¢ného prvku

. a1l2 &2[3 G3l4
me—p(aol+ 5 + 3 + )

Stejnym zptisobem provedeme vypocet hmotnosti v§ech kone¢nych prvku. Pfi kazdém vypoctu
budou pouzity jiné aproximacni koeficienty ag, a1, as, as, protoze kazdy element je aproximo-
van jinou funkci. Za vyuZiti (8.1) ziskdme celkovou hmotnost lopatkového vénce, kterou vyu-
Zijeme pro popis tuhého kotouce.

(8.6)
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Druhou veli¢inou, kterou potiebujeme k nahrazeni lopatkového vénce je poldrni moment setr-
vacnosti k ose rotoru x

I,=1,=k Z Lo (8.7)
=1

Poldarni moment setrvacnosti se také oznacuje jako osovy (proto [,). Posledni vztah vyjadiuje
soucet momentl setrvac¢nosti vSech prvki jedné lopatky vynasobeny poctem lopatek k& v lopat-
kovém vénci. Dil¢im vypoctem je moment setrvacnosti jednoho konecného prvku

I, = / r?dm, (8.8)

kde r je vzdélenost bodu od osy z. Zde je nutné poznamenat, Ze zavddime zjednoduSeni. Pri
integraci dosazujeme pro vSechny body jednoho priiezu stejnou hodnotu r = . Ve skute¢nosti
bychom méli dosazovat hodnotu r? = £2+n%+-(?, pficemz [£, , (] jsou soufadnice konkrétnich
bodi lopatky. Vztah (8.8) 1ze pfi uvazovani homogenniho materidlu lopatek upravit

Ie =p / r2dV. (8.9)

Pokud oznacime [y vzdalenost pocatku kone¢ného prvku od osy = vztah pro moment setrvac-
nosti k této ose je

l
I = p/ A(x)(lp + x)*dx. (8.10)
0

Dosazenim aproximacni funkce A(z) za stejné umluvy znaceni jako pfi vypoctu hmotnosti
dostane vztah tvar

!
I, = p/ (ap + a1z + agx® + asx®)(ly + x)*dz. (8.11)
0
Upravami ziskdme

l
[oe = p/ [GOZ(Z) + (2@0[0 + Clllg)l' + (CLU + 2&1[0 + a2[8)$2+
i (8.12)

(ay + 2asly + asld)x® + (ag + 2asl)z* + azx®]dx.

Po zintegrovani ziskdme konecny tvar pro moment setrvacnosti k ose x jednoho lopatkového
prvku

12 I
[oe =p |:a0lgl + (2@0[0 + Gllg)E + (GO + 2&1[0 -+ a2l8)§+
p i (8.13)
(G,l —|—2a2l0 -+ agl(z))g -+ (ag + 2@3[0)2 —+ Clgg

Postupnym vyjadfenim momentu setrvacnosti vSech elementi a seCtenim ve vztahu (8.7) dosta-
neme konecnou hodnotu momentu setrvacnosti tuhého kotouce, kterym nahradime cely vénec.

8.1.1 Vlastni frekvence lopatkového vénce a tuhého kotouce

Prvni konkrétni systém, na kterém jsou porovnavany vlastni frekvence obou modelil je model
bez hiidele. Jednd se pouze o lopatkovy vénec s péti lopatkami zavéSeny na péti pruziniach
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s tuhostmi

k, = 106,
k, = 10
k, = 10°
ky, = 10°
ks = 10°.

Srovnani provedeme dvakrat. Prvni srovnani bude provedeno na lopatkovém vénci zobraze-
ném na obr. 9 a). VSechny lopatky maji spolecny pocatecni bod. Prakticky je toto usporadani
neproveditelné, protoZe se lopatky v prostoru prekryvaji. Druhé srovnani je provedeno na lopat-
kovém vénci 9 b). V tomto usporddani jsou lopatky pravidelné uchyceny na kruznici o poloméru
0, 3 [m], ktera simuluje hiidel, na ktery by mohl byt vénec pfipojen.

Obr. 9. Zobrazeni dvou vySetiovanych lopatkovych vénct

Podle postupu 8.1 vypocitame hmotnosti a momenty setrvacnosti odpovidajici lopatkovym vén-
ctim. Hmotnosti obou vénct jsou stejné. Vénec b) ma vSak vétsi moment setrvacnosti. Na po-
psanych modelech a na odpovidajicich modelech, kde byly lopatky nahrazeny tuhym kotoucem,
byla provedena modélni analyza za nulovych otacek, kterd poskytla vysledky v podobé vlast-
nich frekvenci systému a) zapsané v nasledujicich tabulkdch
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Lopatkovy vénec Tuhy kotou¢
Poradi vl. ¢isla [Vlastni frekvence [rad.s™] Potadi vl. ¢isla [Vlastni frekvence [rad.s™]
1 95,3 1 100,1
2 95,3 2 100,1
3 103,0 3 104,5
4 103,8 4 104,5
5 103,8 5 104,5
6 240,7
7 240,7
8 300,6
9 336,1
10 336,1
11 557,2
12 557,2

Obr. 10. Vlastni frekvence lopatkového vénce a) a odpovidajiciho tuhého kotouce

Pii vyhodnocovani vysledkti modalni analyzy modelu s tuhym kotou¢em byla vynechdna nu-
lova vlastni frekvence, kterd vznikla z ditvodu nulové tuhosti k.. Prvni dvé vlastni frekvence
zavéseného kotouce na pruzindch odpovidaji torznimu kmitéani, dalsi tfi pak kmitdni ve smérech
x,y, z. Témto péti vlastnim frekvencim odpovida v levé tabulce rovnéZ pét prvnich vlastnich
frekvenci. Tyto vlastni frekvence jsou u modelu s lopatkovym véncem nizsi, neZ u modelu s tu-
hym kotou¢em. Toto zjiSténi Ize vysvétlit tim, Ze model s lopatkami m4 niZ$i tuhost, nezZ model
s tuhym kotoucem a systémy s nizsi tuhosti obecné kmitaji pomaleji. Systém 9 b) ma vlastni
frekvence

Lopatkovy vénec Tuhy kotouc¢
Potadi vl. &isla [Vlastni frekvence [rad.s™] Poradi vl. &isla [Vlastni frekvence [rad.s™]
63,2 1 64,2
63,2 64,2
103,0 104,5
103,7 104,5
103,7 104,5
240,7
240,7
291,4
303,3
303,3
557,2
557,2
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Obr. 11. Vlastni frekvence lopatkového vénce b) a odpovidajiciho tuhého kotouce

Pii srovnani modeld a) a b) 1ze pozorovat, Ze vlastni frekvence kmitani ve smérech z, y, z jsou
shodné, protoZe oba systémy maji shodnou hmotnost. Prvni dvé vlastni frekvence, odpovidajici
natdceni kolem os y, z se jiz liS§i. Systém s vét§Sim momentem setrvacnosti ma nizsi vlastni
frekvence, coZ je z mechanického hlediska spravné. U obou systémi s lopatkovymi vénci bylo
zde vypséano pouze prvnich 12 vlastnich frekvenci, protoze provozni otd¢ky turbin jsou vétSinou
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50[Hz| ~ 314[rad - s7'], tudiZz nem4 smysl uvadét vyssi vlastni frekvence, které teoreticky
nemuZou byt vybuzeny.

8.2 Modelovani turbiny

Pomoci matematickych modeld sestavenych v teoretické ¢asti nyni mtizeme modelovat kon-
krétni turbosoustroji. Z matematickych modelt lopatkového, hiidelového prvku, lozZisek, ¢i
banddZze 1ze pomoci metody konecnych prvki sestavit libovolné turbosoustroji. Vytvorme kon-
krétni turbinu s hiidelovymi prvky, jejichZ rozméry jsou popsané v tab. 1. Hiidel modelované
turbiny ma po délce proménny vnitini a vn&js$i pramér. Nadilkovani na konecné prvky bylo
provedeno tak, aby v mistech, kde se stykaji dvé ¢asti hfidele s rozdilnymi praméry, leZel uzel.
V nékolika mistech jsou vSak vedle sebe dva prvky se stejnymi rozméry. Je tomu tak z diivodu,
Ze je mezi nimi umistén tuhy kotoud, lopatkovy vénec, ¢i loZisko. Tyto tfi prvky musi byt ptipo-
jeny k uzlu htidele, nikoliv doprostfed prvku. Jinymi slovy pokud je na redlném rotoru umistén
tuhy kotouc, lopatkovy vénec, nebo loZisko uprostied ¢asti hiidele o délce [, je potifeba tuto Cast
modelovat jako dva konecné prvky o délce % a mezi n¢ ndsledné napojit kotouc, vénec, nebo
lozisko. Uzly vzniklé z diivodu pripojeni tuhého kotouce do soustavy jsou v tabulce znazornény
jako vodorovné ¢ary. Uzly vzniklé z divodu pfipojeni loZiska do soustavy jsou v tabulce zna-
zornény jako dvojité vodorovné Cary. V tabulce jsou také vyznaceny uzly, v nichZ jsou umistény
lopatkové vénce. Tato mista jsou v tabulce popsédna jako Lopatkovy vénec 1, Lopatkovy vénec 2.
Cely hiidel ma délku 11, 45 [m]. V tabulce je 45 prvki, tim pAidem md hiidel 46 uzld. Kazdy uzel
pridava do soustavy Sest stupniti volnosti. Dohromady piidd hiidel do matematického modelu
turbiny 276 stupiiti volnosti (46 - 6 = 276).
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Délka prvku [m] vnéjsi prumér [m] vnitfni pramér [m]

0.400 0.560 0
0.400 0.560 0
0.100 0.6672 0
0.100 0.6672 0
0.130 0.6985 0
0.130 0.6985 0
0.415 0.560 0
0.330 0.750 0
0.330 0.750 0
0.412 0.900 0
0.412 0.900 0
0.209 1.36395 0
Lopatkovy vénec 1
0.209 1.36395 0
0.1195 1.250 1.050
0.1195 1.250 1.050
0.2015 1.26995 0
0.2015 1.26995 0
0.1055 1.250 1.050
0.1055 1.250 1.050
0.200 1.250 0
0.200 1.250 0
0.125 1.250 1.050
0.250 1.250 1.050
0.125 1.250 1.050
0.200 1.250 0
0.200 1.250 0
0.1055 1.250 1.050
0.1055 1.250 1.050
0.2015 1.26995 0
0.2015 1.26995 0
0.1195 1.250 1.050
0.1195 1.250 1.050
0.209 1.36395 0
Lopatkovy vénec 2
0.209 1.36395 0
0.412 0.900 0
0.412 0.900 0
0.330 0.750 0
0.330 0.750 0
0.465 0.700 0
0.75 0.640 0
0.75 0.640 0
0.400 0.560 0
0.400 0.560 0
0.100 0.667 0
0.100 0.667 0

Tabulka 1: Rozméry hiidelovych prvki



8.2.1 Model lopatkovych véncu

Model turbiny obsahuje dva lopatkové vénce. Kazdy z nich obsahuje 68 lopatek, rovnomérné
rozloZenych po obvodu hiidele. Celkova délka lopatky je 1085 [mm)]. Lopatkové vénce jsou na
hiideli na mistech, které jsou vyznaceny v tabulce 1.

Lopatka

Kazda lopatka je modelovana deseti kone¢nymi prvky. Geometrie je tvorena tak, Ze je doku-
mentaci [4] zadano 11 prlfezd svymi obrysovymi body. Tyto prifezy a jejich rozloZeni po

délce lopatky jsou zndzornény na obr. 12
1 ¢ 2
n
§
3 4 5
6 7 8 9 10 11 \
60 980

\

00 320 440 560 8
| | | |

1 1 1
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Obr. 12. Prifezy lopatky a jejich umisténi na lopatce

Priifezy jsou ocCislovany ¢isly od 1 do 11 podle potadi ve kterém po sobé ndsleduji od uchy-
ceni lopatky. Tato Cisla prufezd jsou také napsana u osy lopatky dole na obrazku. Na ose je
vidét vzdalenost vSech prifezl od uchyceni lopatky k hiideli. VSechny lopatky ve véncich jsou
stejné.

Lopatkové vénce

Modelovany jsou dva lopatkové vénce, z nichz kazdy ma 68 lopatek. Kazdd lopatka ma 10
prvki, tim padem 11 uzli. Kazdy uzel ma 8 stupnt volnosti. Pfi zjist ovani poctu stupnd vol-
nosti, které pridavaji lopatky do modelu je tieba si uvédomit, Ze prvni uzel lopatky pridava do
soustavy pouze 2 stupné volnosti, protozZe Sest zobecnénych posuvil (tfi posuvy a tfi natoceni)
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jsou pouze transformovand natoCeni uzlu hfidele, na néjz je lopatkovy vénec ptipojen. Kazda
lopatka tedy pridava do soustavy 82 stupnd volnosti. Dva lopatkové vénce potom pridavaji
11152 stupii volnosti (2 - 68 - 82). Kazd4 lopatka obou vénct je pripojena k modelu zv1ast
po elementech. Prvni element lopatky je vzdy pripojen pomoci transformacnich vztahi odvo-
zenych v kapitole 6, pfi¢emz polomér hiidele v misté napojeni obou vénci je R = 0,682 [m].
K lopatkovym vénclim nejsou u této konkrétni turbiny pfipojeny bandaze.

8.2.2 Uchyceni turbiny

Cela turbina je uchycena na dvou mistech (viz dvojité vodorovné Cary v tab. 1). Podle kap. 4 se
na prislu$nd mista v matici tuhosti prictou matice tuhosti lozisek s tuhosti

k=3,78-10°[N -m™!]. (8.14)
Navic je do celkové matice priddna diskrétni tuhost
ky=1-10[N-m™] (8.15)

ve sméru osy z resp. posuvu u. Je umisténa do stejného uzlu, ke kterému je pfipojeno prvni ze
dvou lozisek.

8.2.3 Model s lopatkovymi vénci/tuhymi kotouéi (w = 0 [rad - s'])

Cilem této ¢asti je porovnat dva modely turbiny. Prvnim modelem je pfimo turbina popsana
v tabulce 1. Druhym, srovndvacim modelem je model, kde jsou dva lopatkové kotoucCe na-
hrazeny dvéma tuhymi kotouci. Na obou modelech byla provedena modalni analyza, pomoci
niz byly zjistény vlastni frekvence a vlastni tvary kmitd. Pfi prvnim srovnani byla provedena
modaln{ analyza za nulovych otdc¢ek (w = 0) a s nulovym proporciondlnim tlumenim. To zna-
mend, Ze porovnavany jsou pouze matice hmotnosti M a tuhosti K obou soustav. Celd turbina
byla zhotovena z homogenni, konstrukéni oceli s materidlovymi parametry £ = 2,1 - 10'[Pal
a G = 8- 10'[Pa]. Takto nastavené podminky poskytly vysledky zapsané v tabulkdch na obr.
13.

Turbina s lopatkovymi vénci Turbina s tuhymi kotoudi
Pofadi vl. &isla |Vlastni frekvence [rad.s™] PoFadi vl. &isla [Vlastni frekvence [rad.s™]
1 80 - > 1 80
2 80 < > 2 80
3 115 < > 3 115
4-139 240-243 4 282
140 283 5 282
141 283 6 719
142-277 549-568 7 719
278 720
279 720 136 vlastnich frekvenci

(2 vénce o 68 lopatkach)

Obr. 13. Srovndni vl. frekvenci turbiny s lopatkovymi vénci a tuhymi kotou¢i (w = 0 [rad - s'])

Vzhledem k tomu, Ze provozni otdcky turbiny jsou standardn& 50 [H z| ~ 314[rad - s7!], do ta-
bulky byly zaznamenany pouze vlastni frekvence, které ma smysl vysetrovat, tzn. vSechny nizsi
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frekvence a nejblizsi vyssi frekvence. V tabulce s vlastnimi frekvencemi modelu s poddajnymi
lopatkovymi vénci se objevuji mnoZiny vlastnich frekvenci, jejichZ vlastni tvary kmitu popisuji
kmitani lopatek. Tomu i odpovida velikost téchto mnoZin. Model obsahuje dva lopatkové vénce,
kazdy o 68 lopatkdch. Vzhledem k tomu je pocet t€chto po sobé jdoucich, témér stejné velkych
vlastnich frekvenci 136. Pokud nyni odhlédneme od téchto mnoZin vlastnich frekvenci, tyka-
jicich se kmitdni lopatek, miZeme porovnat chovani modelu s lopatkovymi vénci s modelem
s tuhymi kotouci. Vlastni frekvence obou modelt jsou si velmi podobné. Odpovidajici vlastni
frekvence obou modelti jsou na obr. 13 spojeny dvojSipkami.

1. a 2. tvar kmitu

Prvnim dvéma vlastnim frekvencim odpovida podle predpokladu ohybovy tvar kmitu, kdy
strednice rotoru (s vénci i kotouci) kmitd v jedné roviné. Pro pfedstavu jsou tyto tvary vy-
kresleny v jedné ze svych fazi na obr. 14 i s lopatkovymi vénci. Lze je pfipodobnit k pribéhu
pulperiody funkce sinus. Oba tvary kmitu probihaji podobné, turbina vSak témito dvéma tvary
kmitd v na sebe kolmych rovinach, coz je vzhledem k symetrii tilohy v¢etné izotropnich loZisek
spravné.

Obr. 14. Prvni a druhy tvar kmitu turbiny

V tabulkdch porovndvajicich modely s lopatkovymi vénci a tuhymi kotouci na obr. 13 jsou
pro pfehlednost zapsdny zaokrouhlené hodnoty vlastnich frekvenci. Prvni dvé vlastni frekvence
byly viak zanedbateln& nizsi u poddajného modelu (pfiblizn€ o 0, 1 [rad - s~!]). Na obr. 14 je
vidét, Ze lopatkové vénce se nataci spole¢né s rotorem. Proto oproti tuhému kotouci zanedba-
teln€ sniZuji tuhost soustavy a tim sniZuji vlastni frekvence.

3. tvar kmitu

Treti vlastni frekvenci obou modeld odpovida tahovy tvar kmitu. To znamena Ze soustava kmita
dominantné ve sméru osy hiidele (z). V tabulce jsou opét pro oba modely vlastni frekvence
shodné. Avsak stejné jako v pripad€ prvni a druhé vlastni frekvence je vlastni frekvence modelu
s lopatkovymi kotou¢i mirné nizsi. Lopatky opét sniZuji tuhost soustavy. Oba lopatkové vénce
kmitaji tvarem kmitu pfipominajici deStnik. Lopatkové vénce kmitaji ve fazi s hiidelem tak, Ze
se ohybaji stejnym smérem jako se posouvd hiidel. To ma za disledek sniZeni vlastni frekvence.
Tento tvar kmitu je zobrazen v jedné ze svych fazi na obr. 15
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Obr. 15. Tteti tvar kmitu turbiny

4. a 5. tvar kmitu

Prestoze pro model s lopatkovym véncem se jedna o 140. a 141. vlastni frekvenci, budeme
mluvit o 4. a 5. frekvenci (resp. tvaru kmitu), protoZe tvarem kmitu odpovida ¢tvrtému a patému
tvaru kmitu modelu s tuhymi kotouci. Rozdil v ¢islovéni je zplisoben 136 vlastnimi frekvencemi
0 hodnoté 240 — 243 [rad - s'| odpovidajicimi kmitdni lopatek. Tyto vlastni frekvence byly pfi
sefazeni podle velikosti umistény mezi 3. a 4. vlastni frekvenci celku. Ctvrty a paty tvar kmitu
l1ze nazvat druhé ohybové tvary kmitu. Tvary jsou zobrazeny na obr. 16, lze je pripodobnit
k priibéhu jedné periody funkce sinus. Stejné jako v pfipadé prvniho a druhého tvaru kmitu
maji étvrty a paty tvar podobny priibéh, ale kmitaji v na sebe kolmych rovinach.

Obr. 16. Ctvrty a paty tvar kmitu turbiny

49



Ponékud neocekdvané je srovndni vlastnich frekvenci modeld s lopatkovymi vénci a tuhymi
kotouci. Prestoze tuhé kotouce délaji soustavu pfi prvnim posouzeni tuzsi, vlastni frekvence to-
hoto modelu je o 1 [rad - s'] niz§i. Diivod tohoto jevu je vysvétlen u popisu 6. a 7. tvaru kmitu.

6. a 7. tvar kmitu

Stejné jako u 4. a 5. vlastni frekvence 1 zde neni poradi vlastnich frekvenci presné. Ve skutec-
nosti se pro model s lopatkovymi vénci jednd o 278. a 279. vlastni frekvenci.

Obr. 17. Sesty a sedmy tvar kmitu turbiny

Tento tvar je z obrazku jiz trochu huf Citelny. Je to zpisobeno velkym primérem a malou délkou
hiidele v oblasti mezi lopatkovymi vénci, ktery nemd v tomto tvaru kmitu oproti ostatnim Cas-
tem velké vychylky. Timto tvarem kmitu kmitd model s lopatkami na vyssi frekvenci nez model
s tuhymi kotouci, coZ se na prvni pohled miize jevit jako nespravny vysledek. Vysvétleni, pro¢
je zdanlivé tuzsi model s lopatkovymi vénci, 1ze podlozit obr. 17. Pfedstavme si osu sméfu-
jici z ndkresny, na niZ je vynesen uhel natoCeni uzli hiidele. Pro uzel, na kterém je uchycen
lopatkovy vénec vlevo, je thel zdporny. Lopatky se ale ziejmé ohybaji proti smyslu natdceni
hiidele v misté jejich uchyceni. Opacny pfipad nastdava u lopatkového vénce vpravo, kde thel
natoCeni hiidele je kladny a lopatky se ohybaji na druhou stranu. Fakt, Ze lopatky kmitaji proti
sméru natoceni uzlu hiidele v mist€ uchyceni vénce, prispiva k tomu, Ze lopatky oproti tuhym
kotou¢im model nezmékcuji, ale vyztuzuji. To znamena, Ze celkova tuhost modelu s lopatkami
je pro tvary kmitu 6 a 7 vySsi a tim padem je 1 vySSi vlastni frekvence.

8.2.4 Model s lopatkovymi vénci/tuhymi kotouéi (w = 314 [rad - s'])

Dalsi srovnani vyse popsanych systémi bylo provedeno jesté jednou. Tentokrat se turbosou-
stroji ota¢elo dhlovou rychlosti w = 314 [rad - s']. Nyn{ se jiZ projevuje efekt gyroskopické
matice G a matice cirkulacni tuhosti K. Vlastni frekvence obou systému pfi téchto otdckach
jsou zapsany v tabulkach na obr. 18
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Turbina s lopatkovymi vénci Turbina s tuhymi kotouci
Pofadi vl. &isla [Vlastni frekvence [rad.s™] Potadi vl. &isla [Vlastni frekvence [rad.s™]
1 22 > 1 23
2 115 > 2 115
3 238 > 3 238
4 384 > 4 384
5 438 5 444
6-141 457-464 6 507
142 514 7 635
143 634 8 867
144-279 679-713 9 927
280 875 10 949
281 > 136 vlastnich frek i
vlastnich frekvenci
282 259 (2 vénce o 68 lopatkach)

Obr. 18. Srovndni vl. frekvenci turbiny s lop. vénci a tuhymi kotouci (w = 314 [rad - s'])

Vlastni frekvence, které odpovidaji ohybovym tvarim kmitu, jsou pii nulovych otackéch stejné
a dany tvar kmitu se odehrava v na sobé kolmych rovinach. V rotujicim soufadnicovém systému
se tyto vlastni frekvence rozchazeji v hodnotach se zvySujici se tihlovou rychlosti otd¢eni rotoru
(viz podkapitola 8.3). Proto nyni dvojice tvari kmitu neodpovidaji stejnym vlastnim frekvencim
a nékteré vyssi ohybové tvary kmitu se dostavaji frekvencné niZe nez tvary niz§i. Uvedené tvary
kmitu jsou sefazeny podle velikosti vlastnich frekvenci s tim, Ze tvary kmitu pfislusici lopatkdm
jsou vynechény.

1. tvar kmitu

Obr. 19. Prvni tvar kmitu (w = 314 [rad - s'])

Tento tvar by se standartné dal oznacit jako druhy ohybovy. Podle obr. 19 Ize pozorovat, Ze oba
lopatkové vénce kmitaji ve fazi s ohybem hridele. To mé za nasledek sniZeni vlastni frekvence
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oproti modelu s tuhymi kotouci, protoZe se sniZi tuhost systému.

2. tvar kmitu

Obr. 20. Druhy tvar kmitu (w = 314 [rad - s'])

Druhy tvar zlistivd nezménény v porovnani s nulovymi otdCkami, pouze je fazen na druhé
misto, ne treti. Poddajné lopatky i tuhé kotouce poskytuji v tomto pfipadé téméf stejny vysle-
dek vlastni frekvence.

3. tvar kmitu

Obr. 21. Tfeti tvar kmitu (w = 314 [rad - s'])

Treti tvar kmitu podle poradi ptislu§né vlastni frekvence by se mohl oznacit jako prvni ohybovy
tvar. Modelovani lopatkovych véncli ma velmi maly vliv na velikost vlastni frekvence. Pfesto ji
mirné€ oproti tuhym kotou¢iim sniZuje, protozZe lopatky kmitaji souhlasné s hiidelem. Rozdil je
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v8ak v fddu desetin [rad - s'], takZe se zaokrouhlenim v tabulkéch 18 ztratil.

4. tvar kmitu

Obr. 22. Ctvrty tvar kmitu (w = 314 [rad - s'])

Ctvrty tvar kmitu mé4 charakter prvniho ohybového kmitu. Lopatky systém zmé&kéuji, takze
model s lopatkovymi vénci md mirné niZsi vlastni frekvenci oproti modelu s tuhymi kotouci.
Rozdil je pouze 0.1 [rad - s'], takZe se zaokrouhlenim ztrati.

5. tvar kmitu

Obr. 23. Pity tvar kmitu (w = 314 [rad - s'])

Paty tvar kmitu Ize ptfipodobnit k obvyklému 3. ohybovému tvaru kmitu (hfidel ma 4 uzly a 3
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kmitny). V tomto tvaru kmitu se poprvé projevuje vétsi rozdil mezi systémem s lopatkovymi
vénci a tuhymi kotouci. Lopatky kmitdnim zmék<i systém natolik, Ze rozdil ve vlastnich frek-
vencich dvou srovnavanych systémii je 6 [rad - s'].

6. tvar kmitu

Obr. 24. Sesty tvar kmitu (w = 314 [rad - s'])

Sesty tvar kmitu odpovidd podle obvyklého popisu druhému ohybovému tvaru kmitu. Na obr.
24 si 1ze v§imnout, Ze lopatkové vénce se natdci v opacném smyslu, nez hfidel v misté uchyceni
vénct. Lopatky tim padem hridel jaksi pfedepinaji a tim zvySuji tuhost a rychlost kmitani neboli
vlastni frekvenci kmitdni. V tomto tvaru kmitu se jiZ jednd o zna¢nou zménu oproti modelu
s tuhymi kotoui 7 [rad - s'].
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7. tvar kmitu

Obr. 25. Sedmy tvar kmitu (w = 314 [rad - s'])

Sedmy tvar kmitu by podle obvyklych oznaceni byl nazvan treti ohybovy tvar kmitu. Lopatkové
vénce systém mirné zmékcuji, to znamend sniZuji vlastni frekvenci oproti modelu s tuhymi
kotouci. Opét ale pouze v fadu desetin [rad - s'].

8.3 Srovnani modelu hridele ve stacionarnim a nestacionarnim souradni-
covém systému

V teoretické Casti prace byly odvozeny dva zplisoby modelovani hiidele. Pro modelovéni ce-
1ého turbosoustroji je vyuzivan model hfidele v nestacionarnim soufadnicovém systému, ktery
rotuje vici stacionarnimu systému thlovou rychlosti w. To znamena Ze je natoCen v kazdém
Case t o thel wt vici staciondrnimu systému. V této Casti prace se budeme zabyvat srovnanim
vysledk modalni analyzy v téchto dvou soufadnicovych systémech. Konkrétné se budeme za-
byvat Campbellovym diagramem, coZ je graf predstavujici zavislost imagindrni ¢asti vlastnich
&isel na otackové frekvenci w. Uhlové rychlost oti¢eni rotoru hraje roli v pohybovych rovni-
cich turbiny. Ve stacionarnim prostoru je ji ndsobena celd matice gyroskopickych ucinkid G
a ptfipadné matice tlumeni B, pokud je v modelu uvaZovano proporciondlni nebo jiné tlumeni.
V rotujicim prostoru se jeSté projevuje vliv jejtho kvadratu v matici cirkulacni tuhosti Kp. Nej-
CastéjS$im diivodem popisovani kmitdni hiideli a vySetfovani jejich vlastnich frekvenci (popf.
tvari kmitu) je posouzeni, zda se vlastni frekvence neshoduje s provoznimi otdCkami hiidele.
Campbelltiv diagram poskytuje vizudlni kontrolu nad nezadoucim jevem rezonance, slouZi k ur-
¢eni rezonancnich frekvenci. Pokud je néktera z téchto frekvenci v blizkosti provoznich otacek
stroje, neni vhodné stroj uvadeét do provozu. Stroj nenf pro svij tcel vhodné navrzZen a je tieba
zménit jeho materidl, uloZeni, rozméry atd. tak, aby se vlastni frekvence posunuly mimo pro-
vozni otdcky. Pokud je nékterd z rezonancnich frekvenci niZ$i, nez jsou provozni oticky, je
treba prekonat pfi rozbéhu stroje tuto frekvenci co nejrychleji, aby se stroj pfili§ nerozkmital
a pripadné nezptisobil Skody.
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8.3.1 Vyhodnoceni vysledki ve stacionarnim souradnicovém systému

Obvykle se hiidele modeluji ve stacionarnim souradnicovém systému a vyhodnoceni vystupti
modalni analyzy je intuitivnéj$i. Pro ur€eni kritickych otdcek je potfeba si uvédomit, Ze pii
téchto otackach dochazi k rezonanci. Tzn., Ze otackova frekvence se blizi vlastni frekvenci
systému (imagindrni ¢ast vlastniho ¢isla). Geometrické misto této rovnosti je osa kvadrantu,
kterou nazyvame nabéhovou pfimkou. Priseciky ndbéhové piimky s vyse zminénymi zavis-
lostmi imagindrni ¢ésti vlastnich ¢isel na w predstavuji kritické otacky. V pripadé izotropnich
lozisek a rotacné symetrickych hiideld tvoii vlastni frekvence rotoru v klidu dvojice odpovida-
jici tvarim kmitu rotoru ve dvou na sebe kolmych rovinach (pohyby v téchto rovinach nejsou
provazany). S postupné se zvysSujici otdCkovou frekvenci se tyto dvojice rozstépi v dasledku
provazanosti pohybu v téchto dvou rovinach (gyroskopicky efekt, vnitini tlumeni - cirkulacni
matice u nestacionarniho prostoru). Prvni prisecik ndbéhové piimky s klesajici vétvi zavislosti
vlastni frekvence odpovidd zpravidla tvaru kmitu, ktery po animaci predstavuje krouZeni defor-
mované strednice okolo osy thlovou rychlosti w, tj. rotace probihd v obrdceném smyslu nez jsou
otacky rotoru. Tomuto jevu fikdme protibézna precese. Priisecik nabéhové primky s rostouci
veétvi zavislosti vlastni frekvence odpovida zpravidla tvaru kmitu, ktery po animaci predstavuje
krouZeni stiednice okolo osy uhlovou rychlosti w, tzn., Ze rotace probiha ve stejném smyslu
jako otaceni rotoru. Tomu fikdme soubéZna precese.

8.3.2 Vyhodnoceni vysledki v rotujicim souradnicovém systému [5]

Z dtvodu snazsi transformace lopatek byl v této praci modelovan hiidel v rotujicim soutad-
nicovém systému. Pfi vyhodnocovani vysledki modalni analyzy je vSak nutné volit jiny pfi-
stup. Opét je vyuzit Campbelliiv diagram, kam jsou vyndSeny vlastni frekvence v zdvislosti na
uhlové rychlosti otaceni. V disledku informaci uvedenych v podkapitole 8.3.1 vime, Ze sou-
béZna precese probiha thlovou rychlosti w, kterd je v rotujicim systému nulova. To znamena,
Ze v rotujicim systému budeme hledat body, které vzniknou protnutim klesajicich vétvi zavis-
losti imagindrnich ¢asti vlastnich ¢&isel s pifimkou Im{\;} = 0. V pfipadé protibézné precese
rotuje prihybova kiivka thlovou rychlosti —w, coZ predstavuje v rotujicim systému otdckovou
frekvenci —2w. Vzhledem k symetrii Campbellova diagramu okolo osy /m{\;} = 0, mtizeme
ndb&hovou piimku respektovat ve tvaru Im{\;} = 2w, av8ak jen pro rostouci vétve. Zavérem
muiZeme konstatovat, Ze kritické otaCky odpovidajici soubézné precesi ziskame jako priseciky
klesajicich vétvi zavislosti vlastnich frekvenci s osou Im{\;} = 0. Kritické otacky odpovida-
jici protibéZzné precesi ziskdme jako pruseciky rostoucich vétvi zavislosti vlastnich frekvenci s
nabéhovou piimkou Im{\;} = 2w.

8.3.3 Srovnani vysledkd na konkrétnim rotoru

UkaZme rozdily ve vysledcich modélni analyzy na konkrétnim hfideli. Vzhledem k tomu, Ze
cilem této ¢asti neni pifimo ziskdni vlastnich frekvenci pro vysetieni stability, nebo bezpecnosti
rotoru, budeme modelovat jednoduchy, soumérny hiidel bez lopatek a tuhych kotoucd uloZeny
na dvou izotropnich loZiscich. Hridel je sloZen z totoznych hiidelovych prvki zapsanych v tab.
na obr. 26.
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Délka prvku [m] Vnéjsi pramér [m]
0.4 0.1
0.4 0.1
0.4 0.1
0.4 0.1
0.4 0.1
0.4 0.1

Obr. 26. Hridelové prvky hiidele

Hiidel se skladé ze Sesti prvki, dohromady ma délku 2, 4 [m/]. Izotropni loZiska jsou umistény
na krajnich uzlech hiidele a maji obé stejnou tuhost
k=10%[N-m™. (8.16)
Hridel je zhotoven z materidlu s hustotou
p = 7800 [kg - m™?], (8.17)
Youngovym modulem pruznosti v tahu

E = 210 |GPad (8.18)

a modulem pruznosti ve smyku
G = 80[GPual. (8.19)

Vysledky modalni analyzy jsou pro thlové rychlosti w = 0 — 800 [rad - s'] zakresleny pro oba
prostory (stacionarni i nestaciondrni) v Campbellovych diagramech na obr. 27 a 28.

1600~ _

1400~ -

-

N

o

T
|

—

o

o

T
|

800~

600~ m

Vlastni frekvence [rad/s]

4001~ m

2001~ =

0 \ \ \ \ \ \ \
0 100 200 300 400 500 600 700

Uhlova rychlost otaceni [rad/s]

Obr. 27. Campbelliv diagram ve stacionarnim souradnicovém systému

Lze pozorovat, Ze prvni dvé vlastni frekvence ve staciondrnim soufadnicovém systému protinaji
ndb&hovou pifmku pro thlové rychlost otd¢eni hifdele 218, 7 [rad - s'] a 219, 2 [rad - s']. Dal3{
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rezonan¢ni hodnota jiZ neni v grafu zanesena, protoZe se jednd o ota¢ky vétsi nez 800 [rad - s'],
které z provozniho hlediska nejsou zajimavé.
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Obr. 28. Campbelliv diagram v rotujicim souradnicovém systému

Zajimavéjsi vyhodnoceni vysledkd ndsleduje v rotujicim soufadnicovém systému. Je tfeba si
uvédomit, ze modalni analyza je provadéna v prostoru 2N, kdyZ N je celkovy pocet stupni
volnosti soustavy. V takovém piipad¢€ jsou vlastni ¢isla systému komplexné sdruzend. Vlastni
frekvence jsou ziskdny jako komplexni Casti vlastnich ¢isel. Pro pfehlednost se do grafu vykres-
luji pouze kladné hodnoty tak, aby byl zaplnén prvni kvadrant kartézského souradnicového sys-
tému. Na grafu si 1ze v§imnout 1. vlastn{ frekvence, kterd se jakoby odrazi od osy Im{\;} = 0.
Ve skuteCnosti je jeji spradvnd interpretace takova, Ze plynule prechdzi ze zdpornych hodnot
do kladnych v hodnoté 220 [rad - s'] a pravé to je rezonanéni frekvence. V podkapitole 8.3.2
bylo vysvétleno, pro¢ se jako ndbéhova piimka vyuzivd i osa Im{\;} = 0. Dal§{ vlastni frek-
vence protind ndbéhovou pifmku I'm{\;} = 2w také pfi hodnoté otacek 220 [rad - s']. Dals{
priseciky vlastnich frekvenci s touto ndbéhovou pfimkou nejsou vyhodnoceny jako rezonancni
frekvence, protoZe u vlastnich frekvenci, které ji protinaji (klesajicich), hleddme prisecik s osou

8.4 Stabilita turbosoustroji

Jednim z cilti prace je i posouzeni stability systému. Konkrétné budeme vySetiovat stabilitu
na turbosoustroji, které bylo modelovano v podkap. 8.2. Vzhledem k tomu, Ze vSechny &4sti
turbiny kromé lozisek jsou modelovany v rotujicim soufadnicovém systému a loZiska jsou izot-
ropni, jsou pohybové rovnice ¢asove invariantni. Posouzeni stability v takovém piipadé lze
provést pouze zkoumdnim redlnych ¢asti vlastnich Cisel systému. Presnéji musi platit

Re{\} <0, ... Vi, (8.20)
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kde \; je ¢-té vlastni Cislo. Stabilita bude posouzena na zakladé vlastnich ¢isel systému s ihlovou
rychlosti otd¢eni w = 314 [rad - s']. Nejvétsi redlnd Edst vlastnich Cisel je

4-107°. (8.21)

Tuto hodnotu Ize povaZovat za numerickou nulu. To znamend Ze podminka stability 8.20 je
splnéna. Systém je stabilni.

9 Zaver

Vsechny cile vyty€ené na zacdtku prace byly splnény. Byl vytvoren matematicky model hii-
dele a neprizmatické lopatky. Tyto dva modely byly spojeny. Déle byla problematika zprogra-
movana a nasledné byly vysSetfeny vlastni frekvence a vlastni tvary kmit konkrétni turbiny
pfi nulovych a provoznich otdckdch. Nakonec byla posouzena stabilita celého systému na z4-
kladé vlastnich Cisel ziskanych z modalni analyzy provedené pii provoznich otdckach. Navic
byl vytvoren model bandézi, ktery ovliviluje matici tuhosti soustavy, a model tuhého kotouce
v rotujicim prostoru, ktery prispiva k matici hmotnosti. Pro uchyceni hiidele k rdmu byl odvo-
zen model izotropnich loZisek. Také bylo provedeno srovnani modelovéni hiidele v rotujicim
a staciondrnim soufadnicovém systému. Jednim z produktii programového vybaveni, které bylo
kompletné vytvoreno v softwaru Matlab, je i uzivatelské rozhrani na obr. 29. Pomoci n¢j 1ze
vypocitat vlastni frekvence konkrétni soustavy a ndsledné vykreslit zvoleny tvar kmitu ve zvo-
leném méfitku. Jedna z moZnosti je také volba thlu pohledu vykresleni. Dokonce lze vytvorit
video-soubor zobrazujici kmitdni v Case.

Vlastni frekvence a vlastni tvary kmitu turbin
Materialové vlastnosti lopatky Title

Nova geometrie lopatky
0.8}

E 21e+11
G Ge+10 06
Potet lopatek

04
Hustota 7800

02r
Vypoéti viastni hodnoty

N 0
Vykresleni tvaru kmitu
Tvar kmitu 4 |
Rovina pr v 04t
MEFitko 1000
06
Hz videa 30
Zobraz Vytvor video =Ly
-1 = =
Dany tvar kmitu odpovida viastni frekvenci 3842 rad/s. = 0.5 0 0.5 1
Processed 26 %

Obr. 29. Uzivatelské rozhrani pro vypocet vl. frekvenci a vykresleni vl. tvarti kmitu
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Jednim z cilii prace bylo porovnani dvou modeld turbiny. Hfidel je modelovan v obou mo-
delech stejné. V jednom jsou lopatky modelovany pomoci 1D konecnych lopatkovych prvki
a ve druhém jsou celé lopatkové vénce nahrazeny tuhymi kotou¢i o odpovidajici hmotnosti
a momentech setrvacnosti. Jak bylo vidét v Casti 8.2.3, modelovani poddajnych lopatkovych
véncti nemad prili§ velky vliv na vysledné chovani celé soustavy. VétSina rozdilt mezi vlastnimi
frekvencemi systémi byla v faddech desetin radianti za sekundu. V nékolika ptipadech se jed-
nalo faddové o jednotky radidnt za sekundu. Je tieba také fict, Ze neimérné presnosti vysledkl
roste pouzitim lopatkovych véncii vypocetni naro¢nost. Model s lopatkovymi vénci ma 11428
stupniti volnosti. Zatimco model s tuhymi kotouci pouze 276. Proto je nutné vzdy zvazit, ja-
kou pozadujeme od vysledku presnost a podle toho volit zptisob modelovani. Pokud chceme
provadét modalni analyzu na modelu se dvéma lopatkovymi vénci (kazdy o 68 lopatkdch) pri
nenulovych otaCkach, vlastni ¢isla a vektory jsou pocitdny z matice (22 856, 22 856). Pfi pro-
vadéni piikazu eig() v Matlabu, tedy zjist' ovani vlastnich hodnot systému, se pocita¢ s RAM
paméti 16 G' B pohyboval na jeji hranici a vypocet trval fadove hodiny. Zatimco modalni analyza
systému s tuhymi kotouci trvala vCetné sestaveni systémovych matic fddové desitky sekund.

Zajimavym pozorovanim pfi porovnavani dvou systému bylo vmiseni vlastnich frekvenci lopa-
tek mezi vlastni frekvence, pii nichz kmitala celd turbina (vétSinou ohybové). VZdy se jednalo
0 136 po sobé jdoucich vlastnich frekvenci, protoze systém obsahoval 136 lopatek.

Dalsi dilezité zjisténi bylo, Ze lopatkové vénce vlastni frekvence oproti tuhym kotou¢im v né-
kterych piipadech snizovaly a v jinych zvySovaly. Pfipad snizZeni vlastni frekvence nastal v pfi-
padé, Ze lopatky kmitaly v souhlasném sméru s hfidelem. Naopak zvySeni vlastni frekvence
nastdvalo v piipadé protichtidného kmitdni lopatek vici kmitdni hiidele. Nejjednodussim pfi-
rovnanim a vysvétlenim tohoto jevu je 1D tuloha zdvaZi na pruziné, zavéSené k rdmu. Pro
konkrétni parametry hmotnosti m = 1[kg] a tuhosti & = 100 [N - m™!] je vlastni frekvence
Q) = 10[rad - s']. Pokud za tuto hmotu pfipojime sériové dalsi pruzinu o stejné tuhosti a na
ni umistime jesté jedno kilové zavazi, systém bude mit dva stupn€ volnosti a dvé vlastni frek-
vence. Prvni vlastni frekvence €, = 6 [rad - s'] je niZ3i, neZ frekvence pivodniho systému a jeji
tvar kmitu je kmitdni obou zdvaZi ve stejném sméru (ve fazi). Zatimco druhd vlastni frekvence
Qs = 16 [rad - s'] je vyS§i, nez vlastni frekvence pivodniho systému a jeji tvar kmitu je kmitan{
zavazi v protifazi. Kmitani ve fazi a protifazi je ekvivalentem ohybani lopatek po nebo proti
sméru ohybani hfidele a tim snizovéani nebo zvySovani vlastni frekvence.
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