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Abstrakt

Předložená diplomová práce je zaměřena na matematické modelováńı vzniku krevńıch

sraženin v idealizovaných 2D geometríıch cév. Svým obsahem navazuje na dř́ıve

vypracovanou bakalářskou práci, přičemž si klade za ćıl předevš́ım rozš́ı̌rit jednoduchý

model popisuj́ıćı krevńı sraženinu na bázi fibrinu tak, aby v́ıce odpov́ıdal situaci in vivo. Za

t́ımto účelem jsou v této práci popsány a testovány dva principiálně odlǐsné matematické

modely vyjadřuj́ıćı aktivaci fibrinogenu s následnou polymerizaćı fibrinu. Prvńı z nich, tzv.

dvourovnicový model, vycháźı z princip̊u reakčńı kinetiky a předpokládá, že proces

hemokoagulace je zakončen tvorbou monomer̊u fibrinu, které jsou tak jediným indikátorem

vznikaj́ıćı krevńı sraženiny. Pro numerické řešeńı tohoto modelu byl v programu MATLAB

vyvinut vlastńı řešič založený na metodě konečných objemů, který byl verifikován pomoćı

komerčńıho softwaru Ansys Fluent. Druhý zde uvažovaný model polymerizace vycháźı ze

Smoluchowského koagulačně-fragmentačńı rovnice a je řešen pomoćı vlastńıch vyvinutých

programových modul̊u v softwaru Ansys Fluent. Aplikovatelnost obou zmı́něných model̊u

hemokoagulace je podrobně analyzována na základě výsledk̊u řešeńı tř́ı vybraných úloh

kardiovaskulárńı biomechaniky (aneurysma, mozkové aneurysma, stenóza).

Kĺıčová slova: srážeńı krve, polymerizace fibrinu, numerická simulace, metoda konečných

objemů, aneurysma, stenóza



Abstract

The thesis is focused on the mathematical modelling of blood clot formation in idealised 2D

vascular geometries. With its content, it builds on the previous bachelor’s thesis by extending

the basic haemocoagulation model with more relevant models of fibrin clot formation in order

to reflect biological processes occurring in vivo. For this purpose, two fundamentally different

models of fibrinogen activation and fibrin polymerisation are introduced and tested. The

first model based on the principles of reaction kinetics assumes that the haemocoagulation

is terminated by the formation of fibrin monomers, which are regarded as the only blood

clot indicators. For the numerical solution of the model in the framework of the finite volume

method, a computational algorithm in the software MATLAB was developed and verified with

the commercial software Ansys Fluent. The second model of fibrin polymerisation considered

in this thesis is based on the Smoluchowski’s coagulation-fragmentation equation and is

numerically solved using specially developed user-defined functions for the software Ansys

Fluent. The applicability of the two extended haemocoagulation models is assessed according

to the analysis of results obtained from the numerical solution of three selected problems

related to cardiovascular biomechanics (aneurysm, cerebral aneurysm, stenosis).

Key words: blood coagulation, fibrin polymerisation, numerical simulation, finite volume

method, aneurysm, stenosis
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Úvod

Předložená diplomová práce se zabývá matematickým modelováńım vzniku krevńıch sraženin

ve zjednodušených geometríıch patologicky změněných cév. V návaznosti na bakalářskou

práci [7], ve které byl popsán jednoduchý model srážeńı krve a d̊uraz byl kladen předevš́ım na

popis koagulačńı kaskády, je hlavńım ćılem této práce rozš́ı̌rit a zpřesnit úlohu hemokoagulace

o vybrané modely polymerizace fibrinu.

Obsah práce je rozdělen do čtyř kapitol. Prvńı z nich je věnována stručnému

biologickému popisu zástavy krváceńı, jehož součást́ı je i proces srážeńı krve. Jelikož tato

práce navazuje na výše zmı́něnou bakalářskou práci, kde byla úloha koagulačńı kaskády

a chemické interakce mezi jednotlivými látkami hemokoagulace podrobně popsána

a testována na jednoduché geometrii (trubici), je zde v rámci seznámeńı se s danou

problematikou kladen d̊uraz předevš́ım na polymerizaci fibrinu jako finálńı fázi procesu

hemokoagulace.

Oproti bakalářské práci, ve které byla tvorba nerozpustné krevńı sraženiny

(zpolymerizovaného fibrinu) modelována pouze jednou velice jednoduchou rovnićı, jsou zde

v druhé kapitole navrženy dva složitěǰśı modely polymerizace, každý s odlǐsným př́ıstupem.

Prvńı z model̊u, tzv. dvourovnicový, využ́ıvá k odvozeńı rovnic popisuj́ıćıch vznik trombu

principy reakčńı kinetiky, přičemž předpokládá, že konečným produktem hemokoagulace

jsou monomery fibrinu, které v jeho př́ıpadě slouž́ı jako indikátory př́ıtomnosti krevńı

sraženiny. Vznik makromolekulárńıch řetězc̊u fibrinu včetně jejich vzájemného propojeńı

a větveńı tento model neuvažuje. Pro odvozeńı složitěǰśıho a biologicky přesněǰśıho modelu

je třeba seznámit se s terminologíı a metodami už́ıvanými v organické chemii pro popis

polymerizačńıch reakćı. Z tohoto d̊uvodu je této problematice vyčleněna část této kapitoly.

V návaznosti na popsanou teorii je pak v této práci představen druhý model – tzv.

tř́ırovnicový, který vycháźı z obecných princip̊u vratných polymerizačńıch reakćı. Ty jsou

mimo jiné popsány známou Smoluchowského koagulačně-fragmentačńı rovnićı, která kromě

tvorby komplexńıch polymerńıch řetězc̊u zohledňuje i možnost jejich současného rozpadu na

menš́ı řetězce. Jelikož rovnice popisuj́ıćı vznik trombu jsou závislé na proudovém poli

protékaj́ıćı krve, je závěrečná část kapitoly věnována matematickému modelu prouděńı

krve, v jehož rámci je vliv vznikaj́ıćı krevńı sraženiny bud’ pominut, či naopak zohledněn

(úloha vzájemné interakce).

Třet́ı kapitola je věnována popisu numerického řešeńı model̊u polymerizace fibrinu,

které při zohledněńı vlivu konvekce a difúze maj́ı tvar nelineárńıch soustav parciálńıch

diferenciálńıch rovnic. Pro lepš́ı přehlednost je na př́ıkladu jedné konvekčně-difúzně-reakčńı

rovnice popisuj́ıćı časoprostorový vývoj koncentrace bĺıže nespecifikované chemické látky ve

2D ukázán princip řešeńı pomoćı metody konečných objemů. V souladu s uvedenou teoríı je
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v programu MATLAB vyvinut vlastńı řešič pro vybrané matematické modely polymerizace

fibrinu, který je pro potřeby této diplomové práce dále doplněn jednoduchým modelem

koagulačńı kaskády popisuj́ıćım chemickou interakci mezi vněǰśım spouštěčem (triggerem),

trombinem a jeho inhibitorem. Jelikož jedńım z ćıl̊u práce je i verifikovat vyvinutý

výpočetńı algoritmus pomoćı komerčńıho softwaru Ansys Fluent, je zde v závěru třet́ı

kapitoly naznačena implementace obou model̊u hemokoagulace do prostřed́ı tohoto

programu.

Ćılem posledńı čtvrté kapitoly je na př́ıkladu tř́ı vybraných úloh kardiovaskulárńı

biomechaniky (jednostranné stenózy, asymetrického aneurysmatu a mozkového

aneurysmatu) realizovat numerické simulace procesu srážeńı krve. Všechny tři patologicky

změněné cévy jsou zvoleny jednak d́ıky svému zvýšenému sklonu ke vzniku krevńıch

sraženin (trombóze) a jednak d́ıky svým specifickým geometríım, nebot’ každý z vybraných

patologických stav̊u je spojen s jiným typem proudového pole. S ćılem porovnat oba výše

zmı́něné modely polymerizace fibrinu, je zde pro jednoduchost přijat předpoklad ustáleného

prouděńı krve a provedena podrobná analýza časoprostorového vývoje koncentraćı

vybraných chemických látek. V závěru této kapitoly a nad rámec zadáńı této diplomové

práce je kromě chemické interakce mezi jednotlivými látkami rovněž modelována vzájemná

interakce krevńı sraženiny s protékaj́ıćı krv́ı, která je tak daľśım přibĺıžeńım

k matematickému popisu složitého procesu trombózy v in vivo podmı́nkách.
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1. BIOLOGICKÝ POPIS SRÁŽENÍ KRVE

1 Biologický popis srážeńı krve

Jelikož jedńım z ćıl̊u předložené diplomové práce je numerická simulace procesu srážeńı krve

ve vybraných úlohách kardiovaskulárńı biomechaniky, je třeba stručně nast́ınit biologickou

podstatu toho mechanismu. Celý princip zástavy krváceńı, jehož součást́ı je i srážeńı krve

(hemokoagulace), je velice složitý. Ćılem této práce ovšem neńı poskytnout podrobný náhled

do této problematiky, která byla částečně popsána již v bakalářské práci [7], proto se budeme

věnovat pouze nejd̊uležitěǰśım jev̊um, které jsou kĺıčové pro sestaveńı matematických model̊u

týkaj́ıćıch se procesu srážeńı krve.

1.1 Zástava krváceńı

Zástava krváceńı (hemostáza) je v organismu velmi d̊uležitý proces, při kterém v mı́stě

porušeńı cévy docháźı k vytvořeńı krevńı sraženiny, jej́ımž úkolem je zabránit ztrátě krve.

Celý proces je z biologického hlediska velmi složitý a muśı být př́ısně regulován, aby

nedocházelo k jeho samovolnému spuštěńı. Nastiňme velmi stručně v několika větách, jakým

zp̊usobem zástava krváceńı prob́ıhá. Detailněǰśı popis lze naj́ıt např. v [24]. Při poraněńı

cévy docháźı k jej́ımu stažeńı, č́ımž se okamžitě snižuje pr̊utok krve a v d̊usledku toho

i množstv́ı unikaj́ıćı krve. V mı́stě poraněńı se následně začnou shlukovat krevńı destičky,

které vytvářej́ı tzv. primárńı zátku (destičkový/b́ılý trombus), jež bráńı daľśı ztrátě krve.

Současně s tvorbou primárńı zátky docháźı vlivem chemické interakce a postupné aktivace

koagulačńıch faktor̊u obsažených v krevńı plazmě k vytvořeńı pevné fibrinové śıtě, která

stabilizuje prvotńı destičkovou ucpávku za vzniku finálńı zátky (červený trombus).

Podrobný popis chemické interakce jednotlivých koagulačńıch faktor̊u až po fibrinogen byl

proveden v bakalářské práci [7]. Nejvýznamněǰśı koagulačńı faktory jsou uvedeny v tab. 1.

Tabulka 1: Přehled koagulačńıch faktor̊u [24]

faktor název

I fibrinogen, aktivńı forma – fibrin (Ia)
II protrombin, aktivńı forma – trombin (IIa)
III tkáňový faktor (TF), tromboplastin
IV ionty Ca2+

V proakcelerin
VII prokonvertin
VIII antihemofilńı globulin A
IX antihemofilńı globulin B (PTC)
X Stuart̊uv-Prower̊uv faktor
XI Plasma thromboplastin antecedent (PTA)
XII Hageman̊uv faktor
XIII faktor stabilizuj́ıćı fibrin
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1. BIOLOGICKÝ POPIS SRÁŽENÍ KRVE

1.2 Polymerizace fibrinu

Nejvýznaměǰśım koagulačńım faktorem je fibrinogen, jehož aktivaćı a následnou

polymerizaćı vzniká výše zmı́něná zpevňuj́ıćı śıt’ finálńıho trombu. Fibrinogen stejně jako

ostatńı koagulačńı faktory patř́ı mezi plazmatické b́ılkoviny, je složen ze tř́ı pár̊u

polypeptidových řetězc̊u označovaných symboly Aα, Bβ a γ a syntetizuje se v játrech [14].

Aktivace fibrinogenu je spuštěna interakćı jednotlivých koagulačńıch faktor̊u vedoućı až

k aktivaci protrombinu (faktor II). Aktivovaný trombin (IIa) iniciuje odštěpováńı

fibrinopeptid̊u A (FpA) z řetězce Aα a B (FpB) z řetězce Bβ z neaktivńıho fibrinogenu,

č́ımž docháźı k odhaleńı vazebńıch mı́st nazývaných hrbolky (knob) a aktivaci fibrinogenu

na monomer fibrinu. Takto aktivovaný fibrin s odhalenými vazebńımi mı́sty je schopen

interakce s daľśımi monomery. Uvedený princip aktivace fibrinogenu a daľśı fáze tvorby

fibrinové śıtě, které budou popsány dále, jsou ilustrovány na obr. 1.1 a 1.2.

Obr. 1.1: Polymerizace fibrinu, modifikováno z [28]
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1. BIOLOGICKÝ POPIS SRÁŽENÍ KRVE

Monomer fibrinu se navazuje hrbolkem A, který vznikl po odtržeńı FpA, na polymeračńı

mı́sto nazývané prohlubeň a (hole a) jiného monomeru fibrinu. Tato silná vazba se běžně

označuje jako A:a. Hrbolky jsou umı́stěny v centrálńı oblasti fibrinu, prohlubně naopak na

jeho konćıch, tud́ıž při vzniku dimeru1 jsou oba monomery, které ho tvoř́ı, v̊uči sobě navzájem

posunuty o polovinu své délky, viz obr. 1.1. Spojeńım dimeru s daľśımi monomery vznikaj́ı

protofibrily, což jsou řetězce fibrinu dlouhé cca 600 – 800 nm [14] obsahuj́ıćı přibližně 20

– 25 monomerńıch jednotek, které jsou schopny př́ıčného spojováńı s daľśımi protofibrilami

a tvorby vláken fibrinu. Přesné mechanismy utvářeńı př́ıčného spojováńı protofibril ve vlákna

ovšem z̊ustávaj́ı z většiny stále neznámé [28].

Obecně při vytvářeńı polymeru docháźı také k jeho větveńı, které zajǐst’uje vznik

prostorové śıtě potřebné k zástavě krváceńı. U fibrinu je pozorováno několik zp̊usob̊u

větveńı, např. bilaterálńı větveńı (bilateral junction), které nastává v př́ıpadě, kdy u dvou

laterálně spojených protofibril dojde k jejich odděleńı, nebo větveńı mezi třemi molekulami

fibrinu (trimolecular junction). Prostorová śıt’ fibrinu je během svého utvářeńı stabilizována

p̊usobeńım koagulačńıho faktoru XIIIa, který je aktivován trombinem. Tento faktor

následně vytvář́ı kovalentńı kř́ıžové vazby jak mezi jednotlivými protofibrilami, tak v rámci

jedné protofibrily. Takto stabilizovaný fibrin se stává nerozpustným, mechanicky odolným

a zpevňuje primárńı zátku.

Okamžik, kdy polymer źıská podobu rozvětvené tř́ırozměrné struktury, se nazývá bod

gelace (gel point). Z pohledu mechaniky se krev v daném mı́stě měńı na hustý gel a ztráćı

svou tekutost, tj. prudce nar̊ustá jej́ı viskozita. V lékařstv́ı je stanoveńı doby gelace jedńım

z ukazatel̊u poruchy srážlivosti krve.

Struktura fibrinové śıtě je ovlivněna mnoha faktory. Ke vzniku polymeru fibrinu je

dostačuj́ıćı pouze odštěpeńı FpA bez odštěpeńı FpB, ovšem výsledná vlákna fibrinové śıtě

jsou tenč́ı, a tud́ıž méně odolná v̊uči okolńım vliv̊um (protékaj́ıćı krev atd.). Vazba hrbolku

B k prohlubni b tak pravděpodobně ovlivňuje př́ıčné spojeńı protofibril fibrinu, ale přesná

úloha vazby B:b z̊ustává poměrně nejasná [28]. Naopak silněǰśı vlákna fibrinu a větš́ı rozsah

př́ıčného spojováńı fibrinu jsou přič́ıtány vyšš́ı koncetraci vápenatých iont̊u Ca2+, které

podporuj́ı polymerizaci. V neposledńı řadě fibrinovou śıt’ ovlivňuj́ı daľśı chemické látky

a krevńı buňky účastńıćı se procesu zástavy krváceńı. Př́ıkladem může být trombin, jehož

vyšš́ı koncentrace má za následek tenč́ı fibrinová vlákna tvoř́ıćı výrazně rozvětvenou

strukturu. Vliv na krevńı sraženinu maj́ı i krevńı destičky, které vylučuj́ı specifické látky

podporuj́ıćı srážlivost krve, např. destičkový faktor 4. Dále je bezpochyby formováńı

a orientace fibrinových vláken v krevńı sraženině nemalou měrou ovlivněno i protékaj́ıćı

krv́ı.

1V organické chemii se pojmem dimer označuje molekula vzniklá spojeńım dvou monomerńıch jednotek.
Molekula tvořená 2-10 monomery se pak souhrnně nazývá oligomer.
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1. BIOLOGICKÝ POPIS SRÁŽENÍ KRVE

Obr. 1.2: Stádia polymerizace fibrinu zachycená elektronovým mikroskopem. Vznik krevńı
sraženiny je monitorován pomoćı křivek turbidity (zakaleńı), která je úměrná koncentraci
chemických látek, modifikováno z [27].

Jakmile je céva zhojena a trombus již neńı potřeba, docháźı k rozpouštěńı krevńı

sraženiny. Tento proces se odborně nazývá fibrinolýza. Obdobně jako v př́ıpadě srážeńı krve

jsou mechanismy fibrinolýzy velmi složité a př́ısně regulované, aby trombus nebyl rozvolněn

předčasně. Jednou z látek, která zajǐst’uje štěpeńı polymer̊u fibrinu na kratš́ı řetězce a dále

pak na jednotlivé monomery, je b́ılkovina plazmin, jež je aktivována tkáňovým aktivátorem

plazminu vylučovaným poškozenou cévou.

6



2. MATEMATICKÝ MODEL HEMOKOAGULACE

2 Matematický model hemokoagulace

V této kapitole bude nast́ıněna podstata matematických model̊u interakce mezi aktivátorem

srážeńı a jeho inhibitorem, který byl předmětem zkoumáńı bakalářské práce [7]. Vzhledem

k tomu, že ćılem předložené diplomové práce je předevš́ım matematické modelováńı vzniku

krevńıch sraženin na bázi fibrinových vláken, bude podstatná část této kapitoly věnována

popisu vybraných model̊u polymerizace fibrinu, pro jejichž pochopeńı bude nutné zavést

několik d̊uležitých pojmů a objasnit princip metod obecně spjatých s matematickým popisem

procesu polymerizace v organické chemii.

2.1 Základńı model hemokoagulace

Jedńım ze známěǰśım a nejjednodušš́ıch matematických model̊u zabývaj́ıćıch se

problematikou srážeńı krve, je model typu aktivátor-inihibitor publikovaný v [2]. Tento

model tvořený soustavou dvou nelineárńıch parciálńıch diferenciálńıch rovnic popisuje

kromě chemické interakce mezi aktivátorem srážeńı krve θ a jeho inhibitorem ϕ i š́ı̌reńı

obou látek do krevńıho řečǐstě vlivem konvekce a difúze. Proměnná θ jakožto aktivátor

polymerizace (trombin, faktor IIa) aktivuje fibrinogen na fibrin schopný polymerizace, což

bylo podrobně popsáno v odstavci 1.2. Veličina ϕ představuje inhibitor (nejčastěji např.

protein C), jenž bráńı nekontrolovatelnému srážeńı krve inhibićı aktivátoru θ. Tento model

byl podrobně popsán a testován v bakalářské práci [7].

V pozděǰśıch praćıch [3, 16] je tento dvourovnicový model doplněn o jednoduchou

rovnici vyjadřuj́ıćı časoprostorový vývoj vněǰśıho spouštěče (triggeru) u. Může se jednat

např. o tkáňový faktor (koagulačńı faktor III), který je př́ıtomen ve vyšš́ıch vrstvách cévńı

stěny. Jeho př́ıtomnost́ı v protékaj́ıćı krvi při poškozeńı stěny či ruptuře aterosklerotického

plátu docháźı ke spuštěńı koagulačńı kaskády a procesu srážeńı krve. Spouštěč může také

představovat vylučováńı specifických chemických látek do krevńıho oběhu, které jsou

produkovány nádorem nacházej́ıćım se v přilehlé tkáni, viz [10]. Podobně jako v př́ıpadě

aktivátoru a inhibitoru zohledňuje diferenciálńı rovnice pro vněǰśı spouštěč kromě chemické

interakce i vliv konvekce a difúze. Výsledný systém rovnic popisuj́ıćı základńı rysy

koagulačńı kaskády pak źıská následuj́ıćı podobu, která je plně v souladu s originálńımi

pracemi [9, 22],

∂u

∂t
= −kdu+Du∆u−∇ · (vu),

∂θ

∂t
= kuu+

αθ2

θ + θ0
− κ1θ − γθϕ+Dθ∆θ −∇ · (vθ),

∂ϕ

∂t
= βθ

(

1−
ϕ

C

)

(

1 +
ϕ2

ϕ2
0

)

− κ2ϕ+Dϕ∆ϕ−∇ · (vϕ),

(2.1)

7



2. MATEMATICKÝ MODEL HEMOKOAGULACE

kde Du, Dθ, Dϕ představuj́ı difúzńı koeficienty, v je vektor rychlosti protékaj́ıćı krve a ostatńı

konstanty uvedené v tab. 2 jsou parametry modelu, které lze odvodit na základě princip̊u

chemické kinetiky. Význam jednotlivých člen̊u na pravé straně soustavy rovnic (2.1), které

popisuj́ı chemickou interakci mezi aktivátorem srážeńı krve a jeho inhibitorem, byl podrobně

popsán v bakalářské práci [7]. Pro úplnost dodejme, že tamtéž lze rovněž nalézt komplexněǰśı

model koagulačńı kaskády, který byl užit např. ve studíıch [5, 23].

Co se týče závěrečné fáze koagulačńı kaskády, která představuje aktivaci fibrinogenu

a tvorbu fibrinové śıtě, byla ve zmı́něné bakalářské práci popsána velice jednoduše.

Konkrétně byl přijat předpoklad, že tvorba nerozpustné krevńı sraženiny, která neńı

nikterak ovlivňována protékaj́ıćı krv́ı, je úměrná zvyšuj́ıćı se koncentraci fibrinu ψ. Vývoj

této koncentrace v čase byl pak modelován jako funkce trombinu θ a popsán následuj́ıćı

diferenciálńı rovnićı
∂ψ

∂t
= κθ, (2.2)

kde κ je rychlostńı konstanta uvažované chemické reakce, viz tab. 2. Vzhledem k tomu, že

samotný proces tvorby krevńı sraženiny se výraznou měrou odv́ıj́ı od polymerizace fibrinu,

budou v následuj́ıćıch odstavćıch předložené diplomové práce popsány relevantněǰśı modely,

které vhodně rozš́ı̌ŕı základńı model koagulace (2.1).

Tabulka 2: Parametry modelu (2.1) [22, 23]

parametry hodnota jednotky

kd 1,66×10−6 s−1

Du 10−8 m2·s−1

ku 16,6 s−1

α 0, 033 s−1

β 2,5×10−5 s−1

γ 8,33×104 m3·s−1·mol−1

θ0 5×10−6 mol·m−3

ϕ0 5×10−8 mol·m−3

C 5×10−6 mol·m−3

κ 0,0467 s−1

κ1 8,33×10−4 s−1

κ2 0,0058 s−1

Dθ 10−8 m2·s−1

Dϕ 10−8 m2·s−1

8



2. MATEMATICKÝ MODEL HEMOKOAGULACE

2.2 Dvourovnicový model polymerizace fibrinu

Jedńım ze známěǰśıch matematických model̊u popisuj́ıćıch polymerizaci fibrinu je model

uvedený v [18]. Autoři zde zkoumaj́ı závislost polymerizace fibrinu na koncentraci trombinu

s t́ım, že numerické výsledky nav́ıc podpořili experimentálńımi daty. Zmı́něný model byl

použit i v práci [23], která se zabývá srážeńım krve a polymerizaćı fibrinu v úloze

kardiovaskulárńı biomechaniky. Konkrétně je zde simulován akutńı infarkt myokardu levé

srdečńı komory v trojrozměrném modelu srdce, jenž má za následek tvorbu krevńı

sraženiny (trombu) uvnitř komory. Dále je nutné zmı́nit, že v tomto modelu je vedle

proces̊u hemokoagulace a polymerizace fibrinu zohledněno i p̊usobeńı krevńıch destiček,

které pomáhaj́ı vznikaj́ıćı trombus stabilizovat s ohledem na nestacionárńı charakter

prouděńı krve.

Zaměř́ıme–li se pouze na tu část modelu, která je věnována popisu polymerizace fibrinu,

je nutné poznamenat, že sekvence jednotlivých děj̊u, které byly shrnuty v odstavci 1.2, jsou

zde prezentovány velice zjednodušeně, a to formou dvou rovnic. Ty popisuj́ı předevš́ım

počátečńı fáze vzniku krevńı sraženiny, tedy aktivaci fibrinogenu trombinem a následný

vznik monomer̊u fibrinu. Koncentrace monomer̊u zde pak slouž́ı jako jediný indikátor

stupně polymerizace, tj. pr̊uběhu chemické reakce vedoućı ke vzniku polymeru.. Časový

vývoj koncentraćı obou zmı́něných látek lze pomoćı princip̊u reakčńı kinetiky vyjádřit

matematicky [18]
dcf
dt

= −ktcf ,

dcm
dt

= ktcf + kpcm
2,

(2.3)

kde cf , resp. cm jsou koncentrace fibrinogenu, resp. monomer̊u fibrinu, kp vyjadřuje

rychlostńı konstantu bimolekulové reakce dvou monomer̊u fibrinu a kt je Michaelisova

konstanta. Podoba této konstanty je dána reakčńı kinetikou enzymatických reakćı.

Konkrétně pro náš př́ıpad plat́ı následuj́ıćı chemická rovnice (v notaci koagulačńıch faktor̊u

označených ř́ımskými č́ıslicemi – viz tab. 1)

IIa + I
k1
⇋
k2

IIa:I
kcat−→ IIa + Ia, (2.4)

při ńıž je produkt Ia aktivován ze substrátu IIa za vzniku určitého meziproduktu (komplex

enzym-substrát). Vrát́ıme-li se k předchoźımu značeńı koncentraćı, lze podle teorie uvedené

v bakalářské práci [7] konstantu kt odvodit jako

kt =
kcatθ

KM + cf
, (2.5)

9



2. MATEMATICKÝ MODEL HEMOKOAGULACE

kde

KM =
k2 + kcat

k1
. (2.6)

S uvážeńım (2.5) lze rovnice (2.3) vyjádřit ve tvaru

dcf
dt

= −
kcatθ

KM + cf
cf ,

dcm
dt

=
kcatθ

KM + cf
cf + kpcm

2.

(2.7)

Spojeńım reakčńı části (2.7) se vztahy zohledňuj́ıćımi difúzi a konvekci chemických látek

źıskáme konvekčně–difúzně–reakčńı rovnice popisuj́ıćı časoprostorový vývoj koncentraćı

fibrinogenu a monomer̊u fibrinu [18]

∂cf
∂t

+∇ · (vcf )−Dcf∆cf = −
kcatθ

KM + cf
cf ,

∂cm
∂t

+∇ · (vcm)−Dcm∆cm = −
kcatθ

KM + cf
cf + kpcm

2,

(2.8)

kde Dcf a Dcm jsou difúzńı koeficienty a v je vektor rychlosti prouděńı krve. Hodnoty všech

parametr̊u vyskytuj́ıćı se v modelu (2.8) jsou shrnuty v tab. 3.

Tabulka 3: Parametry modelu převzaté [23]

parametr hodnota jednotky

kcat 84 s−1

KM 7,2×10−3 mol·m3

kp 8,2×102 m3· mol−1·s−1

Dcf 1×10−8 m2·s−1

Dcm 1×10−8 m2·s−1

Jelikož ćılem předložené diplomové práce je modelovat proces srážeńı krve od vněǰśıho

spouštěče až po polymerizaci fibrinu, je model daný rovnicemi (2.8) v této práci rozš́ı̌ren

o dř́ıve popsaný model hemokoagulace (2.1). T́ımto zp̊usobem lze modelovat chováńı

koagulačńı kaskády, která plńı funkci počátečńıho impulsu pro zahájeńı polymerizace

fibrinu stejně tak, jak se tomu děje in vivo [22]. Matematicky lze finálńı model vyjádřit

10
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následuj́ıćı soustavou nelineárńıch parciálńıch diferenciálńıch rovnic

∂u

∂t
= −kdu+Du∆u−∇ · (vu),

∂θ

∂t
= kuu+

αθ2

θ + θ0
− χ1θ − γθϕ+Dθ∆θ −∇ · (vθ),

∂ϕ

∂t
= βθ

(

1−
ϕ

C

)

(

1 +

(

ϕ

ϕ0

)2
)

− χ2ϕ+Dϕ∆ϕ−∇ · (vϕ),

∂cf
∂t

= −
kcatθ

KM + cf
cf +Dcf∆cf −∇ · (vcf ),

∂cm
∂t

=
kcatθ

KM + cf
cf + kpcm

2 +Df∆cm − bp∇ · (vcm).

(2.9)

S t́ım, jak roste složitost polymerńı śıtě v d̊usledku utvářeńı dlouhých řetězc̊u a větveńı

(v tomto modelu reprezentováno velice zjednodušeně pomoćı koncentraćı monomer̊u

fibrinu), je třeba omezit vliv difúze a konvekce, protože velké polymerńı makromolekuly

těmto děj̊um výrazně nepodléhaj́ı (viz např. prostorová fixace trombu a výše zmı́něné

mechanické vlastnosti fibrinového gelu). Toto je ošetřeno prostřednictv́ım parametr̊u bp

a Df v rovnici (2.9)5, které jsou oproti p̊uvodńımu modelu v [23] zvoleny proměnné

a závislé na hodnotě koncentrace monomer̊u fibrinu cm. S rostoućı koncentraćı hodnoty

těchto parametr̊u klesaj́ı k nule, č́ımž snižuj́ı význam př́ıslušných člen̊u konvekce a difúze.

Vzhledem k tomu, že p̊uvodńı práce jak [18], tak [23] žádné předpisy pro oba parametry

nenab́ızej́ı2, byly v rámci této diplomové práce navrženy vlastńı, jejichž pr̊uběhy jsou

znázorněny na obr. 2.1 a byly inspirovány studíı [22],

bp(cm) =
1

1 +
cm
c0

,

Df (cf , cm) = Dcme
5

(

cf
cf0

− 1

)

1

1 +
cm
c0

,

(2.10)

kde cf0 = 9 × 10−3 mol/m3 je fyziologická koncentrace fibrinogenu rozpuštěného v krevńı

plazmě [23].

Z výše popsaného modelu (2.9), který je zakončen tvorbou monomer̊u, je patrné, že plně

nereflektuje skutečný biologický proces polymerizace fibrinu (např. tvorbu deľśıch řetezc̊u).

Z tohoto d̊uvodu je obsah následuj́ıćıho odstavce věnován stručnému úvodu do

2Obě studie předpokládaly nestacionárńı prouděńı krve, při kterém docházelo k vymýváńı a odplavováńı
vznikaj́ıćı krevńı sraženiny. Z tohoto d̊uvodu nebylo v jejich př́ıpadě nutné vliv konvekce a difúze limitovat.

11
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matematického modelováńı proces̊u polymerizace, který nám poskytne podrobněǰśı náhled

na danou problematiku a umožńı nám tak formulovat model, který bude sice složitěǰśı, ale

biologicky přesněǰśı.

(a) Závislost parametru bp na koncentraci cm (b) Závislost parametru Df na koncentraci cf

Obr. 2.1: Pr̊uběhy parametr̊u konvekce bp a difúze Df

2.3 Obecný model polymerizace

Jako základńı matematický model popisuj́ıćı nevratný proces polymerizace se uvád́ı tzv.

Smoluchowského koagulačńı rovnice, která se zabývá kinetikou shlukováńı částic. Podstata

této rovnice je popsána v následuj́ıćıch odstavćıch tak, jak je naznačena v článku [26].

Mějme nádobu obsahuj́ıćı rozptýlené částice a jejich shluky, které se mohou pohybovat,

narážet do sebe a vzájemně se shlukovat. Tento proces lze obecně vyjádřit nevratnou

chemickou reakćı

Cj + Ck

aj,k
−→Cj+k, (2.11)

kde Cj, resp. Ck představuje shluk tvořený j, resp. k částicemi a aj,k je rychlostńı konstanta

př́ıslušné reakce. Jednotlivé kroky tohoto procesu jsou ilustrovány na obr. 2.2.

Zavedeme–li proměnnou cj(t), která představuje koncentraci shluku Cj, pak lze jej́ı

časovou změnu v diskrétńı podobě zapsat [26]

dcj
dt

=
1

2

j−1
∑

k=1

aj−k,kcj−kck −

∞
∑

k=1

aj,kcjck, j ≥ 2, (2.12)

kde aj,k jsou tzv. koagulačńı (agregačńı) ”jádra”(kernels). Prvńı suma na pravé straně

rovnice popisuje spojováńı shluk̊u s (j − k) částicemi se shluky o k částićıch, jejichž

koagulaćı zmiňovaný shluk Cj vzniká. Druhý člen naopak vyjadřuje jeho úbytek v d̊usledku

12
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Obr. 2.2: Př́ıklad shlukováńı částic s rychlostńımi konstantami k, převzato z [21]

tvorby větš́ıch shluk̊u. Pro koncentraci jediné částice – monomeru (j = 1) se rovnice (2.12)

zjednoduš́ı na tvar
dc1
dt

= −c1

∞
∑

k=1

a1,kck, (2.13)

který odpov́ıdá výše uvedenému předpokladu, že monomery jsou spotřebovávány na tvorbu

větš́ıch shluk̊u (tj. deľśıch polymerńıch řetězc̊u).

Matematický model daný rovnićı (2.12), resp. (2.13) ve své podstatě popisuje pouze vznik

a nevratný proces r̊ustu polymeru, což je sice v souladu s výše uvedenými předpoklady, ale

nezohledňuje to, že paralelně s koagulaćı může docházet i k fragmentaci, tj. rozpadu shluk̊u.

Tento děj je matematicky popsán tzv. Smoluchowského koagulačně–fragmentačńı rovnićı [4].

Koncentraci shluku o j částićıch pak můžeme vyjádřit následovně

dcj
dt

=
1

2

j−1
∑

k=1

(aj−k,kcj−kck − bj−k,kcj)−
∞
∑

k=1

(aj,kcjck − bj,kcj+k) , j ≥ 2, (2.14)

kde parametry aj,k a bj,k jsou popořadě rychlostńı konstanty koagulace a fragmentace. Prvńı

suma na pravé straně rovnice popisuje př́ır̊ustek koncentrace cj v d̊usledku koagulace menš́ıch

shluk̊u částic ve shluk s j částicemi a dále jej́ı úbytek vlivem rozpadu shluku s j částicemi

na shluky o k a (j − k) částićıch. Druhá (nekonečná) suma přestavuje úbytek koncetrance
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z d̊uvodu slučováńı shluku s k částicemi do větš́ıch shluk̊u a př́ır̊ustek odv́ıjej́ıćı se od rozpadu

větš́ıch shluk̊u na shluk s j částicemi. Stejně jako v př́ıpadě (2.12) lze změnu koncentrace

jediné částice (monomeru) zapsat ve tvaru

dc1
dt

= −c1

∞
∑

k=1

a1,kck +
∞
∑

k=1

b1,kc1+k, (2.15)

která již oproti p̊uvodńımu modelu (2.13) zohledňuje možnost, že koncentrace monomer̊u

může nejen klesat, ale i nar̊ustat, tj. připoušt́ı dosažeńı rovnovážného stavu př́ıslušné chemické

reakce.

Z tvaru rovnice (2.14) je patrné, že pro vyjádřeńı koncentraćı shluk̊u (polymerńıch

řetězc̊u) tvořených mnoha tiśıci či desetitiśıci částicemi (monomerńımi jednotkami) je

potřeba rozsáhlá soustava diferenciálńıch rovnic, což se samozřejmě negativně projev́ı i na

výpočetńım čase. Daľśım faktorem, který by potenciálně mohl ovlivnit použitelnost tohoto

modelu, je nutná znalost rychlostńıch konstant a daľśıch parametr̊u, které s ohledem na

složitost a rozsah polymerizačńıch reakćı mohou být velice obt́ıžně stanovitelné. Z tohoto

d̊uvodu se pro matematický popis tohoto typu chemických reakćı běžně využ́ıvaj́ı nástroje

matematické statistiky.

Vzhledem k tomu, že polymer může obsahovat r̊uzně dlouhé řetězce s r̊uznou molárńı

hmotnost́ı, jsou prob́ıhaj́ıćı chemické reakce často popsány pomoćı tzv. molárńı hmotnosti

polymeru (relativńı molekulová hmotnost). Obecně se rozlǐsuje několik typ̊u [20]

• početně středńı molárńı hmotnost Mn (number-average molecular weight) – záviśı na

počtu makromolekul obsažených v polymeru

Mn =
n1M1
∞
∑

i=1

ni

+
n2M2
∞
∑

i=1

ni

+ · · ·+
nkMk
∞
∑

i=1

ni

=

∞
∑

i=1

niMi

∞
∑

i=1

ni

, (2.16)

kde nk je látkové množstv́ı k-té makromolekuly a Mk je jej́ı molárńı hmotnost;

• hmotnostně středńı molárńı hmotnost Mw (weight-average molecular weight) – záviśı

na hmotnosti jednotlivých makromolekul obsažených v polymeru

Mw =
m1M1
∞
∑

i=1

mi

+
m2M2
∞
∑

i=1

mi

+ · · ·+
mkMk
∞
∑

i=1

mi

=

∞
∑

i=1

miMi

∞
∑

i=1

mi

=

∞
∑

i=1

niM
2
i

∞
∑

i=1

niMi

, (2.17)

kde mk je hmotnost vybrané makromolekuly a plat́ı vztah mk = nkMk.
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Zaneseme-li do grafu závislost počtu molekul na molárńı hmotnosti, źıskáme tzv.

distribučńı křivku (viz obr. 2.3), která udává pravděpodobnostńı rozložeńı jednotlivých

řetězc̊u v polymeru. Význam těchto křivek se projevuje předevš́ım při stanovováńı

vlastnost́ı vznikaj́ıćıch polymer̊u, jakými jsou např. jejich pružnost a pevnost [6].

Obr. 2.3: Distribučńı křivka, modifikováno z [6]

2.3.1 Metoda moment̊u

Metoda moment̊u patř́ı mezi nástroje statistické matematiky, která pro zjednodušeńı

matematického popisu polymerizace využ́ıvá momenty distribuce, jež patř́ı mezi

charakteristiky pravděpodobnostńıho rozděleńı [17]. Nevýhodou této metody v př́ıpadě

Smoluchowského koagulačně–fragmentačńı rovnice (2.14) je to, že jej́ı aplikaćı přicháźıme

o konkrétńı informaci o koncentraci jednotlivých polymerńıch řetězc̊u, nebot’ pracuje se

středńımi molárńımi hmotnostmi polymeru, popř. vyjadřuje strukturńı složitost jeho

makromolekul. Na druhou stranu je nespornou výhodou metody moment̊u to, že s jej́ı

pomoćı lze převést rozsáhlou soustavu diferenciálńıch rovnic na soustavu tvořenou pouze

několika rovnicemi tak, jak bude ukázáno v následuj́ıćım odstavci na př́ıkladu

tř́ırovnicového modelu polymerizace fibrinu. Předt́ım je však vhodné na tomto mı́stě zavést

několik veličin, které metodě moment̊u daly jej́ı jméno.

Statistický moment n-tého řádu je v organické chemii definován jako

Mn =
∞
∑

k=1

knFk, (2.18)

kde Fk označuje koncentraci řetězce, který je tvořený k monomery. Jak uvád́ı např. [17],

v př́ıpadě popisu procesu polymerizace se uplatňuj́ı předevš́ım momenty nižš́ıho řádu.
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2. MATEMATICKÝ MODEL HEMOKOAGULACE

Konkrétně v této diplomové práci jsou užity tyto:

• Moment nultého řádu

M0 =
∞
∑

k=1

Fk (2.19)

vyjadřuje celkovou koncentraci polymerńıch řetězc̊u v daném vzorku polymeru.

• Moment prvńıho řádu

M1 =
∞
∑

k=1

kFk (2.20)

označuje celkovou koncentraci monomer̊u v polymerizované i nepolymerizované podobě,

proto může být ukazatelem aktivace fibrinu na fibrinové monomery a rané fáze utvářeńı

trombu.

• Moment druhého řádu

M2 =
∞
∑

k=1

k2Fk (2.21)

je už́ıván pro vyjádřeńı stupně polymerizace a stanoveńı mı́ry gelace polymeru (např.

fibrinu).

Jak bylo zmı́něno již v odstavci 1.2, vznik fibrinové śıtě se složitou prostorovou strukturou

souviśı s dosažeńım tzv. bodu gelace tg. Tento časový okamžik se vyznačuje prudkým

nár̊ustem středńı molárńı hmotnosti fibrinu, která je úměrná výše definovanému momentu

M2, obr. 2.4. Neboli pro dosažeńı bodu gelace bude platit následuj́ıćı podmı́nka gelace:

M2 → ∞ pro t→ tg.

Vzhledem k tomu, že proces gelace je obvykle pozorován paralelně s minimálně se měńıćı

koncentraćı monomer̊u (vyjádřeno pomoćı momentuM1), bývá momentM2 často považován

za indikátor polymerizace fibrinu na makroúrovni. Této vlastnosti je využito i v této práci,

viz kapitola 4.

Obr. 2.4: Nár̊ust momentu M2 a bod gelace tg
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2. MATEMATICKÝ MODEL HEMOKOAGULACE

2.4 Tř́ırovnicový model polymerizace fibrinu

Daľśım z významných matematických model̊u polymerizace je model uvedený v [9]. Autoři

této práce zde modeluj́ı proces srážeńı krve v d̊usledku vylučováńı specifických látek nádorem,

který se nacháźı v tkáni přiléhaj́ıćı k cévě. Vněǰśı aktivátor srážeńı krve z tkáně difunduje

do krevńıho řečǐstě, č́ımž spoušt́ı tvorbu krevńı sraženiny. Přestože je v článku matematicky

popsáno i š́ı̌reńı triggeru z nádorového ložiska vlivem difúze a jeho přestup skrz cévńı stěnu do

krevńıho řečǐstě, budeme v této práci pro jednoduchost uvažovat př́ıtomnost triggeru pouze

jako okrajovou podmı́nku, č́ımž bude simulováno jeho pronikáńı z tkáně do krevńıho oběhu.

Matematický model publikovaný v [9] ovšem nemuśı sloužit pouze pro simulaci srážeńı krve

ve velkých cévách. Např́ıklad autoři studie [8] model využ́ıvaj́ı k popisu utvářeńı krevńıch

sraženin v d̊usledku zlomeniny kost́ı jako součásti rané fáze hojeńı.

Podobně jako u dvourovnicového modelu v odstavci 2.2 je prvńı část matematického

modelu tvořena kinetickou rovnićı popisuj́ıćı časový vývoj koncentrace fibrinogenu Fg [9]

dFg

dt
= −kgFgθ − εg

(

Fg − F 0
g

)

. (2.22)

Ten je spotřebováván při aktivaci trombinem θ, což je vyjádřeno prvńım členem na pravé

straně rovnice. Druhý člen pak představuje zdrojový člen, v rámci něhož je fibrinogen bud’

vytvářen, nebo odbouráván v závislosti na znaménku popisovaného členu. V př́ıpadě, že je

koncentrace fibrinogenu Fg nižš́ı než jeho fyziologická hodnota v krvi F 0
g = 9× 10−3 mol/m3,

bude−εg
(

Fg − F 0
g

)

> 0, tud́ıž fibrinogen bude produkován. Konstanty kg a εg jsou nezáporné

parametry modelu, jejichž hodnoty byly zvoleny v souladu s p̊uvodńı praćı [9] a jsou uvedeny

v tab. 4.

Druhou část zde popisovaného tř́ırovnicového modelu tvoř́ı systém rovnic popisuj́ıćı

polymerizaci fibrinu od monomer̊u fibrinu až po složité řetězce. Autoři [9] vycházej́ı

z předpokladu, že polymerizace prob́ıhá podle princip̊u vyjádřených prostřednictv́ım

Smoluchowského koagulačně–fragmentačńı rovnice (2.14) a (2.15), jej́ıž podstata byla

nast́ıněna v odstavci 2.3 této práce. Dı́ky koagulačně–fragmentačńımu mechanismu

polymerńıch řetězc̊u lze proces polymerizace fibrinu popsat matematicky pomoćı soustavy,

která je tvořena nekonečným počtem vzájemně provázaných obyčejných diferenciálńıch

rovnic

dF1

dt
= kgFgθ − kpF1

∞
∑

i=1

a1,iFi + kb

∞
∑

i=1

b1,iFi+1 − krF1,

dFk

dt
=
kp
2

k−1
∑

m=1

am,(k−m)FmFk−m − kpFk

∞
∑

i=1

ak,iFi + kb

∞
∑

i=1

bk,iFk+i −
kb
2

∑

i+j=k

bi,jFk − krFk,

(2.23)
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2. MATEMATICKÝ MODEL HEMOKOAGULACE

kde F1 znač́ı koncentraci fibrinových monomer̊u, Fk koncentraci oligomer̊u tvořených

k jednotkami a zbylé parametry jsou shrnuty v tab. 4. Prvńı rovnice soustavy (2.23)

popisuje vznik monomer̊u aktivaćı fibrinogenu prostřednictv́ım členu kgFgθ, jejich úbytek

vlivem tvorby deľśıch řetězc̊u a nár̊ust v d̊usledku defragmentace deľśıch řetězc̊u. Druhá

rovnice pak popisuje vývoj oligomer̊u Fk v souladu s dř́ıve popsanou teoríı matematického

modelováńı polymerizace. Posledńı člen krFs (s = 1, 2, . . .) v uvedených rovnićıch pak

zahrnuje deaktivaci polymer̊u, přičemž rychlostńı konstanta kr je zde pro jednoduchost

uvažována jako nezávislá na počtu monomerńıch jednotek v př́ıslušném řetězci.

Hodnoty parametr̊u včetně rychlostńıch konstant př́ıslušných chemických reakćı

modelu (2.33) jsou shrnuty v tab. 4.

Tabulka 4: Parametry modelu [22]

parametry hodnota jednotky

kb 1,67×10−3 s−1

kr 1,67×10−2 s−1

kp 2,52 ×102 mol·s−1

kg 5 mol·s−1

F 0
g 9×10−3 mol·m−3

εg 1,66×10−6 s−1

Dg 10−8 m2·s−1

DM 10−8 m2·s−1

Významy tzv. koagulačńıch a fragmentačńıch jader aij a bij v rovnićıch (2.23) byly

vysvětleny v odstavci 2.3 této práce. Na tomto mı́stě pouze dodejme, že jejich hodnoty

vycháźı z Floryho-Stockmayerovy teorie. Ta předpokládá, že se během polymerizace netvoř́ı

žádné uzavřené struktury (cyklické řetězce) a že rychlost chemických reakćı je úměrná

počtu aktivńıch mı́st, kde může docházet ke spojováńı řetězc̊u. Obecně plat́ı [8]

ai,j = [(f − 2)i+ 2] [(f − 2)j + 2] , i, j ≥ 1, (2.24)

kde f udává počet aktivńıch vazebńıch mı́st. Pro molekulu fibrinu uvažujeme f = 4, č́ımž

lze vztah (2.24) upravit do tvaru

ai,j = 4(i+ 1)(j + 1). (2.25)

Podle článku [10] jsou koeficienty bi,j voleny konstantńı a plat́ı pro ně

bi,j = 2. (2.26)
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Dosazeńım (2.25) a (2.26) do soustavy rovnic (2.23) ji lze zjednodušit do podoby

dF1

dt
= kgFgθ − 8kpF1

∞
∑

i=1

(i+ 1)Fi + 2kb

∞
∑

i=1

Fi+1 − krF1,

dFk

dt
= 2kp

k−1
∑

m=1

(m+ 1)(k −m+ 1)FmFk−m − 4kpFk

∞
∑

i=1

(i+ 1)(k + 1)Fi+

+2kb
∞
∑

i=1

Fk+i − kb
k−1
∑

m=1

Fk − krFk, k ≥ 2,

(2.27)

č́ımž źıskáme pro popis polymerizace soustavu nekonečného počtu rovnic, jež pro daľśı

numerické řešeńı neńı vhodná, nebot’ i pro omezený počet rovnic (např. pro prvńıch 10 000

řetězc̊u) by nároky na pamět’ a výpočetńı výkon byly neúměrně vysoké, zejména v 2D a 3D

úlohách. Využijme tedy pro zjednodušeńı systému (2.27) metodu moment̊u, jej́ıž princip byl

popsán v odstavci 2.3.1. V tomto př́ıpadě vycháźıme z časové derivace momentu n-tého

řádu, kterou lze v souladu s definićı (2.18) vyjádřit jako

dMn

dt
=

∞
∑

k=1

kn
dFk

dt
. (2.28)

Omeźıme-li se pouze na momenty nižš́ıch řád̊u (tj. n = 0, 1, 2) a dosad́ıme-li za časovou

derivaci řetězce Fk výše uvedené kinetické rovnice (2.27), lze pomoćı několika matematických

úprav převést soustavu nekonečných rovnic na soustavu tvořenou pouze třemi rovnicemi pro

momenty M0, M1 a M2

dM0

dt
= kgFgθ − 2kp (M1 +M0)

2 + kb(M1 −M0)− krM0,

dM1

dt
= kgFgθ − krM1,

dM2

dt
= kgFgθ + 4kp(M2 +M1)

2 −
kb
3
(M3 −M1)− krM2.

(2.29)

Pro úplnost je celý postup odvozeńı vztah̊u (2.29) uveden v př́ıloze A této práce.

Stejně jako je vývoj koncentrace Fk závislý na koncentraci deľśıch řetězc̊u v d̊usledku

fragmentace, tak momentMn je ovlivněn momentem vyšš́ıho řáduMn+1. Konkrétně v našem

př́ıpadě je moment M2 závislý na hodnotě momentu M3, proto soustava rovnic (2.29) neńı

uzavřená a je nutno zvolit tzv. podmı́nku uzávěru. Autoři p̊uvodńı práce [9] vycházej́ı ze

vztah̊u mezi momenty a jejich přirozenými omezeńımi, pro které plat́ı

Mn ≤Mn+1, (2.30)

19
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a proto byla v souladu s článkem [10] zvolena podmı́nka uzávěru v následuj́ıćı jednoduché

podobě

M1M3 −M2
2 = 0. (2.31)

Tento vztah v mnoha př́ıpadech aproximuje M3 velmi přesně, např. pro monodisperzńı

polymer, jehož molekuly jsou všechny stejně velké. S přihlédnut́ım k (2.31) pak

rovnice (2.29) přejdou do tvaru

dM0

dt
= kgFgθ − 2kp (M1 +M0)

2 + kb(M1 −M0)− krM0,

dM1

dt
= kgFgθ − krM1,

dM2

dt
= kgFgθ + 4kp(M2 +M1)

2 −
kb
3

(

M2
2

M1

−M1

)

− krM2.

(2.32)

Jelikož za kĺıčový ukazatel gelace fibrinu považujeme moment M2, viz odstavec 2.3.1, lze po

zohledněńı podmı́nky uzávěru (2.31) a toho, že momenty M1 a M2 jsou na hodnotách

momentu M0 nezávislé, přistoupit k vypuštěńı rovnice (2.32)1, č́ımž soustavu rovnic (2.32)

zredukujeme pouze na dvě rovnice (2.32)2 a (2.32)3. Doplněńım reakčńıch část́ı obou

zmı́něných rovnic o vliv konvekce a difúze źıskáme model popisuj́ıćı časoprostorový vývoj

moment̊u M1 a M2

∂M1

∂t
= kgFgθ − krM1 +Df∆M1 −∇ · (bpvM1) ,

∂M2

∂t
= kgFgθ + 4kp (M2 +M1)

2 −
kb
3

(

M2
2

M1

−M1

)

− krM2+

+Df∆M2 −∇ · (bpvM2) .

(2.33)

Význam parametr̊u bp a Df u př́ıslušných člen̊u konvekce a difúze je vysvětlen ńıže.

Analogickým zp̊usobem lze rozš́ı̌rit i rovnici fibrinogenu (2.22)

∂Fg

∂t
= −kgFgθ − εg

(

Fg − F 0
g

)

+Dg∆Fg −∇ · (vFg) (2.34)

Obdobně jako v př́ıpadě dvourovnicového modelu polymerizace v odstavci 2.2, je

i uvedený tř́ırovnicový model (2.33) a (2.34) propojen s modelem popisuj́ıćım koagulačńı

kaskádu (2.1), předevš́ım pak tvorbu trombinu θ jako aktivátoru celého procesu

polymerizace fibrinu. Souhrnný model srážeńı krve na bázi tř́ırovnicového modelu

polymerizace lze pak vyjádřit v podobě následuj́ıćı soustavy parciálńıch diferenciálńıch
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rovnic

∂u

∂t
= −kdu+Du∆u−∇ · (vu),

∂θ

∂t
= kuu+

αθ2

θ + θ0
− κ1θ − γθϕ+Dθ∆θ −∇ · (vθ),

∂ϕ

∂t
= βθ

(

1−
ϕ

C

)

(

1 +
ϕ2

ϕ2
0

)

− κ2ϕ+Dϕ∆ϕ−∇ · (vϕ), (2.35)

∂Fg

∂t
= −kgFgθ − εg

(

Fg − F 0
g

)

+Dg∆Fg −∇ · (vFg),

∂M1

∂t
= kgFgθ − krM1 +Df∆M1 −∇ · (bpvM1) ,

∂M2

∂t
= kgFgθ + 4kp (M2 +M1)

2 −
kb
3

(

M2
2

M1

−M1

)

− krM2 +Df∆M2 −∇ · (bpvM2).

Analogicky k modelu (2.9) je i u modelu (2.35) vhodné omezit vliv konvekce a difúze

u člen̊u souvisej́ıćıch s polymerizaćı fibrinu, tedy M1 a M2, nebot’ se zvyšuj́ıćım se stupněm

polymerizace a postupnou gelaćı fibrinu bude vznikaj́ıćı trombus v̊uči protékaj́ıćı krvi

netečný. Tohoto doćıĺıme proměnnými parametry bp a Df , které omezuj́ı vliv př́ıslušných

člen̊u na pravé straně rovnic (2.35)5 a (2.35)6 . V souladu s p̊uvodńı praćı [22] jsou oba

koeficienty difúze a konvekce definovány jako funkce parametru Nw, který představuje

hmotnostně středńı molárńı hmotnost a je definován jako pod́ıl moment̊u M2 a M1

Nw =
M2

M1

. (2.36)

Konkrétně dle [22] jsou předpisy obou koeficient̊u bf a Df , jejichž pr̊uběhy jsou vykresleny

na obr. 2.5, dány ve tvaru

bp(Nw) =
1

1 +
Nw

Ne

,

Df (Nw) = DM2

1

Nw

1

1 +
Nw

Ne

= DM2

1

Nw

bp(Nw),

(2.37)

kde hodnota Ne = 10357 byla spočtena na základě hodnot uvedených v p̊uvodńım článku

[22].
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(a) Závislost parametru bp na Nw (b) Závislost parametru Df na Nw

Obr. 2.5: Pr̊uběhy parametr̊u konvekce bp a difúze Df

Při testováńı úloh srážeńı krve v r̊uzně složitých geometríıch cév (viz kapitola 4) se ovšem

závislost parametr̊u bp aDf na Nw ukázala být jako ne zcela vhodná. Jelikož je Nw definováno

jako pod́ıl moment̊u M2 a M1, viz (2.36), měla tato veličina při numerickém řešeńı tendenci

k výrazným hodnotovým výkyv̊um a zp̊usobovala nežádoućı zkresleńı numerických výsledk̊u,

zejména v př́ıpadě dosažeńı bodu gelace. Z tohoto d̊uvodu byly nové předpisy pro parametry

bp a Df [13] navrženy tak, aby závisely pouze na momentu M2 jako indikátoru gelace fibrinu

(viz obr. 2.6)

bp(M2) =

(

1 + 25
M2

M2max

)

−1

,

Df (M2) = DM

(

1 +
M2

4, 5× 10−6M2max

)

−1

,

(2.38)

kde M2max = 100mol·m−3 odpov́ıdá hodnotě představuj́ıćı úplnou polymerizaci fibrinu, tj.

stavu, kdy je již vytvořen nepropustný trombus.
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(a) Závislost parametru bp na M2 (b) Závislost parametru Df na M2

Obr. 2.6: Pr̊uběhy parametr̊u konvekce bp a difúze Df

2.5 Prouděńı krve

Z hlediska matematiky je úloha srážeńı krve obecně popsána rovnicemi, jež jsou dle svého

tvaru souhrnně označovány jako konvekčně-difúzně-reakčńı (convection-diffusion-reaction,

CDR [7]). Konkrétně pro i-tou chemickou látku představuj́ıćı např. některý z koagulačńıch

faktor̊u je př́ıslušná CDR rovnice dána tvarem

∂ci
∂t

+∇ · (vci −Di∇ci) = Ri, (2.39)

kde ci je koncentrace této látky, Di př́ıslušný difúzńı koeficient, v je vektor rychlosti prouděńı

krve a Ri je reakčńı část, která v sobě zahrnuje chemickou interakci zvolené látky s ostatńımi

substancemi. Jak je z podoby obecně nelineárńı rovnice (2.39) patrné, je model srážeńı krve

závislý na podobě proudového pole protékaj́ıćı krve, a to prostřednictv́ım konvektivńıho

členu. Samotné prouděńı krve je v této práci modelováno jako laminárńı izotermické prouděńı

nestlačitelné vazké kapaliny. Pokud bychom pro jednoduchost přijali v této práci předpoklad,

že protékaj́ıćı krev neńı zpětně ovlivněna př́ıtomnost́ı vznikaj́ıćı krevńı sraženiny, lze jej́ı

prouděńı matematicky popsat rovnićı kontinuity a Navierovými-Stokesovými rovnicemi ve

tvaru [23]

∇ · v = 0,

∂v

∂t
+ v · ∇v +

1

ρ
∇p = ν∆v,

(2.40)
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kde v je vektor rychlosti prouděńı krve, tlak je reprezentován veličinou p, ρ označuje hustotu

krve a ν představuje jej́ı kinematickou viskozitu. Vztah mezi ν a dynamickou viskozitou η je

vyjádřen jako

ν =
η

ρ
. (2.41)

Pro potřeby této diplomové práce je krev uvažována jako newtonská kapalina, jej́ıž tokové

parametry jsou uvedeny v tab. 5.

Tabulka 5: Uvažované parametry krve [13]

parametr hodnota jednotky

η 3,45×10−3 Pa · s

ρ 1050 kg·m−3

Z principu srážeńı krve in vivo je ovšem patrné, že utvář́ı-li se trombus (v našem

př́ıpadě modelovaný jako fibrinová śıt’ či gel), zcela jistě bude ovlivňovat protékaj́ıćı krev,

zejména pak ve svém bezprostředńım okoĺı. Pro zohledněńı funkce trombu jako krevńı

zátky v rámci numerických simulaćı je proto nutné přistoupit k jistým modifikaćım

soustavy (2.40). Vyjdeme-li z předpokladu, že na trombus můžeme nahĺıžet jako na porézńı

médium, jehož propustnost bude klesat v pr̊uběhu hemokoagulace, viz např. [15, 22], lze

využ́ıt vlastnost́ı tzv. Brinkmanova členu. Ten ve svém principu vycháźı z Darcyho zákona

popisuj́ıćıho ustálené laminárńı prouděńı porézńım médiem a jeho připojeńım

k rovnićım (2.40)2 źıskáme tzv. modifikované Navierovy-Stokesovy rovnice

∂v

∂t
+ v · ∇v +

1

ρ
∇ · p = ν∆v − ναpv, (2.42)

kde αp [m
−2] je koeficient filtračńıho odporu, který je inverzńı koeficientu permeability k [m2]

uváděného v rámci Darcyho zákona. Předpis pro filtračńı odpor je v rámci této diplomové

práce přejat z článku [22]

αp = α0M
2
1 (1− bp) , (2.43)

kde konstanta α0 = 1, 57× 1018 m4/mol2 je stanovena na základě charakteristického rozměru

a objemu monomeru fibrinu a parametr bp je dán vztahem (2.38)1.
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3 Numerické řešeńı model̊u hemokoagulace

V návaznosti na předchoźı kapitolu je úloha hemokoagulce v této práci matematicky popsána

soustavou parciálńıch diferenciálńıch rovnic (2.9), resp. (2.35). Jelikož jejich analytické řešeńı

neumı́me určit, budeme jej hledat pouze numericky. Z tohoto d̊uvodu je předmětem této

kapitoly popis numerických metod využitých při modelováńı polymerizace fibrinu.

Z d̊uvodu jednodušš́ıho výkladu a lepš́ı přehlednosti, zejména s ohledem na užit́ı celé

řady index̊u, bude v následuj́ıćıch odstavćıch postup pro prostorovou a časovou diskretizaci

CDR rovnic ukázán pouze na př́ıkladu jedné skalárńı rovnice popisuj́ıćı časoprostorový vývoj

koncentrace c bĺıže nespecifikované chemické látky

∂c

∂t
+∇ · (vc)−D∇ · (∇c) = R(c). (3.1)

Omeźıme–li se na 2D př́ıpad, lze předchoźı rovnici přepsat do podoby

∂c

∂t
+

∂

∂x
(vxc) +

∂

∂y
(vyc)−D

[

∂

∂x

(

∂c

∂x

)

+
∂

∂y

(

∂c

∂y

)]

= R(c), (3.2)

kde vx a vy jsou složky vektoru rychlosti protékaj́ıćı krve ve směru os x a y.

Uvažujme pro T > 0 časoprostorový válec ΩT = Ω× (0, T ), kde Ω ∈ R
2 je dvojrozměrná

výpočtová oblast s hranićı ∂Ω, pro kterou plat́ı ∂Ω = ∂ΩI ∪ ∂ΩO ∪ ∂ΩW ∪ ∂ΩS, viz

obr. 3.1. Část hranice ∂ΩI představuje vstup, symbolem ∂ΩW jsou označeny nepoddajné

a nepropustné stěny, výstup je reprezentován část́ı hranice ∂ΩO a část nepoddajné

a nepropustné stěny, kde je předepsán stimul (trigger) hemokoagulace, je označen

symbolem ∂ΩS. Barevné zvýrazněńı jednotlivých část́ı hranice ∂Ω patrné na obr. 3.1 je pro

lepš́ı přehlednost použito i v následuj́ıćı kapitole 4 při formulováńı vybraných úloh

kardiovaskulárńı biomechaniky.

Obr. 3.1: Výpočtová oblast Ω s hranićı ∂Ω

25



3. NUMERICKÉ ŘEŠENÍ MODELŮ HEMOKOAGULACE

3.1 Prostorová diskretizace – metoda konečných objemů

Metoda konečných objemů je jedńım z efektivńıch nástroj̊u prostorové diskretizace

využ́ıvaných převážně při numerickém řešeńı parciálńıch diferenciálńıch rovnic či jejich

soustav, a to převážně d́ıky svoj́ı aplikovatelnosti na strukturované a nestrukturované śıtě

ve 2D a 3D oblastech.

Proved’me tedy prostorovou diskretizaci rovnice (3.2) pomoćı tzv.
”
cell-centered“ metody

konečných objemů. V souladu s principy numerických metod rozděĺıme oblast Ω na konečný

počet disjunktńıch podoblast́ı – obecných čtyřúhelńık̊u s vrcholy A1, A2, A3 a A4, např.

tak, jak je znázorněno na obr. 3.2 (př́ıklad nestrukturované výpočtové śıtě). Tyto oblasti

Obr. 3.2: Nestrukturovaná výpočtová śıt’

nazývejme kontrolńımi objemy, které pro př́ıpad strukturované śıtě označme symbolem Ωij

(obr. 3.3). Daľśı odvozováńı bude z d̊uvodu jednodušš́ıho výkladu a přehlednosti realizováno

pro př́ıpad strukturované śıtě, viz obr. 3.3.

(a) Strukturovaná śıt’ (b) Kontrolńı objem Ωij a jeho hranice Γij

Obr. 3.3: Strukturovaná śıt’ a kontrolńı objem
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Zintegrujme nyńı rovnici (3.2) přes každý kontrolńı objem Ωij

∫

Ωij

∂c

∂t
dS +

∫

Ωij

2
∑

s=1

∂

∂xs
(vsc) dS = D

∫

Ωij

2
∑

s=1

∂

∂xs

(

∂c

∂xs

)

dS +

∫

Ωij

R(c) dS. (3.3)

Hodnotu neznámé koncentrace cij na kontrolńım objemu Ωij stanov́ıme pomoćı integrálńıho

pr̊uměru

cij =
1

|Ωij|

∫

Ωij

c dS ⇒

∫

Ωij

c dS = |Ωij|cij, (3.4)

kde |Ωij| je obsah buňky Ωij. Vrát́ıme-li se k rovnici (3.3), lze s uvážeńım (3.4) prvńı člen na

levé straně rovnice (3.3) a posledńı člen na pravé straně tamtéž upravit na následuj́ıćı tvary

∫

Ωij

∂c

∂t
dS ≈

d

dt
|Ωij|cij,

∫

Ωij

R(c) dS ≈ R(c)|Ωij|. (3.5)

Výraz představuj́ıćı konvekci lze pomoćı Greenovy věty převést z plošného integrálu na

křivkový
∫

Ωij

∂

∂x
(vxc) +

∂

∂y
(vyc) dS =

∮

∂Ωij

[

(vxc)
1nij + (vyc)

2nij

]

dl, (3.6)

kde 1nij,
2nij jsou složky vněǰśı normály k hranici ∂Ωij. Výraz (3.6) vyjadřuje celkový tok

hranićı ∂Ωij buňky Ωij. Pokud ho nahrad́ıme součtem tok̊u přes jednotlivé hrany Γm
ij ,

m = 1 . . . 4, źıskáme

∮

∂Ωij

[

(vxc)
1nij + (vyc)

2nij

]

dl =
4
∑

m=1

∫

Γm
ij

[

(vxc)m
xnm

ij + (vyc)m
ynm

ij

]

dl. (3.7)

Aproximaćı toku skrze hranu Γm
ij dostaneme

1

|Γm
ij |

∫

Γm
ij

[

(vxc)m
xnm

ij + (vxc)m
ynm

ij

]

dl ≈ vm1 cm
xnm

ij + vm2 cm
ynm

ij , (3.8)

kde |Γm
ij | je délka hrany Γm

ij a vms s-tá složka vektoru rychlosti ve středu hrany Γm
ij . Celkový

tok hranićı buňky Ωij lze tedy psát jako

4
∑

m=1

(

vm1 cm
xnm

ij + vm2 cm
ynm

ij

)

|Γm
ij |. (3.9)
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Zadefinujeme-li normálový vektor k hraně Γm
ij jako Sm = nm

ij |Γ
m
ij | = [xSm,

y Sm]
T , pak

normálová rychlost na této hraně je dána vztahem

wm = vm1
xSm + vm2

ySm. (3.10)

Výraz (3.9) reprezentuj́ıćı celkový tok hranićı buňky pak s uvážeńım (3.10) přejde do podoby

4
∑

m=1

(

vm1 cm
xnm

ij + vm2 cm
ynm

ij

)

|Γm
ij | =

4
∑

m=1

wmcm. (3.11)

Zabývejme se nyńı zbývaj́ıćım difúzńım členem

D

∫

Ωij

2
∑

s=1

∂

∂xs

(

∂c

∂xs

)

dS = D

∫

Ωij

[

∂

∂x

(

∂c

∂x

)

+
∂

∂y

(

∂c

∂y

)]

dS. (3.12)

Pomoćı Greenovy věty jej lze přepsat do podoby

D

∫

Ωij

[

∂

∂x

(

∂c

∂x

)

+
∂

∂y

(

∂c

∂y

)]

dS = D

∮

∂Ωij

(

∂c

∂x
1ni,j +

∂c

∂y
2ni,j

)

dl. (3.13)

Celkovou difúzi přes hranici ∂Ωij můžeme opět nahradit součtem přes jednotlivé hrany Γm
ij ,

tud́ıž

D

∮

∂Ωij

[(

∂c

∂x

)

1ni,j +

(

∂c

∂y

)

2ni,j

]

dl = D
4
∑

m=1

∫

Γm
ij

[(

∂c

∂x

)
∣

∣

∣

∣

m

xnm
i,j +

(

∂c

∂y

)
∣

∣

∣

∣

m

ynm
i,j

]

dl.

(3.14)

Nakonec ještě aproximujme integrál pomoćı derivace ve středu hrany Γm
ij

D
4
∑

m=1

∫

Γm
ij

[(

∂c

∂x

)∣

∣

∣

∣

m

xnm
i,j +

(

∂c

∂y

)∣

∣

∣

∣

m

ynm
i,j

]

dl ≈ D

4
∑

m=1

[(

∂c

∂x

)∣

∣

∣

∣

m

xnm
i,j +

(

∂c

∂y

)∣

∣

∣

∣

m

ynm
i,j|Γ

m
ij |

]

.

(3.15)

Prostorová diskretizace pomoćı
”
cell-centered“ metody konečných objemů pro jednu CDR

parciálńı diferenciálńı rovnici (3.1) pak přejde do podoby

d

dt
(cij) = R(cij)−

1

|Ωij|

4
∑

m=1

(wmcm) +
D

|Ωij|

4
∑

m=1

[(

∂c

∂x

)

m

xSm +

(

∂c

∂y

)

m

ySm

]

. (3.16)
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3.1.1 Numerická aproximace difúzńıho členu

Pro výpočet difúzńıho členu v rovnici (3.16) diskretizované ve smyslu metody konečných

objemů potřebujeme určit hodnoty derivaćı
(

∂c
∂x

)

m
a
(

∂c
∂y

)

m
na hraně Γm

ij . V rámci tohoto

odstavce se pokuśıme naznačit postup jejich stanoveńı.

Mějme primárńı buňku Ωij, která s buňkou Ωi,j+1 sd́ıĺı hranu Γm
ij viz obr. 3.4. Výpočet

zmı́něných derivaćı na hranici Γm
ij je zde proveden centrálně s druhým řádem přesnosti za

použit́ı tzv. duálńıch buněk. Pro aproximaci např. derivace
(

∂c
∂x

)

1
na hranici Γ1

ij, která dle

obr. 3.4 odpov́ıdá duálńı buňce Ωi+1/2,j se středem v bodě (i+1/2, j), použijeme větu o středńı

hodnotě a Greenovu větu

(

∂c

∂x

)

i+1/2,j

≈
1

|Ωi+1/2,j|

∫

Ωi+1/2,j

∂c

∂x
dS =

1

|Ωi+1/2,j|

∮

∂Ωi+1/2,j

c xnk
i+1/2,j dl =

=
1

|Ωi+1/2,j|

4
∑

k=1

∫

Γk
i+1/2,j

ck
xnk

i+1/2,j dl ≈
1

|Ωi+1/2,j|

4
∑

k=1

ck
xnk

i+1/2,j |Γ
k
i+1/2,j| =

=
1

|Ωi+1/2,j|

4
∑

k=1

ck ∆yk,

(3.17)

přičemž |Ωi+1/2,j| je obsah duálńı buňky, |Γk
i+1/2,j| je délka k-té hrany duálńı buňky a ck je

hodnota koncentrace ve středu zmı́něné hrany, viz dále. Pro odvozeńı (3.17) bylo využito

vlastnosti xnk
i+1/2,j|Γ

k
i+1/2,j| = ∆yk, kde pro k = 1, . . . , 4 plat́ı

∆y1= yi,+1,j − y+1/2,j−1/2, ∆y2 = yi+1/2,j+1/2 − yi+1,j,

∆y3= yi,j − yi+1/2,j+1/2, ∆y4 = yi+1/2,j−1/2 − yi,j
(3.18)

a např. yi,j představuje y-ovou souřadnici bodu (i, j).

Analogicky můžeme psát

(

∂c

∂y

)

i+1/2,j

≈ −
1

|Ωi+1/2,j|

4
∑

k=1

ck ∆xk. (3.19)

Hodnoty koncentrace ck źıskáme jako aritmetický pr̊uměr hodnot v uzlech duálńı buňky

nálež́ıćı př́ıslušné hraně Γm
ij

c1 =
1
2
(ci+1,j + ci+1/2,j−1/2), c2 =

1
2
(ci+1,j + ci+1/2,j+1/2),

c3 =
1
2
(ci,j + ci+1/2,j+1/2), c4 =

1
2
(ci,j + ci+1/2,j−1/2),

(3.20)
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Obr. 3.4: Duálńı buňka (vyznačena přerušovanou čarou) Ωi+1/2,j na hraně Γm=1
ij k primárńı

buňce Ωij

kde hodnoty v uzlech urč́ıme jako pr̊uměry ze středu primárńıch buněk, např. dle obr. 3.4

ci+1/2,j+1/2 =
1

4
(cij + ci+1,j + ci,j+1 + ci+1,j+1). (3.21)

3.1.2 Numerická aproximace konvektivńıho členu

V rámci tohoto odstavce si přibĺıž́ıme zp̊usob výpočtu konvektivńıho členu uvedeného

v rovnici (3.16). Mějme dva konečné objemy Ωij a Ωi,j+1 se společnou hranou Γm
ij , viz

obr. 3.5. Výpočet konvektivńıho toku touto hranou lze v souladu s (3.11) provést několika

zp̊usoby s r̊uznými řády přesnosti. Na základě dř́ıve provedených testovaćıch výpočt̊u, které

v př́ıpadě CDR rovnic byly často zat́ıženy numerickými oscilacemi, bylo v této práci

přistoupeno k aplikaci upwind schématu 1. řádu přesnosti

(wmcm)i+ 1

2
,j ≈







wmcij pro wm ≥ 0,

wmci+1,j pro wm < 0.
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Obr. 3.5: Výpočet toku přes hranu Γm
ij

Zavedeme-li veličiny

w+
m = max(wm, 0), w−

m = min(wm, 0), (3.22)

můžeme tok hranou zapsat v podobě tzv. zobecněného upwind schématu s 1. řádem přesnosti

(wmcm)i+ 1

2
,j ≈ w+

mcij + w−

mci+1,j. (3.23)

V odborné literatuře se lze rovněž setkat se zápisem v následuj́ıćım tvaru

(wmcm)i+ 1

2
,j ≈

1

2
wm(ci,j + ci+1,j)−

1

2
β |wm| (ci+1,j − ci,j), (3.24)

kde volbou parametru β můžeme ovlivnit řád zvoleného schématu. Zobecněné upwind schéma

źıskáme pro β = 1.

Zde je třeba poznamenat, že složky vektoru rychlosti jsou v této práci známy pouze ve

středech primárńıch buněk. Hodnoty normálové rychlosti na hraně buňky jsou proto

vypočteny pomoćı známých hodnot ve středech buněk náležej́ıćıch př́ıslušné hraně. V této

práci byla hodnota normálové rychlosti na hraně určena pomoćı vážené interpolace, která

zohledňuje vzdálenost střed̊u buněk od hrany, a tedy nepoměrnou velikost sousedńıch

buněk, která může být zp̊usobena diskretizaćı śıtě hlavně v oblasti mezńı vrstvy.

Připomeňme vztah pro normálovou rychlost wm na hraně Γm
ij

wm = vmx
xSm + vmy

ySm. (3.25)
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Složky rychlosti vmx a vmy na hraně Γm
ij byly určeny pomoćı vážené interpolace jako

vmx =

v2i,j
l1

+
v2i+1,j

l2
1

l1
+

1

l2

=
v1i,jl2 + v1i+1,jl1

l1 + l2
,

vmy =

v2i,j
l1

+
v2i+1,j

l2
1

l1
+

1

l2

=
v2i,jl2 + v2i+1,jl1

l1 + l2
,

(3.26)

kde l1 a l2 jsou vzdálenosti střed̊u buněk Ωi,j a Ωi+1,j od středu hrany Γm
ij a v1i,j, v

1
i+1,j, resp.

v2i,j, v
2
i+1,j jsou složky rychlosti ve směru osy x, resp. y ve středech př́ıslušných buněk, viz

obr. 3.5.

3.1.3 Numerická aproximace na hranici

Pro určeńı neznámých hodnot koncentrace na hranici ∂Ωij kontrolńıho objemu Ωij (obr. 3.6a)

byla pro potřeby této práce použita na hranici extrapolace s prvńım řádem přesnosti.

c|∂Ωij
= cij. (3.27)

Konvektivńı člen na hranici, kde jsou předepsány nepoddajné a nepropustné stěny, neńı třeba

v rovnićıch uvažovat, jelikož se neprojev́ı z d̊uvodu neskluzové okrajové podmı́nky (nulové

rychlosti na stěnách).

(a) Extrapolace na hranici ∂Ωij

(b) Duálńı buňka (vyznačena přerušovaně) na
hranici ∂Ωij

Obr. 3.6: Př́ıklad hraničńıch kontrolńıch objemů Ωij

Výpočet derivaćı difúzńıho členu na hranici byl proveden pomoćı duálńı buňky, obdobně jako

v odstavci 3.1.1. Duálńı buňka je na hranici tvořena pouze třemi hranami, viz obr. 3.6b, proto
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(

∂c

∂x

)

i+1/2,j

≈
1

|Ω∆
i+1/2,j|

(c1 ∆y1 + cAB ∆yAB + c4 ∆y4) , (3.28)

kde hodnoty c1 a c4 jsou určeny v (3.20) a ∆y1 a ∆y4 v (3.18), koncentrace cAB a délka hrany

∆yAB odpov́ıdaj́ı př́ıslušným veličinám spočteným na hraně AB. Obdobně plat́ı

(

∂c

∂y

)

i+1/2,j

≈ −
1

|Ω∆
i+1/2,j|

(c1 ∆x1 + cAB ∆xAB + c4 ∆x4) . (3.29)

3.2 Časová diskretizace

V souladu s dř́ıve zavedeným časoprostorovým válcem ΩT byl zmı́něn časový interval (0, T ),

T > 0, který je zde za účelem časové diskretizace rovnice (3.16) rovnoměrně rozdělen

0 < t1 < t2 < . . . < T s časovým krokem ∆t = tn+1 − tn. Dále označme symbolem cnij
aproximaci koncentrace cij(t

n) v čase tn tak, že aplikaćı explicitńı Eulerovy dopředné

metody na rovnici (3.16) nám tato rovnice diskretizovaná ve smyslu
”
cell-centered“ metody

konečných objemů přejde do následuj́ıćıho tvaru:

cn+1
ij = cnij +∆t

[

R(cnij)−
1

|Ωij|
Fk(c

n
ij) +

D

|Ωij|
Fd(c

n
ij)

]

, (3.30)

kde Fk(c
n
ij), resp. Fd(c

n
ij) označuj́ı numerické aproximace konvektivńıho, resp. difúzńıho členu

na kontrolńım objemu Ωij, které byly podrobně popsány v odstavćıch 3.1.1 a 3.1.2.

Na závěr zde poznamenejme, že výše popsaný princip numerického řešeńı parciálńı

diferenciálńı CDR rovnice pro koncentraci c bĺıže nespecifikované chemické látky byl

v rámci předložené diplomové práce rozš́ı̌ren pro soustavu CDR rovnic v souladu

s matematickými modely hemokoagulace popsanými v kapitole 2. Výpočetńı algoritmus na

bázi rovnice (3.30) byl implementován v programovaćım prostřed́ı softwaru MATLAB

a verifikován pomoćı výsledk̊u, které byly źıskány pomoćı komerčńıho softwaru Ansys

Fluent, viz odstavec 4.2. Postup řešeńı model̊u hemokoagulace v př́ıpadě softwaru Ansys

Fluent je nast́ıněn v následuj́ıćım odstavci této kapitoly.

3.3 Implementace model̊u hemokoagulace v prostřed́ı softwaru

Ansys Fluent

Jak bylo zmı́něno výše, byly v prostřed́ı softwaru Ansys Fluent implementovány dva

matematické modely popisuj́ıćı srážeńı krve (2.9) a (2.35). Přestože je tento program určen

primárně pro řešeńı úloh prouděńı stlačitelných a nestlačitelných tekutin, jeho

programovaćı rozhrańı umožňuje uživateli nadefinovat vlastńı programové moduly pomoćı
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3. NUMERICKÉ ŘEŠENÍ MODELŮ HEMOKOAGULACE

tzv. user-defined functions (UDFs) a rozš́ı̌rit klasický model prouděńı o určitý počet

transportńıch rovnic (user-defined scalar, UDS), a to včetně zde uvažovaných rovnic typu

CDR. Formou UDS lze konkrétně implementovat rovnice v následuj́ıćım tvaru [1]

∂ρc

∂t
+∇ · (ρvc) = D∆c+R(c), (3.31)

kde ρ je hustota transportńı tekutiny (zde krve) a v je vektor rychlosti jej́ıho prouděńı.

Význam ostatńıch veličin v (3.31) je analogický k veličinám uvedeným v rovnici (2.39).

Zároveň je vhodné na tomto mı́stě poznamenat, že vzhledem k př́ıtomnosti hustoty v (3.31)

je nutné před samotnou implementaćı vlastńıch CDR rovnic v prostřed́ı programu Ansys

Fluent provést rozměrovou analýzu všech konstant a parametr̊u vyskytuj́ıćıch se

v konvektivńıch, difúzńıch a reakčńıch členech.

S odkazem na manuál softwaru Ansys Fluent [1] byla implementace model̊u

hemokoagulace (2.9) a (2.35) realizována předevš́ım formou zdrojových člen̊u, v rámci

kterých byly definovány reakčńı členy př́ıslušných model̊u. Toho bylo doćıleno výše

zmı́něnými programovými UDF moduly, psanými v programovaćım jazyce C. V rámci této

diplomové práce vznikly dva tyto moduly pojmenované po autorech obou uvažovaných

model̊u srážeńı krve – UDF Seo.c a UDF Rukhlenko.c. Oba programové moduly jsou

součást́ı př́ılohy této práce.

Vzhledem k tomu, že implementace CDR rovnic v programu Ansys Fluent neńı spjata

pouze s předepsáńım reakčńıch člen̊u, ale vyžaduje i dodefinováńı celé řady daľśıch funkćı

(např. okrajových podmı́nek pro trigger či rychlost toku krve), je zde dále uveden přehled

jednotlivých funkćı, které bylo nutné doprogramovat a jsou součást́ı zmı́něných UDF modul̊u.

• inlet x velocity

funkce pro předepsáńı parabolického rychlostńıho profilu na vstupu výpočtové oblasti

(předpoklad ustáleného prouděńı);

• stimulace boundary

definováńı okrajové podmı́nky pro stimul (trigger) procesu hemokoagulace, viz obr. 4.8;

• DELTAT mydeltat

definováńı proměnného časového kroku v závislosti na koncentraci cm nebo M2

(adaptace časového kroku je nutná předevš́ım po dosažeńı bodu gelace, kdy

polymerizace uvnitř výpočtové oblasti začne prob́ıhat velice rychle);

• DEF flux M2 , DEF flux cm

výpočet a aplikace proměnného parametru bp u konvektivńıho členu v polymerizačńıch

rovnićıch, viz obr. 2.1 a obr. 2.6;

34
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• DEF diff M2, DEF diff cm

výpočet a aplikace proměnného parametru Df u difúzńıho členu v polymerizačńıch

rovnićıch, viz obr. 2.1 a obr. 2.6;

• AT END hodnota M2, AT END hodnota cm

kontrola dosažeńı bodu gelace u veličin M2 a cm na konci časového kroku, v́ıce viz

odstavec 4.1;

• ADJ hodnota M2, ADJ hodnota cm

kontrola dosažeńı bodu gelace u veličin M2 a cm na začátku časového kroku po

implementaci okrajových podmı́nek, v́ıce viz odstavec 4.1;

• source uds k, k = 0, 1, . . . , n− 1, kde n je počet CDR rovnic v modelu hemokoagulace

definice zdrojových (reakčńıch) člen̊u jednotlivých CDR rovnic a jejich derivaćı, které

jsou nezbytné pro jejich numerické řešeńı v programu Ansys Fluent;

• momentum x, momentum y

definice Brinkmanova členu a jeho derivace.
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4 Vybrané úlohy kardiovaskulárńı biomechaniky

Kardiovaskulárńı biomechanika řeš́ı úlohy týkaj́ıćı se srdce a cévńıho systému. Předmětem

zájmu tohoto vědńıho oboru je mimo jiné predikce patologických stav̊u v součinnosti se

známými klinickými poznatky, posouzeńı možných rizik např. ruptur aterosklerotických plát̊u

či optimalizace lékařských zákrok̊u s ohledem na zdravotńı stav pacienta.

Matematické modely využ́ıvané v úlohách kardiovaskulárńı biomechaniky můžeme

rozdělit do dvou velkých skupin – na diagnostické a prediktivńı [12]. Diagnostické

matematické modely hledaj́ı určité charakteristiky kardiovaskulárńıho systému. Do této

skupiny řad́ıme např. určeńı rozložeńı tlakového a rychlostńıho pole v cévńım systému nebo

stanoveńı napjatosti srdce při určitém fyziologickém stavu. Naopak prediktivńı modely se

snaž́ı předv́ıdat, jak se bude systém dále vyv́ıjet. Patř́ı sem např. modely pro posouzeńı

rizik ruptury cévńıch výdut́ı či modely srážeńı krve.

Složitost matematickým model̊u se r̊uzńı v závislosti na modelované úloze a zvolené mı́̌re

zjednodušeńı. Obecně však, podobně jako u jiných úloh biomechaniky, plat́ı, že komplexńı

modely vyžaduj́ı pro své řešeńı deľśı výpočetńı čas a zpravidla také určeńı velkého počtu

konstant potřebných pro výpočet. Na druhou je-li zvolený model př́ılǐs jednoduchý, nemuśı

plně postihovat všechny biologicky významné rysy dané biomechanické úlohy.

V rámci této diplomové práce byly zvoleny oba typy př́ıstup̊u pro popis procesu

polymerizace fibrinu, a to jednak pomoćı jednoduchého dvourovnicového modelu

(odstavec 2.2) a jednak prostřednictv́ım komplexněǰśıho tř́ırovnicového modelu

(odstavec 2.4). Pro posouzeńı použit́ı těchto dvou model̊u jsou zde pro potřeby této práce

uvažovány tři nejčastěǰśı typy úloh, kde ke vzniku krevńıch sraženin obvykle docháźı. Tyto

tři úlohy jsou zvoleny tak, aby bylo možné posoudit výhody a nevýhody obou zmı́něných

model̊u polymerizace a stanovit tak jejich použitelnost např. v reálných geometríıch cév.

Popǐsme nyńı v následuj́ıćıch odstavćıch zmı́něné úlohy kardiovaskulárńı biomechaniky,

kterými se budeme dále podrobněji zabývat.

Aneurysma

Aneurysma neboli výdut’ je rozš́ı̌reńı oslabené cévńı stěny, jej́ıž prasknut́ı (ruptura) může

být ve většině př́ıpad̊u smrtelné. Rozlǐsujeme převážně dva druhy aneurysmatu – vřetenovité

(fusiformńı), které se objevuje v oblasti břǐsńı aorty nebo krčńıch tepen, a aneurysma vakovité

(sakulárńı), jež vzniká předevš́ım u mozkových cév, viz obr. 4.1.
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Obr. 4.1: Aneurysma vřetenovité (a,b) a vakovité (c,d), převzato z [12]

Vznik aneurysmatu může být podmı́něn jak geneticky, např. v d̊usledku Marfanova

nebo Ehlers-Danlosova syndromu, které jsou spojovány s onemocněńım pojivové tkáně, tak

i faktory jako je vysoký krevńı tlak či kouřeńı. Daľśı vývoj a r̊ust aneurysmatu je

doprovázen oslabeńım cévńı stěny v d̊usedku ztráty jej́ı elastické složky – elastinu3.

S ohledem na abnormálńı geometrii většiny aneurysmat (obr. 4.1), je jejich př́ıtomnost

v krevńım řečǐsti často doprovázena vznikem tzv. intraluminálńıho4 trombu (Intra-Luminal

Thrombus – ILT), který jak biochemicky, tak biomechanicky významnou měrou ovlivňuje

daľśı vývoj aneurysmatu. Z pohledu biomechaniky je to předevš́ım význam kryćı, nebot’

jistým zp̊usobem př́ıtomnost trombu napomáhá oslabené cévńı stěně tlumit nárazy od

protékaj́ıćı krve, zejména v př́ıpadě aortálńıch aneurysmat. Co se týče vlivu chemických

látek na vývoj intraluminálńıho trombu včetně samotného mechanismu jeho vzniku, jsou

i v současnosti tyto oblasti biologie člověka z velké části neprobadané, jak ukazuje např.

studie citebias.

Výpočtová oblast

Pro řešeńı úlohy anuerysmatu byla v programu Ansys Workbench vytvořena a diskretizována

oblast znázroněná na obr. 4.2. S ohledem na předpokládaný princip vzniku intraluminálńıch

tromb̊u u vřetenovitých anaurysmat, který je spjat předevš́ım se stagnaćı krve, je v námi

uvažované úloze poloha stimulu (triggeru) koagulace zvolena na stěnách výdutě, viz zeleně

vyznačená hranice ∂ΩS na obr. 4.2. Ostatńı barevně zvýrazněné hranice představuj́ı vstup

∂ΩI (modře) a výstup ∂ΩO (červeně) v souladu se značeńım uvedeným v odstavci 3.1 na

obr. 3.2.

3vláknitá b́ılkovina, složka vaziva
4uvnitř lumen (pr̊usvitu) cévy
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Vzhledem k tomu, že pro numerickou simulaci srážeńı krve je vyžadována znalost

rychlostńıho pole, je v rámci této úlohy přistoupeno k jistému zjednodušeńı. Konkrétně je

zde přijat předpoklad ustáleného toku krve, který byl pro potřeby této diplomové práce

stanoven prostřednictv́ım programu Ansys Fluent. Pro źıskáńı rozložeńı rychlosti

znázorněného na obr. 4.3 byly předepsány následuj́ıćı okrajové podmı́nky:

• nepoddajné a nepropustné stěny ∂ΩW ∪ ∂ΩS – neskluzová podmı́nka (nulová rychlost),

• výstup ∂ΩO – konstantńı hodnota tlaku pout,

• vstup ∂ΩI – plně vyvinutý parabolický rychlostńı profil se složkami vektoru rychlosti ve

směru os x a y

vx(y) = ust

(

1−
y2

R2

)

,

vy(y) = 0,
(4.1)

kde ust je pr̊uměrná rychlost, y je vzdálenost od střednice cévy a R je poloměr cévy. Rozměry

zvolené výpočtové oblasti včetně hodnot tokových veličin předepsaných na vstupu a výstupu

jsou uvedeny v tab. 6.

Tabulka 6: Parametry úlohy aneurysmatu

parametr hodnota jednotky

L 0,04 m

D = 2R 0,006 m

vst 6×10−3 m·s−1

pout 12 000 Pa

počet element̊u śıtě 8856 -

Obr. 4.2: Výpočtová oblast – zeleně je vyznačena oblast p̊usobeńı stimulu (triggeru u), modře
vstup a červeně výstup
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Obr. 4.3: Rozložeńı rychlosti ustáleného prouděńı krve v rámci modelu aneurysmatu

Mozkové aneurysma

Tento typ cévńı výdutě má obvykle podobu tenkostěnné vypoukliny mozkové cévy, která se

nacháźı na povrchu mozku a zajǐst’uje jeho okysličeńı. Riziko prasknut́ı aneurysmatu, které

se považuje za nejčastěǰśı př́ıčinou subarachnoidálńıho (mozkového) krváceńı, je ńızké, ovšem

jeho dopady na zdravotńı stav pacienta bývaj́ı o to závažněǰśı. Přesná př́ıčina vzniku a ruptury

mozkového aneurysmatu z̊ustává stále nejasná, většinou se jedná o kombinaci v́ıcero faktor̊u,

např. fyziologických a hemodynamických [19]. Vzhledem k obt́ıžné př́ıstupnosti a vysokým

operačńım rizik̊um je nejběžněǰśı zp̊usob lékařského ošetřeńı mozkových aneurysmat založen

na zavedeńı kovové spirály (coil), která v daném mı́stě vyvolá tvorbu krevńı sraženiny, č́ımž

dojde k vyplněńı a stabilizaci výdutě. Spirála může být nav́ıc doplněna stentem5, který bráńı

jej́ımu vniknut́ı do mozkové cévy.

Výpočtová oblast

Úloha mozkového aneurysmatu byla řešena pro idealizovanou 2D geometrii s výpočtovou śıt́ı

znázorněnou na obr. 4.4. Barevně zvýrazněné hranice odpov́ıdaj́ı dř́ıve zavedenému značeńı

u obr. 3.1. Stejně jako v předchoźım př́ıpadě i pro tento model uvažujeme prouděńı krve

ustáleného charakteru (obr. 4.5), které bylo spočteno pomoćı programu Ansys Fluent pro

okrajové podmı́nky totožné jako v př́ıpadě aneurysmatu výše. Oproti předchoźı úloze je zde

proudové pole uvažovaného mozkového aneurysmatu charakterizováno výraznou recirkulačńı

zónou v oblasti mozkové výdutě, viz detailńı pohled na obr. 4.5. Uvažované parametry modelu

a úlohy jsou shrnuty v tab. 7.

5zdravotnický prostředek udržuj́ıćı pr̊uchodnost cévy
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Tabulka 7: Parametry úlohy mozkového aneurysmatu

parametr hodnota jednotky

L 0,018 m

D = 2R 0,002 m

vst 0,05 m·s−1

pout 12 000 Pa

počet element̊u śıtě 5851 -

Obr. 4.4: Výpočtová oblast (barevné označeńı hranic je analogické k úloze aneurysmatu)

Obr. 4.5: Rozložeńı rychlosti ustáleného prouděńı krve v rámci modelu mozkového
aneurysmatu s detailńım pohledem na podobu rychlostńıho pole uvnitř výdutě

Stenóza

Stenóza je patologické zúžeńı pr̊usvitu cévy, které vzniká v d̊usledku hromaděńı a usazováńı

tukových látek ve stěně cévy (ateroskleróza). V rané fázi onemocněńı se tyto látky ukládaj́ı

ve vnitřńı vrstvě cévy (tunica intima), č́ımž může docházet k jej́ımu patologickému zbytněńı.

V daľśım stádiu se z usazených tukových látek, určitých buněk (makrofág̊u) a daľśıch látek
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utvář́ı tzv. aterosklerotický plát. Ten v počátečńı fázi neńı nikterak výrazný, d́ıky čemuž

z̊ustává pr̊usvit cévy obvykle zachován. S postupem času ovšem docháźı ke zvětšováńı plátu

a ke vzniku stenózy, která již výraznou měrou omezuje tok krve [12].

Ruptura nestabilńıho aterosklerotického plátu je vždy provázena vznikem krevńıch

sraženin, nebot’ poškozeńı plátu vede k vyplaveńı chemických látek, které spoušt́ı

koagulačńı kaskádu (kontakt krve se smáčivým povrchem). V závislosti na podobě

proudového pole mohou vzniklé krevńı sraženiny bud’ vést k úplné blokaci cévy, nebo být

v d̊usledku p̊usobeńı okoĺı odtrženy a unášeny dále po proudu, kde mohou zp̊usobit ucpáńı

některého z cévńıch řečǐst’. Prasknut́ı aterosklerotického plátu bývá závažný a často život

ohrožuj́ıćı stav, který je často př́ıčinou mozkové mrtvice (stenóza karotické tepny) či

infarktu myokardu (zúžeńı koronárńıch tepen).

Výpočtová oblast

Pro úlohu stenózy byla vytvořena 2D geometrie, která byla obdobně jako v předchoźıch

př́ıpadech disketizována v programu Ansys Workbench, viz obr. 4.6. Stejně jako u úloh

s aneurysmaty je i v př́ıpadě stenózy přistoupeno ke zjednodušeńı v podobě ustáleného

prouděńı (obr. 4.7), které bylo stanoveno pomoćı programu Ansys Fluent předepsáńım

okrajových podmı́nek popsanými výše. Parametry modelu a modelované úlohy jsou

uvedeny v tab. 8.

Tabulka 8: Parametry úlohy stenózy

parametr hodnota jednotky

L 0,04 m

D = 2R 0,006 m

vst 6×10−3 m·s−1

pout 12 000 Pa

počet element̊u śıtě 8038 -

Obr. 4.6: Výpočtová oblast (barevné označeńı hranic je analogické k úloze aneurysmatu)
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Obr. 4.7: Rozložeńı rychlosti ustáleného prouděńı krve v rámci modelu stenózy

4.1 Okrajové a počátečńı podmı́nky

Popǐsme stručně v tomto odstavci počátečńı a okrajové podmı́nky uvažované v modelech

srážeńı krve (2.9) a (2.35), které pro lepš́ı přehlednost jsou u obou model̊u zvoleny totožné

a jsou inspirovány výsledky test̊u provedenými v bakalářské práci [7].

Počátečńı koncentrace fibrinogenu byla zvolena pro celou oblast Ω jako konstantńı

nenulová hodnota (9 × 10−2 mol/m3), která odpov́ıdá fyziologické koncentraci fibrinogenu

v krvi. Koncentrace všech ostatńıch látek účastńıćıch se procesu hemokoagulace byly v celé

oblasti nulová. Tyto podmı́nky odpov́ıdaj́ı situaci, kdy cévou proud́ı krev a k žádnému

srážeńı krve nedocháźı.

Proces srážeńı krve je zahájen nenulovým stimulem vněǰśıho spouštěče (trigger), který

je vylučován poškozenou cévou nebo při ruptuře aterosklerotického plátu na hranici ∂Ωs.

Vývoj tohoto stimulu během simulaćı neńı náhodný, ale v rámci této práce volený tak, aby

co nejlépe odpov́ıdal tomu ve skutečných cévách. Konkrétně v počátečńı fázi hemokoagulace

je koncentrace stimulu u předepsána ve formě pomalého nár̊ustu až do určitého času tg, kdy je

dosaženo maximálńı koncentrace ustim = 100×10−6 mol/m3 [7]. Tato hodnota je na př́ıslušné

části hranice udržována až do chv́ıle, než se v dané oblasti vytvoř́ı trombus (polymerizovaný

fibrin dosáhne bodu gelace). Poté je vylučováńı stimulu zastaveno, aby došlo k deaktivaci

koagulačńı kaskády a dále nedocházelo k nekontrolovatelné polymerizaci. Takto popsaný

pr̊uběh stimulu je naznačen na obr. 4.8 a matematicky popsán následuj́ıćı funkćı

u|∂Ωs =



















0, c > cstrop,

ustimsin(10t), c < cstrop & t < tg,

ustim, jinak,

(4.2)

kde t je čas, c je koncentrace fibrinu a cstrop označuje jeho limitńı hodnotu. Nutnost

zavedeńı této limity je dáno charaktery uvažovaných model̊u polymerizace fibrinu, nebot’

z povahy reakčńıch člen̊u v rovnićıch pro proměnné cm (2.9)5 a M2 (2.35)6 je patrný
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nekontrolovatelný nár̊ust nade všechny meze po překročeńı času tg, který odpov́ıdá gelaci

fibrinu, viz odstavec 1.2. Aby bylo možné toto chováńı obsáhnout v rámci numerického

řešeńı a zajistit tak stabilitu celého výpočtu, bylo nutné pro modely (2.9) a (2.35) nastavit

zmı́něnou limitńı hodnotu cstrop = 100mol · m−3, na kterou v této práci nahĺıž́ıme jako na

konečnou fázi polymerizace fibrinu, tj. vznik nerozpustného trombu.

Obr. 4.8: Př́ıklad vývoje koncentrace stimulu u|∂ΩS

Na základě numerických test̊u provedených v bakalářské práci [7] a testováńım model̊u

polymerizace na modelu př́ımé cévy (trubice), byla velikost časového kroku ∆t u všech

numerických simulaćı prezentovaných v této diplomové práci volena v závislosti na

proměnné cm, resp. M2, jakožto ukazateli polymerizace

∆t =







1× 10−3, pro cm < 0, 01, resp. M2 < 0, 01,

1× 10−4, jinak.
(4.3)

Podoba (4.3) je dána t́ım, že při přibĺıžeńı se bodu gelace tg se pr̊uběh chemických reakćı,

zejména polymerizace, výrazně zrychluje. Z tohoto d̊uvodu bylo nutno zmenšit časový krok,

aby byl časoprostorový vývoj trombu zachycen co nejlépe.

4.2 Dvourovnicový model polymerizace

V p̊uvodńı práci [23] byl tento model, podrobně popsaný v odstavci 2.4, numericky řešen

na 3D geometrii levé srdečńı komory. Pro prostorovou diskretizaci zde autoři použili metodu

konečných diferenćı a pro časovou integraci pak čtyřstupňovou Rungeovu-Kuttovu metodu

s druhým řádem přesnosti. Z těchto dvou zvolených numerických metod lze vyvodit, že pro

simulaci srážeńı krve použili autoři ekvidistantńı śıt’, s jej́ıž pomoćı aproximovali složitou

geometrii srdečńı komory.
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V porovnáńı s [23] je zde pro numerickou simulaci srážeńı krve ve výše popsaných

modelech aneurysmat a stenózy použita metoda konečných objemů formulovaná pro

nestrukturované 2D śıtě. Vzhledem k tomu, že ćılem tohoto odstavce je kromě modelováńı

hemokoagulace rovněž provést verifikaci vlastńıho výpočetńıho algoritmu navrženého

v prostřed́ı softwaru MATLAB, je vhodné na tomto mı́stě zmı́nit pár slov k nastaveńı řešiče

v programu Ansys Fluent. Konkrétně pro řešeńı nelineárńıho systému

Navierových-Stokesových rovnic pro prouděńı nestlačitelné newtonské kapaliny byla

uplatněna metoda SIMPLE, pro konvekčně-difúzně-reakčńı (CDR) rovnice pak upwind

schéma prvńıho řádu přesnosti. Toto nastaveńı je v souladu s numerickými metodami

užitými ve vyvinutém řešiči, který je založený na teorii popsané v kapitole 3 této práce.

Zvolené okrajové a počátečńı podmı́nky, jež jsou totožné pro všechny tři geometrie cév,

byly shrnuty v odstavci 4.1. Než přejdeme k analýze źıskaných výsledk̊u simulaćı, v nichž

byl dvourovnicový model polymerizace fibrinu užit, poznamenejme, že zde byl přijat

předpoklad, že protékaj́ıćı krev sice ovlivňuje srážeńı krve, zpětně však neńı ovlivňována, tj.

proudové pole je řešeno nezávisle na modelu hemokoagulace, viz soustava rovnic 2.40.

Aneurysma

Na obr. 4.9 jsou zobrazeny vývoje koncentraćı tř́ı chemických látek koagulačńı kaskády

(vněǰśıho spouštěče u, trombinu θ a fibrinogenu cf ) tak, jak byly spočteny užit́ım

výpočetńıho algoritmu vyvinutého v prostřed́ı softwaru MATLAB. Koncentrace inhibitoru

ϕ neńı vykreslena, jelikož jeho časoprostorové rozložeńı téměř odpov́ıdá rozložeńı θ, akorát

s určitým zpožděńım a v jiných koncentraćıch. Na tomto obrázku můžeme vidět, že stimul

u se v počátku tvoř́ı u stěny, kde je předepsána nenulová okrajová podmı́nka, postupně je

převážně vlivem konvekce, ale i difúze unášen dále do prostoru.

Jakmile se v oblasti p̊usobeńı stimulu u stěny vytvoř́ı nerozpustný trombus (což odpov́ıdá

dosažeńı zastropované hodnoty cstrop v př́ıpadě veličiny cm), docháźı k utlumeńı jeho tvorby.

Jeho vývoj je pak dále ř́ızen čistě jen konvekćı a difúźı, přičemž koncentrace při stěně postupně

klesá, čehož si lze všimnout porovnáńım hodnot v čase 1,38 s a 1,78 s na obr. 4.9 (vlevo). Výše

uvedené plat́ı obdobně i pro trombin θ, jelikož jeho aktivace záviśı na u. Z tohoto d̊uvodu se

trombin tvoř́ı převážně v mı́stech s vyšš́ı koncentraćı u. výše zmı́něným potlačeńım triggeru

u a chemickou interakćı mezi inhibitorem a trombinem docháźı také k utlumeńı produkce

trombinu θ, ovšem s určitým zpožděńım. To však z rozložeńı na obr. 4.9 neńı patrné, jelikož

zobrazený časový úsek je př́ılǐs krátký. Volba takto krátkého úseku byla motivována hodnotou

cm, tedy veličinou reprezentuj́ıćı monomery fibrinu, a potažmo tvorbu krevńı sraženiny. V čase

2,34 s byl trombus považován za plně vyvinutý (vyplňoval většinu oblasti), chemická interakce

mezi látkami koagulačńı kaskády (tj. u, θ, ϕ) ovšem prob́ıhala dále.
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Ke spotřebě fibrinogenu, jehož koncentrace cf záviśı na trombinu, a k jeho přeměně na

monomery fibrinu docháźı předevš́ım v oblastech s vyšš́ı koncentraćı trombinu, což je velice

dobře patrné na obr. 4.9 (vpravo).

Obr. 4.9: Detailńı pohled na oblast aneurysmatu (MATLAB) – vývoj koncentraćı u (vlevo),
θ (uprostřed) a cf (vpravo) v pěti vybraných časech
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Pro názornost a lepš́ı pochopeńı souhry jednotlivých chemických látek účastńıćıch se

procesu srážeńı krve, jsou na obr. 4.10 zobrazeny vývoje jejich maximálńıch koncentraćı

v čase v rámci celé výpočetńı oblasti (v př́ıpadě fibrinogenu se jedná o minimálńı koncentraci

s ohledem na jeho spotřebu). Z d̊uvodu řádově rozd́ılných hodnot jednotlivých koncentraćı je

pro lepš́ı přehlednost přistoupeno k jejich normováńı, a to prostřednictv́ım jejich maximálńı

hodnoty na zobrazeném časovém intervalu. Co se týče triggeru hemokoagulace u (červeně),

můžeme si na obr. 4.10 všimnout pomalého počátečńıho nár̊ustu v d̊usledku předepsané

okrajové podmı́nky a následného útlumu po dosažeńı bodu gelace fibrinu v čase okolo 0,75 s.

Dále zde vid́ıme nár̊ust trombinu θ (modře), který je mimo jiné ř́ızen koncentraćı u, což

se projevuje i později, kdy s jeho potlačeńım se nár̊ust trombinu znatelně zpomaĺı, aby byl

následně po aktivaci inhibitoru ϕ (černě) s určitým zpožděńım ćıleně odbouráván. Pokud by

simulace prob́ıhala po deľśı časový úsek, bylo by možné pozorovat, že s potlačeńım spouštěče

srážeńı krve u a p̊usobeńım ϕ dojde k úplnému vymizeńı θ v rámci výpočtové oblasti, č́ımž by

srážeńı krve dále nepokračovalo. Tento děj byl modelován v bakalářské práci [7], a proto zde

již nebyl realizován. Daľśım d̊uvodem bylo to, že naše pozornost byla zaměřena předevš́ım

na tvorbu krevńı sraženiny, zde aktivaci fibrinogenu na fibrin. Tento jev je částečně patrný

z graf̊u na obr. 4.10 , konkrétně z vývoje koncentrace fibrinogenu cf (zeleně), který výrazně

klesá v počátečńı fázi srážeńı z d̊uvodu jeho spotřeby na jeho aktivovanou formu (monomery

fibrinu cm). Vznik stabilńıho trombu se zde projevuje t́ım, že koncentrace fibrinogenu se

ustáĺı na určité hodnotě, aby se s přitékaj́ıćı krv́ı postupně vrátila na p̊uvodńı fyziologickou

hladinu6.

Obr. 4.10: Vývoj normovaných koncentraćı triggeru u, trombinu θ, inhibitoru ϕ a fibrinogenu
cf na časovém intervalu t ∈ 〈0; 6, 65〉 s. Pro normováńı byly užity tyto maximálńı hodnoty:

û = 100 × 10−6 mol/m3, θ̂ = 811 × 10−6 mol/m3, ϕ̂ = 5 × 10−6 mol/m3, ĉf = 9000 ×
10−6 mol/m3.

6V tomto odstavci, ač v rozporu s principem hemostázy, předpokládáme, že prouděńı krve v cévě neńı
vznikaj́ıćım trombem nikterak ovlivněno, proto může být koncentrace fibrinogenu v pr̊uběhu času doplněna
v celé oblasti
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Doposud jsme se věnovali analýze chemických látek tvoř́ıćıch koagulačńı kaskádu. Nyńı

přistouṕıme k analýze výsledk̊u souvisej́ıćıch s tvorbou krevńı sraženiny. Ta je na obr. 4.11

reprezentována časovým vývojem koncentrace fibrinových monomer̊u cm, zejména pak

hodnotami bĺızkými 100mol/m3 (gelace), které odpov́ıdaj́ı stabilńımu trombu. Ten je

v prvńıch fáźıch lokalizován v oblastech obsahuj́ıćıch vněǰśı spouštěč u a vlivem konvekce

a difúze š́ı̌ren jako nestabilńı trombus dále do prostoru aneurysmatu. Jakmile dojde

k dosažeńı bodu gelace v čase 0,757 s, začne se jeho chováńı výrazně měnit, což je dáno

i proměnnými parametry konvekce bp a difúze Df (2.1), které postupně omeźı p̊usobeńı

protékaj́ıćı krve. Navzdory tomuto omezeńı však trombus d́ıky velice rychlému pr̊uběhu

polymerizace cévu během necelých dvou vteřin prakticky vyplńı. Toto chováńı je plně

v souladu s podstatou modelu (2.9), předevš́ım pak s podobou kinetické rovnice pro

cm (2.9), která postrádá fragmentačńı členy.
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Obr. 4.11: Aneurysma (MATLAB) – vývoj koncentrace monomer̊u fibrinu cm v 10 vybraných
časech, které reprezentuj́ı vznikaj́ıćı krevńı sraženinu

Vzhledem k tomu, že ćılem tohoto odstavce bylo nejen provést simulaci vzniku krevńıch

sraženin pomoćı dvourovnicového modelu polymerizace, ale zároveň verifikovat výpočetńı

algoritmus vyvinutý v programu MATLAB, zaměř́ıme se dále na porovnáńı výsledk̊u

źıskaných z MATLAB a z komerčńıho softwaru Ansys Fluent. Za t́ımto účelem je na

obr. 4.12 vykreslen vývoj koncentraćı tř́ı chemických látek v rámci celého aneurysmatu tak,

jak byly spočteny jednak vlastńım řešičem a jednak pomoćı programového UDF modulu

v softwaru Ansys Fluent. V př́ıpadě triggeru je patrná odchylka mezi oběma řešiči, která je
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dána t́ım, že bodu gelace bylo u softwaru Ansys Fluent dosaženo dř́ıve než v př́ıpadě

MATLABu (0,745 s vs 0,757 s).

Obr. 4.12: Vývoj koncentraćı spouštěče u (nahoře), inhibitoru ϕ (uprostřed) a fibrinu cm
(dole) – srovnáńı výsledk̊u z řešiče vytvořeného v MATLABu a z komerčńıho softwaru Ansys
Fluent

Mozkové anuerysma

Analogicky k výše popsanému problému aneurysmatu je na obr. 4.13 zobrazen časoprostorový

vývoj koncentrace tř́ı vybraných chemických látek koagulačńı kaskády – spouštěč srážeńı

u, trombin θ a fibrinogen cf . Inhibitor ϕ nebyl vykreslen, jelikož jeho chováńı koṕıruje θ,

tud́ıž vývoj jeho koncentrace je velmi podobný ovšem řádově v jiných hodnotách. Jakmile je

zahájeno srážeńı krve, š́ı̌reńı látek se děje převážně v oblasti mozkového aneurysmatu, a to

d́ıky charakteru proudového pole v daném mı́stě, viz detailńı pohled na obr. 4.5 Po uplynut́ı

deľśıho časového intervalu začnou př́ıslušné chemické látky z výdutě pronikat do mozkové

cévy, kde jsou vlivem prouděńı odnášeny ven z výpočtové oblasti.

Vývoji jednotlivých látek koagulačńı kaskády odpov́ıdá graf na obr. 4.14, na kterém

opět vid́ıme maximálńı (u cf minimálńı) hodnoty koncentraćı stanovené v celé výpočtové

oblasti.. Z tohoto grafu je patrná chemická interakce látek účastńıćıch se srážeńı krve,
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přičemž v d̊usledku předepsaných okrajovových a počátečńıch podmı́nek docháźı na

začátku procesu srážeńı ke stejným jev̊um jako př́ıpadě dř́ıve popsaného aneurysmatu.

Budeme-li však vývoj chemických látek sledovat v rámci deľśıho časového úseku (t > 2 s),

můžeme zde vypozorovat určité chováńı uvažovaného modelu hemokoagulace. Jakmile

inhibitor ϕ dosáhne svých maximálńıch hodnot, dojde k utlumeńı trombinu θ, č́ımž je

srážeńı krve potlačeno. Jelikož vylučováńı triggeru u je v tuto chv́ıli již také zastaveno

a většina látek je postupně odplavována ven z výpočtové oblasti (pr̊uběžný pokles jejich

koncentraćı), vzniklý trombus by se již neměl dále zvětšovat. V grafu si lze rovněž všimnout

pomalého nár̊ustu koncentrace fibrinogenu cf v d̊usledku jeho př́ıtoku do oblasti.

Obr. 4.13: Detailńı pohled na oblast mozkového aneurysmatu (MATLAB) – vývoj koncentraćı
u (vlevo), θ (uprostřed) a cf (vpravo) ve čtyřech vybraných časech
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Obr. 4.14: Vývoj normovaných koncentraćı triggeru u, trombinu θ, inhibitoru ϕ a fibrinogenu
cf na časovém intervalu t ∈ 〈0; 7, 01〉 s. Pro normováńı byly užity tyto maximálńı hodnoty:

û = 100 × 10−6 mol/m3, θ̂ = 641 × 10−6 mol/m3, ϕ̂ = 0, 0292 × 10−6 mol/m3, ĉf = 9000 ×
10−6 mol/m3.

Na obr. 4.15 je zachyceno utvářeńı krevńı sraženiny, potažmo vývoj koncentrace

monomer̊u cm. Dosažeńı bodu gelace nastává v př́ıpadě mozkového aneurysmatu v čase

0,732 s. Krevńı sraženina se pak velmi rychle š́ı̌ŕı podél stěny výdutě, aby se pak v d̊usledku

konvekce přesunula dále do mozkové cévy, kde začne nekontrolovatelně r̊ust, dokud cévu

zcela neuzavře. Kv̊uli recirkulaci v oblasti mozkového anuerysmatu se centrálńı oblast

výdutě vyplńı jako posledńı.

Pro srovnáńı výsledk̊u źıskaných vlastńım řešičem a programem Ansys Fluent je na

obr 4.16 vykreslen vývoj koncentraćı vybraných látek tak, jak to bylo provedeno již u dř́ıve

popsaného aneurysmatu. Bod gelace byl v př́ıpadě softwaru Ansys Fluent dosažen s menš́ım

zpožděńım oproti tomu v MATLABu (0,745 s vs 0,732 s). Přestože graf pro trigger u

indikuje odlǐsné koncentrace v čase okolo 1 s, lze se domńıvat, že se jedná sṕı̌se o lokálńı

záležitost, nebot’ vývoj inhibitoru ϕ ani monomer̊u fibrinu cm t́ımto nebyl nikterak

zásadněji ovlivněn, což by potvrzoval i totožný vývoj triggeru od cca 1,2 s dále.
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Obr. 4.15: Mozkové aneurysma (MATLAB) – vývoj koncentrace monomer̊u fibrinu cm ve
vybraných časech (detailńı pohled na oblast výdutě v prvńıch dvou řádćıch)
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Obr. 4.16: Vývoj koncentraćı spouštěče u (nahoře), inhibitoru ϕ (uprostřed) a fibrinu cm
(dole) – srovnáńı výsledk̊u z řešiče vytvořeného v MATLABu a z komerčńıho softwaru Ansys
Fluent

Stenóza

V analogii s úlohami aneurysmat je na obr. 4.17 je zobrazen časoprostorový vývoj koncentraćı

látek u, θ, cf v detailu oblasti stenózy. Ten je oproti předchoźım úlohám ovlivněn z větš́ı

mı́ry konvekćı v d̊usledku zvolené geometrie. Jednotlivé látky jsou tak dř́ıve odnášeny dále

po proudu a za stenózou, kde je tok krve slabš́ı, se začnou hromadit. Obr. 4.17 odpov́ıdá graf

na obr. 4.18, jehož charakter je velice podobný těm, které byly již analyzovány v předchoźıch

odstavćıch.
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Obr. 4.17: Detailńı pohled na oblast stenózy (MATLAB) – vývoj koncentraćı u (vlevo), θ
(uprostřed) a cf (vpravo) v pěti vybraných časech

Obr. 4.18: Vývoj normovaných koncentraćı triggeru u, trombinu θ, inhibitoru ϕ a fibrinogenu
cf na časovém intervalu t ∈ 〈0; 3〉 s. Pro normováńı byly užity tyto maximálńı hodnoty:

û = 100 × 10−6 mol/m3, θ̂ = 867 × 10−6 mol/m3, ϕ̂ = 0.054 × 10−6 mol/m3, ĉf = 9000 ×
10−6 mol/m3.

54
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Vývoj krevńı sraženiny (tj. koncentrace monomer̊u fibrinu cm) je zachycen na obr. 4.19.

Gelace je v tomto př́ıpadě dosaženo v čase 0,733 s. Jak je z obrázk̊u patrné, od této chv́ıle se

trombus zač́ıná š́ı̌rit velice rychle a během vteřiny uzavře cévu, kterou nakonec zcela vyplńı.

Obr. 4.19: Stenóza (MATLAB) – vývoj koncentrace monomer̊u fibrinu cm ve vybraných
časech

Pro úplnost je na obr. 4.20 vykreslen pr̊uběh maximálńıch hodnot spoušteče u, inhibitoru

ϕ a monomer̊u cm, které byly źıskany vlastńım řešičem a za pomoci programu Ansys Fluent.

Na rozd́ıl od předchoźıch př́ıpad̊u je zde patrněǰśı odchylka v grafu triggeru u, která může

být zp̊usobena jednak užit́ım odlǐsných numerických metod (schémat) a jejich programovou

implementaćı v komerčńım softwaru a programu vyvinutého v MATLABu, jednak i podobou

proudového pole oblasti stenózy, která oproti dř́ıve diskutovaným model̊um aneurysmatu byla

charakterizována výrazným nár̊ustem rychlosti protékaj́ıćı krve. S t́ım také souviśı odlǐsný

čas dosažeńı bodu gelace (Ansys Fluent - 0,733 s; MATLAB - 0,757 s). Obecně ovšem můžeme

ř́ıci, že výsledky źıskané vlastńım výpočetńım algoritmem jsou ve velice dobré shodě s těmi

z komerčńıho softwaru.
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Obr. 4.20: Vývoj koncentraćı spouštěče u (nahoře), inhibitoru ϕ (uprostřed) a fibrinu cm
(dole) – srovnáńı výsledk̊u z řešiče vytvořeného v MATLABu a z komerčńıho softwaru Ansys
Fluent

Závěrečné shrnut́ı

Z výše uvedených výsledk̊u vyplývá, že bodu gelace je dosaženo téměř ve stejných časech

nezávisle na zvolené geometrii. To znač́ı, že doba gelace by se dala považovat za parametr

modelu. Dále si lze všimnout, že k polymerizaci fibrinu a tvorbě krevńı sraženiny nakonec

dojde v celé oblasti, což ovšem neodpov́ıdá procesu srážeńı krve in vivo. Abnormálńı rozsah

polymerizace je zp̊usoben jednoduchost́ı dvourovnicového modelu, zejména pak povahou

reakčńıho členu v kinetické rovnici popisuj́ıćı koncentraci monomer̊u fibrinu (absence

jakýchkoliv fragmentačńıch člen̊u).

Autoři článku [23] model využ́ıvaj́ı v úlohách nestacionárńıho prouděńı v srdečńı

komoře, kde jsou podstatně větš́ı rychlosti než námi uvažované a kde z principu docháźı

k výrazně větš́ımu odplavováńı látek. V článku je model polymerizace nav́ıc rozš́ı̌ren

o prvotńı fázi zástavy krváceńı, při ńıž vzniká tzv. destičkový trombus, který funguje jako

jakási nosná struktura pro vznikaj́ıćı fibrinovou śıt’. Jelikož v našich výpočtech toto

rozš́ı̌reńı nebylo modelováno, docházelo by vlivem vyšš́ıch rychlost́ı (> 0, 1ms/)

k odplavováńı látek účastńıćıch se srážeńı krve. Pak v d̊usledku jejich ńızkých koncentraćı

by k polymerizaci fibrinu nemuselo v̊ubec doj́ıt. Z těchto d̊uvod̊u je zřejmé, že model
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hemokoagulace (2.9) neńı vhodný pro námi vybrané úlohy, ve kterých je pro jednoduchost

uvažováno ustálené prouděńı a odplaveńı látek neńı nikterak výrazné.

4.3 Tř́ırovnicový model polymerizace

V práci [22] byl tento model řešen pro 2D úlohu stenózy. Prostorová diskretizace rovnic

popisuj́ıćıch polymerizaci fibrinu byla provedena s využit́ım metody konečných objemů pro

nestrukturované śıtě a tzv. splitting metody. Rovnice kontinuity a Navierovy-Stokesovy

rovnice pro nestlačitelnou vazkou tekutinu, viz odstavec 2.5, byly řešeny pomoćı PISO

metody s lineárńı aproximaćı konvektivńıch člen̊u. Pro časovou integraci byla zvolena

zpětná diferenčńı formule.

V této diplomové práci byl tř́ırovnicový model polymerizace řešen pouze v softwaru

Ansys Fluent. K tomuto kroku bylo přistoupeno ze dvou d̊uvod̊u. Prvńım byla složitost

modelu (2.35), jehož numerické řešeńı bylo spojeno s vyšš́ı výpočetńı náročnost́ı než

v př́ıpadě modelu (2.9). Druhým d̊uvodem byl pak bod gelace, kterého bylo možné

dosáhnout až po několika sekundách od spuštěńı koagulačńı kaskády (u dvourovnicového

modelu se tento čas pohyboval okolo 0,7 s). Numerické metody pro řešeńı

konvekčně–reakčně–difúzńıch rovnic a okrajové a počátečńı podmı́nky byly zvoleny stejné

jako v př́ıpadě dvourovnicového modelu (odstavec 4.2) pouze s t́ım rozd́ılem, že s ohledem

na výpočetńı náročnost simulaćı byl zvolen paralelńı řešič implementovaný v softwaru

Ansys Fluent. Dále podobně jako v odstavci 4.2 byl i zde přijat předpoklad, že protékaj́ıćı

krev neńı ovlivňována vznikaj́ıćım trombem, a to z toho d̊uvodu, abychom mohli porovnat

chováńı obou zde uvažovaných model̊u polymerizace.

Aneurysma

Na obr. 4.21 je zobrazen vývoj koncentraćı vybraných chemických látek uvažovaného

modelu hemokoagulace – triggeru u, fibrinogenu Fg a momentu M1, který s odkazem na

teorii popsanou v odstavci 2.4 představuje koncentraci monomer̊u fibrinu. Jelikož okrajová

podmı́nka pro spouštěč u byla volena totožně s dvourovnicovým modelem, neńı jeho vývoj

třeba popisovat, poněvadž rozbor byl proveden již v odstavci 4.2. Koncentrace fibrinogenu,

jej́ıž časoprostorový vývoj je v tomto modelu ř́ızen odlǐsnou rovnićı, klesá oproti

předchoźımu př́ıpadu velmi nepatrně a projevuje se sṕı̌se s určitým zpožděńım.. To může

být zp̊usobeno povahou druhého členu na pravé straně rovnice (2.22), který zp̊usobuje

produkci fibrinogenu v př́ıpadě, je–li jeho koncentrace nižš́ı než fyziologická hodnota.

K určitému poklesu v d̊usledku spotřeby na aktivaci monomer̊u fibrinu M1 ovšem docháźı

v oblastech s vyšš́ı koncentraćı u, potažmo θ. Prostorové rozložeńı M1 s určitým zpožděńım

odpov́ıdá tomu u u s t́ım, že monomery se tvoř́ı převážně v oblasti aktivace srážeńı krve
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a polymerizace fibrinu a jsou unášeny vlivem konvekce a difúze do oblasti aneurysmatu,

popř. dále po proudu mimo výpočtovou oblast.

Obr. 4.21: Detailńı pohled na oblast aneurysmatu – vývoj koncentraćı u (vlevo), Fg

(uprostřed) a M1 (vpravo) v šesti vybraných časech

Vývoji jednotlivých chemických látek odpov́ıdá graf na obr. 4.22, na kterém je

znázorněn pr̊uběh (normovaných) maximálńıch hodnot koncentraćı stanovených v celé

výpočtové oblasti. Kromě již dř́ıve popisovaného vývoje triggeru u daného okrajovou
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Obr. 4.22: Vývoj normovaných koncentraćı triggeru u, trombinu θ, inhibitoru ϕ a monomer̊u
fibrinu M1 na časovém intervalu t ∈ 〈0; 9, 51〉 s. Pro normováńı byly užity tyto maximálńı
hodnoty: û = 100 × 10−6 mol/m3, θ̂ = 2900 × 10−6 mol/m3, ϕ̂ = 5 × 10−6 mol/m3, M̂1 =
655× 10−6 mol/m3.

podmı́nkou (4.2) si lze všimnout chemické interakce mezi aktivátorem srážeńı θ a jeho

inhibitorem ϕ. V reakci na zvyšuj́ıćı se koncentraci θ prudce nar̊ustá s určitým zpožděńım

inhibitor ϕ. Ten jakmile dosáhne své maximálńı koncentrace v čase okolo 3 s, začne ćıleně

omezovat rychlost tvorby trombinu jako aktivátoru srážeńı. Po spuštěńı polymerizace

fibrinu a utlumeńı triggeru u, je produkce trombinu v d̊usledku jeho inhibice postupně

potlačena. Naopak koncentrace monomer̊u fibrinu M1 roste i po ukončeńı produkce

spouštěče u, což je zp̊usobeno stále prob́ıhaj́ıćı aktivaćı fibrinogenu Fg vlivem aktivátoru θ.

vlivem zbytkových koncentraćı trombinu θ. Z charakteru křivky lze ovšem vytušit, že nár̊ust

momentu M1 bude mı́t pravděpodobně asymptotický charakter a v rámci deľśıho časového

úseku se ustáĺı na nějaké bĺıže nespecifikované hladině. Ta z pohledu prob́ıhaj́ıćıch

chemických reakćı bude představovat stav, kdy bud’ dojde ke spotřebě všech monomer̊u na

tvorbu fibrinových makromolekul, nebo bude dosaženo rovnovážného stavu v rámci

koagulačně-fragmentačńıch proces̊u.

Vývoj krevńı sraženiny pro úlohu aneurysmatu, který je v tř́ırovnicovém modelu

reprezentován momentem M2, je zachycen na obr. 4.23. Bodu gelace je pro tento př́ıpad

dosaženo v čase 5,29 s. Polymerizace se nejprve odehrává u stěny aneurysmatu v d̊usledku

okrajové podmı́nky předepsané pro u, aby se pak vlivem konvekce a difúze rozš́ı̌rila do

zbytku výdutě a dále po proudu. Za povšimnut́ı zde stoj́ı předevš́ım prostorový r̊ust

trombu, který neńı symetrický, což je dáno tvarem zvolené výpočtové oblasti. Ta, ač pouze

2D, se snaž́ı napodobit asymetrii reálných arteriálńıch aneurysmat vznikaj́ıćıch in vivo.

Oproti dvourovnicovému modelu (obr. 4.11) je patrné, že polymerizace fibrinu neprob́ıhá

tak rychle a nepřeváž́ı nad daľśımi prob́ıhaj́ıćımi procesy. Z tohoto d̊uvodu z̊ustává pr̊utok

krve oblast́ı zachován a k úplnému vyplněńı cévy krevńı sraženinou nedojde. Př́ıčinu tohoto
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chováńı lze naj́ıt v podstatě uvažovaného tř́ırovnicového modelu, který kromě koagulačńıch

část́ı, tedy těch, které vyjadřuj́ı slučováńı monomer̊u v deľśı řetězce, uvažuje i ty

fragmentačńı (rozpad řetězc̊u), což z pohledu prob́ıhaj́ıćıch chemických děj̊u odpov́ıdá v́ıce

reálné polymerizaci. S t́ımto chováńım také souviśı pozděǰśı dosažeńı bodu gelace (5,3 s

oproti cca 0,7 s u dvourovnicového modelu), který se zdá být v́ıce v souladu s pr̊uběhem

srážeńı krve in vivo.

Obr. 4.23: Vývoj momentu M2 ve vybraných časech
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Mozkové aneurysma

Na obr. 4.24 je znázorněn vývoj vybraných látek u, Fg a M1 v oblasti mozkové výdutě.

Obdobně jako v v př́ıpadě předchoźıho aneurysmatu je možné si i zde povšimnout určitých

rys̊u v chováńı modelu hemokoagulace. V d̊usledku recirkulace protékaj́ıćı krve v centrálńı

části výdutě (obr. 4.5) se š́ı̌reńı látek odehrává převážně v této oblasti a následně jsou

vlivem konvekce a difúze odnášeny při stěně nepoškozené cévy ven z oblasti. Výrazný vliv

protékaj́ıćı krve na pr̊uběh chemických reakćı je znát i v př́ıpadě fibrinogenu Fg, který je

větš́ı měrou spotřebováván (tj. aktivován na fibrin) převážně při stěně v levé části

aneurysmatu, kde lze zároveň pozorovat hromaděńı triggeru u a daľśıch (zde

nezobrazených) látek koagulačńı kaskády d́ıky specifické podobě proudového pole. Co se

týče časoprostorového vývoje momentu M1, tak v počátečńıch fáźıch srážeńı krve následuje

rozložeńı u a Fg a je podobně jako tyto dvě látky ovlivněn předevš́ım konvekćı.

V pozděǰśıch fáźıch (např. čas 8,3 s na obr. 4.24) je toto š́ı̌reńı monomer̊u fibrinu limitováno

vzniklou krevńı sraženinou, proto nedocháźı k jejich daľśımu promı́cháváńı v rámci výdutě.

Pro lepš́ı ilustraci chemické interakce mezi látkami účastńıćıch se srážeńı krve je na

obr. 4.25 vykreslen pr̊uběh (normovaných) maximálńıch koncentraćı v oblasti mozkového

aneurysmatu. Podobně jako v př́ıpadě předchoźıho aneurysmatu si i zde můžeme všimnout

specifické interakce mezi trombinem θ a jeho inhibitorem ϕ, která se naplno projev́ı ve

chv́ıli, kdy ϕ dosáhne své maximálńı koncentrace. Oproti vývoji v klasickém aneurysmatu

(obr. 4.25) však nedojde pouze k mı́rnému útlumu produkce trombinu, nýbrž k jeho

ćılenému odbouráváńı (pokles koncentrace θ). Přestože je bodu gelace dosaženo v čase

přibližně kolem 6,58 s, úplné utlumeńı triggeru u se děje později (okolo 6,9 s). Př́ıčinu

tohoto jevu lze spatřovat v tom, jak se vznikaj́ıćı krevńı sraženina š́ı̌ŕı v rámci výdutě,

nebot’ k polymerizaci v bĺızkosti stěn po celé délce aneurysmatu docháźı až v pozděǰśıch

fáźıch, viz dále. S t́ım také souviśı daľśı výrazný pokles koncentrace θ, která je kromě

chemické interakce s inhibitorem ř́ızena př́ıtomnost́ı u.

Na obr. 4.26 je zachyceno utvářeńı krevńı sraženiny, která je reprezentována momentem

M2. Obdobně jako pro předchoźı úlohu je polymerizace spuštěna na stěně, kde je

předepsána aktivace srážeńı krve. Vlivem konvekce (konkrétně oblast́ı recirkulace) a difúze

se tvorba trombu odehrává převážně v levé části stěny mozkové výdutě, následně se

v d̊usledku prouděńı krve š́ı̌ŕı na rozhrańı cévy a aneurysmatu. Až v pozděǰśıch fáźıch je

kompletně výdut’ vyplněna krevńı sraženinou a docháźı k jej́ı stabilizaci. Doba gelace pro

tuto úlohu byla zaznamenána pro čas 6,58 s, tedy déle než pro oblast aneurysmatu.
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Obr. 4.24: Detailńı pohled na oblast mozkového aneurysmatu – vývoj koncentraćı u (vlevo),
Fg (uprostřed) a M1 (vpravo) ve vybraných časech
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Obr. 4.25: Vývoj normovaných koncentraćı triggeru u, trombinu θ, inhibitoru ϕ a monomer̊u
fibrinu M1 na časovém intervalu t ∈ 〈0; 8, 56〉 s. Pro normováńı byly užity tyto maximálńı
hodnoty: û = 100 × 10−6 mol/m3, θ̂ = 2500 × 10−6 mol/m3, ϕ̂ = 5 × 10−6 mol/m3, M̂1 =
550× 10−6 mol/m3.

Obr. 4.26: Vývoj momentu M2 ve vybraných časech (detailńı pohled na oblast mozkové
výdutě v prvńıch třech řádćıch)

63
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Stenóza

V analogii s úlohami aneurysmat je na obr. 4.27 znázorněn vývoj látek u, Fg aM1. Je patrné,

že š́ı̌reńı látek je ovlivněno větš́ı měrou konvekćı než v předchoźıch př́ıpadech, což je dáno

podobou proudového pole v oblasti stenózy. Konkrétně se zde významně projevuje
”
zanášeńı“

chemických látek do oblasti za stenózou, kde se sice s ohledem na rychlost protékaj́ıćı krve

netvoř́ı výrazná recirkulačńı zóna, látky odtud ovšem nejsou tak rychle odplavovány dále po

proudu.

Obr. 4.27: Detailńı pohled na oblast stenózy – vývoj koncentraćı u (vlevo), Fg (uprostřed) a
M1 (vpravo) ve vybraných časech

Pro přehlednost je opět v návaznosti na obr. 4.27 vykreslen graf (obr. 4.28) mapuj́ıćı

vývoj (normovaných) maximálńıch koncentraćı vybraných látek koagulačńı kaskády v rámci

výpočtové oblasti. Z vyobrazených pr̊uběh̊u si můžeme všimnout, že v rámci sledovaného
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Obr. 4.28: Vývoj normovaných koncentraćı triggeru u, trombinu θ, inhibitoru ϕ a monomer̊u
fibrinu M1 na časovém intervalu t ∈ 〈0; 7, 07〉 s. Pro normováńı byly užity tyto maximálńı
hodnoty: û = 100 × 10−6 mol/m3, θ̂ = 3000 × 10−6 mol/m3, ϕ̂ = 5 × 10−6 mol/m3, M̂1 =
588× 10−6 mol/m3.

časového úseku prakticky nedocháźı k utlumeńı spouštěče srážeńı krve u. Tento jev je dán t́ım,

že trombus se nevytvář́ı podél celé délky stenózy, kde je spouštěč formou okrajové podmı́nky

předepsán, ale je formován protékaj́ıćı krv́ı. Jinými slovy řečeno, koncentrace chemických

látek v prvńı polovině stenózy je dlohodobě ńızká d́ıky jejich odplavováńı dále po proudu.

Z tohoto d̊uvodu z̊ustává koncentrace u relativně neměnná i po dosažeńı bodu gelace v čase

5,09 s. Tento časový okamžik se naopak podepisuje na koncentraci trombinu θ, který byl do

té chv́ıle v relativńı chemické rovnováze se svým inhibitorem ϕ.

Vývoj momentu M2, který je indikátorem př́ıtomnosti krevńı sraženiny, je zachycen na

obr. 4.29. Přestože je trigger předepsán na celé stěně stenózy a moment M2 se také na této

oblasti tvoř́ı, je jeho vývoj silně ovlivněn podobou proudového pole tak, jak bylo zmı́něno

již výše v souvislosti s koncentraćı triggeru u. V př́ıpadě r̊ustu krevńı sraženiny se

odplavováńı chemických látek projevuje t́ım, že v levé části stenózy je dosažeńı kritické

koncentrace monomer̊u potřebných pro spuštěńı polymerizace dosahováno velice pozvolna

a i s výrazným zpožděńım než v př́ıpadě pravé části stenózy. U ńı nastává opačný př́ıpad,

nebot’ s dosažeńım bodu gelace v čase 5,09 s začne velice rychle vznikat stabilńı trombus,

který se vlivem konvekce a difúze š́ı̌ŕı podél dolńı stěny cévy dále po proudu. V porovnáńı

s analogickou úlohou u dvourovnicového modelu (obr. 4.19) je zde r̊ust trombu výrazně

limitován podobou proudového pole, přičemž v rámci sledovaného časového intervalu

nedocháźı k vyplněńı celé oblasti cévy.
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Obr. 4.29: Vývoj momentu M2 ve vybraných časech

Závěrečné shrnut́ı

Z výše uvedených výsledk̊u je patrné, že tř́ırovnicový model založený na popisu

koagulačńıch a fragmentačńıch proces̊u prob́ıhaj́ıćıch během polymerizace lépe odráž́ı

tvorbu skutečné krevńı sraženiny než předchoźı dvourovnicový model. Oproti tomuto

modelu, který polymerizaci fibrinu popisoval velmi zjednodušeně jen jako př́ıtomnost

monomer̊u fibrinu, lze ř́ıci, že tř́ırovnicový model se jev́ı jako vhodněǰśı volba, zejména

v úlohách s ustáleným a pomaleǰśım tokem krve. Za zmı́nku zde rovněž stoj́ı to, že

k dosažeńı bodu gelace došlo u každé ze tř́ı uvažovaných úloh v jinou dobu. Proto nelze

u tohoto modelu polymerizace potvrdit, že by indikace gelace fibrinu byla charakteristikou

reakčńı části modelu, ale sṕı̌se úzce souviśı se zvolenou geometríı, potažmo s podobou

proudového pole, kterou tato geometrie generuje.

Přestože výsledky źıskané pomoćı tohoto modelu by mohly odpov́ıdat zjednodušenému

př́ıpadu tvorby krevńı sraženiny v reálných reálných cévách, nesmı́me zapomı́nat na hlavńı
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funkci krevńıch sraženin a tou je krevńı zátka. Proto ve snaze v́ıce se přibĺıžit skutečné

situaci in vivo, je nutné při numerických simulaćıch zohlednit p̊usobeńı vznikaj́ıćıho trombu

na protékaj́ıćı krev. Tento děj je naznačen v následuj́ıćım odstavci.

4.4 Modelováńı interakce krevńı sraženiny s protékaj́ıćı krv́ı

V odstavćıch 4.2 a 4.3 jsme se zabývali vznikem krevńı sraženiny v idealizovaných

geometríıch patologicky poškozené cévy a pro jednoduchost byl přijat předpoklad

ustáleného prouděńı, které nebylo prob́ıhaj́ıćımi chemickými reakcemi nikterak ovlivňováno.

Zcela jistě taková situace nenastává in vivo, kde k interakci utvářej́ıćıho se trombu

s protékaj́ıćı krv́ı docháźı už ze samotného principu hemokoagulace. Proto v souladu s teoríı

uvedenou ve druhé části odstavce 2.5 byla úloha aneurysmatu řešena v programu Ansys

Fluent s t́ım, že srážeńı krve bylo modelováno pomoćı soustavy rovnic (2.35) založené na

tř́ırovnicovém modelu polymerizace a vliv vznikaj́ıćı krevńı sraženiny na proudové pole pak

prostřednictv́ım nelineárńı soustavy modifikovaných Navierových-Stokesových rovnic (2.40)1

a (2.42). Co se týče samotné implementace v programu Ansys Fluent, byly zvoleny stejné

okrajové a počátečńı podmı́nky jako v úlohách bez interakce, viz odstavec 4.1.

Jedinými provedenými změnami bylo rozš́ı̌reńı již dř́ıve vyvinutých programových UDF

modul̊u o implementaci Brinkmanova členu (viz odstavec 3.3) a nastaveńı programu Ansys

Fluent tak, aby umožňoval pr̊uběžnou adaptaci výpočetńı śıtě. Uvažováńı této adaptace

bylo motivováno nutnost́ı zohlednit proudové pole, které v d̊usledku tvorby krevńı

sraženiny měnilo mı́sty výrazně svou podobu, zejména pak rychlost. Konkrétně byla

v prostřed́ı softwaru Ansys Fluent zvolena funkce, která umožňovala dynamickou adaptaci

śıtě po každé desáté časové iteraci a pro niž byla zvolena dvě kritéria adaptace (zjemněńı

śıtě): 1) překročeńı prahové rychlosti |v| ≥ 0, 012m/s stanovené na základě úloh bez

interakce a 2) překročeńı prahového momentu M2 ≥ 1 × 10−5 mol/m3 odpov́ıdaj́ıćıho

nestabilńımu trombu. V d̊usledku zvolené adaptace vzrostl v pr̊uběhu numerického řešeńı

počet element̊u śıtě v rámci uvažované úlohy aneurysmatu z p̊uvodńıch 8 856 na konečných

108 723, tedy v́ıce než desetkrát.

Vývoj krevńı sraženiny (reprezentováno momentem M2) a jej́ı interakce s protékaj́ıćı

krv́ı jsou znázorněny na obr. 4.30. Sytě r̊užově jsou vyznačeny ty oblasti, ve kterých je

fibrin plně zpolymerizován (M2 = 100mol/m3), světle r̊užově je pak označen tzv. nestabilńı

trombus, který představuje určitý mezistav mezi tekutou a zpolymerizovanou krv́ı

(1 × 10−5 mol/m3 ≤ M2 < 100mol/m3). Z obr. 4.30 je patrné, že z d̊uvodu zúžeńı pr̊usvitu

cévy vlivem nar̊ustaj́ıćıho trombu docháźı ke zvýšeńı rychlosti v těchto mı́stech. Oproti

dř́ıve analyzovanému př́ıpadu (obr. 4.23), ve kterém nebyl modelován zpětný vliv krevńı

sraženiny na prouděńı krve, si lze všimnout, že časový vývoj krevńı sraženiny a jej́ı r̊ust

podél stěn cévy neprob́ıhá tak rychle a že podoba proudového pole má zásadńı vliv na
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š́ı̌reńı a výsledný tvar krevńı sraženiny. Na základě tohoto lze jasně vyvodit, že pro

numerickou simulaci procesu hemokoagulace v cévách je nutné př́ıslušnou úlohu modelovat

jako celek, tj. řešit nejenom CDR rovnice chemických látek, ale i př́ıslušný model popisuj́ıćı

prouděńı krve.

Obr. 4.30: Aneurysma – r̊ust trombu a jeho interakce s protékaj́ıćı krv́ı
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Závěr

Jedńım z ćıl̊u kardiovaskulárńı biomechaniky je predikce patologických stav̊u, posouzeńı

možných rizik např. ruptur aneurysmat a optimalizace lékařských zákrok̊u. Do kategorie

prediktivńıch model̊u můžeme zařadit i model srážeńı krve, který se snaž́ı předv́ıdat riziko

vzniku a vývoje krevńıch sraženin v patologicky poškozených cévách.

Ve snaze poskytnout náhled na tento typ úloh bylo hlavńım ćılem předložené diplomové

práce provést numerické simulace srážeńı krve za vzniku nerozpustného trombu

v idealizovaných 2D geometríıch patologicky změněných cév. V návaznosti na bakalářskou

práci, kde byly popsány a řešeny dva r̊uzně složité modely koagulačńı kaskády, byla tato

práce zaměřena předevš́ım na finálńı fázi hemokoagulace, a to polymerizaci fibrinu na

nerozpustnou śıt’ tvoř́ıćı základ krevńıch sraženin.

Obsahem prvńı kapitoly byl biologický popis zástavy krváceńı a princip srážeńı krve,

přičemž d̊uraz byl kladen předevš́ım na uvedeńı d̊uležitých jev̊u odehrávaj́ıćıch se během

polymerizace fibrinu, což bylo nezbytné pro odvozeńı a lepš́ı pochopeńı matematických

model̊u uvedených v této práci.

Druhá kapitola byla věnována popisu matematického modelu srážeńı krve, který kromě

vněǰśıho spouštěče hemokoagulace a chemické interakce mezi hlavńım aktivátorem srážeńı

krve (trombin) a jeho inhibitorem (protein C) zahrnuje samotnou tvorbu nerozpustné

krevńı sraženiny (zpolymerizovaný fibrin). V této práci byla naše pozornost zaměřena na

dva modely, přičemž každý z nich k polymerizaci fibrinu přistupoval na jiném principu.

V jednodušš́ım modelu, tzv. dvourovnicovém, byl trombus indikován pouze př́ıtomnost́ı

aktivovaných monomer̊u fibrinu a model ve své podstatě nezahrnoval vznik

makromolekulárńıch řětezc̊u. Druhý model, tzv. tř́ırovnicový, vycházel z princip̊u

polymerńıch reakćı, které byly matematicky popsány Smoluchowského

koagulačně-fragmentačńı rovnićı, a model ve své podstatě kromě slučováńı monomer̊u ve

složitěǰśı struktury uvažoval i rozpad deľśıch řetězc̊u na kratš́ı. Úloha hemokoagulace byla

propojena s rovnicemi popisuj́ıćımi prouděńı krve, které pro potřeby této práce bylo

uvažováno jako izotermické laminárńı prouděńı nestlačitelné vazké kapaliny – krve. Pro

jednoduchost byl zaveden předpoklad, že se krev chová jako newtonská kapalina.

Ve třet́ı kapitole byly popsány numerické metody, které byly využity pro řešeńı zde

uvažovaných úloh hemokoagulace. Z d̊uvodu lepš́ı přehlednosti byl na př́ıkladu jedné CDR

rovnice ukázán postup pro časovou a prostorovou diskretizaci, který bylo možné rozš́ı̌rit na

soustavu parciálńıch diferenciálńıch rovnic popisuj́ıćıch srážeńı krve. Jelikož jedńım ze

zadaných ćıl̊u této práce bylo vyvinout vlastńı řešič v programu MATLAB a srovnat

źıskané výsledky s těmi z komerčńıho softwaru Ansys Fluent, byla část této kapitoly

věnována popisu implementace obou zde uvedených model̊u hemokoagulace do výpočetńıho

prostřed́ı tohoto programu.
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V návaznosti na popsanou teorii byly provedeny numerické simulace procesu srážeńı

krve pro tři r̊uzné geometrie (aneurysma, mozkové aneurysma a stenóza) a na základě

źıskaných výsledk̊u byla posouzena vhodnost uvažovaných model̊u polymerizace fibrinu pro

zde uvažované úlohy kardiovaskulárńı biomechaniky. V př́ıpadě dvourovnicového modelu

byl vyvinut vlastńı řešič v prostřed́ı programu MATLAB a verifikován prostřednictv́ım

komerčńıho softwaru Ansys Fluent. Z podrobné analýzy numerických výsledk̊u źıskaných

pro dvourovnicový model polymerizace bylo patrné, že tento model pro svou jednoduchost

nepostihuje dostatečně věrohodně proces vzniku krevńı sraženiny in vivo, jelikož po určitém

výpočetńım čase došlo k vyplněńı celé oblasti nerozpustným trombem bez ohledu na

podobu proudového pole krve. Z tohoto d̊uvodu se tento model nejevil jako vhodný pro

využit́ı v námi zvolených úlohách, které byly charakterizovány nižš́ımi rychlostmi. Bylo

vypozorováno, že nezávisle na typu zvolené geometrie bylo dosaženo bodu gelace (stabilńı

trombus) téměř ve stejný čas. To by značilo, že doba gelace souvisej́ıćı s utvářeńım krevńı

sraženiny je dána předevš́ım povahou reakčńıch člen̊u modelu. Naopak výsledky źıskané

pomoćı tř́ırovnicového modelu lépe odrážely proces srážeńı krve tak, jak prob́ıhá in vivo,

jelikož nedocházelo k úplnému vyplněńı oblasti krevńı sraženinou a pr̊utok krve cévou

z̊ustával zachován. Tato skutečnost vyplývá z předpokladu tohoto modelu, že kromě

koagulace (tj. slučováńı molekul v deľśı řetězce) prob́ıhá s t́ımto procesem současně

i fragmentace, tedy rozpad řetězc̊u na kratš́ı struktury.

Nad rámec zadáńı této práce byla dále provedena numerická simulace interakce krevńı

sraženiny s protékaj́ıćı krv́ı pro úlohu aneurysmatu. Oproti předchoźım př́ıpad̊um, ve

kterých nebyl uvažován zpětný vliv vznikaj́ıćıho trombu na vývoj proudového pole,

prob́ıhalo š́ı̌reńı krevńı sraženiny výrazně pomaleji. Také se potvrdilo dř́ıvěǰśı pozorováńı, že

podoba proudového pole má zásadńı vliv na časoprostorový vývoj krevńı sraženiny.

Pokud bychom se měli zamyslet nad možnostmi daľśıho rozš́ı̌reńı tématu předložené

diplomové práce, lze problematiku zde popsaného matematického modelováńı vzniku

krevńıch sraženin dále obohatit např. o model zahrnuj́ıćı vliv krevńıch destiček jakožto

počátečńı fáze zástavy krváceńı [15, 23] či uvažovat složitěǰśı model koagulačńı kaskády [5],

který bude v́ıce korespondovat s procesy prob́ıhaj́ıćımi in vivo.
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Př́ıloha A

Aplikace metody moment̊u

V odstavci 2.4 byla pro řešeńı soustavy nekonečného počtu rovnic (2.27) využita metoda

moment̊u [17], která tuto soustavu převedla na soustavu tvořenou pouhými třemi

diferenciálńımi rovnicemi (2.29) pro momenty M0, M1 a M2. Ćılem této př́ılohy je názorně

ukázat, jak byl princip metody moment̊u aplikován a poskytnout náhled na jednotlivé

kroky, které vedly k odvozeńı př́ıslušných rovnic.

Pro přehlednost zde opět uved’me výchoźı soustavu rovnic pro koncentrace monomer̊u

a oligomer̊u

dFk

dt
= kgFgθ + 2kp

k−1
∑

m=1

(m+ 1)(k −m+ 1)FmFk+m − kb

k−1
∑

m=1

Fk−

−4kpFk

∞
∑

i=1

(k + 1)(i+ 1)Fi + 2kb

∞
∑

i=1

Fk+i − krFk, k = 1, 2, . . . ,

(A.1)

kterou budeme dosazovat do př́ıslušných definićı jednotlivých moment̊u.

Rovnice pro moment M0

Pro odvozeńı této rovnice vyjdeme z definice

M0 =
∞
∑

k=1

Fk, (A.2)

do které po zderivováńı dosad́ıme kinetické rovnice pro Fk (A.1). T́ımto zp̊usobem źıskáme

následuj́ıćı obyčejnou diferenciálńı rovnici, kterou budeme dále upravovat,

dM0

dt
=

∞
∑

k=1

dFk

dt
= kgFgθ + 2kp

∞
∑

k=1

k−1
∑

m=1

(m+ 1)(k −m+ 1)FmFk+m−

−kb

∞
∑

k=1

k−1
∑

m=1

Fk − 4kp

∞
∑

k=1

Fk

∞
∑

i=1

(k + 1)(i+ 1)Fi + 2kb

∞
∑

k=1

∞
∑

i=1

Fk+i − kr

∞
∑

k=1

Fk.

(A.3)

V souladu se známými vzorci pro součty konečných a nekonečných řad, lze jednotlivé členy

na pravé straně rovnice (A.3) upravit tak, abychom źıskali rovnici, která bude záviset pouze

na momentech Mn, n = 0, 1, ..., které byly definovány v odstavci 2.3.1. Pro lepš́ı přehlednost

jsou zmı́něné úpravy pouze stručně naznačeny:
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• z definice (A.2) plyne:

kr

∞
∑

k=1

Fk = krM0

• výraz lze upravit pomoćı definic moment̊u M0 (2.19) a M1 (2.20):

4kp

∞
∑

k=1

Fk

∞
∑

i=1

(k + 1)(i+ 1)Fi = 4kp

∞
∑

k=1

(k + 1)Fk

∞
∑

i=1

(i+ 1)Fi =

= 4kp

∞
∑

k=1

(kFk + Fk)
∞
∑

i=1

(iFi + Fi) = 4kp(M1 +M0)(M1 +M0) = 4kp(M1 +M0)
2

• s využit́ım výše zmı́něných definic a známého vzorce
k−1
∑

m=1

1 = (k − 1) lze psát:

kb

∞
∑

k=1

k−1
∑

m=1

Fk = kb

∞
∑

k=1

Fk

k−1
∑

m=1

1 = kb

∞
∑

k=1

(k − 1)Fk = kb(M1 −M0)

• pro úpravu tohoto členu je užita tabulka s d́ılč́ımi součty v souladu s principy metody

moment̊u popsanými v [17]:

2kp

∞
∑

k=1

k−1
∑

m=1

(m+ 1)(k −m+ 1)FmFk+m = 2kp(M0 +M1)
2

∞
∑

k=1

k−1
∑

m=1

m = 1 m=2 m = 3

k = 1 - - -

k = 2 2 · 2F1F1 - -

k = 3 2 · 3F1F2 3 · 2F2F1 -

k = 4 2 · 4F1F3 3 · 3F2F2 4 · 2F3F1

...
...

...
...

∑

sloupc̊u 2F1

∞
∑

k=1

(k + 1)Fk 3F2

∞
∑

k=1

(k + 1)Fk 4F3

∞
∑

k=1

(k + 1)Fk

⇒
∞
∑

m=1

(m+ 1)Fm

∞
∑

k=1

(k + 1)Fk = (M0 +M1)
2
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• opět pomoćı tabulky s d́ılč́ımi součty můžeme psát:

2kb

∞
∑

k=1

∞
∑

i=1

Fk+i = 2kb

∞
∑

k=1

(k − 1)Fk = 2kb(M1 −M0)

∞
∑

k=1

∞
∑

i=1

Fk+i m = 1 m=2 m = 3 m = 4

k = 1 F2 F3 F4 F5

k = 2 F3 F4 F5 F6

k = 3 F4 F5 F6 F7

...
...

...
...

...

= F2 + 2F3 + 3F4 + · · · =
∞
∑

k=1

(k − 1)Fk = M1 −M0

Dosad́ıme-li výše upravené výrazy do výchoźı diferenciálńı rovnice (A.3), můžeme tuto rovnici

přepsat do následuj́ıćıho tvaru

dM0

dt
= kgFgθ − 4kp(M1 +M0)

2 + 2kp(M1 +M0)
2 + 2kb(M1 −M0)− kb(M1 −M0)− krM0,

resp. ji dále upravit do finálńı podoby tak, jak je uvedena v odstavci 2.4, tj.

dM0

dt
= kgFgθ − 2kp(M1 +M0)

2 + kb(M1 −M0)− krM0. (A.4)

Analogickým zp̊usobem lze odvodit i ostatńı rovnice soustavy (2.29), jak je patrné z daľśıch

odstavc̊u.

Rovnice pro moment M1

Vyjděme opět z definice pro moment 1. řádu

M1 =
∞
∑

k=1

kFk. (A.5)
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Obdobným postupem jako v př́ıpadě momentu M0 źıskáme obyčejnou diferenciálńı rovnici

pro časový vývoj momentu M1

dM1

dt
=

∞
∑

k=1

k
dlFk

dt
= kgFgθ + 2kp

∞
∑

k=1

k−1
∑

m=1

k(m+ 1)(k −m+ 1)FmFk+m − kb

∞
∑

k=1

k−1
∑

m=1

kFk−

−4kp

∞
∑

k=1

kFk

∞
∑

i=1

(k + 1)(i+ 1)Fi + 2kb

∞
∑

k=1

∞
∑

i=1

kFk+i − kr

∞
∑

k=1

kFk.

(A.6)

Popǐsme stručně odvozeńı všech člen̊u rovnice

• z definice (A.5) př́ımo vyplývá:

kr

∞
∑

k=1

kFk = krM1

• následuj́ıćı výraz lze upravit v souladu s definicemi moment̊u M2 a M1:

kb

∞
∑

k=1

k−1
∑

m=1

kFk = kb

∞
∑

k=1

kFk

k−1
∑

m=1

1 = kb

∞
∑

k=1

(k2 − k)Fk = kb(M2 −M1)

• analogicky plat́ı:

4kp

∞
∑

k=1

kFk

∞
∑

i=1

(k + 1)(i+ 1)Fi = 4kp

∞
∑

k=1

(

k2 + k
)

Fk

∞
∑

i=1

(i+ 1)Fi =

= 4kp

∞
∑

k=1

(

k2Fk + kFk

)

∞
∑

i=1

(iFi + Fi) = 4kp(M2 +M1)(M1 +M0)

• tento člen je upraven pomoćı tabulky s d́ılč́ımi součty v souladu s principy metody

moment̊u:

2kp

∞
∑

k=1

k−1
∑

m=1

k(m+ 1)(k −m+ 1)FmFk+m = 4kp(M2 +M1)(M1 +M0)
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∞
∑

k=1

k−1
∑

m=1

m = 1 m=2 m = 3

k = 1 - - -

k = 2 2 · 2 · 2F1F1 - -

k = 3 3 · 2 · 3F1F2 3 · 3 · 2F2F1 -

k = 4 4 · 2 · 4F1F3 4 · 3 · 3F2F2 4 · 4 · 2F3F1

...
...

...
...

∑

sloupc̊u 2F1

∞
∑

k=1

(k + 1) (k + 1)Fk 3F2

∞
∑

k=1

(k + 1) (k + 2)Fk 4F3

∞
∑

k=1

(k + 1) (k + 3)Fk

⇒

∞
∑

m=1

∞
∑

k=1

(m+ 1)(k + 1)(k +m)FkFm =

=
∞
∑

m=1

∞
∑

k=1

(mk2 +m2k +mk +m2 + k2 + km+ k +m)FkFm =

=M1M2 +M2M1 +M2
1 +M0M2 +M2M0 +M2

1 +M1M0 +M0M1 =

= 2(M1M2 +M2
1 +M0M2 +M0M1) = 2(M2 +M1)(M1 +M0)

• pro úpravu následuj́ıćıho členu využijme opět tabulku s d́ılč́ımi součty:

2kb

∞
∑

k=1

∞
∑

i=1

kFk+i = kb(M2 −M1)

∞
∑

k=1

∞
∑

i=1

kFk+i m = 1 m=2 m = 3 m = 4

k = 1 1 · F2 1 · F3 1 · F4 1 · F5

k = 2 2 · F3 2 · F4 2 · F5 2 · F6

k = 3 3 · F4 3 · F5 3 · F6 3 · F7

...
...

...
...

...

= F2 + 3F3 + 6F4 + · · · =
∞
∑

k=1

k(k − 1)

2
Fk =

1

2
(M2 −M1)

Dosazeńım výše upravených vztah̊u do (A.6), źıskáme rovnici

dM1

dt
= kgFgθ − 4kp(M2 +M1)(M1 +M0) + 4kp(M2 +M1)(M1 +M0)+

+kb(M2 −M1)− kb(M2 −M1)− krM1
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a po úpravách nakonec i výsledný tvar uvedený v odstavci 2.4

dM1

dt
= kgFgθ − krM1. (A.7)

Rovnice pro moment M2

Pro odvozeńı této rovnice vyjděme z definice

M2 =
∞
∑

k=1

k2Fk. (A.8)

Derivaćı vztahu (A.8) a dosazeńım za Fk z (A.1) můžeme psát

dM2

dt
=

∞
∑

k=1

k2
dFk

dt
= kgFgθ + 2kp

∞
∑

k=1

k−1
∑

m=1

k2(m+ 1)(k −m+ 1)FmFk+m − kb

∞
∑

k=1

k−1
∑

m=1

k2Fk−

−4kp

∞
∑

k=1

k2Fk

∞
∑

i=1

(k + 1)(i+ 1)Fi + 2kb

∞
∑

k=1

∞
∑

i=1

k2Fk+i − kr

∞
∑

k=1

k2Fk

(A.9)

Popǐsme stručně postup odvozeńı jednotlivých člen̊u:

• z definice (A.8) př́ımo plyne:

kr

∞
∑

k=1

k2Fk = krM2

• následuj́ıćı výraz lze upravit v souladu s definicemi pro momenty M2 a M3:

kb

∞
∑

k=1

k−1
∑

m=1

k2Fk = kb

∞
∑

k=1

k2Fk

k−1
∑

m=1

1 = kb

∞
∑

k=1

(k3 − k2)Fk = kb(M3 −M2)

• analogicky i pro člen

4kp

∞
∑

k=1

k2Fk

∞
∑

i=1

(k + 1)(i+ 1)Fi = 4kp

∞
∑

k=1

(

k3 + k2
)

Fk

∞
∑

i=1

(i+ 1)Fi =

= 4kp

∞
∑

k=1

(

k3Fk + k2Fk

)

∞
∑

i=1

(iFi + Fi) = 4kp(M3 +M2)(M1 +M0) =

= 4kp(M3M1 +M3M0 +M2M1 +M2M0)
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• pro úpravu daľśıho členu využijme opět tabulku s d́ılč́ımi součty:

2kp

∞
∑

k=1

k−1
∑

m=1

k2(m+1)(k−m+1)FmFk+m = 4kp(M3M0+M3M1+M
2
2 +M

2
1 +M2M0+3M2M1)

suma m = 1 m=2 m = 3

k = 1 - - -

k = 2 22 · 2 · 2F1F1 - -

k = 3 32 · 2 · 3F1F2 32 · 3 · 2F2F1 -

k = 4 42 · 2 · 4F1F3 42 · 3 · 3F2F2 42 · 4 · 2F3F1

...
...

...
...

∑

sloupc̊u 2F1

∞
∑

k=1

(k + 1) (k + 1)2Fk 3F2

∞
∑

k=1

(k + 1) (k + 2)2Fk 4F3

∞
∑

k=1

(k + 1) (k + 3)2Fk

⇒
∞
∑

m=1

∞
∑

k=1

(m+ 1)(k + 1)(k +m)2FkFm =

=
∞
∑

m=1

∞
∑

k=1

(k3 +m3 + k3m+ km3 + 2k2m2 + k2 +m2 + 3km2 + 3k2m+ 2km)FkFm =

= 2(M3M0 +M3M1 +M2
2 +M2

1 +M2M0 + 3M2M1)

• za použit́ı tabulky s d́ılč́ımi součty lze psát

2kb

∞
∑

k=1

∞
∑

i=1

k2Fk+i =
kb
3
(2M3 − 3M2 +M1)

∞
∑

k=1

∞
∑

i=1

k2Fk+i m = 1 m=2 m = 3 m = 4

k = 1 1 · F2 1 · F3 1 · F4 1 · F5

k = 2 22 · F3 22 · F4 22 · F5 22 · F6

k = 3 32 · F4 32 · F5 32 · F6 32 · F7

...
...

...
...

...

= F2 + 5F3 + 14F4 + · · · =
∞
∑

k=1

k(k − 1)(2k − 1)

6
Fk =

1

6

∞
∑

k=1

(2k3 − 3k2 + k)Fk =

=
1

6
(2M3 − 3M2 +M1)
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Dosazeńım výše odvozených vztah̊u do (A.9) můžeme tuto rovnici přepsat do tvaru

dM2

dt
= kgFgθ + 4kp(M3M0 +M3M1 +M2

2 +M2
1 +M2M0 + 3M2M1)−

−4kp(M3M1 +M3M0 +M2M1 +M2M0)+

+
1

3
kb(2M3 − 3M2 +M1)− kb(M3 −M2)− krM2

a následně upravit do finálńı podoby

dM2

dtt
= kgFgθ + 4kp(M2 +M1)

2 −
1

3
kb(M3 −M1)− krM2. (A.10)

Výsledná soustava

Jak bylo výše ukázáno, v souladu se soustavou obyčejných diferenciálńıch rovnic (2.29) byla

pomoćı princip̊u metody moment̊u odvozena následuj́ıćı výsledná soustava rovnic:

dM0

dt
= kgFgθ − 2kp(M1 +M0)

2 + kb(M1 −M0)− krM0

dM1

dt
= kgFgθ − krM1

dM2

dt
= kgFgθ + 4kp(M2 +M1)

2 −
1

3
kb(M3 −M1)− krM2

(A.11)

81


	Úvod
	Biologický popis srážení krve
	Zástava krvácení
	Polymerizace fibrinu

	Matematický model hemokoagulace
	Základní model hemokoagulace
	Dvourovnicový model polymerizace fibrinu
	Obecný model polymerizace
	Metoda momentu

	Trírovnicový model polymerizace fibrinu
	Proudení krve

	Numerické rešení modelu hemokoagulace
	Prostorová diskretizace – metoda konecných objemu
	Numerická aproximace difúzního clenu
	Numerická aproximace konvektivního clenu
	Numerická aproximace na hranici

	Casová diskretizace
	Implementace modelu hemokoagulace v prostredí softwaru Ansys Fluent

	Vybrané úlohy kardiovaskulární biomechaniky
	Okrajové a pocátecní podmínky
	Dvourovnicový model polymerizace
	Trírovnicový model polymerizace
	Modelování interakce krevní sraženiny s protékající krví

	Záver
	Použitá literatura
	Príloha A

