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Abstrakt

Ptedlozena diplomova prace je zaméfena na matematické modelovani vzniku krevnich
srazenin v idealizovanych 2D geometriich cév. Svym obsahem navazuje na drive
vypracovanou bakalarskou praci, pricemz si klade za cil predevsim rozsitit jednoduchy
model popisujici krevni srazeninu na bazi fibrinu tak, aby vice odpovidal situaci in vivo. Za
timto ucelem jsou v této praci popsany a testovany dva principialné odlisné matematické
modely vyjadiujici aktivaci fibrinogenu s naslednou polymerizaci fibrinu. Prvni z nich, tzv.
dvourovnicovy model, vychazi z principu reakcéni kinetiky a predpoklada, ze proces
hemokoagulace je zakoncéen tvorbou monomeru fibrinu, které jsou tak jedinym indikatorem
vznikajici krevni srazeniny. Pro numerické feseni tohoto modelu byl v programu MATLAB
vyvinut vlastni Tesi¢ zalozeny na metodé konec¢nych objemu, ktery byl verifikovan pomoci
komeréniho softwaru Ansys Fluent. Druhy zde uvazovany model polymerizace vychazi ze
Smoluchowského koagulaéné-fragmentaéni rovnice a je feSen pomoci vlastnich vyvinutych
programovych modult v softwaru Ansys Fluent. Aplikovatelnost obou zminénych modela
hemokoagulace je podrobné analyzovana na zdkladé vysledku feseni tfi vybranych tloh

kardiovaskuldrni biomechaniky (aneurysma, mozkové aneurysma, stenéza).

Klicova slova: srazeni krve, polymerizace fibrinu, numericka simulace, metoda konecnych

objemu, aneurysma, stendza



Abstract

The thesis is focused on the mathematical modelling of blood clot formation in idealised 2D
vascular geometries. With its content, it builds on the previous bachelor’s thesis by extending
the basic haemocoagulation model with more relevant models of fibrin clot formation in order
to reflect biological processes occurring in vivo. For this purpose, two fundamentally different
models of fibrinogen activation and fibrin polymerisation are introduced and tested. The
first model based on the principles of reaction kinetics assumes that the haemocoagulation
is terminated by the formation of fibrin monomers, which are regarded as the only blood
clot indicators. For the numerical solution of the model in the framework of the finite volume
method, a computational algorithm in the software MATLAB was developed and verified with
the commercial software Ansys Fluent. The second model of fibrin polymerisation considered
in this thesis is based on the Smoluchowski’s coagulation-fragmentation equation and is
numerically solved using specially developed user-defined functions for the software Ansys
Fluent. The applicability of the two extended haemocoagulation models is assessed according
to the analysis of results obtained from the numerical solution of three selected problems

related to cardiovascular biomechanics (aneurysm, cerebral aneurysm, stenosis).

Key words: blood coagulation, fibrin polymerisation, numerical simulation, finite volume

method, aneurysm, stenosis



Obsah
[ Uvod

[1 Biologicky popis srazeni krve|

2 Matematicky model hemokoagulace

[2.1 Zakladni model hemokoagulace] . . . . . .. ... ... ...

[2.2  Dvourovnicovy model polymerizace fibrinuf . . . . . .. ... ...

[2.3  Obecny model polymerizace] . . . . . . . . . . ... ... . L.

[3 Numerické reseni modeltii hemokoagulace|

[3.1  Prostorova diskretizace — metoda koneénych objemul. . . . . . . . . . . ...

[3.1.1 Numericka aproximace difuzniho ¢lenu . . . . . . . . .. ... .. ..

[3.1.2  Numericka aproximace konvektivniho ¢lenul. . . . . . . . . . . . . ..

[3.1.3  Numericka aproximace na hranici) . . . . ... ... ... ... ... ..

[3.3  Implementace modelu hemokoagulace v prostredi sottwaru Ansys Fluent|

4 Vybrané ulohy kardiovaskularni biomechaniky|

[4.1 Okrajove a pocatecni podminky| . . . . . . . . .. ... ... L.

[4.2  Dvourovnicovy model polymerizace] . . . . . . . . ..o

[4.3  'Trirovnicovy model polymerizace| . . . . . . . . .. ..o

4.4  Modelovani interakce krevni srazeniny s protékajici krvi|. . . . . . . .. ...

| Zaver

12
15
17
23

25
26
29
30
32
33
33

36
42
43
o7
67

69

71

74



Uvod

Predlozend diplomova préce se zabyva matematickym modelovanim vzniku krevnich srazenin
ve zjednodusSenych geometriich patologicky zménénych cév. V navaznosti na bakalarskou
préci [7], ve které byl popsan jednoduchy model srazeni krve a duraz byl kladen predevsim na
popis koagulacni kaskady, je hlavnim cilem této prace rozsitit a zpiesnit ilohu hemokoagulace
o vybrané modely polymerizace fibrinu.

Obsah prace je rozdélen do ¢ty kapitol. Prvni z nich je vénovdna strué¢nému
biologickému popisu zastavy krvaceni, jehoz soucasti je i proces srazeni krve. Jelikoz tato
prace navazuje na vysSe zminénou bakaladfskou praci, kde byla tloha koagula¢ni kaskady
a chemické interakce mezi jednotlivymi latkami hemokoagulace podrobné popsana
a testovana na jednoduché geometrii (trubici), je zde v rdmci sezndmeni se s danou
problematikou kladen duraz predevsim na polymerizaci fibrinu jako findlni fazi procesu
hemokoagulace.

Oproti bakalarské praci, ve které byla tvorba nerozpustné krevni srazeniny
(zpolymerizovaného fibrinu) modelovdna pouze jednou velice jednoduchou rovnici, jsou zde
Prvni z modelu, tzv. dvourovnicovy, vyuziva k odvozeni rovnic popisujicich vznik trombu
principy reakéni kinetiky, pricemz predpokladd, Zze kone¢nym produktem hemokoagulace
jsou monomery fibrinu, které v jeho ptipadé slouzi jako indikatory piitomnosti krevni
srazeniny. Vznik makromolekuldrnich fetézcu fibrinu véetné jejich vzajemného propojeni
je tfeba seznamit se s terminologii a metodami uzivanymi v organické chemii pro popis
polymerizaé¢nich reakci. Z tohoto duvodu je této problematice vyé¢lenéna ¢ast této kapitoly.
V néavaznosti na popsanou teorii je pak v této praci predstaven druhy model — tzv.
ttirovnicovy, ktery vychézi z obecnych principu vratnych polymerizacnich reakci. Ty jsou
mimo jiné popsany znamou Smoluchowského koagulacné-fragmentacni rovnici, kterd kromeé
tvorby komplexnich polymernich retézcu zohlednuje i moznost jejich souc¢asného rozpadu na
mensi Tetézce. Jelikoz rovnice popisujici vznik trombu jsou zavislé na proudovém poli
protékajici krve, je zavérecnd cast kapitoly vénovana matematickému modelu proudéni
krve, v jehoz rdmci je vliv vznikajici krevni srazeniny bud pominut, ¢i naopak zohlednén
(iloha vzdjemné interakce).

Treti kapitola je vénovana popisu numerického feseni modelu polymerizace fibrinu,
které pii zohlednéni vlivu konvekce a difize maji tvar nelinearnich soustav parcidlnich
diferencialnich rovnic. Pro lepsi prehlednost je na prikladu jedné konvekéné-difizné-reakéni
rovnice popisujici ¢asoprostorovy vyvoj koncentrace blize nespecifikované chemické latky ve

2D ukézéan princip feseni pomoci metody konec¢nych objemu. V souladu s uvedenou teorii je



v programu MATLAB vyvinut vlastni fesi¢ pro vybrané matematické modely polymerizace
fibrinu, ktery je pro potfeby této diplomové prace dale doplnén jednoduchym modelem
koagulacni kaskady popisujicim chemickou interakci mezi vnéjsim spoustécem (triggerem),
trombinem a jeho inhibitorem. Jelikoz jednim z cilu prace je i verifikovat vyvinuty
vypocetni algoritmus pomoci komeréniho softwaru Ansys Fluent, je zde v zavéru treti
kapitoly naznacena implementace obou modelt hemokoagulace do prostfedi tohoto
programu.

Cilem posledni ctvrté kapitoly je na piikladu tii vybranych tloh kardiovaskuldrni
biomechaniky (jednostranné stenézy, asymetrického aneurysmatu a mozkového
aneurysmatu) realizovat numerické simulace procesu srézeni krve. VSechny tii patologicky
zménéné cévy jsou zvoleny jednak diky svému zvysenému sklonu ke vzniku krevnich
srazenin (trombdze) a jednak diky svym specifickym geometriim, nebot kazdy z vybranych
patologickych stavi je spojen s jinym typem proudového pole. S cilem porovnat oba vyse
zminéné modely polymerizace fibrinu, je zde pro jednoduchost prijat predpoklad ustaleného
proudéni krve a provedena podrobna analyza c¢asoprostorového vyvoje koncentraci
vybranych chemickych latek. V zavéru této kapitoly a nad ramec zadani této diplomové
prace je kromé chemické interakce mezi jednotlivymi latkami rovnéz modelovana vzajemné
interakce krevni srazeniny s protékajici krvi, kterda je tak dalsim ptiblizenim

k matematickému popisu slozitého procesu trombdzy v in vivo podminkéch.



1. BIOLOGICKY POPIS SRAZENI KRVE

1 Biologicky popis srazeni krve

Jelikoz jednim z cilu predlozené diplomové prace je numerickd simulace procesu srazeni krve
ve vybranych tlohach kardiovaskularni biomechaniky, je tfeba strucné nastinit biologickou
podstatu toho mechanismu. Cely princip zastavy krvaceni, jehoz soucéasti je i srazeni krve
(hemokoagulace), je velice slozity. Cilem této préce oviem neni poskytnout podrobny nahled
do této problematiky, kterd byla ¢astecné popséna jiz v bakalarské praci [7], proto se budeme

vvvvvv

tykajicich se procesu srazeni krve.

1.1 Zastava krvaceni

Zastava krvaceni (hemostdza) je v organismu velmi dulezity proces, pii kterém v misté
poruseni cévy dochézi k vytvotreni krevni srazeniny, jejimz tkolem je zabranit ztraté krve.
Cely proces je z biologického hlediska velmi slozity a musi byt piisné regulovan, aby
nedochazelo k jeho samovolnému spusténi. Nastinme velmi stru¢né v nékolika vétach, jakym
zpusobem zéstava krvaceni probihd. Detailnéjsi popis lze najit napt. v [24]. Pii poranéni
cévy dochazi k jejimu stazeni, ¢imz se okamzité snizuje prutok krve a v dusledku toho
i mnozstvi unikajici krve. V misté poranéni se nasledné zac¢nou shlukovat krevni desticky,
které vytvareji tzv. primarni zatku (destickovy/bily trombus), jez brani dalsi ztraté krve.
Soucasné s tvorbou primarni zatky dochdazi vlivem chemické interakce a postupné aktivace
koagulacnich faktoru obsazenych v krevni plazmé k vytvoreni pevné fibrinové sité, ktera
stabilizuje prvotni destickovou ucpdvku za vzniku findlni zatky (Gerveny trombus).
Podrobny popis chemické interakce jednotlivych koagulac¢nich faktoru az po fibrinogen byl

proveden v bakaldiské préci [7]. Nejvyznamnéjsi koagulacnf faktory jsou uvedeny v tab. [1}

Tabulka 1: Prehled koagula¢nich faktoru [24]

faktor H nazev

I fibrinogen, aktivni forma — fibrin (Ia)

IT protrombin, aktivni forma — trombin (Ila)
111 tkdnovy faktor (TF), tromboplastin

1AY ionty Ca?*

\% proakcelerin

VII prokonvertin
VIII antihemofilni globulin A

IX antihemofilni globulin B (PTC)
X Stuartuv-Proweruv faktor
XI Plasma thromboplastin antecedent (PTA)

XII Hagemantuv faktor
XIIT faktor stabilizujici fibrin




1. BIOLOGICKY POPIS SRAZENI KRVE

1.2 Polymerizace fibrinu

Nejvyznaméjsim koagulacnim faktorem je fibrinogen, jehoz aktivaci a néslednou
polymerizaci vznikd vySe zminéna zpeviiujici sit findlniho trombu. Fibrinogen stejné jako
ostatni koagula¢ni faktory patii mezi plazmatické bilkoviny, je slozen ze tii paru
polypeptidovych fetézci oznacovanych symboly A«, B a «y a syntetizuje se v jatrech [14].

Aktivace fibrinogenu je spusténa interakci jednotlivych koagulacnich faktoru vedouci az
k aktivaci protrombinu (faktor II). Aktivovany trombin (IIa) iniciuje odstépovani
fibrinopeptidu A (FpA) z fetézce Aa a B (FpB) z fetézce B z neaktivniho fibrinogenu,
¢imz dochazi k odhaleni vazebnich mist nazyvanych hrbolky (knob) a aktivaci fibrinogenu
na monomer fibrinu. Takto aktivovany fibrin s odhalenymi vazebnimi misty je schopen
interakce s dalsimi monomery. Uvedeny princip aktivace fibrinogenu a dalsi faze tvorby
fibrinové sité, které budou popsany dale, jsou ilustrovany na obr. a

aC regions nodule

fibrinogen cp_‘f'_.@ .
y-nodule fibrinopeptides A \\ odétép OVé ni
hoe'a’ (P €y hole'a ,}'\A v fibrinogenu

/
N y
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Obr. 1.1: Polymerizace fibrinu, modifikovano z [2§]
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Monomer fibrinu se navazuje hrbolkem A, ktery vznikl po odtrzeni FpA, na polymerac¢ni
misto nazyvané prohluben a (hole a) jiného monomeru fibrinu. Tato silnd vazba se bézné
oznacuje jako A:a. Hrbolky jsou umistény v centralni oblasti fibrinu, prohlubné naopak na
jeho koncich, tudiz pti vzniku dimery|jsou oba monomery, které ho tvoii, viiéi sobé navzajem
posunuty o polovinu své délky, viz obr. Spojenim dimeru s dalsimi monomery vznikaji
protofibrily, coz jsou Fetézce fibrinu dlouhé cca 600 — 800nm [I4] obsahujici pfiblizné 20
— 25 monomernich jednotek, které jsou schopny pti¢ného spojovani s dalsimi protofibrilami
a tvorby vlaken fibrinu. Pfesné mechanismy utvareni piricného spojovani protofibril ve vlakna
ovSem zustavaji z vétsiny stale neznamé [28].

Obecné pii vytvareni polymeru dochdzi také k jeho vétveni, které zajistuje vznik
prostorové sité pottebné k zdastavé krvaceni. U fibrinu je pozorovano nékolik zpusobu
vétveni, napt. bilaterdlni vétveni (bilateral junction), které nastdva v piipadé, kdy u dvou
lateralné spojenych protofibril dojde k jejich oddéleni, nebo vétveni mezi tfemi molekulami
fibrinu (trimolecular junction). Prostorové sit fibrinu je béhem svého utvaieni stabilizovdna
pusobenim koagula¢niho faktoru XlIlla, ktery je aktivovan trombinem. Tento faktor
nasledné vytvari kovalentni kiizové vazby jak mezi jednotlivymi protofibrilami, tak v ramci
jedné protofibrily. Takto stabilizovany fibrin se stava nerozpustnym, mechanicky odolnym
a zpevnuje primarni zatku.

Okamzik, kdy polymer ziskd podobu rozvétvené tiirozmérné struktury, se nazyva bod
gelace (gel point). Z pohledu mechaniky se krev v daném misté méni na husty gel a ztraci
svou tekutost, tj. prudce nartsta jeji viskozita. V lékatstvi je stanoveni doby gelace jednim
z ukazatelu poruchy srazlivosti krve.

Struktura fibrinové sité je ovlivnhéna mnoha faktory. Ke vzniku polymeru fibrinu je
dostacujici pouze odstépeni FpA bez odstépeni FpB, ovSsem vyslednéd vlakna fibrinové sité
jsou tendci, a tudiz méné odolnd vuci okolnim vlivum (protékajici krev atd.). Vazba hrbolku
B k prohlubni b tak pravdépodobné ovliviiuje pricné spojeni protofibril fibrinu, ale presna
tloha vazby B:b zustdva pomérné nejasna [28]. Naopak silnéjsi vldkna fibrinu a vétsi rozsah
piiéného spojovéni fibrinu jsou piic¢itany vyssi koncetraci védpenatych ionti Ca?*t, které
podporuji polymerizaci. V neposledni fadé fibrinovou sit ovliviiuji dalsi chemické latky
a krevni bunky ucastnici se procesu zastavy krvaceni. Piikladem muze byt trombin, jehoz
vyssi koncentrace méa za nasledek tenéi fibrinovad vlakna tvofici vyrazné rozvétvenou
strukturu. V1iv na krevni srazeninu maji i krevni desticky, které vylucuji specifické latky
podporujici srazlivost krve, napt. destickovy faktor 4. Déle je bezpochyby formovani
a orientace fibrinovych vldken v krevni srazeniné nemalou mérou ovlivnéno i protékajici

krvi.

1V organické chemii se pojmem dimer oznac¢uje molekula vznikld spojenim dvou monomernich jednotek.
Molekula tvofend 2-10 monomery se pak souhrnné nazyvé oligomer.
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Obr. 1.2: Stadia polymerizace fibrinu zachycena elektronovym mikroskopem. Vznik krevni
srazeniny je monitorovan pomoci kiivek turbidity (zakaleni), kterd je timérna koncentraci
chemickych latek, modifikovano z [27].

Jakmile je céva zhojena a trombus jiz neni potieba, dochdzi k rozpousténi krevni
srazeniny. Tento proces se odborné nazyva fibrinolyza. Obdobné jako v pripadé srazeni krve
jsou mechanismy fibrinolyzy velmi slozité a piisné regulované, aby trombus nebyl rozvolnén
predcasné. Jednou z latek, kterd zajistuje stépeni polymert fibrinu na kratsi fetézce a déle
pak na jednotlivé monomery, je bilkovina plazmin, jez je aktivovana tkanovym aktivatorem

plazminu vylu¢ovanym poskozenou cévou.



2. MATEMATICKY MODEL HEMOKOAGULACE

2 Matematicky model hemokoagulace

V této kapitole bude nastinéna podstata matematickych modelu interakce mezi aktivatorem
srazeni a jeho inhibitorem, ktery byl predmétem zkouméni bakaldiské préce [7]. Vzhledem
k tomu, ze cilem predlozené diplomové prace je predevsim matematické modelovani vzniku
krevnich srazenin na bazi fibrinovych vldken, bude podstatnd cast této kapitoly vénovana
popisu vybranych modelt polymerizace fibrinu, pro jejichz pochopeni bude nutné zavést
nékolik dulezitych pojmu a objasnit princip metod obecné spjatych s matematickym popisem

procesu polymerizace v organické chemii.

2.1 Zakladni model hemokoagulace

Jednim ze znaméjsim a nejjednodussich matematickych modelu zabyvajicich se
problematikou srazeni krve, je model typu aktivator-inihibitor publikovany v [2]. Tento
model tvoreny soustavou dvou nelinearnich parcialnich diferencidlnich rovnic popisuje
kromé chemické interakce mezi aktivatorem srazeni krve 6 a jeho inhibitorem ¢ i $ifeni
obou latek do krevniho ftecisté vlivem konvekce a difize. Proménna 6 jakozto aktivator
polymerizace (trombin, faktor Ila) aktivuje fibrinogen na fibrin schopny polymerizace, coz
bylo podrobné popsano v odstavci . Velicina ¢ predstavuje inhibitor (nejcastéji napf.
protein C), jenz brani nekontrolovatelnému srézeni krve inhibici aktivatoru 6. Tento model
byl podrobné popsan a testovan v bakalaiské praci [7].

V pozdéjsich pracich [3] [I6] je tento dvourovnicovy model doplnén o jednoduchou
rovnici vyjadfujici ¢asoprostorovy vyvoj vnéjstho spoustéce (triggeru) u. Muze se jednat
napf. o tkanovy faktor (koagulacni faktor III), ktery je pfitomen ve vyssich vrstvach cévni
stény. Jeho pritomnosti v protékajici krvi pti poskozeni stény ¢i ruptute aterosklerotického
platu dochazi ke spusténi koagulacni kaskady a procesu srazeni krve. Spousté¢ muze také
predstavovat vylucovani specifickych chemickych latek do krevniho obéhu, které jsou
produkovany nadorem nachdzejicim se v prilehlé tkani, viz [I0]. Podobné jako v piipadé
aktivatoru a inhibitoru zohlednuje diferencialni rovnice pro vnéjsi spoustéc kromé chemické
interakce i vliv konvekce a difize. Vysledny systém rovnic popisujici zékladni rysy
koagulaéni kaskady pak ziskd nasledujici podobu, kterd je plné v souladu s originalnimi

pracemi [9, 22],

Ou = —kqu+ D,Au—V - (vu),

ot

a0 af?

G =l + g = K10 =26+ Dy~ V- (v6), (2.1)

0p _ % ¢?
Ef50(1—5> (1—1—;3 — Koo+ DyAp — V- (vip),

7



2. MATEMATICKY MODEL HEMOKOAGULACE

kde D,, Dy, D, predstavuji difizni koeficienty, v je vektor rychlosti protékajici krve a ostatni
konstanty uvedené v tab. |2 jsou parametry modelu, které lze odvodit na zakladé principt
chemické kinetiky. Vyznam jednotlivych ¢lent na pravé strané soustavy rovnic , které
popisuji chemickou interakci mezi aktivatorem srazeni krve a jeho inhibitorem, byl podrobné
popsan v bakalaiské préci [7]. Pro iplnost dodejme, ze tamtéz lze rovnéz nalézt komplexnéjsi
model koagula¢ni kaskady, ktery byl uzit napi. ve studiich [5l 23].

Co se tyce zaverecné faze koagulacni kaskddy, ktera predstavuje aktivaci fibrinogenu
a tvorbu fibrinové sité, byla ve zminéné bakalaiské praci popsana velice jednoduse.
Konkrétné byl prijat predpoklad, Ze tvorba nerozpustné krevni srazeniny, ktera neni
nikterak ovliviiovana protékajici krvi, je imérna zvysujici se koncentraci fibrinu . Vyvoj

této koncentrace v case byl pak modelovan jako funkce trombinu 6 a popsdn néasledujici
oy
ot

kde r je rychlostni konstanta uvazované chemické reakce, viz tab. 2 Vzhledem k tomu, ze

diferencialni rovnici

K0, (2.2)

samotny proces tvorby krevni srazeniny se vyraznou mérou odviji od polymerizace fibrinu,
budou v nasledujicich odstavcich predlozené diplomové prace popsany relevantnéjsi modely,

které vhodné rozsiii zakladni model koagulace ([2.1)).

Tabulka 2: Parametry modelu (2.1)) [22, 23]

parametry H hodnota H jednotky

kq 1,66x1076 || s7!
D, 10-8 m?2.s7!
k. 16,6 51
a 0,033 s~!
3 2,5x107% | !
v 8,33x10* m?-s~!-mol~!
0o 5x1076 mol-m 3
o 5x1078 mol-m 3
C 5x1076 mol-m~—3
K 0,0467 st
K1 8,33x107* || s71
Ko 0,0058 g1
Dy 1078 m?-s~!
D, 108 m?2.s7!
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2.2 Dvourovnicovy model polymerizace fibrinu

Jednim ze znaméjsich matematickych modeli popisujicich polymerizaci fibrinu je model
uvedeny v [18]. Autofi zde zkoumaji zévislost polymerizace fibrinu na koncentraci trombinu
s tim, ze numerické vysledky navic podporili experimentalnimi daty. Zminény model byl
pouzit i v praci [23], kterd se zabyva srdazenim krve a polymerizaci fibrinu v tloze
kardiovaskuldrni biomechaniky. Konkrétné je zde simulovan akutni infarkt myokardu levé
srdeéni komory v trojrozmérném modelu srdce, jenz m&a za nésledek tvorbu krevni
srazeniny (trombu) uvniti komory. Déle je nutné zminit, ze v tomto modelu je vedle
procesu hemokoagulace a polymerizace fibrinu zohlednéno i pusobeni krevnich desticek,
které pomahaji vznikajici trombus stabilizovat s ohledem na nestacionarni charakter
proudéni krve.

Zamérime—li se pouze na tu ¢ast modelu, ktera je vénovana popisu polymerizace fibrinu,
je nutné poznamenat, ze sekvence jednotlivych déju, které byly shrnuty v odstavei[1.2] jsou
zde prezentovany velice zjednoduSené, a to formou dvou rovnic. Ty popisuji pfedevsim
pocatecni faze vzniku krevni srazeniny, tedy aktivaci fibrinogenu trombinem a nasledny
vznik monomeru fibrinu. Koncentrace monomeru zde pak slouzi jako jediny indikator
stupné polymerizace, tj. priubéhu chemické reakce vedouci ke vzniku polymeru.. Casovy
vyvoj koncentraci obou zminénych latek lze pomoci principu reakéni kinetiky vyjadfit

matematicky [18]

d

; (2.3)
Cm

E = kth + ]iprm2,

kde cf, resp. ¢, jsou koncentrace fibrinogenu, resp. monomeru fibrinu, k, vyjadiuje
rychlostni konstantu bimolekulové reakce dvou monomeru fibrinu a k; je Michaelisova
konstanta. Podoba této konstanty je dana reakéni kinetikou enzymatickych reaked.
Konkrétné pro nas piipad plati nésledujici chemickd rovnice (v notaci koagulaénich faktoru

oznacenych fimskymi éislicemi — viz tab.

Ila+ 1 % Mal 2% Ila+ Ia, (2.4)
2

pti niz je produkt Ia aktivovan ze substratu Ila za vzniku urcitého meziproduktu (komplex
enzym-substrat). Vratime-li se k predchozimu znaceni koncentraci, 1ze podle teorie uvedené

v bakalafské praci [7] konstantu k; odvodit jako

Kcatt
kt == i

_ a7 2.5
e (2.5)
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Kde ko + k
Ky = == (2.6)
ka1
S uvazenim ([2.5)) lze rovnice (2.3) vyjadrit ve tvaru
des keatO
-7 — —CfJ
dt KM —|— Cf
(2.7)
den, EeatO e
= c Cm
dt KM —|— Cf ! P

Spojenim reakéni ¢asti (2.7) se vztahy zohlednujicimi difuzi a konvekei chemickych latek
ziskame konvekéné—difizné-—reakéni rovnice popisujici casoprostorovy vyvoj koncentraci

fibrinogenu a monomeru fibrinu [1§]

aCf kcatﬁ
= : — D, Acy = ———eat?
5 + V- (vey) e Acy KM—i—chf’
5 g (2.8)
Cm cat 2
om : —D. A, = ——teat?
5 + V- (ven) en ACy Kot 105 cr + kyem”,

kde D, a D.,, jsou diftizni koeficienty a v je vektor rychlosti proudéni krve. Hodnoty vSech
parametru vyskytujici se v modelu (2.8)) jsou shrnuty v tab.

Tabulka 3: Parametry modelu prevzaté [23]

parametr H hodnota H jednotky

Eeat 84 g1

Ky 7.2x107? || mol-m?

ky 8,2x10% || m3 mol~'.s7!
D,y 1x10~8 m?-s~!

D,,. 1x107% || m?-s7!

Jelikoz cilem predlozené diplomové prace je modelovat proces srazeni krve od vnéjsiho
spoustéce az po polymerizaci fibrinu, je model dany rovnicemi v této praci rozsiten
o drive popsany model hemokoagulace . Timto zpusobem lze modelovat chovani
koagulacni kaskddy, ktera plni funkci pocatecniho impulsu pro zahajeni polymerizace

fibrinu stejné tak, jak se tomu déje in vivo [22]. Matematicky lze findlni model vyjadrit

10
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nasledujici soustavou nelinearnich parcidlnich diferencialnich rovnic

%:f — —kgu+ DyAu—V - (vu),

o6 af?

Do P 0\’

5 =00 (1-5) (1 +(2) ) ey Y
aCf o kcate

o Kutol T De;Acy =V - (vey),

0cm kca 0

o = Tt o€+ hen” o+ Dy =BV (ven)

S tim, jak roste slozitost polymerni sité v dusledku utvareni dlouhych tetézct a vétveni
(v tomto modelu reprezentovano velice zjednodusené pomoci koncentraci monomeru
fibrinu), je tfeba omezit vliv difize a konvekce, protoze velké polymerni makromolekuly
témto déjum vyrazné nepodléhaji (viz napf. prostorova fixace trombu a vySe zminéné
mechanické vlastnosti fibrinového gelu). Toto je oSetfeno prostfednictvim parametru b,
a Dy v rovnici 5, které jsou oproti puvodnimu modelu v [23] zvoleny proménné
a zavislé na hodnoté koncentrace monomeru fibrinu ¢,,. S rostouci koncentraci hodnoty
téchto parametru klesaji k nule, ¢imz snizuji vyznam ptislusnych clenu konvekce a difize.
Vzhledem k tomu, Zze puvodni prace jak [18], tak [23] zddné predpisy pro oba parametry
nenaubizejﬂ7 byly v rdamci této diplomové préace navrzeny vlastni, jejichz prubéhy jsou

znézornény na obr. a byly inspirovany studif [22],

1
bp(cm) = ——
14+
Co
(cf ) (2.10)
ol 1
Dy(cy,em) = Deje \o L4 G
o

kde ¢;, = 9 x 1073 mol/m? je fyziologickd koncentrace fibrinogenu rozpusténého v krevni
plazmé [23].

7 vyse popsaného modelu , ktery je zakoncen tvorbou monomeru, je patrné, ze plné
nereflektuje skuteény biologicky proces polymerizace fibrinu (napf. tvorbu delsich fetezcu).

Z tohoto duvodu je obsah nésledujictho odstavce vénovan struénému uvodu do

20bé studie predpoklddaly nestacionarni proudéni krve, pii kterém dochazelo k vymyvani a odplavovani
vznikajici krevni srazeniny. Z tohoto diuvodu nebylo v jejich piipadé nutné vliv konvekce a diftize limitovat.

11
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matematického modelovani procesu polymerizace, ktery nam poskytne podrobnéjsi nahled

VVVVVV

biologicky presnéjsi.

09-
08-
07-
06-

jao.s F
04-
03-
02-

0.1~

107 1072 10

c mol/ms] c; [mol/m3] x10%

o [

a) Zavislost parametru b, na koncentraci ¢,, b) Zavislost parametru D¢ na koncentraci ¢
P 'p p f f

Obr. 2.1: Prubéhy parametru konvekce b, a difuze Dy

2.3 Obecny model polymerizace

Jako zakladni matematicky model popisujici nevratny proces polymerizace se uvadi tzv.
Smoluchowského koagulaéni rovnice, ktera se zabyva kinetikou shlukovani ¢astic. Podstata
této rovnice je popsana v nésledujicich odstavcich tak, jak je naznacena v ¢lanku [26].
Méjme nadobu obsahujici rozptylené ¢astice a jejich shluky, které se mohou pohybovat,
narazet do sebe a vzajemné se shlukovat. Tento proces lze obecné vyjadrit nevratnou
chemickou reakci
C; + Ch25C; o, (2.11)

kde Cj, resp. C}, piedstavuje shluk tvofeny j, resp. k casticemi a a;, je rychlostni konstanta
prislusné reakce. Jednotlivé kroky tohoto procesu jsou ilustrovany na obr. [2.2]
Zavedeme-li proménnou ¢;(t), kterd predstavuje koncentraci shluku C;, pak lze jeji

casovou zmeénu v diskrétni podobé zapsat [26]

de; 1 I = .
L SRR SR R 212
k=1 k=1

kde a;j jsou tzv. koagulaéni (agregacni) ”jadra”(kernels). Prvni suma na pravé strané
rovnice popisuje spojovani shluku s (j — k) ¢dsticemi se shluky o k ¢asticich, jejichz

koagulaci zminiovany shluk C; vznika. Druhy ¢len naopak vyjadiuje jeho ubytek v dusledku

12
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Obr. 2.2: Piiklad shlukovéni ¢astic s rychlostnimi konstantami k, prevzato z [21]

tvorby vétsich shluki. Pro koncentraci jediné ¢astice — monomeru (j = 1) se rovnice ([2.12))

zjednodusi na tvar

de =
d_tl | ; 1,kCh (2.13)

ktery odpovida vyse uvedenému predpokladu, ze monomery jsou spotiebovavany na tvorbu
vétsich shluku (tj. delsich polymernich tetézcu).

Matematicky model dany rovnici , resp. ve své podstaté popisuje pouze vznik
a nevratny proces rustu polymeru, coz je sice v souladu s vyse uvedenymi predpoklady, ale
nezohlednuje to, ze paralelné s koagulaci muze dochéazet i k fragmentaci, tj. rozpadu shluku.
Tento dé&j je matematicky popséan tzv. Smoluchowského koagulaéné—fragmentaéni rovnici [4].

Koncentraci shluku o j ¢asticich pak muzeme vyjadrit nasledovné

-1 00
de; 1 .
d_tj =5 Z (@j—kkCj—kCr — bj_prCj) — Z (ajrcick — bjkCivk), =2, (2.14)
=1 k=1

kde parametry a;j a b, jsou poporadé rychlostni konstanty koagulace a fragmentace. Prvni
suma na pravé strané rovnice popisuje piirustek koncentrace ¢; v dusledku koagulace mensich
shluku castic ve shluk s j ¢asticemi a dale jeji ubytek vlivem rozpadu shluku s j ¢asticemi

na shluky o k a (j — k) ¢ésticich. Druhd (nekoneénd) suma prestavuje ibytek koncetrance

13



2. MATEMATICKY MODEL HEMOKOAGULACE

z duvodu slu¢ovani shluku s k ¢asticemi do vétsich shluku a prirustek odvijejici se od rozpadu
vétsich shluku na shluk s j ¢asticemi. Stejné jako v piipadé (2.12)) lze zménu koncentrace

jediné ¢éstice (monomeru) zapsat ve tvaru

dc o0 o0
d_tl =—C Z a1,k Cr + Z b1 kC14ks (2.15)
k=1 k=1

ktera jiz oproti puvodnimu modelu (2.13) zohlednuje moznost, ze koncentrace monomeru
muze nejen klesat, ale i narustat, tj. pripousti dosazeni rovnovazného stavu prislusné chemické
reakce.

Z tvaru rovnice je patrné, ze pro vyjadieni koncentraci shluku (polymernich
fetézcli) tvorenych mnoha tisici ¢i desetitisici ¢dsticemi (monomernimi jednotkami) je
potieba rozsahla soustava diferencidlnich rovnic, coz se samoziejmé negativné projevi i na
vypocetnim c¢ase. Dalsim faktorem, ktery by potencialné mohl ovlivnit pouzitelnost tohoto
modelu, je nutnd znalost rychlostnich konstant a dalsich parametru, které s ohledem na
slozitost a rozsah polymeriza¢nich reakci mohou byt velice obtizné stanovitelné. Z tohoto
duvodu se pro matematicky popis tohoto typu chemickych reakci bézné vyuzivaji nastroje
matematické statistiky.

Vzhledem k tomu, Ze polymer muze obsahovat ruzné dlouhé fetézce s ruznou molarni
hmotnosti, jsou probihajici chemické reakce ¢asto popsany pomoci tzv. molarni hmotnosti

polymeru (relativni molekulovd hmotnost). Obecné se rozlisuje nékolik typu [20]

e pocetné stredni molarni hmotnost M,, (number-average molecular weight) — zavisi na

poctu makromolekul obsazenych v polymeru

an’Mi
S M M. M, —
Mn:nl 1+n2 2_|_..._|_nk kzzfl , (2.16)

oo o0 D D
Z T Z L% Z L% Z L%
=1 =1 =1 =1

kde ny je latkové mnozstvi k-té makromolekuly a My je jeji molarni hmotnost;

e hmotnostné stiedni moldrni hmotnost M, (weight-average molecular weight) — zévisi

na hmotnosti jednotlivych makromolekul obsazenych v polymeru

—  m My moM my M, = = !
A et L e L 1

00 00 00 00 — =
i=1 i=1 =1 i=1 i=1

kde my, je hmotnost vybrané makromolekuly a plati vztah my = n, M.

, (2.17)

14
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Zaneseme-li do grafu zavislost poc¢tu molekul na molarni hmotnosti, ziskame tzv.
distribuéni kfivku (viz obr. , kterd udava pravdépodobnostni rozlozeni jednotlivych
fetézcii v polymeru. Vyznam téchto kfivek se projevuje pfredevsim pii stanovovani

vlastnosti vznikajicich polymeru, jakymi jsou napf. jejich pruznost a pevnost [6].

&etnost

molarni hmotnost

Obr. 2.3: Distribuéni kiivka, modifikovéno z [6]

2.3.1 Metoda momentu

Metoda momentu patii mezi nastroje statistické matematiky, kterd pro zjednoduseni
matematického popisu polymerizace vyuziva momenty distribuce, jez patii mezi
charakteristiky pravdépodobnostniho rozdéleni [I7]. Nevyhodou této metody v piipadé
Smoluchowského koagulacné—fragmentacni rovnice je to, ze jeji aplikaci prichdzime
o konkrétni informaci o koncentraci jednotlivych polymernich fetézcti, nebot pracuje se
sttednimi molarnimi hmotnostmi polymeru, popt. vyjadiuje strukturni slozitost jeho
makromolekul. Na druhou stranu je nespornou vyhodou metody momentu to, ze s jeji
pomoci lze prevést rozsahlou soustavu diferencialnich rovnic na soustavu tvofenou pouze
nékolika rovnicemi tak, jak bude ukazdno v nésledujicim odstavei na prikladu
ttirovnicového modelu polymerizace fibrinu. Pfedtim je vSak vhodné na tomto misté zavést
nékolik velicin, které metodé momentu daly jeji jméno.

Statisticky moment n-tého tadu je v organické chemii definovan jako
M, => k'F}, (2.18)
k=1

kde F}, oznacuje koncentraci retézce, ktery je tvoreny k& monomery. Jak uvadi napt. [17],

v piipadé popisu procesu polymerizace se uplatnuji predev§im momenty nizsiho fadu.
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Konkrétné v této diplomové praci jsou uzity tyto:
e Moment nultého fadu

My =) Fy (2.19)
k=1

vyjadiuje celkovou koncentraci polymernich fetézcu v daném vzorku polymeru.

e Moment prvniho fadu

My =) kFy (2.20)
k=1

oznacuje celkovou koncentraci monomeru v polymerizované i nepolymerizované podobé,
proto muze byt ukazatelem aktivace fibrinu na fibrinové monomery a rané faze utvareni

trombu.

e Moment druhého tadu

My =) KFy (2.21)
k=1

je uzivan pro vyjadieni stupné polymerizace a stanoveni miry gelace polymeru (napf.

fibrinu).

Jak bylo zminéno jiz v odstavci [1.2] vznik fibrinové sité se slozitou prostorovou strukturou
souvisi s dosazenim tzv. bodu gelace t,. Tento casovy okamzik se vyznacuje prudkym
narustem stfedni molarni hmotnosti fibrinu, kterd je imérna vyse definovanému momentu
Mj, obr. [2.4] Neboli pro dosazeni bodu gelace bude platit ndsledujici podminka gelace:

My — 00 pro t—t,.

Vzhledem k tomu, ze proces gelace je obvykle pozorovan paralelné s minimalné se ménici
koncentraci monomeru (vyjadieno pomoci momentu M; ), byva moment M, ¢asto povazovan
za indikator polymerizace fibrinu na makrodrovni. Této vlastnosti je vyuzito i v této praci,
viz kapitola [4]

M2 A

tg t

Obr. 2.4: Narust momentu M, a bod gelace ¢,
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2.4 Trirovnicovy model polymerizace fibrinu

Dalsim z vyznamnych matematickych modelu polymerizace je model uvedeny v [9]. Autofti
této prace zde modeluji proces srazeni krve v dusledku vylucovani specifickych latek nadorem,
ktery se nachézi v tkani priléhajici k cévé. Vnejsi aktivator srazeni krve z tkané difunduje
do krevniho tecisté, ¢imz spousti tvorbu krevni srazeniny. Ptestoze je v ¢lanku matematicky
popsano i §iteni triggeru z nadorového loziska vlivem difize a jeho prestup skrz cévni sténu do
krevniho fec¢isté, budeme v této praci pro jednoduchost uvazovat pritomnost triggeru pouze
jako okrajovou podminku, ¢imz bude simulovano jeho pronikéni z tkané do krevniho obéhu.
Matematicky model publikovany v [9] ovSem nemusi slouzit pouze pro simulaci srazeni krve
ve velkych cévach. Napiiklad autofi studie [§] model vyuzivaji k popisu utvéfeni krevnich
srazenin v dusledku zlomeniny kosti jako soucasti rané faze hojeni.

Podobné jako u dvourovnicového modelu v odstavci je prvni cast matematického

modelu tvofena kinetickou rovnici popisujici ¢asovy vyvoj koncentrace fibrinogenu £, [9]

% = —kyFyf — ey (F, — F)). (2.22)
Ten je spotiebovavan pii aktivaci trombinem 6, coz je vyjadieno prvnim c¢lenem na pravé
strané rovnice. Druhy ¢len pak piedstavuje zdrojovy ¢len, v rdmci néhoz je fibrinogen bud
vytvaren, nebo odbouravan v zavislosti na znaménku popisovaného ¢lenu. V piipadé, ze je
koncentrace fibrinogenu F}, nizsi nez jeho fyziologicka hodnota v krvi F' go =9 x 1073 mol/m?,
bude —¢, (Fg - F ;)) > (), tudiz fibrinogen bude produkovan. Konstanty &, a ¢, jsou nezaporné
parametry modelu, jejichz hodnoty byly zvoleny v souladu s puvodni praci [9] a jsou uvedeny
v tab. [

Druhou ¢ast zde popisovaného tiirovnicového modelu tvoii systém rovnic popisujici
polymerizaci fibrinu od monomeru fibrinu az po slozité fetézce. Autofi [9] vychézeji
z predpokladu, ze polymerizace probiha podle principu vyjadienych prostrednictvim
Smoluchowského koagulaéné-fragmentaéni rovnice a (2.15), jejiz podstata byla
nastinéna v odstavci této prace. Diky koagulacné—fragmentaénimu mechanismu
polymernich fetézcu lze proces polymerizace fibrinu popsat matematicky pomoci soustavy,
ktera je tvorena nekonecnym poctem vzajemné provazanych obycejnych diferencidlnich

rovnic

o0

dF =
o = FeF — Py e Fi kY biFi = kR

i=1 i=1
dFy,

k-1 ) e
k k
e Ep mE:1am,(k—m)Fkam — kpFy, E ari Fi + ky E briFroti — Eb E bijFk — K F,

i=1 i=1 i+j=k

(2.23)
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2. MATEMATICKY MODEL HEMOKOAGULACE

kde F; zna¢i koncentraci fibrinovych monomeru, Fj, koncentraci oligomeru tvorenych
k jednotkami a zbylé parametry jsou shrnuty v tab. . Prvni rovnice soustavy
popisuje vznik monomeru aktivaci fibrinogenu prostiednictvim ¢clenu kg Fy0, jejich ubytek
vlivem tvorby delsich fetézcu a narust v dusledku defragmentace delSich fetézcu. Druhd
rovnice pak popisuje vyvoj oligomeru Fj v souladu s difve popsanou teorii matematického
modelovani polymerizace. Posledni ¢len k,Fs(s = 1,2,...) v uvedenych rovnicich pak
zahrnuje deaktivaci polymeru, pficemz rychlostni konstanta k. je zde pro jednoduchost
uvazovana jako nezavisla na poc¢tu monomernich jednotek v ptislusném tetézci.

Hodnoty parametru véetné rychlostnich konstant pfislusnych chemickych reakci
modelu ([2.33)) jsou shrnuty v tab. .

Tabulka 4: Parametry modelu [22]

parametry H hodnota H jednotky

ky 1,67x1073 | s7!

k. 1,67x1072 | 57!

ky 2,52 x10% | mol-s~!
k, 5 mol-s™1
Fg 9x1073 mol-m—3
Eg 1,66x1076 | 57!

D, 1078 m?2.s~!
Dy 1078 m?2.s!

Vyznamy tzv. koagulacnich a fragmentacnich jader a;; a b;; v rovnicich byly
vysvétleny v odstavci této prace. Na tomto misté pouze dodejme, ze jejich hodnoty
vychézi z Floryho-Stockmayerovy teorie. Ta predpoklada, ze se behem polymerizace netvori
zadné uzaviené struktury (cyklické tetézce) a ze rychlost chemickych reakei je dmérnd

poctu aktivnich mist, kde muze dochézet ke spojovani fetézcu. Obecné plati [§]
ay; =[(f=2)i+2][(f=2)j+2], 4j=1, (2.24)

kde f udava pocet aktivnich vazebnich mist. Pro molekulu fibrinu uvazujeme f = 4, ¢imz

lze vztah (2.24]) upravit do tvaru
aij =46+ 1)(j +1). (2.25)
Podle ¢lanku [10] jsou koeficienty b; ; voleny konstantni a plati pro né
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2. MATEMATICKY MODEL HEMOKOAGULACE

Dosazenim ([2.25) a (2.26) do soustavy rovnic (2.23) ji 1ze zjednodusit do podoby

dF1 o0 . o%e)
5 = FoFyf — Sky ;(z + 1)F, + 2k, ; Fiy — k,Fy,
dF, . & s (2.27)
7 = 2k D (A Dk —m o+ D) EFey — 4k, F > i+ 1)(k+ 1) F+ :
m=1 =1
00 k—1
+2ky > Frvi —ky Y Fr — ko Fyy k> 2,
i=1 m=1

¢imz ziskdme pro popis polymerizace soustavu nekoneé¢ného poctu rovnic, jez pro dalsi
numerické feseni nenf vhodné, nebot i pro omezeny pocet rovnic (napf. pro prvnich 10 000
fetézcll) by naroky na pamét a vypocetni vykon byly neimérné vysoké, zejména v 2D a 3D
ulohach. Vyuzijme tedy pro zjednoduseni systému metodu momentu, jejiz princip byl
popsan v odstavei [2.3.1] 'V tomto piipadé vychdzime z ¢asové derivace momentu n-tého
fadu, kterou lze v souladu s definici vyjadrit jako

dM, =, dF;

= ;k s (2.28)
Omezime-li se pouze na momenty nizsich radu (tj. n = 0,1,2) a dosadime-li za ¢asovou
derivaci fetézce Fj, vyse uvedené kinetické rovnice , lze pomoci nékolika matematickych
uprav prevést soustavu nekonecnych rovnic na soustavu tvorenou pouze tfemi rovnicemi pro
momenty My, My a My

dM,
— = kgFyt — 2k, (M1 + Mo)? + ky(My — My) — ky Mo,
dM,

T = kol — ke My, (2.29)
dM. k
_dtQ = kyF,0 + 4k, (M, + M;)? — 3*’ (M3 — My) — k. M.

Pro tuplnost je cely postup odvozeni vztahu (2.29) uveden v priloze A této prace.

Stejné jako je vyvoj koncentrace F} zavisly na koncentraci delsich fetézcu v dusledku
fragmentace, tak moment M, je ovlivnén momentem vyssiho fadu M,, ;. Konkrétné v nasem
piipadé je moment M, zavisly na hodnoté momentu M3, proto soustava rovnic neni
uzaviend a je nutno zvolit tzv. podminku uzdvéru. Autoii puvodni prace [9] vychazeji ze

vztahtu mezi momenty a jejich prirozenymi omezenimi, pro které plati

M, < My, (2.30)
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2. MATEMATICKY MODEL HEMOKOAGULACE

a proto byla v souladu s ¢lankem [10] zvolena podminka uzavéru v nasledujici jednoduché
podobé
MMz — My = 0. (2.31)

Tento vztah v mnoha pfipadech aproximuje Mj velmi presné, napt. pro monodisperzni
polymer, jehoz molekuly jsou vSechny stejné velké. S prihlédnutim k (2.31) pak

rovnice ([2.29)) ptejdou do tvaru

dM,
—p = FeFy0 — 2k, (M + Mo)? + ky(My — My) — k, Mo,
dM,
3 = Falel — kM, (2.32)
dM2 k?b M2
— = ReF0+ 4k, (My + M;)? — 3 (Vi — ]\/[1) — ky M.

Jelikoz za klicovy ukazatel gelace fibrinu povazujeme moment My, viz odstavec [2.3.1} 1ze po
zohlednéni podminky uzavéru (2.31) a toho, ze momenty M; a My jsou na hodnotéch
momentu M, nezavislé, pristoupit k vypusténi rovnice (2.32));, ¢imz soustavu rovnic ([2.32))

zredukujeme pouze na dveé rovnice (2.32)s a (2.32))3. Doplnénim reakénich casti obou

zminénych rovnic o vliv konvekce a difuze ziskame model popisujici ¢asoprostorovy vyvoj

momentu M; a My

oM
71 = k,F,0 — k,My + D;AM, — V - (b,v M),
M. ky [ M2
oMy _ koF 0 + 4k, (My + My)? — 22 [ =2 — M, | — k, My+ (2.33)
ot 3 \ M

+_DfAM2 -V (prMQ) .

Vyznam parametru b, a Dy u piislusnych clenii konvekce a diftze je vysvétlen nize.
Analogickym zpusobem lze rozsitit i rovnici fibrinogenu ([2.22)

OF,
8—;’ = —kyFyf — ey (Fy — F)) + DyAF, — V - (VEy) (2.34)

Obdobné jako v piipadé dvourovnicového modelu polymerizace v odstavei 2.2] je
i uvedeny trirovnicovy model (2.33)) a (2.34) propojen s modelem popisujicim koagulacni
kaskddu (2.1), predevsim pak tvorbu trombinu 6 jako aktivdtoru celého procesu
polymerizace fibrinu. Souhrnny model srazeni krve na béazi tfirovnicového modelu

polymerizace lze pak vyjadrit v podobé nasledujici soustavy parcidlnich diferencidlnich
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2. MATEMATICKY MODEL HEMOKOAGULACE

rovnic
% = —kqu+ D,Au—V - (vu),
% = kyu+ eof;o — K10 — Y0p + DyAO — V - (v0),
%_9;’ — 56 (1 - %) (1 + :j—;) — fap + DpAp — V- (vp), (2.35)
% = —kyF0 — ey (Fy = FY)) + DyAF, = V - (VF,),
8(;‘?1 = koFyf — k. My + DpAM, =V - (v M),
aé\fz = kyF,0 + 4k, (My + M;)* — % <%2j — Ml) — k. My + DyAMy — V - (byvMs).

Analogicky k modelu je 1 u modelu vhodné omezit vliv konvekce a diftize
u ¢lenti souvisejicich s polymerizaci fibrinu, tedy M; a M,, nebot se zvysujicim se stupném
polymerizace a postupnou gelaci fibrinu bude vznikajici trombus vucéi protékajici krvi
netecny. Tohoto docilime proménnymi parametry b, a Dy, které omezuji vliv pifslusnych
¢lenu na pravé strané rovnic 5 a 6 .V souladu s puvodni praci [22] jsou oba
koeficienty diftize a konvekce definovany jako funkce parametru N, ktery predstavuje

hmotnostné stfedni molarni hmotnost a je definovan jako podil momentu My a M;

Ny = —.
M,

(2.36)

Konkrétné dle [22] jsou pfedpisy obou koeficientt by a Dy, jejichz prubéhy jsou vykresleny
na obr. 2.5 dény ve tvaru

1
bp(Nw> = N
1+ Nw
° (2.37)
1 1 1
Dy(Nw) = Dty = ——— = D 5= bp(Nu),
w 1 + Nw w

kde hodnota N, = 10357 byla spoctena na zdkladé hodnot uvedenych v puvodnim c¢lanku
[22].
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0.9-
0.8 -
0.7 -
0.6 -
“a05-
0.4 -
0.3-
0.2 -

(a) Zéavislost parametru b, na Ny, (b) Zévislost parametru Dy na N,

Obr. 2.5: Prubéhy parametru konvekce b, a diftize Dy

Pii testovani uloh srazeni krve v ruzné slozitych geometriich cév (viz kapitola [4)) se ovsem
zévislost parametru b, a Dy na N,, ukdzala byt jako ne zcela vhodna. Jelikoz je N,, definovano
jako podil momentu My a M, viz , méla tato veli¢ina pii numerickém feSeni tendenci
k vyraznym hodnotovym vykyvium a zpusobovala nezadouci zkresleni numerickych vysledki,
zejména v pripadé dosazeni bodu gelace. Z tohoto divodu byly nové predpisy pro parametry

b, a D¢ [13] navrzeny tak, aby zdvisely pouze na momentu M, jako indikétoru gelace fibrinu

(viz obr. [2.6)
Mo\
bp(MQ):(H%M 2 ) :

2maz

(2.38)

Ds(M;) =Dy 1+ Ms B
AR 4,5x10°5M,,. )

kde My, .. = 100mol-m—3 odpovidd hodnoté predstavujici tiplnou polymerizaci fibrinu, tj.

stavu, kdy je jiz vytvoren nepropustny trombus.
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x10°

09 1 or

08} 1 81

0.7} | 7T
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0.4[ : e 4t

0.3+ . 3r

0.2} | oL

01} 1 1

1072 100 102 107 1072 10° 102
M, [mol/m®] M, [mol/m®]
(a) Zavislost parametru b, na Mo (b) Zévislost parametru Dy na M»

Obr. 2.6: Prubéhy parametru konvekce b, a difize Dy

2.5 Proudéni krve

7 hlediska matematiky je tloha srazeni krve obecné popsdna rovnicemi, jez jsou dle svého
tvaru souhrnné oznacovény jako konvekéné-difizné-reakéni (convection-diffusion-reaction,
CDR [7]). Konkrétné pro i-tou chemickou latku predstavujici napf. néktery z koagulacnich

faktoru je prislusna CDR rovnice dana tvarem

0 C;
ot

+ V- (VCZ' — DZVCJ = Ri, (239)

kde ¢; je koncentrace této latky, D; prislusny difizni koeficient, v je vektor rychlosti proudéni
krve a R; je reakeni ¢ast, kterd v sobé zahrnuje chemickou interakci zvolené latky s ostatnimi
substancemi. Jak je z podoby obecné nelinearni rovnice patrné, je model srazeni krve
zavisly na podobé proudového pole protékajici krve, a to prostiednictvim konvektivniho
¢lenu. Samotné proudéni krve je v této praci modelovano jako laminérni izotermické proudéni
nestlacitelné vazké kapaliny. Pokud bychom pro jednoduchost ptijali v této praci predpoklad,
ze protékajici krev neni zpétné ovlivnéna pritomnosti vznikajici krevni srazeniny, lze jeji
proudéni matematicky popsat rovnici kontinuity a Navierovymi-Stokesovymi rovnicemi ve
tvaru [23]

V.-v=0,
ov 1 (2.40)

E—FV'VV—FEV]?:I/AV,
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kde v je vektor rychlosti proudéni krve, tlak je reprezentovan veli¢inou p, p oznacuje hustotu
krve a v predstavuje jeji kinematickou viskozitu. Vztah mezi v a dynamickou viskozitou 7 je
vyjadien jako
v=-. (2.41)
P

Pro potieby této diplomové prace je krev uvazovana jako newtonska kapalina, jejiz tokové

parametry jsou uvedeny v tab. 5]
Tabulka 5: Uvazované parametry krve [13]

parametr H hodnota H jednotky
3,45x1073 || Pa-s
1050 kg-m~3

Ui
p

Z principu srazeni krve in vivo je ovSem patrné, ze utvaii-li se trombus (v nasem
pifpadé modelovany jako fibrinovd sit ¢i gel), zcela jisté bude ovliviiovat protékajici krev,
zejména pak ve svém bezprostfednim okoli. Pro zohlednéni funkce trombu jako krevni
zatky v ramci numerickych simulaci je proto nutné pfistoupit k jistym modifikacim
soustavy . Vyjdeme-li z pfedpokladu, ze na trombus muzeme nahlizet jako na porézni
médium, jehoz propustnost bude klesat v prubéhu hemokoagulace, viz napt. [15], 22], lze
vyuzit vlastnosti tzv. Brinkmanova c¢lenu. Ten ve svém principu vychéazi z Darcyho zakona
popisujictho ustdlené lamindrni proudéni poréznim médiem a jeho pfipojenim
k rovnicim 2 ziskame tzv. modifikované Navierovy-Stokesovy rovnice

ov +v-Vv+ lv -p=VAV —va,v, (2.42)
ot p
kde o, [m™?] je koeficient filtra¢niho odporu, ktery je inverzni koeficientu permeability & [m?]
uvadéného v ramci Darcyho zakona. Ptredpis pro filtracni odpor je v rdmci této diplomové
préace prejat z ¢lanku [22]
o, = agM; (1 —-1b,), (2.43)

kde konstanta ag = 1,57 x 10" m*/mol? je stanovena na zakladé charakteristického rozméru
a objemu monomeru fibrinu a parametr b, je dan vztahem (2.38]);.
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3 Numerické reseni modeli hemokoagulace

V navaznosti na predchozi kapitolu je tiloha hemokoagulce v této praci matematicky popsana
soustavou parcialnich diferencialnich rovnic ([2.9)), resp. . Jelikoz jejich analytické feseni
neumime urcit, budeme jej hledat pouze numericky. Z tohoto duvodu je predmétem této
kapitoly popis numerickych metod vyuzitych pii modelovani polymerizace fibrinu.

7 duvodu jednodussiho vykladu a lepsi prehlednosti, zejména s ohledem na uziti celé
fady indexu, bude v nasledujicich odstavcich postup pro prostorovou a ¢asovou diskretizaci
CDR rovnic ukazan pouze na piikladu jedné skalarni rovnice popisujici ¢asoprostorovy vyvoj

koncentrace ¢ blize nespecifikované chemické latky

dc
FTha V - (ve) — DV - (Vc) = R(c). (3.1)

Omezime-li se na 2D pripad, lze ptedchozi rovnici prepsat do podoby

% + %(vxc) + %(Uyc) —-D {a% (%) + a% (2—;)} = R(c), (32)

kde v, a v, jsou slozky vektoru rychlosti protékajici krve ve sméru os x a y.

Uvazujme pro T' > 0 ¢asoprostorovy vélec Q7 = Q x (0,7, kde Q € R? je dvojrozmérna
vypoctova oblast s hranici 0f2, pro kterou plati 02 = 0Q; U 0Q0 U 0Qw U 0Qg, viz
obr. . Cést hranice 09); piedstavuje vstup, symbolem 9Qy jsou oznaceny nepoddajné
a mnepropustné stény, vystup je reprezentovan Casti hranice 0o a ¢ast nepoddajné
a mnepropustné stény, kde je predepsan stimul (trigger) hemokoagulace, je oznacen
symbolem 0€)g. Barevné zvyraznéni jednotlivych casti hranice 0f2 patrné na obr. je pro
lepsi ptehlednost pouzito i v nasledujici kapitole pii formulovani vybranych tloh

kardiovaskularni biomechaniky.

Q1 0 920
ﬁﬂﬂ

Obr. 3.1: Vypoctova oblast €2 s hranici 02
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3.1 Prostorova diskretizace — metoda konecnych objemi

Metoda koneénych objemu je jednim z efektivnich néastroju prostorové diskretizace
vyuzivanych prevazné pii numerickém fteSeni parcidlnich diferencidlnich rovnic ¢i jejich
soustav, a to prevazné diky svoji aplikovatelnosti na strukturované a nestrukturované sité
ve 2D a 3D oblastech.

Provedme tedy prostorovou diskretizaci rovnice pomoci tzv. ,cell-centered” metody
konecnych objemu. V souladu s principy numerickych metod rozdélime oblast €2 na konecény

pocet disjunktnich podoblasti — obecnych ¢tyifihelniku s vrcholy A;, A, A3z a A4, napr.

tak, jak je zndzornéno na obr. (priklad nestrukturované vypoctové sité). Tyto oblasti

Obr. 3.2: Nestrukturovand vypoctova sit

nazyvejme kontrolnimi objemy, které pro piipad strukturované sité ozna¢me symbolem (;;
(obr. [3.3)). Dalsi odvozovéani bude z duvodu jednodussiho vykladu a prehlednosti realizovano
pro pripad strukturované sité, viz obr.

(a) Strukturovand sit (b) Kontrolni objem §2;; a jeho hranice I';;

Obr. 3.3: Strukturovan4 sif a kontrolni objem
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Zintegrujme nyni rovnici (3.2)) pfes kazdy kontrolni objem (2,

dS /Za (vse) dS = D/Zaxs (ax) ds + / R(c)dS. (3.3)

I ij

Hodnotu neznamé koncentrace ¢;; na kontrolnim objemu €2;; stanovime pomoci integralniho

1
“ 0| /Cds - /Cds = [Qyjcij, (3.4)
Qi]‘ Qi‘

kde |€2;;] je obsah buiiky €2;;. Vratime-li se k rovnici (3.3)), lze s uvdzenim (3.4)) prvni ¢len na

levé strané rovnice (3.3) a posledni ¢len na pravé strané tamtéz upravit na nasledujici tvary

prumeéru

/—dS ~ t|Qz’j\c¢j, /R(c) dS ~ R(c)|j]. (3.5)
Vyraz predstavujici konvekci 1ze pomoci Greenovy véty prevést z plosného integralu na
krivkovy

0 0
/ %(ch) + a—y(vyc) ds = 7{ [(vee) 'nij + (vyc) *ny;] dl, (3.6)
kde 'n;;, 2n;; jsou slozky vnéjsi normély k hranici 9€;;. Vyraz (3.6) vyjadiuje celkovy tok
hranici 0€2;; bunky €2;;. Pokud ho nahradime souctem toku pres jednotlivé hrany I,

=1...4, ziskdme

]{ [(vs) Yy + (0,¢) 2] mf_: / 0sO " 4 () PZ] AL (37)

89“

Aproximaci toku skrze hranu I'}} dostaneme

1
| / [(Uzc)m “ng + (V2C)m, ynm dl = v"cp "nj; +vy'en Yy, (3.8)

kde [I7}| je délka hrany I'f} a v* s-té slozka vektoru rychlosti ve stiedu hrany I'j}. Celkovy
tok hranici bunky €2;; lze tedy psat jako

4
Z (01" e "0y + 0 e Unfl}) [T (3.9)
m=1
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Zadefinujeme-li normélovy vektor k hrané I'7? jako S, = nJ[I7}| = [*S,Y Sn)t, pak

normalova rychlost na této hrané je ddana vztahem
Wy, = V] Sy + 050 S, (3.10)

Vyraz (3.9) reprezentujici celkovy tok hranici bunky pak s uvazenim (3.10|) prejde do podoby

4 4
Z (07" € "0l 4 05 e YY) [T = Z Wi Con.- (3.11)
m=1 m=

Zabyvejme se nyni zbyvajicim difiznim clenem

0[S () asee [l (E) -5 ()]s o

Pomoci Greenovy véty jej lze prepsat do podoby

o[ 285N f (Bnstn)u o

ij

Celkovou diftizi pres hranici 0€2;; muzeme opét nahradit souctem pies jednotlivé hrany I,
tudiz

o F1(5) o (&) ] amr 2 [(G)] o+ (o),

0%, m=lpm

ynm} dl.

/L?.]

(3.14)

Nakonec jesté aproximujme integral pomoci derivace ve stredu hrany I'7}
Yy, m |]m
ni,j]FZ-j ] )

o2 [, e ()L oo ()], e (),

Prostorova diskretizace pomoci ,,cell-centered“ metody koneénych objemu pro jednu CDR

parcialni diferencidlni rovnici (3.1 pak prejde do podoby

d D < dc oc
— (e E — T _ Y
di (CU> CZ] |Q7JJ‘ wmcm |Qz]| m=1 |: <a$)m Sm " (83]) m Sm:| ' (316)
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3.1.1 Numericka aproximace diftzniho ¢lenu

Pro vypocet difizniho ¢lenu v rovnici diskretizované ve smyslu metody konecnych
objemu potfebujeme urcit hodnoty derivaci (%)m a g—; N
odstavce se pokusime naznacit postup jejich stanoveni.

Méjme primédrni buniku €2;;, kterd s bunkou €; ;4 sdili hranu I']} viz obr. . Vypocet
zminénych derivaci na hranici I'J; je zde proveden centralné s druhym rddem presnosti za
pouziti tzv. dudlnich bunék. Pro aproximaci napi. derivace (@)1 na hranici I'!., kterd dle
obr. odpovidé dudlni bunce ;11 /2; se stfedem v bodé (i+1/2, j), pouzijeme vétu o stiedni

oz 157
hodnoté a Greenovu vétu

na hrané FZL V rameci tohoto

ac> 1 dc 1 7{
or ~ —dS= ——— cnk |, dl =
<8x i+1/2,j |Qi+1/2,j| ox |Qi+1/2,j +1/2,j
i+1/2,5 i+1/2,5
1 4 1 4

z, k — oz k k
T | Ck N dl = r “nk Tk | =
Q12,5 = k/ i+1/2, /2.5 ikl (3.17)

i+1/2,j

|€2i1/2,5] P

4

! > @ Ay,

Qg2 P

pricemz [Q41/2;| je obsah dudlni bunky, [I'F, /o ;| je délka k-té hrany dudlnf builky a ¢ je
hodnota koncentrace ve stfedu zminéné hrany, viz déle. Pro odvozeni (3.17)) bylo vyuzito

vlastnosti “n |T* | = Ay, kde pro k =1,...,4 plati

k
i+1/2,510 i+1/2,5

Ay, = Yi+1,5 — Y+1/2,5-1/25 Ay, = Yiv1/2,5+1/2 — Yi+1,5;

(3.18)
Ayz=y;; — Yit1/2,j4+1/25 Ay, = Yit+1/2,5—1/2 — Yij
a napi. y; ; pfedstavuje y-ovou soufadnici bodu (¢, 7).
Analogicky muzeme psat
dc 1 .
o N "% Ay (3.19)
(ay>i+l/2,j |Qit1/2,5] kz_;

Hodnoty koncentrace ¢, ziskame jako aritmeticky prumeér hodnot v uzlech dudlni bunky

nalezici prislusné hrané I/}

- _ 1
G = (Ci+1,j + Ci+1/2,j71/2)7 Co =35
= 1

2

(Civ1j + Cit1/2.441/2)s (3.20)
(Cij + Civ1j2jt1/2),  Ca=

1
2
1
5 (Ci,j + Ci+1/2,j—1/2)7

63:
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r. 3.4: Dualni bun vyznacena prerusovanou ¢arou) ;1,0 ; na hrané I''"= rimarni
Obr. 3.4: Dudlni buika acena prerusovanou carou) €./ ; ahaeI‘Zblk a
bunce €;;

kde hodnoty v uzlech uréime jako prumeéry ze sttedu primarnich bunék, napt. dle obr.
1
Cit1/2,j+1/2 = Z(Cij + Civ1j + Cijt1 + Ciprj41)- (3.21)

3.1.2 Numericka aproximace konvektivniho ¢lenu

V ramci tohoto odstavce si priblizime zpusob vypoctu konvektivniho ¢lenu uvedeného
v rovnici . Méjme dva konecné objemy 2;; a €2; ;11 se spolecnou hranou I}, viz
obr. . Vypocet konvektivniho toku touto hranou lze v souladu s provést nékolika
zpusoby s ruznymi fady presnosti. Na zakladé diive provedenych testovacich vypoctu, které
v piipadé CDR rovnic byly casto zatizeny numerickymi oscilacemi, bylo v této préci

pristoupeno k aplikaci upwind schématu 1. fadu presnosti

-~ WmCij  Pro Wy, Z 07
(wmcm>i+%,j ~
WmCity1,; PIO Wy, < 0.

30
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Obr. 3.5: Vypocet toku pies hranu ']}

Zavedeme-li veliciny

+
wm

= max(wp,0), w,, = min(wy,,0), (3.22)

muzeme tok hranou zapsat v podobé tzv. zobecnéného upwind schématu s 1. fadem presnosti
~ + o s .
(wmcm)zﬂr%:j R Wy, Cij + Wy, Cig 1,5+ (3.23)

V odborné literature se lze rovnéz setkat se zdpisem v nasledujicim tvaru

1 1
(WmCm)iyl ;& me(Cz’,j +eirg) = 5f (Wi (Cit15 — €iy), (3.24)

kde volbou parametru S muzeme ovlivnit fad zvoleného schématu. Zobecnéné upwind schéma
ziskame pro g = 1.

Zde je tfeba poznamenat, ze slozky vektoru rychlosti jsou v této praci znamy pouze ve
sttedech primarnich bunék. Hodnoty normdélové rychlosti na hrané bunky jsou proto
vypocteny pomoci znamych hodnot ve stfedech bunék ndlezejicich piislusné hrané. V této
praci byla hodnota normalové rychlosti na hrané uréena pomoci vazené interpolace, ktera
zohlednuje vzdalenost stfedu bunék od hrany, a tedy nepomérnou velikost sousednich
bunék, kterda muze byt zpusobena diskretizaci sité hlavné v oblasti mezni vrstvy.

Pripomenme vztah pro normalovou rychlost wy, na hrane I'7

Wy, = V" “ S+ 0" Y . (3.25)

31
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Slozky rychlosti v;" a v" na hrané I'}} byly urceny pomoci vdzené interpolace jako

2 2

Vij o Uit . )
o — ll 12 _ UZ-J-ZQ + Ui+17jll
* l + l L+ 1 ’
li Iy
2 2 (3.26)
i it1,j
gl b _ Vil +viagh
v .1 L+l
Iy 1y

- . Lt Fad % . m o, o1 o1
kde [; a Iy jsou vzddlenosti stfedu bunék €; ; a (211 ; od stiedu hrany I'7? a v; ;, v;,, ;, Tesp.
2 2 . “ . ~ ~ ~7 ~ e ~ .
Vi js Vip1; Jsou slozky rychlosti ve sméru osy x, resp. y ve stiedech prislusnych bunek, viz

obr. B.Al

3.1.3 Numericka aproximace na hranici
Pro urcenf neznamych hodnot koncentrace na hranici 9€2;; kontrolniho objemu €2;; (obr. |3.6al)
byla pro potieby této prace pouzita na hranici extrapolace s prvnim fadem presnosti.

C|BQij = Cij- (327)

Konvektivni ¢len na hranici, kde jsou predepsany nepoddajné a nepropustné stény, neni tieba
v rovnicich uvazovat, jelikoz se neprojevi z duvodu neskluzové okrajové podminky (nulové

rychlosti na sténéch).

0Qijj
[

(b) Dudlni bunika (vyznaCena pferusované) na
(a) Extrapolace na hranici 0€2;; hranici 0€;;

Obr. 3.6: Priklad hrani¢nich kontrolnich objemu €2;;

Vypocet derivaci difizniho ¢lenu na hranici byl proveden pomoci dualni bunky, obdobné jako

v odstavci [3.1.1} Dudln{ buika je na hranici tvorena pouze tfemi hranami, viz obr. [3.6b] proto
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Oc 1
(3_x) = W (¢1 Ay, + Cag Ayap + 1 Ayy) (3.28)
i+1/2,5 i+1/2,5

kde hodnoty ¢; a ¢ jsou urceny v (3.20) a Ay; a Ay, v (3.18)), koncentrace ¢45 a délka hrany
Ayap odpovidaji prislusnym veli¢inam spoc¢tenym na hrané AB. Obdobné plati

oc 1
dy i+1/2,j | i+1/2,j’

3.2 Casova diskretizace

V souladu s diive zavedenym casoprostorovym valcem Q1 byl zminén casovy interval (0,7),
T > 0, ktery je zde za tcelem casové diskretizace rovnice (3.16) rovnomérné rozdélen
0 <t' <t <..<Ts casovym krokem At = "' — ¢". Déle oznatme symbolem cf;
aproximaci koncentrace ¢;;(t") v case t" tak, ze aplikaci explicitni Eulerovy dopfedné
metody na rovnici nam tato rovnice diskretizovand ve smyslu ,cell-centered* metody

koneénych objemu prejde do nésledujiciho tvaru:

Dz, (3.30)

= ct+ At | R(c n
! 19251 !

1 n
ij z‘j)_m]:k(c )+

ij
kde Fy(cfy), resp. Fy(ci;) oznacujf numerické aproximace konvektivntho, resp. difizntho ¢lenu
na kontrolnim objemu €2;;, které byly podrobné popsany v odstavcich a

Na zavér zde poznamenejme, ze vySe popsany princip numerického teSeni parcidlni
diferencidlni CDR rovnice pro koncentraci ¢ blize nespecifikované chemické latky byl
v ramci predlozené diplomové prace rozsiten pro soustavu CDR rovnic v souladu
s matematickymi modely hemokoagulace popsanymi v kapitole 2 Vypocetni algoritmus na
béazi rovnice byl implementovan v programovacim prostiedi softwaru MATLAB
a verifikovan pomoci vysledku, které byly ziskdny pomoci komercéniho softwaru Ansys
Fluent, viz odstavec [£.2] Postup feseni modelu hemokoagulace v piipadé softwaru Ansys

Fluent je nastinén v nasledujicim odstavci této kapitoly.

3.3 Implementace modelti hemokoagulace v prostiedi softwaru
Ansys Fluent

Jak bylo zminéno vyse, byly v prostiedi softwaru Ansys Fluent implementovany dva

matematické modely popisujici sréazeni krve (2.9) a (2.35)). Prestoze je tento program urcen

primarné pro fteSeni 1loh proudéni stlacitelnych a mnestlacitelnych tekutin, jeho

programovaci rozhrani umoznuje uzivateli nadefinovat vlastni programové moduly pomoci
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tzv. user-defined functions (UDFs) a rozsifit klasicky model proudéni o uréity pocet
transportnich rovnic (user-defined scalar, UDS), a to véetné zde uvazovanych rovnic typu
CDR. Formou UDS lze konkrétné implementovat rovnice v nasledujicim tvaru [I]

dpc

vy + V- (pve) = DAc+ R(c), (3.31)

kde p je hustota transportni tekutiny (zde krve) a v je vektor rychlosti jejtho proudéni.
Vyznam ostatnich veli¢in v je analogicky k velicindm uvedenym v rovnici (2.39).
Zéaroven je vhodné na tomto misté poznamenat, ze vzhledem k pritomnosti hustoty v ((3.31))
je nutné pred samotnou implementaci vlastnich CDR rovnic v prostiedi programu Ansys
Fluent provést rozmérovou analyzu vSech konstant a parametru vyskytujicich se
v konvektivnich, difiznich a reakénich clenech.

S odkazem na manudl softwaru Ansys Fluent [I] byla implementace modelu
hemokoagulace a realizovana predevsim formou zdrojovych ¢lenu, v ramci
kterych byly definovany reakéni ¢leny prislusnych modeli. Toho bylo docileno vyse
zminénymi programovymi UDF moduly, psanymi v programovacim jazyce C. V ramci této
diplomové prace vznikly dva tyto moduly pojmenované po autorech obou uvazovanych
modelu srazeni krve — UDF_Seo.c a UDF_Rukhlenko.c. Oba programové moduly jsou
soucasti prilohy této préce.

Vzhledem k tomu, ze implementace CDR rovnic v programu Ansys Fluent neni spjata
pouze s predepsanim reakcnich ¢lentu, ale vyzaduje i dodefinovani celé fady dalsich funkci
(napt. okrajovych podminek pro trigger ¢i rychlost toku krve), je zde dale uveden ptehled

jednotlivych funkei, které bylo nutné doprogramovat a jsou soucésti zminénych UDF modulu.

o inlet_x_velocity
funkce pro predepsani parabolického rychlostniho profilu na vstupu vypoctové oblasti

(predpoklad ustéleného proudéni);

o stimulace_boundary

definovéni okrajové podminky pro stimul (trigger) procesu hemokoagulace, viz obr.
e DELTAT mydeltat

definovani proménného casového kroku v zavislosti na koncentraci ¢, nebo M,
(adaptace casového kroku je nutnd predevsim po dosazeni bodu gelace, kdy

polymerizace uvnit vypoctové oblasti zacne probihat velice rychle);

o DEF flur_ M2, DEF _flur_cm
vypocet a aplikace proménného parametru b, u konvektivniho ¢lenu v polymeriza¢nich

rovnicich, viz obr. a obr. 2.6}
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e DEF diff M2, DEF _diff cm
vypocet a aplikace proménného parametru Dy u difuzniho ¢lenu v polymerizacnich
rovnicich, viz obr. 2.1 a obr. 2.6}

o AT END_hodnota_M2, AT_END_hodnota_cm
kontrola dosazeni bodu gelace u velicin My a ¢, na konci casového kroku, vice viz
odstavec 4.1}

e ADJ hodnota_M2, ADJ _hodnota_cm
kontrola dosazeni bodu gelace u velicin M a ¢, na zacatku casového kroku po

implementaci okrajovych podminek, vice viz odstavec [4.1}

o source_uds_k, k =0,1,...,n — 1, kde n je pocet CDR rovnic v modelu hemokoagulace
definice zdrojovych (reakénich) ¢élent jednotlivych CDR rovnic a jejich derivaci, které

jsou nezbytné pro jejich numerické reseni v programu Ansys Fluent;

e momentum_x, momentum_y

definice Brinkmanova ¢lenu a jeho derivace.
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4 Vybrané ulohy kardiovaskularni biomechaniky

Kardiovaskularni biomechanika tesi ulohy tykajici se srdce a cévniho systému. Predmétem
zajmu tohoto védniho oboru je mimo jiné predikce patologickych stavu v soucinnosti se
znamymi klinickymi poznatky, posouzeni moznych rizik napt. ruptur aterosklerotickych platu
¢i optimalizace 1ékarskych zakroku s ohledem na zdravotni stav pacienta.

Matematické modely vyuzivané v tlohdch kardiovaskularni biomechaniky muzeme
rozdélit do dvou velkych skupin — na diagnostické a prediktivni [12]. Diagnostické
matematické modely hledaji urcité charakteristiky kardiovaskuldrniho systému. Do této
skupiny fadime napt. urc¢eni rozlozeni tlakového a rychlostniho pole v cévnim systému nebo
stanoveni napjatosti srdce pii urcitém fyziologickém stavu. Naopak prediktivni modely se
snazi predvidat, jak se bude systém déle vyvijet. Patii sem napf. modely pro posouzeni
rizik ruptury cévnich vyduti ¢i modely srazeni krve.

Slozitost matematickym modelt se ruzni v zavislosti na modelované 1loze a zvolené mite
zjednoduseni. Obecné vsak, podobné jako u jinych tloh biomechaniky, plati, ze komplexni
modely vyzaduji pro své feseni delsi vypocetni ¢as a zpravidla také urceni velkého poctu
konstant potfebnych pro vypocet. Na druhou je-li zvoleny model piili§ jednoduchy, nemusi
plné postihovat vSechny biologicky vyznamné rysy dané biomechanické tlohy.

V ramci této diplomové prace byly zvoleny oba typy pristupti pro popis procesu
polymerizace fibrinu, a to jednak pomoci jednoduchého dvourovnicového modelu
(odstavec [2.2) a jednak prostfednictvim komplexnéjstho tffrovnicového modelu
(odstavec . Pro posouzeni pouziti téchto dvou modelu jsou zde pro potieby této prace
uvazovany tiri nejcastéjsi typy uloh, kde ke vzniku krevnich srazenin obvykle dochéazi. Tyto
tfi ulohy jsou zvoleny tak, aby bylo mozné posoudit vyhody a nevyhody obou zminénych
modelt polymerizace a stanovit tak jejich pouzitelnost napfr. v redlnych geometriich cév.

Popisme nyni v néasledujicich odstavcich zminéné lohy kardiovaskularni biomechaniky;,

kterymi se budeme déle podrobnéji zabyvat.

Aneurysma

Aneurysma neboli vydut je rozsifeni oslabené cévni stény, jejiz prasknuti (ruptura) muze
byt ve vétsiné pripadu smrtelné. Rozlisujeme prevazné dva druhy aneurysmatu — vietenovité
(fusiformni), které se objevuje v oblasti bfisni aorty nebo krénich tepen, a aneurysma vakovité

(sakuldrni), jez vznikd predevsim u mozkovych cév, viz obr. [.1]
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(@) (b) () (d)

Obr. 4.1: Aneurysma vietenovité (a,b) a vakovité (c,d), prevzato z [12]

Vznik aneurysmatu muze byt podminén jak geneticky, napt. v dusledku Marfanova
nebo Ehlers-Danlosova syndromu, které jsou spojovany s onemocnénim pojivové tkané, tak
i faktory jako je vysoky krevni tlak ¢i kouteni. Dalsi vyvoj a rust aneurysmatu je
doprovazen oslabenim cévni stény v dusedku ztraty jeji elastické slozky — elastinuﬂ

S ohledem na abnormdlni geometrii vétsiny aneurysmat (obr. , je jejich ptitomnost
Thrombus — ILT), ktery jak biochemicky, tak biomechanicky vyznamnou mérou ovliviiuje
dalsi vyvoj aneurysmatu. Z pohledu biomechaniky je to piedevsim vyznam kryci, nebot
jistym zpusobem piitomnost trombu napom&aha oslabené cévni sténé tlumit narazy od
protékajici krve, zejména v piipadé aortalnich aneurysmat. Co se tyce vlivu chemickych
latek na vyvoj intraluminalniho trombu véetné samotného mechanismu jeho vzniku, jsou
i v soucasnosti tyto oblasti biologie ¢lovéka z velké ¢asti neprobadané, jak ukazuje napft.

studie citebias.

Vypoctova oblast

Pro feseni ulohy anuerysmatu byla v programu Ansys Workbench vytvorena a diskretizovana
oblast zndzronénd na obr. [£.2] S ohledem na predpoklddany princip vzniku intralumindlnich
trombu u vietenovitych anaurysmat, ktery je spjat predevsim se stagnaci krve, je v nami
uvazované iloze poloha stimulu (triggeru) koagulace zvolena na sténach vyduté, viz zelené
vyznacend hranice dQg na obr. [4.2] Ostatni barevné zvyraznéné hranice predstavuji vstup

0 (modie) a vystup 0o (Cervené) v souladu se znacenim uvedenym v odstavci na

obr. 3.2

3v14knité bilkovina, slozka vaziva
4uvniti lumen (prisvitu) cévy
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Vzhledem k tomu, Ze pro numerickou simulaci srdzeni krve je vyzadovana znalost
rychlostniho pole, je v ramci této lohy pristoupeno k jistému zjednodusSeni. Konkrétné je
zde prijat predpoklad ustaleného toku krve, ktery byl pro potieby této diplomové préce
stanoven prostrednictvim programu Ansys Fluent. Pro ziskani rozlozeni rychlosti
znazornéného na obr. byly predepsany nasledujici okrajové podminky:

e nepoddajné a nepropustné stény 0Qy U 0Qs — neskluzovd podminka (nulova rychlost),
e vystup 0€2p — konstantni hodnota tlaku po.,
e vstup 0€); — plné vyvinuty parabolicky rychlostni profil se slozkami vektoru rychlosti ve

smeéru os T a y

y?
0z (Y) = gt (1 - ﬁ) ) (4.1)
vy (y) =0,

kde ug; je prumérnd rychlost, y je vzdédlenost od stiednice cévy a R je polomér cévy. Rozmeéry

zvolené vypoctové oblasti véetné hodnot tokovych veli¢in predepsanych na vstupu a vystupu

jsou uvedeny v tab. [6]

Tabulka 6: Parametry tlohy aneurysmatu

parametr H hodnota H jednotky
L 0,04 m
D =2R 0,006 m
Vgt 6x107% | m-s~!
Pout 12 000 Pa
pocet elementu sité | 8856 -

Sy
i
AR

Obr. 4.2: Vypoctova oblast — zelené je vyznacena oblast pusobeni stimulu (triggeru u), modie
vstup a ¢ervené vystup
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v_mag (M/s)
0.0e+00 0.005 1.2e-02

Obr. 4.3: Rozlozeni rychlosti ustaleného proudéni krve v ramci modelu aneurysmatu

Mozkové aneurysma

Tento typ cévni vyduté ma obvykle podobu tenkosténné vypoukliny mozkové cévy, kterd se
nachdzi na povrchu mozku a zajistuje jeho okysli¢eni. Riziko prasknuti aneurysmatu, které
se povazuje za nejcastéjsi pricinou subarachnoiddlniho (mozkového) krvaceni, je nizké, ovsem
jeho dopady na zdravotni stav pacienta byvaji o to zavaznéjsi. Pfesna pri¢ina vzniku a ruptury
mozkového aneurysmatu zustava stale nejasna, vétsinou se jedna o kombinaci vicero faktor,
napi. fyziologickych a hemodynamickych [19]. Vzhledem k obtizné piistupnosti a vysokym
operacnim rizikum je nejbéznéjsi zpusob lékarského oSetfeni mozkovych aneurysmat zalozen
na zavedeni kovové spirdly (coil), kterd v daném misté vyvolad tvorbu krevni srazeniny, ¢imz
dojde k vyplnéni a stabilizaci vyduté. Spirala muze byt navic doplnéna stentenﬂ ktery brani

jejimu vniknuti do mozkové cévy.

Vypoctova oblast

Uloha mozkového aneurysmatu byla feSena pro idealizovanou 2D geometrii s vypoctovou siti
znézornénou na obr. [£.4] Barevné zvyraznéné hranice odpovidaji difve zavedenému znaéen{
u obr. Stejné jako v predchozim piipadé i pro tento model uvazujeme proudéni krve
ustéleného charakteru (obr. , které bylo spoc¢teno pomoci programu Ansys Fluent pro
okrajové podminky totozné jako v pripadé aneurysmatu vyse. Oproti predchozi iloze je zde
proudové pole uvazovaného mozkového aneurysmatu charakterizovano vyraznou recirkulac¢ni
zénou v oblasti mozkové vyduté, viz detailni pohled na obr. Uvazované parametry modelu

a tlohy jsou shrnuty v tab.

Szdravotnicky prostfedek udrzujici priichodnost cévy
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Tabulka 7: Parametry tlohy mozkového aneurysmatu

parametr hodnota || jednotky
L 0,018 m
D =2R 0,002 m
Vst 0,05 m-s~!
Dout 12 000 Pa
pocet elementu sité | 5851 -

ssssassasissei
T T

Obr. 4.4: Vypoctova oblast (barevné oznaceni hranic je analogické k tiloze aneurysmatu)

v_mag
0.0e+00 0.04 0.06 0.081.0e-01

e =

Obr. 4.5: Rozlozeni rychlosti ustaleného proudéni krve v ramci modelu mozkového
aneurysmatu s detailnim pohledem na podobu rychlostniho pole uvniti vyduté

Stenoza

Stendza je patologické zuzeni prusvitu cévy, které vznika v dusledku hromadéni a usazovani
tukovych litek ve sténé cévy (ateroskleréza). V rané fazi onemocnéni se tyto latky uklddaji
ve vnitin{ vrstvé cévy (tunica intima), ¢imz muze dochdzet k jejimu patologickému zbytnéni.

V dalsim stédiu se z usazenych tukovych ldtek, uréitych bunék (makrofign) a dalsich latek
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utvari tzv. ateroskleroticky plat. Ten v pocatecni fazi neni nikterak vyrazny, diky cemuz
zustava prusvit cévy obvykle zachovan. S postupem casu ovsem dochéazi ke zvétsovani platu
a ke vzniku stendzy, kterd jiz vyraznou mérou omezuje tok krve [12].

Ruptura nestabilniho aterosklerotického platu je vzdy provazena vznikem krevnich
srazenin, nebot poskozeni plitu vede k vyplaveni chemickych latek, které spousti
koagulacni kaskadu (kontakt krve se smacivym povrchem). V zavislosti na podobé
proudového pole mohou vzniklé krevni srazeniny bud vést k tiplné blokaci cévy, nebo byt
v dusledku pusobeni okoli odtrzeny a unaseny dale po proudu, kde mohou zpusobit ucpani
nékterého z cévnich fecist. Prasknuti aterosklerotického platu byva zdvazny a casto zivot
ohrozujici stav, ktery je casto pri¢inou mozkové mrtvice (stenéza karotické tepny) ¢i

infarktu myokardu (zizeni korondrnich tepen).

Vypoctova oblast

Pro tlohu stendzy byla vytvofena 2D geometrie, kterda byla obdobné jako v ptedchozich
pripadech disketizovana v programu Ansys Workbench, viz obr. Stejné jako u uloh
s aneurysmaty je i v pripadé stendzy pristoupeno ke zjednodusSeni v podobé ustaleného
proudéni (obr. , které bylo stanoveno pomoci programu Ansys Fluent predepsdnim
okrajovych podminek popsanymi vysSe. Parametry modelu a modelované tlohy jsou
uvedeny v tab.

Tabulka 8: Parametry tlohy stenézy

parametr H hodnota H jednotky
L 0,04 m
D =2R 0,006 m
Vgt 6x107% | m-s~!
Pout 12 000 Pa
pocet elementu sité | 8038 -

TS
+ jRssisees
jEsss

iizsseasen
i

Obr. 4.6: Vypoctova oblast (barevné oznaceni hranic je analogické k tiloze aneurysmatu)
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v_mag (m/s)
0.0e+00 0.01 0.02 2.8e-02

Obr. 4.7: Rozlozeni rychlosti ustaleného proudéni krve v ramci modelu stenézy

4.1 Okrajové a pocateéni podminky

Popisme strucné v tomto odstavci pocatecni a okrajové podminky uvazované v modelech
srazeni krve a , které pro lepsi prehlednost jsou u obou modelu zvoleny totozné
a jsou inspirovany vysledky testu provedenymi v bakaldiské praci [7].

Pocéateéni koncentrace fibrinogenu byla zvolena pro celou oblast 2 jako konstantni
nenulovd hodnota (9 x 1072 mol/ m3), ktera odpovida fyziologické koncentraci fibrinogenu
v krvi. Koncentrace vSech ostatnich latek ucastnicich se procesu hemokoagulace byly v celé
oblasti nulova. Tyto podminky odpovidaji situaci, kdy cévou proudi krev a k zadnému
srazeni krve nedochazi.

Proces srazeni krve je zahdjen nenulovym stimulem vnéjsiho spoustéce (trigger), ktery
je vylucovan poskozenou cévou nebo pii ruptuie aterosklerotického platu na hranici 0€);.
Vyvoj tohoto stimulu béhem simulaci neni ndhodny, ale v ramci této prace voleny tak, aby
co nejlépe odpovidal tomu ve skutec¢nych cévach. Konkrétné v poc¢atecni fazi hemokoagulace
je koncentrace stimulu u predepsana ve formé pomalého narustu az do urcitého casu ¢y, kdy je
dosazeno maximéaln{ koncentrace ug,, = 100 x 107% mol/ m? [7]. Tato hodnota je na piislusné
¢éasti hranice udrzovana az do chvile, nez se v dané oblasti vytvoii trombus (polymerizovany
fibrin dosdhne bodu gelace). Poté je vylucovani stimulu zastaveno, aby doslo k deaktivaci
koagulaéni kaskady a dale nedochézelo k nekontrolovatelné polymerizaci. Takto popsany

prubéh stimulu je naznacen na obr. a matematicky popsan néasledujici funkei

07 c> Cstropy
Ulpa, = § UstimSIN(10t), ¢ < Csprop & t <y, (4.2)

Ustim, Jlnak7

kde t je cas, ¢ je koncentrace fibrinu a cgsp Oznacuje jeho limitni hodnotu. Nutnost
zavedeni této limity je ddno charaktery uvazovanych modeltt polymerizace fibrinu, nebot
z povahy reakénich ¢lenu v rovnicich pro proménné ¢, (2.9); a My (2.35)s je patrny
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nekontrolovatelny narust nade vSechny meze po pfekroceni casu t,, ktery odpovida gelaci
fibrinu, viz odstavec [1.2l Aby bylo mozné toto chovani obsdhnout v rdmci numerického
feseni a zajistit tak stabilitu celého vypoétu, bylo nutné pro modely a nastavit
zminénou limitn{ hodnotu cgyop = 100mol - m~3, na kterou v této praci nahlizime jako na

koneénou fazi polymerizace fibrinu, tj. vznik nerozpustného trombu.

%107

t[s]

Obr. 4.8: Piiklad vyvoje koncentrace stimulu u] 99

Na zakladé numerickych testu provedenych v bakaldrské praci [7] a testovanim modelu
polymerizace na modelu piimé cévy (trubice), byla velikost casového kroku At u vsech
numerickych simulaci prezentovanych v této diplomové préaci volena v zavislosti na

proménné c¢,,, resp. My, jakozto ukazateli polymerizace

1x 1073, proc, < 0,01, resp. My < 0,01,
At = (4.3)
1 x107%, jinak.

Podoba (4.3)) je dana tim, ze pfi priblizeni se bodu gelace t, se prubéh chemickych reaket,
zejména polymerizace, vyrazné zrychluje. Z tohoto duvodu bylo nutno zmensit ¢asovy krok,

aby byl casoprostorovy vyvoj trombu zachycen co nejlépe.

4.2 Dvourovnicovy model polymerizace

V puvodni praci [23] byl tento model, podrobné popsany v odstavci , numericky fesen
na 3D geometrii levé srdecni komory. Pro prostorovou diskretizaci zde autofi pouzili metodu
konecnych diferenci a pro casovou integraci pak ctyfstupnovou Rungeovu-Kuttovu metodu
s druhym tadem presnosti. Z téchto dvou zvolenych numerickych metod lze vyvodit, ze pro
simulaci srazeni krve pouzili autofi ekvidistantni sit, s jejiz pomoci aproximovali slozitou

geometrii srdecni komory.
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V porovnani s [23] je zde pro numerickou simulaci srdzeni krve ve vySe popsanych
modelech aneurysmat a stendzy pouzita metoda koneénych objemu formulovana pro
nestrukturované 2D sité. Vzhledem k tomu, zZe cilem tohoto odstavce je kromé modelovani
hemokoagulace rovnéz provést verifikaci vlastnitho vypocetniho algoritmu navrzeného
v prostiedi softwaru MATLAB, je vhodné na tomto misté zminit par slov k nastaveni fesice
v programu  Ansys Fluent. Konkrétné pro teSeni nelinedrntho  systému
Navierovych-Stokesovych rovnic pro proudéni nestlacitelné newtonské kapaliny byla
uplatnéna metoda SIMPLE, pro konvekéné-difizné-reakéni (CDR) rovnice pak upwind
schéma prvniho fadu presnosti. Toto nastaveni je v souladu s numerickymi metodami
Zvolené okrajové a pocatecni podminky, jez jsou totozné pro vSechny tii geometrie cév,
byly shrnuty v odstavci 4.1} Nez piejdeme k analyze ziskanych vysledku simulaci, v nichz
byl dvourovnicovy model polymerizace fibrinu uzit, poznamenejme, ze zde byl piijat
predpoklad, ze protékajici krev sice ovliviiuje srazeni krve, zpétné vSak neni ovliviiovana, tj.

proudové pole je feSeno nezavisle na modelu hemokoagulace, viz soustava rovnic [2.40}

Aneurysma

Na obr. jsou zobrazeny vyvoje koncentraci tii chemickych latek koagulaéni kaskady
(vnéjstho spoustée wu, trombinu 6 a fibrinogenu c¢y) tak, jak byly spocteny uzitim
vypocetniho algoritmu vyvinutého v prostredi softwaru MATLAB. Koncentrace inhibitoru
¢ neni vykreslena, jelikoz jeho casoprostorové rozlozeni témér odpovida rozlozeni 6, akorat
s ur¢itym zpozdénim a v jinych koncentracich. Na tomto obrazku muzeme vidét, ze stimul
u se v pocatku tvori u stény, kde je predepsana nenulova okrajova podminka, postupné je
prevazné vlivem konvekce, ale i diftize unasen dale do prostoru.

Jakmile se v oblasti pusobeni stimulu u stény vytvori nerozpustny trombus (coz odpovida
dosazeni zastropované hodnoty cg,op v piipadé veliciny ¢, ), dochdzi k utlumeni jeho tvorby.
Jeho vyvoj je pak dale Tizen ¢isté jen konvekei a difizi, pricemz koncentrace pii sténé postupné
klesa, cehoz si 1ze vSimnout porovnanim hodnot v case 1,38 s a 1,78 s na obr. (vlevo). Vyse
uvedené plati obdobné i pro trombin @, jelikoz jeho aktivace zavisi na u. Z tohoto duvodu se
trombin tvofi prevazné v mistech s vyssi koncentraci u. vySe zminénym potlacenim triggeru
u a chemickou interakci mezi inhibitorem a trombinem dochézi také k utlumeni produkce
trombinu 0, ovsem s uréitym zpozdénim. To vSak z rozlozeni na obr. [£.9 neni patrné, jelikoz
zobrazeny casovy usek je prilis kratky. Volba takto kratkého tiseku byla motivovana hodnotou
Cm, tedy veli¢inou reprezentujici monomery fibrinu, a potazmo tvorbu krevni srazeniny. V ¢ase
2,34 s byl trombus povazovan za plné vyvinuty (vyplioval vétsinu oblasti), chemickd interakce

mezi latkami koagulaéni kaskady (tj. u, 0, ¢) ovSem probihala déle.
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Ke spottebé fibrinogenu, jehoz koncentrace ¢y zdvisi na trombinu, a k jeho pfeméné na
monomery fibrinu dochazi predev§im v oblastech s vyssi koncentraci trombinu, coz je velice

dobfe patrné na obr. (vpravo).

u
theta c_f
1.0e-12 1e-10 1e-8 le-6 1.0e-04 ;45121610 le8 1eb 68604 30e06 0.0001 00008 9.0e-03

R ! " _\ \ \ \ \

an
.

Obr. 4.9: Detailni pohled na oblast aneurysmatu (MATLAB) — vyvoj koncentraci u (vlevo),
6 (uprostied) a ¢y (vpravo) v péti vybranych casech
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Pro nazornost a lepsi pochopeni souhry jednotlivych chemickych latek 1castnicich se
procesu srazeni krve, jsou na obr. zobrazeny vyvoje jejich maximalnich koncentraci
v Case v ramci celé vypocetni oblasti (v piipadé fibrinogenu se jednd o miniméln{ koncentraci
s ohledem na jeho spotiebu). Z duvodu fadoveé rozdilnych hodnot jednotlivych koncentraci je
pro lepsi pirehlednost pristoupeno k jejich normovani, a to prostrednictvim jejich maximalni
hodnoty na zobrazeném casovém intervalu. Co se tyce triggeru hemokoagulace u (¢ervené),
muzeme si na obr. [£.10] vSimnout pomalého poc¢dtecéniho ndrustu v dusledku piedepsané
okrajové podminky a nésledného tutlumu po dosazeni bodu gelace fibrinu v case okolo 0,75s.
Daéle zde vidime narust trombinu 6 (modre), ktery je mimo jiné fizen koncentraci u, coz
se projevuje i pozdéji, kdy s jeho potlacenim se narust trombinu znatelné zpomali, aby byl
nésledné po aktivaci inhibitoru ¢ (Gerné) s ur¢itym zpozdénim cilené odbourdvan. Pokud by
simulace probihala po delsi ¢asovy usek, bylo by mozné pozorovat, ze s potlacenim spoustéce
srazeni krve u a pusobenim ¢ dojde k iplnému vymizeni 6 v ramci vypoctové oblasti, ¢imz by
srazeni krve dale nepokracovalo. Tento déj byl modelovan v bakaldiské praci [7], a proto zde
jiz nebyl realizovan. Dalsim duvodem bylo to, ze naSe pozornost byla zamérena predevsim
na tvorbu krevni srazeniny, zde aktivaci fibrinogenu na fibrin. Tento jev je ¢astecné patrny
z grafu na obr. , konkrétné z vyvoje koncentrace fibrinogenu ¢y (zelené), ktery vyrazné
klesa v pocétecni fazi srazeni z duvodu jeho spotfeby na jeho aktivovanou formu (monomery
fibrinu ¢,,). Vznik stabilntho trombu se zde projevuje tim, ze koncentrace fibrinogenu se
ustali na urcité hodnoté, aby se s pritékajici krvi postupné vratila na puvodni fyziologickou
hladin®

0.6

0.4

0.2

05 1 15 2 25 3 35 4 45 &5 55 6 6.5
t[s]

Obr. 4.10: Vyvoj normovanych koncentraci triggeru u, trombinu 6, inhibitoru ¢ a fibrinogenu

¢f na ¢asovém intervalu ¢ € (0;6,65) s. Pro normovéni byly uzity tyto maximalni hodnoty:

i = 100 x 10°%mol/m®, § = 811 x 10-mol/m*, ¢ = 5 x 105 mol/m®, & = 9000 x

1076 mol /m”.

5V tomto odstavci, aé v rozporu s principem hemostazy, piedpokldddme, Ze proudéni krve v cévé neni
vznikajicim trombem nikterak ovlivnéno, proto muze byt koncentrace fibrinogenu v prubéhu ¢asu doplnéna
v celé oblasti
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Doposud jsme se vénovali analyze chemickych latek tvoricich koagulacni kaskadu. Nyni
pristoupime k analyze vysledku souvisejicich s tvorbou krevni srazeniny. Ta je na obr.
reprezentovana Casovym vyvojem koncentrace fibrinovych monomeru c¢,,, zejména pak
hodnotami blizkymi 100mol/m? (gelace), které odpovidaji stabilnimu trombu. Ten je
v prvnich fazich lokalizovan v oblastech obsahujicich vnéjsi spousté¢ u a vlivem konvekce
a diftze sifen jako nestabilni trombus ddle do prostoru aneurysmatu. Jakmile dojde
k dosazeni bodu gelace v case 0,757 s, zacne se jeho chovani vyrazné ménit, coz je dano
i proménnymi parametry konvekce b, a difize Dy , které postupné omezi pusobeni
protékajici krve. Navzdory tomuto omezeni vSak trombus diky velice rychlému prubéhu
polymerizace cévu béhem necelych dvou vtefin prakticky vyplni. Toto chovani je plné
v souladu s podstatou modelu , predevsim pak s podobou kinetické rovnice pro
Cm , ktera postradéa fragmentacni ¢leny.
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c_m
1.0e-12 1e9 le-6  0.001 1.0e+02
|

t=1.68s

Obr. 4.11: Aneurysma (MATLAB) — vyvoj koncentrace monomeru fibrinu ¢, v 10 vybranych
casech, které reprezentuji vznikajici krevni srazeninu

Vzhledem k tomu, zZe cilem tohoto odstavce bylo nejen provést simulaci vzniku krevnich
srazenin pomoci dvourovnicového modelu polymerizace, ale zaroven verifikovat vypocetni
algoritmus vyvinuty v programu MATLAB, zaméiime se dale na porovnani vysledku
ziskanych z MATLAB a z komeréniho softwaru Ansys Fluent. Za timto ucelem je na
obr. vykreslen vyvoj koncentraci tii chemickych latek v rdmci celého aneurysmatu tak,

jak byly spocteny jednak vlastnim feSicem a jednak pomoci programového UDF modulu
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dana tim, ze bodu gelace bylo u softwaru Ansys Fluent dosazeno diive nez v pripadé
MATLABu (0,745 s vs 0,757 s).

x107°
T T
8 —fluent |4
. — matlab
C’)E 6 |
=
<]
E4 7
>
2 |
0 I I | | | I I I
0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6 1.8 2
ts]
x108
ol
1.5+
S
=
° L
é 1
<
0.5+
0
10° - h
-
S
=
5]
E
£
I3
10710 I I I I I I I I | [
0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6 1.8 2
tfs]

Obr. 4.12: Vyvoj koncentraci spoustéce u (nahote), inhibitoru ¢ (uprostied) a fibrinu ¢,
(dole) — srovnéni vysledku z tesice vytvoreného v MATLABu a z komeréniho softwaru Ansys

Fluent

Mozkové anuerysma

Analogicky k vyse popsanému problému aneurysmatu je na obr. zobrazen casoprostorovy
vyvoj koncentrace tii vybranych chemickych latek koagulacni kaskady — spoustéc srazeni
u, trombin 6 a fibrinogen c;. Inhibitor ¢ nebyl vykreslen, jelikoz jeho chovani kopiruje 0,
tudiz vyvoj jeho koncentrace je velmi podobny ovSsem fadové v jinych hodnotach. Jakmile je
zahajeno srazeni krve, Siteni latek se déje prevazné v oblasti mozkového aneurysmatu, a to
diky charakteru proudového pole v daném misté, viz detailni pohled na obr. [4.5] Po uplynut{
delstho ¢asového intervalu zacnou prislusné chemické latky z vyduté pronikat do mozkové
cévy, kde jsou vlivem proudéni odnaseny ven z vypoctové oblasti.

Vyvoji jednotlivych ldtek koagulaéni kaskddy odpovidd graf na obr. [£.14] na kterém
opét vidime maximalni (u ¢; minimaln{) hodnoty koncentraci stanovené v celé vypoctové
oblasti.. Z tohoto grafu je patrna chemicka interakce latek tucastnicich se srazeni krve,
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pricemz v dusledku predepsanych okrajovovych a pocatecnich podminek dochazi na
zacatku procesu srazeni ke stejnym jevum jako piipadé diive popsaného aneurysmatu.
Budeme-li vsak vyvoj chemickych latek sledovat v rdmci delsiho ¢asového dseku (¢ > 2s),
muzeme zde vypozorovat ur¢ité chovani uvazovaného modelu hemokoagulace. Jakmile
inhibitor ¢ dosahne svych maximéalnich hodnot, dojde k utlumeni trombinu @, ¢imz je
srazeni krve potlaceno. Jelikoz vylucovani triggeru u je v tuto chvili jiz také zastaveno
a vétsina latek je postupné odplavovdna ven z vypoctové oblasti (prubézny pokles jejich
koncentraci), vznikly trombus by se jiz nemél déle zvétsovat. V grafu si lze rovnéz vsimnout

pomalého nérustu koncentrace fibrinogenu ¢y v dusledku jeho pritoku do oblasti.

u theta cf
1.0e-08 le-7 le-6 1le-5 1.0e-04 10e081e-7 leb leb 6.1e-04 2.1e-04 0.004 0.006 9.0e-03
| |

- \ i _\ | | i \ \i

m t=0.1s

‘- ,|' t=0.77s

. t=1.37s

Obr. 4.13: Detailni pohled na oblast mozkového aneurysmatu (MATLAB) — vyvoj koncentraci
u (vlevo), 6 (uprostied) a cy (vpravo) ve ¢tyfech vybranych casech
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Obr. 4.14: Vyvoj normovanych koncentraci triggeru u, trombinu €, inhibitoru ¢ a fibrinogenu
¢s na Casovém intervalu ¢ € (0;7,01) s. Pro normovani{ byly uzity tyto maximalni hodnoty:
@ = 100 x 10~%mol/m®, 6 = 641 x 10~mol/m*, ¢ = 0,0292 x 1075 mol/m®, &; = 9000 x
1076 mol/m”°.

Na obr. je zachyceno utvareni krevni srazeniny, potazmo vyvoj koncentrace
monomeru ¢,,. Dosazeni bodu gelace nastava v piipadé mozkového aneurysmatu v case
0,732 s. Krevni srazenina se pak velmi rychle siti podél stény vyduté, aby se pak v dusledku
konvekce presunula dale do mozkové cévy, kde zacne nekontrolovatelné rust, dokud cévu
zcela neuzavie. Kvuli recirkulaci v oblasti mozkového anuerysmatu se centrdlni oblast
vyduté vyplni jako posledni.

Pro srovnani vysledku ziskanych vlastnim teSicem a programem Ansys Fluent je na
obr vykreslen vyvoj koncentraci vybranych latek tak, jak to bylo provedeno jiz u diive
popsaného aneurysmatu. Bod gelace byl v ptipadé softwaru Ansys Fluent dosazen s mensim
zpozdénim oproti tomu v  MATLABu (0,745s vs 0,732s). Pfestoze graf pro trigger u
indikuje odlisné koncentrace v case okolo 1s, Ize se domnivat, Ze se jedna spise o lokalni
zélezitost, nebot vyvoj inhibitoru ¢ ani monomert fibrinu ¢, timto nebyl nikterak

zasadnéji ovlivnén, coz by potvrzoval i totozny vyvoj triggeru od cca 1,2s dale.
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Obr. 4.15: Mozkové aneurysma (MATLAB) — vyvoj koncentrace monomeru fibrinu ¢,, ve
vybranych casech (detailni pohled na oblast vyduté v prvnich dvou Fadcich)
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Obr. 4.16: Vyvoj koncentraci spoustéce u (nahote), inhibitoru ¢ (uprostied) a fibrinu ¢,
(dole) — srovnani vysledku z fesice vytvoreného v MATLABu a z komeréniho softwaru Ansys

Fluent

Stenoza

V analogii s ilohami aneurysmat je na obr. je zobrazen casoprostorovy vyvoj koncentraci
latek u, 0, ¢y v detailu oblasti stenézy. Ten je oproti pifedchozim tlohdm ovlivnén z veétsi
miry konvekci v dusledku zvolené geometrie. Jednotlivé latky jsou tak drive odnaseny dale
po proudu a za stendzou, kde je tok krve slabsi, se zacnou hromadit. Obr. odpovida graf
na obr. [£.18] jehoz charakter je velice podobny tém, které byly jiz analyzovany v predchozich

odstavcich.
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Obr. 4.17: Detailni pohled na oblast stenézy (MATLAB) — vyvoj koncentraci u (vlevo),
(uprostied) a ¢y (vpravo) v péti vybranych ¢asech
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Obr. 4.18: Vyvoj normovanych koncentraci triggeru u, trombinu 6, inhibitoru ¢ a fibrinogenu
¢y na casovém intervalu ¢ € (0;3) s. Pro normovani byly uzity tyto maximalni hodnoty:
i = 100 x 10~%mol/m®, § = 867 x 10" mol/m®, ¢ = 0.054 x 10-¢mol/m*, & = 9000 x
1076 mol/m”.
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4. VYBRANE ULOHY KARDIOVASKULARNI BIOMECHANIKY

Vyvoj krevni srazeniny (tj. koncentrace monomeru fibrinu ¢,,) je zachycen na obr.
Gelace je v tomto ptipadé dosazeno v ¢ase 0,733 s. Jak je z obrazku patrné, od této chvile se

trombus zacina §itit velice rychle a béhem vtefiny uzavie cévu, kterou nakonec zcela vyplni.

c_m
1.0e-12 1e-9 le-6  0.001 1.0e+02
\ \ \
t =0.1s t=0.67s
t=0.77s t=0.87s

t=1.07s t=1.27s

t=1.47s t=1.57s

t=1.77s t=2.07s

g W | ga e

Obr. 4.19: Stenéza (MATLAB) — vyvoj koncentrace monomeru fibrinu ¢, ve vybranych
casech

Pro tplnost je na obr. [£.20 vykreslen prubéh maximélnich hodnot spoustece u, inhibitoru
© a monomeru ¢,,, které byly ziskany vlastnim fesicem a za pomoci programu Ansys Fluent.
Na rozdil od predchozich pripadu je zde patrnéjsi odchylka v grafu triggeru u, ktera muze
byt zpusobena jednak uzitim odlisnych numerickych metod (schémat) a jejich programovou
implementaci v komerénim softwaru a programu vyvinutého v MATLABu, jednak i podobou
proudového pole oblasti stendzy, kterd oproti difve diskutovanym modeltiim aneurysmatu byla
charakterizovana vyraznym narustem rychlosti protékajici krve. S tim také souvisi odlisny
c¢as dosazeni bodu gelace (Ansys Fluent - 0,733 s; MATLAB - 0,757 s). Obecné ovsem muzeme
fici, ze vysledky ziskané vlastnim vypocetnim algoritmem jsou ve velice dobré shodé s témi

z komercéniho softwaru.
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Obr. 4.20: Vyvoj koncentraci spoustéce u (nahote), inhibitoru ¢ (uprostfed) a fibrinu ¢,
(dole) — srovnéni vysledku z tesi¢e vytvoreného v MATLABu a z komer¢niho softwaru Ansys
Fluent

Zavérecné shrnuti

7 vyse uvedenych vysledku vyplyva, ze bodu gelace je dosazeno témér ve stejnych casech
nezavisle na zvolené geometrii. To znaci, ze doba gelace by se dala povazovat za parametr
modelu. Déle si lze v§imnout, ze k polymerizaci fibrinu a tvorbé krevni srazeniny nakonec
dojde v celé oblasti, coz ovsem neodpovida procesu srazeni krve in vivo. Abnormalni rozsah
polymerizace je zpusoben jednoduchosti dvourovnicového modelu, zejména pak povahou
reakéniho ¢lenu v kinetické rovnici popisujici koncentraci monomeru fibrinu (absence
jakychkoliv fragmentaénich ¢lenu).

Autori clanku [23] model vyuzivaji v tlohdch nestaciondrntho proudéni v srdecéni
komote, kde jsou podstatné vétsi rychlosti nez ndmi uvazované a kde z principu dochazi
k vyrazné vétsimu odplavovani latek. V ¢lanku je model polymerizace navic rozsiten
o prvotni fazi zastavy krvaceni, pfi niz vznika tzv. destickovy trombus, ktery funguje jako
jakési nosnd struktura pro vznikajici fibrinovou sit. Jelikoz v nasich vypocétech toto
rozsifeni nebylo modelovano, dochézelo by vlivem vyssich rychlosti (> 0,1ms/)
k odplavovani latek tucastnicich se srazeni krve. Pak v dusledku jejich nizkych koncentraci

by k polymerizaci fibrinu nemuselo vubec dojit. Z téchto duvodu je zfejmé, ze model
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hemokoagulace (2.9) neni vhodny pro ndmi vybrané tlohy, ve kterych je pro jednoduchost

uvazovano ustalené proudéni a odplaveni latek neni nikterak vyrazné.

4.3 'Trirovnicovy model polymerizace

V préci [22] byl tento model fesen pro 2D tlohu stendzy. Prostorova diskretizace rovnic
popisujicich polymerizaci fibrinu byla provedena s vyuzitim metody konecnych objemu pro
nestrukturované sité a tzv. splitting metody. Rovnice kontinuity a Navierovy-Stokesovy
rovnice pro nestlacitelnou vazkou tekutinu, viz odstavec byly feseny pomoci PISO
metody s linedrni aproximaci konvektivnich ¢lenu. Pro casovou integraci byla zvolena
zpétna diferencni formule.

V této diplomové préaci byl tfirovnicovy model polymerizace feSen pouze v softwaru
Ansys Fluent. K tomuto kroku bylo pristoupeno ze dvou duvodu. Prvnim byla slozitost
modelu , jehoz numerické teSeni bylo spojeno s vySsi vypocetni narocnosti nez
v pripadé modelu . Druhym duvodem byl pak bod gelace, kterého bylo mozné
dosdhnout az po nékolika sekundach od spusténi koagulacni kaskady (u dvourovnicového
modelu se tento ¢as pohyboval okolo 0,7 s). Numerické metody pro feSeni
konvekéné-reakéné—difiznich rovnic a okrajové a pocateéni podminky byly zvoleny stejné
jako v pripadé dvourovnicového modelu (odstavec pouze s tim rozdilem, ze s ohledem
na vypocetni narocnost simulaci byl zvolen paralelni tesi¢c implementovany v softwaru
Ansys Fluent. Dale podobné jako v odstavci byl i zde prijat predpoklad, ze protékajici
krev neni ovlivihovana vznikajicim trombem, a to z toho duvodu, abychom mohli porovnat

chovani obou zde uvazovanych modelu polymerizace.

Aneurysma

Na obr. je zobrazen vyvoj koncentraci vybranych chemickych latek uvazovaného
modelu hemokoagulace — triggeru u, fibrinogenu F,; a momentu M;, ktery s odkazem na
teorii popsanou v odstavci [2.4] pfedstavuje koncentraci monomeru fibrinu. Jelikoz okrajova
podminka pro spousté¢ u byla volena totozné s dvourovnicovym modelem, neni jeho vyvoj
tfeba popisovat, ponévadz rozbor byl proveden jiz v odstavci 4.2l Koncentrace fibrinogenu,
jejiz  casoprostorovy vyvoj je v tomto modelu fizen odliSnou rovnici, klesd oproti
predchozimu piipadu velmi nepatrné a projevuje se spiSe s urcitym zpozdénim.. To muze
byt zpusobeno povahou druhého ¢lenu na pravé strané rovnice , ktery zpusobuje
produkci fibrinogenu v pripadé, je-li jeho koncentrace nizsi nez fyziologickd hodnota.
K urcitému poklesu v dusledku spotteby na aktivaci monomeru fibrinu M; ovSem dochézi
v oblastech s vyssi koncentraci u, potazmo 6. Prostorové rozlozeni M; s urc¢itym zpozdénim

odpovida tomu u u s tim, zZe monomery se tvoii prevazné v oblasti aktivace srazeni krve
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a polymerizace fibrinu a jsou undseny vlivem konvekce a difize do oblasti aneurysmatu,

popi. dale po proudu mimo vypoctovou oblast.

u Fg M_1
1.0e-12 1e-10  le-8 le-6 1.0e-04 8.5e-03 0.0087 000885 9.0e-03 1.0e-12 1e-10 le-8 le-6  5.1e-04
1 ]

-

. t=0.6s

. t=6.7s

Obr. 4.21: Detailni pohled na oblast aneurysmatu — vyvoj koncentraci u (vlevo), F,
(uprostied) a M; (vpravo) v Sesti vybranych ¢asech

@

Vyvoji jednotlivych chemickych latek odpovida graf na obr. [4.22 na kterém je
znazornén prubéh (normovanych) maximélnich hodnot koncentraci stanovenych v celé

vypoctové oblasti. Kromé jiz diive popisovaného vyvoje triggeru u daného okrajovou
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t[s]

Obr. 4.22: Vyvoj normovanych koncentraci triggeru u, trombinu 6, inhibitoru ¢ a monomeru
fibrinu M, na ¢asovém intervalu ¢ € (0;9,51) s. Pro normovéani byly uz1ty tyto maximalni
hodnoty: @& = 100 x 1075mol/m® 6 = 2900 x 10-%mol/m*, ¢ = 5 x 10~5mol/m?®, M; =
655 x 1075 mol /m®.

podminkou si lze vSimnout chemické interakce mezi aktivatorem srazeni 6 a jeho
inhibitorem ¢. V reakci na zvysujici se koncentraci # prudce nartsta s urcitym zpozdénim
inhibitor ¢. Ten jakmile dosahne své maximalni koncentrace v case okolo 3s, zacne cilené
omezovat rychlost tvorby trombinu jako aktivatoru srazeni. Po spusténi polymerizace
fibrinu a utlumeni triggeru wu, je produkce trombinu v dusledku jeho inhibice postupné
potlacena. Naopak koncentrace monomeru fibrinu M; roste i po ukonceni produkce
spoustéce u, coz je zpusobeno stale probihajici aktivaci fibrinogenu F, vlivem aktivatoru 6.
vlivem zbytkovych koncentraci trombinu 6. Z charakteru kiivky lze ovsem vytusit, Ze narust
momentu M; bude mit pravdépodobné asymptoticky charakter a v ramci delsiho ¢asového
useku se ustali na néjaké blize nespecifikované hladiné. Ta z pohledu probihajicich
chemickych reakci bude piedstavovat stav, kdy bud dojde ke spotfebé vsech monomerii na
tvorbu fibrinovych makromolekul, nebo bude dosazeno rovnovazného stavu v ramci
koagula¢né-fragmentacnich procesu.

Vyvoj krevni srazeniny pro ulohu aneurysmatu, ktery je v tfirovnicovém modelu
reprezentovan momentem M, je zachycen na obr. [4.23, Bodu gelace je pro tento ptipad
dosazeno v case 5,29s. Polymerizace se nejprve odehrava u stény aneurysmatu v dusledku
okrajové podminky predepsané pro u, aby se pak vlivem konvekce a diftize rozsitila do
zbytku vyduté a dale po proudu. Za povsSimnuti zde stoji predevsim prostorovy rust
trombu, ktery neni symetricky, coz je dano tvarem zvolené vypoctové oblasti. Ta, a¢ pouze
2D, se snazi napodobit asymetrii realnych arteridlnich aneurysmat vznikajicich in vivo.
Oproti dvourovnicovému modelu (obr. je patrné, ze polymerizace fibrinu neprobiha
tak rychle a neprevazi nad dalsimi probihajicimi procesy. Z tohoto duvodu zustava prutok

krve oblasti zachovan a k uplnému vyplnéni cévy krevni srazeninou nedojde. Pti¢inu tohoto
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chovani Ize najit v podstaté uvazovaného ttirovnicového modelu, ktery kromé koagula¢nich
casti, tedy téch, které vyjadiuji slucovani monomeru v del§i fetézce, uvazuje i ty
fragmentacni (rozpad tetézcu), coz z pohledu probihajicich chemickych déju odpovidé vice
realné polymerizaci. S timto chovanim také souvisi pozdéjsi dosazeni bodu gelace (5,3s
oproti cca 0,7s u dvourovnicového modelu), ktery se zda byt vice v souladu s prubéhem
srazeni krve in vivo.
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Obr. 4.23: Vyvoj momentu M, ve vybranych casech
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Mozkové aneurysma

Na obr. m je zndzornén vyvoj vybranych latek w, Fy a M; v oblasti mozkové vydute.
Obdobné jako v v piipadé predchoziho aneurysmatu je mozné si i zde povSimnout urc¢itych
rysu v chovani modelu hemokoagulace. V dusledku recirkulace protékajici krve v centralni
¢asti vydute (obr. se Siteni latek odehrava prevazné v této oblasti a nasledné jsou
vlivem konvekce a difize odnaseny pti sténé neposkozené cévy ven z oblasti. Vyrazny vliv
protékajici krve na prubéh chemickych reakei je znat i v piipadé fibrinogenu Fjy, ktery je
vétsi meérou spotfebovavan (tj. aktivovan na fibrin) prevazné pii sténé v levé casti
aneurysmatu, kde lze zdroven pozorovat hromadéni triggeru w a dalsich (zde
nezobrazenych) latek koagula¢ni kaskady diky specifické podobé proudového pole. Co se
tyce Casoprostorového vyvoje momentu M, tak v poc¢atecnich fazich srazeni krve nasleduje
rozlozeni v a F, a je podobné jako tyto dvé latky ovlivnén predevsim konvekei.
V pozdéjsich fazich (napt. ¢as 8,3s na obr. je toto sifeni monomeru fibrinu limitovano
vzniklou krevni srazeninou, proto nedochézi k jejich dalsimu promichavani v ramci vydute.

Pro lepsi ilustraci chemické interakce mezi latkami 1ucastnicich se srazeni krve je na
obr. [4.25] vykreslen pribéh (normovanych) maximélnich koncentraci v oblasti mozkového
aneurysmatu. Podobné jako v pripadé predchoziho aneurysmatu si i zde muzeme vS§imnout
specifické interakce mezi trombinem 6 a jeho inhibitorem ¢, kterda se naplno projevi ve
chvili, kdy ¢ dosahne své maximalni koncentrace. Oproti vyvoji v klasickém aneurysmatu
(obr. 4.25) vsak nedojde pouze k mirnému utlumu produkce trombinu, nybrz k jeho
cilenému odbourdvani (pokles koncentrace ). Prestoze je bodu gelace dosazeno v case
ptiblizné kolem 6,58s, tplné utlumeni triggeru u se déje pozdéji (okolo 6,9s). Pric¢inu
tohoto jevu lze spatifovat v tom, jak se vznikajici krevni srazenina $ifi v rdmci vyduteé,
nebot k polymerizaci v blizkosti stén po celé délce aneurysmatu dochdzi az v pozdéjsich
fazich, viz déale. S tim také souvisi dalsi vyrazny pokles koncentrace 6, ktera je kromé
chemické interakce s inhibitorem fizena piitomnosti u.

Na obr. je zachyceno utvareni krevni srazeniny, ktera je reprezentovana momentem
M,. Obdobné jako pro predchozi tlohu je polymerizace spusténa na sténé, kde je
predepsana aktivace srazeni krve. Vlivem konvekce (konkrétné oblasti recirkulace) a difize
se tvorba trombu odehrava prevazné v levé casti stény mozkové vyduté, nasledné se
v dusledku proudéni krve §ifi na rozhrani cévy a aneurysmatu. Az v pozdéjsich fazich je
kompletné vydut vyplnéna krevni sraZeninou a dochézi k jeji stabilizaci. Doba gelace pro

tuto ulohu byla zaznamenana pro cas 6,58 s, tedy déle nez pro oblast aneurysmatu.
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Obr. 4.24: Detailni pohled na oblast mozkového aneurysmatu — vyvoj koncentraci u (vlevo),
F, (uprostied) a M; (vpravo) ve vybranych ¢asech
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Obr. 4.25: Vyvoj normovanych koncentraci triggeru u, trombinu 6, inhibitoru ¢ a monomeru
fibrinu M) na ¢asovém intervalu t € (0;8,56) s. Pro normovan{ byly umty tyto maximdln{

hodnoty: @ = 100 x 10-mol/m?®, § = 2500 x 10~5mol/m®, ¢ = 5 x 1075 mol/m®, M, =
550 x 1075 mol /m®.

M_2
1.0e-08 1le-50.001 0.1 1.0e+02

mms | o

t=6.58s t=6.65s

t=6.67s

Obr. 4.26: Vyvoj momentu M, ve vybranych ¢asech (detailni pohled na oblast mozkové
vyduté v prvnich tfech Fadcich)
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Stenoza

V analogii s ilohami aneurysmat je na obr. znazornén vyvoj ldtek u, F, a M. Je patrné,
ze Siteni latek je ovlivnéno vétsi mérou konvekel nez v predchozich ptipadech, coz je dano
podobou proudového pole v oblasti stendzy. Konkrétné se zde vyznamné projevuje ,,zanaseni®
chemickych latek do oblasti za stendzou, kde se sice s ohledem na rychlost protékajici krve

netvori vyrazna recirkula¢ni zona, latky odtud ovsem nejsou tak rychle odplavovany dale po

proudu.
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Obr. 4.27: Detailni pohled na oblast stendzy — vyvoj koncentraci u (vlevo), F, (uprostied) a
M, (vpravo) ve vybranych ¢asech

Pro ptehlednost je opét v navaznosti na obr. vykreslen graf (obr. [4.28]) mapujici
vyvoj (normovanych) maximéalnich koncentraci vybranych latek koagula¢ni kaskady v ramci

vypoctové oblasti. Z vyobrazenych prubéhu si muzeme vsimnout, Ze v ramci sledovaného
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Obr. 4.28: Vyvoj normovanych koncentraci triggeru u, trombinu 6, inhibitoru ¢ a monomeru
fibrinu M, na ¢asovém intervalu ¢ € (0;7,07) s. Pro normovéani byly uz1ty tyto maximalni
hodnoty: @& = 100 x 10~%mol/m® 6 = 3000 x 10-%mol/m*, ¢ = 5 x 10~5mol/m?®, M; =
588 x 107 mol /m®.

casového useku prakticky nedochdzi k utlumeni spoustéce srazeni krve u. Tento jev je dan tim,
ze trombus se nevytvaii podél celé délky stendzy, kde je spoustéc formou okrajové podminky
predepsan, ale je formovan protékajici krvi. Jinymi slovy feceno, koncentrace chemickych
latek v prvni poloviné stendzy je dlohodobé nizka diky jejich odplavovani déle po proudu.
Z tohoto duvodu zustava koncentrace u relativné neménna i po dosazeni bodu gelace v ¢ase
5,09 s. Tento casovy okamzik se naopak podepisuje na koncentraci trombinu @, ktery byl do
té chvile v relativni chemické rovnovaze se svym inhibitorem ¢.

Vyvoj momentu Ms, ktery je indikatorem piitomnosti krevni srazeniny, je zachycen na
obr. [£.29] Prestoze je trigger predepsén na celé sténé stendzy a moment M, se také na této
oblasti tvori, je jeho vyvoj silné ovlivnén podobou proudového pole tak, jak bylo zminéno
jiz vyse v souvislosti s koncentraci triggeru u. V piipadé rustu krevni srazeniny se
odplavovani chemickych latek projevuje tim, ze v levé casti stendzy je dosazeni kritické
koncentrace monomeru potiebnych pro spusténi polymerizace dosahovano velice pozvolna
a i s vyraznym zpozdénim nez v ptipadé pravé casti stenézy. U ni nastava opacny piipad,
nebot s dosazenim bodu gelace v ¢ase 5,09 s zacne velice rychle vznikat stabilni trombus,
ktery se vlivem konvekce a difize §iti podél dolni stény cévy dale po proudu. V porovnani
s analogickou tlohou u dvourovnicového modelu (obr. je zde rust trombu vyrazné
limitovan podobou proudového pole, pricemz v ramci sledovaného casového intervalu
nedochazi k vyplnéni celé oblasti cévy.
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Obr. 4.29: Vyvoj momentu M, ve vybranych casech

Zavérecné shrnuti

Z vyse uvedenych vysledku je patrné, ze tfirovnicovy model zalozeny na popisu
koagulacnich a fragmentacnich procesu probihajicich béhem polymerizace 1épe odrazi
tvorbu skuteé¢né krevni srazeniny nez predchozi dvourovnicovy model. Oproti tomuto
modelu, ktery polymerizaci fibrinu popisoval velmi zjednodusené jen jako pfitomnost
monomeru fibrinu, lze Tici, ze tiirovnicovy model se jevi jako vhodnéjsi volba, zejména
v tulohéch s ustdlenym a pomalejsim tokem krve. Za zminku zde rovnéz stoji to, ze
k dosazeni bodu gelace doslo u kazdé ze tii uvazovanych tloh v jinou dobu. Proto nelze
u tohoto modelu polymerizace potvrdit, ze by indikace gelace fibrinu byla charakteristikou
reakéni ¢asti modelu, ale spiSe uzce souvisi se zvolenou geometrii, potazmo s podobou
proudového pole, kterou tato geometrie generuje.

Prestoze vysledky ziskané pomoci tohoto modelu by mohly odpovidat zjednodusenému

piipadu tvorby krevni srazeniny v redlnych realnych cévach, nesmime zapominat na hlavni
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funkci krevnich srazenin a tou je krevni zatka. Proto ve snaze vice se priblizit skutecné
situaci in vivo, je nutné pti numerickych simulacich zohlednit pusobeni vznikajictho trombu

na protékajici krev. Tento déj je naznacen v néasledujicim odstavci.

4.4 Modelovani interakce krevni srazeniny s protékajici krvi

V odstavcich a jsme se zabyvali vznikem krevni srazeniny v idealizovanych
geometriich patologicky poskozené cévy a pro jednoduchost byl prijat predpoklad
ustaleného proudéni, které nebylo probihajicimi chemickymi reakcemi nikterak ovliviiovano.
Zcela jisté takova situace nenastdva in vivo, kde k interakci utvafejictho se trombu
s protékajici krvi dochazi uz ze samotného principu hemokoagulace. Proto v souladu s teorii
uvedenou ve druhé casti odstavce byla tloha aneurysmatu feSena v programu Ansys
Fluent s tim, ze srazeni krve bylo modelovano pomoci soustavy rovnic (2.35) zalozené na
ttirovnicovém modelu polymerizace a vliv vznikajici krevni srazeniny na proudové pole pak
prostiednictvim nelinedarni soustavy modifikovanych Navierovych-Stokesovych rovnic 1
a (2.42). Co se tyce samotné implementace v programu Ansys Fluent, byly zvoleny stejné
okrajové a pocateéni podminky jako v ulohach bez interakce, viz odstavec 4.1|

Jedinymi provedenymi zménami bylo rozsiteni jiz diive vyvinutych programovych UDF
modult o implementaci Brinkmanova ¢lenu (viz odstavec a nastaveni programu Ansys
Fluent tak, aby umoznoval prubéznou adaptaci vypocetni sité. Uvazovani této adaptace
bylo motivovano nutnosti zohlednit proudové pole, které v dusledku tvorby krevni
srazeniny meénilo misty vyrazné svou podobu, zejména pak rychlost. Konkrétné byla
v prostiedi softwaru Ansys Fluent zvolena funkce, ktera umoznovala dynamickou adaptaci
sité po kazdé desété casové iteraci a pro niz byla zvolena dvé kritéria adaptace (zjemnéni
sité): 1) prekroceni prahové rychlosti |v| > 0,012m/s stanovené na zdkladé tloh bez
interakce a 2) prekroceni prahového momentu M, > 1 x 107° mol/m3 odpovidajiciho
nestabilnimu trombu. V dusledku zvolené adaptace vzrostl v prubéhu numerického teseni
pocet elementu sité v ramci uvazované ulohy aneurysmatu z puvodnich 8 856 na konecnych
108 723, tedy vice nez desetkrat.

Vyvoj krevni srazeniny (reprezentovdno momentem Ms) a jeji interakce s protékajici
krvi jsou zndzornény na obr. {30 Syté ruzové jsou vyznaceny ty oblasti, ve kterych je
fibrin plné zpolymerizovan (M, = 100 mol/ mg), svétle ruzové je pak oznacen tzv. nestabilni
trombus, ktery predstavuje urcity mezistav mezi tekutou a zpolymerizovanou krvi
(1 x 1075 mol/m® < M, < 100mol/m®). Z obr. Mje patrné, ze z divodu zuzeni prusvitu
cévy vlivem narustajictho trombu dochazi ke zvyseni rychlosti v téchto mistech. Oproti
diive analyzovanému piipadu (obr. 4.23), ve kterém nebyl modelovan zpétny vliv krevni
srazeniny na proudéni krve, si lze vSimnout, Zze ¢asovy vyvoj krevni srazeniny a jeji rust

podél stén cévy neprobiha tak rychle a ze podoba proudového pole méa zasadni vliv na
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siteni a vysledny tvar krevni srazeniny. Na zdkladé tohoto lze jasné vyvodit, ze pro
numerickou simulaci procesu hemokoagulace v cévach je nutné piislusnou ulohu modelovat
jako celek, tj. fesit nejenom CDR rovnice chemickych latek, ale i ptislusny model popisujici

proudéni krve.

v_mag (m/s)
0.0e+00 0.005 0.01 0.014 1.9e-02

e

t=2.55s

t=10.38s

t=12.88s

Obr. 4.30: Aneurysma — rust trombu a jeho interakce s protékajici krvi
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Zaveér

Jednim z cilu kardiovaskularni biomechaniky je predikce patologickych stavii, posouzeni
moznych rizik napf. ruptur aneurysmat a optimalizace lékarskych zakroku. Do kategorie
prediktivnich modelt muzeme zaradit i model srazeni krve, ktery se snazi predvidat riziko
vzniku a vyvoje krevnich srazenin v patologicky poskozenych cévéch.

Ve snaze poskytnout nédhled na tento typ tloh bylo hlavnim cilem ptedlozené diplomové
prace provést numerické simulace srazeni krve za vzniku nerozpustného trombu
v idealizovanych 2D geometriich patologicky zménénych cév. V navaznosti na bakalarskou
praci, kde byly popsany a feSeny dva ruzné slozité modely koagulaéni kaskady, byla tato
prace zamérena predevsim na findlni fazi hemokoagulace, a to polymerizaci fibrinu na
nerozpustnou sit tvorici zaklad krevnich srazenin.

Obsahem prvni kapitoly byl biologicky popis zastavy krvéceni a princip srazeni krve,
pricemz duraz byl kladen predevsim na uvedeni dilezitych jevii odehravajicich se béhem
polymerizace fibrinu, coz bylo nezbytné pro odvozeni a lepsi pochopeni matematickych
modelt uvedenych v této praci.

Druha kapitola byla vénovana popisu matematického modelu srazeni krve, ktery kromeé
vnéjsiho spoustéce hemokoagulace a chemické interakce mezi hlavnim aktivatorem srazeni
krve (trombin) a jeho inhibitorem (protein C) zahrnuje samotnou tvorbu nerozpustné
krevni srazeniny (zpolymerizovany fibrin). V této préci byla nase pozornost zaméfena na
dva modely, pricemz kazdy z nich k polymerizaci fibrinu pfistupoval na jiném principu.
V jednodussim modelu, tzv. dvourovnicovém, byl trombus indikovan pouze pfitomnosti
aktivovanych ~monomeru fibrinu a model ve své podstaté nezahrnoval vznik
makromolekuldarnich tétezci. Druhy model, tzv. tfirovnicovy, vychazel z principu
polymernich reakci, které byly matematicky popsany Smoluchowského
koagulacné-fragmentacéni rovnici, a model ve své podstaté kromé slu¢ovani monomeru ve
propojena s rovnicemi popisujicimi proudéni krve, které pro potieby této prace bylo
uvazovano jako izotermické laminarni proudéni nestlacitelné vazké kapaliny — krve. Pro
jednoduchost byl zaveden predpoklad, ze se krev chova jako newtonska kapalina.

Ve tieti kapitole byly popsany numerické metody, které byly vyuzity pro teseni zde
uvazovanych tloh hemokoagulace. Z duvodu lepsi prehlednosti byl na ptikladu jedné CDR
rovnice ukazan postup pro casovou a prostorovou diskretizaci, ktery bylo mozné rozsitit na
soustavu parcialnich diferencidlnich rovnic popisujicich srazeni krve. Jelikoz jednim ze
zadanych cilu této prace bylo vyvinout vlastni fesi¢ v programu MATLAB a srovnat
ziskané vysledky s témi z komeréniho softwaru Ansys Fluent, byla c¢ast této kapitoly
vénovana popisu implementace obou zde uvedenych modeli hemokoagulace do vypocetniho

prostiedi tohoto programu.
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V néavaznosti na popsanou teorii byly provedeny numerické simulace procesu srazeni
krve pro tfi ruzné geometrie (aneurysma, mozkové aneurysma a stendza) a na zakladé
ziskanych vysledku byla posouzena vhodnost uvazovanych modelu polymerizace fibrinu pro
zde uvazované ulohy kardiovaskularni biomechaniky. V piipadé dvourovnicového modelu
byl vyvinut vlastni feSi¢c v prostiedi programu MATLAB a verifikovan prostfednictvim
komercniho softwaru Ansys Fluent. Z podrobné analyzy numerickych vysledku ziskanych
pro dvourovnicovy model polymerizace bylo patrné, ze tento model pro svou jednoduchost
nepostihuje dostatecné vérohodné proces vzniku krevni srazeniny in vivo, jelikoz po urcitém
vypocetnim case doslo k vyplnéni celé oblasti nerozpustnym trombem bez ohledu na
podobu proudového pole krve. Z tohoto duvodu se tento model nejevil jako vhodny pro
vyuziti v nadmi zvolenych tulohach, které byly charakterizovany nizSimi rychlostmi. Bylo
vypozorovano, ze nezavisle na typu zvolené geometrie bylo dosazeno bodu gelace (stabilni
trombus) témét ve stejny cas. To by znacilo, ze doba gelace souvisejici s utvarenim krevni
srazeniny je dana predevsim povahou reakénich ¢lenu modelu. Naopak vysledky ziskané
pomoci tiirovnicového modelu lépe odrazely proces srazeni krve tak, jak probiha in vivo,
jelikoz nedochéazelo k tdplnému vyplnéni oblasti krevni srazeninou a prutok krve cévou
zustaval zachovan. Tato skutecénost vyplyva z predpokladu tohoto modelu, Ze kromé
koagulace (tj. sluéovani molekul v delsi Fetézce) probihd s timto procesem soucasné
i fragmentace, tedy rozpad Tetézcu na kratsi struktury.

Nad ramec zadani této prace byla dale provedena numericka simulace interakce krevni
srazeniny s protékajici krvi pro tulohu aneurysmatu. Oproti predchozim piipadum, ve
kterych nebyl uvazovan zpétny vliv vznikajictho trombu na vyvoj proudového pole,

VVVVVV

podoba proudového pole mé zasadni vliv na ¢asoprostorovy vyvoj krevni srazeniny.

Pokud bychom se méli zamyslet nad moznostmi dalstho rozsifeni tématu predlozené
diplomové prace, lze problematiku zde popsaného matematického modelovani vzniku
krevnich srazenin dale obohatit napt. o model zahrnujici vliv krevnich desticek jakozto
pocéatecni faze zdstavy krvaceni [15], 23] ¢i uvazovat slozitéjsi model koagulacéni kaskady [5],

ktery bude vice korespondovat s procesy probihajicimi in vivo.
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Priloha A

Aplikace metody momentu

V' odstavci byla pro feseni soustavy nekonec¢ného poctu rovnic ([2.27) vyuzita metoda
momentu [I7], kterd tuto soustavu prevedla na soustavu tvorenou pouhymi tremi
diferencialnimi rovnicemi pro momenty My, M; a M,. Cilem této prilohy je nazorné
ukazat, jak byl princip metody momentu aplikovan a poskytnout ndhled na jednotlivé
kroky, které vedly k odvozeni piislusnych rovnic.

Pro pifehlednost zde opét uvedme vychozi soustavu rovnic pro koncentrace monomert

a oligomeru

k—1 k—1

dF;

= keFuf 2k, Y (m A (k= m A DFFow — kY Fim
m=1 m=1

—dkp B (k+ 1)+ 1)F+ 2k Y Fopi — ko Fr, k=12,

i=1 i=1

kterou budeme dosazovat do prislusnych definici jednotlivych moment.

Rovnice pro moment M,

Pro odvozeni této rovnice vyjdeme z definice

- iFk, (A.2)

do které po zderivovani dosadime kinetické rovnice pro Fy (A.1)). Timto zpusobem ziskdme

nasledujici obycejnou diferencialni rovnici, kterou budeme dale upravovat,

dMy, = dF, >
?0: dt’“ kF@—l—Qk:p;mZZIm—l—l )(k —m + 1) Fy Fym—
o - (A.3)
—k Y Y Fi— 4k, ZFkZ D(i+1 F+2kaZFk+Z—k ZFk
k=1 m=1 = k=1 =1

V souladu se zndmymi vzorci pro souc¢ty koneénych a nekonecnych tad, lze jednotlivé ¢leny
na pravé strané rovnice (|A.3) upravit tak, abychom ziskali rovnici, kterd bude zaviset pouze
na momentech M, n = 0,1, ..., které byly definovany v odstavci Pro lepsi prehlednost

jsou zminéné upravy pouze stru¢né naznaceny:

74



e 7 definice ((A.2)) plyne:
ke > Fi = kM,

k=1

e vyraz lze upravit pomoci definic momentu M, (2.19) a M; (2.20)):

4k, ZFka+1 i+ 1)F il-mt sz i+1)F
i=1 k=1

[e.9]

4k, > (kFy+ F) Y (iF; + Fy) = dky(My + Mo)(M; + Mo) = 4k, (M; + Mp)?
k=1

=1

k=1
e s vyuzitim vyse zminénych definic a zndmého vzorce > 1= (k — 1) lze psét:
m=1
oo k-1 00 k-1 0o
B3P 3LETE 2D BETH SRR
k=1 m=1 = m=1 k=1

e pro upravu tohoto ¢lenu je uzita tabulka s dilé¢imi soucty v souladu s principy metody

momentu popsanymi v [17]:

oo k—1
2k, > Y (m A 1)(k = m+ 1) Fp P = 2ky (Mo + M)

k=1 m=1
oo k—1
> m=1 m=>2 m=3
k=1 m=1
k=1 - ] _
k=2 2. 2F Fy - ]
k=3 2. 3F\Fy 326 F, -
k=4 2. 4F\Fy 3. 3FyFy 4.2F3F,

Y sloupett | 2F) Y (k+ 1) Fe 3R ) (k+1)F, 4F) (k+1)F
k=1 k=1 k=1

= i(m + 1)F,, i(k + 1) = (Mo + M;)?
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e opét pomoci tabulky s diléimi sou¢ty muzeme psat:

2kbz ZFkH = 2k, Z(k — 1)F}, = 2ky(M; — M)

k=1 i=1
ZZF’““ m=1 m=2 m=3 m=4
k=1 i=1
l{}zl F2 F3 F4 F5
k=2 F3 F4 F5 FG
k?:?) F4 F5 FG F7
=Fy +2F +3F + -+ =Y (k- 1)F, = M, — M,

k=1

Dosadime-li vyse upravené vyrazy do vychozi diferencidlni rovnice (A.3)), muzeme tuto rovnici

prepsat do nasledujiciho tvaru

dM,

Tl kyFy0 — Ak, (M + My)* + 2k, (My + My)? + 2ky(My — My) — ky(My — My) — k, M,

resp. ji déle upravit do findln{ podoby tak, jak je uvedena v odstavci 2.4} tj.

d My

T == ngge - Qkp(Ml + M0)2 + k’b(Ml - Mo) - k'rMo. (A4)

Analogickym zpusobem lze odvodit i ostatni rovnice soustavy (2.29)), jak je patrné z dalsich

odstaven.

Rovnice pro moment M;

Vyjdéme opét z definice pro moment 1. fadu

My =) kFy. (A.5)
k=1
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Obdobnym postupem jako v piipadé momentu M, ziskdme obyc¢ejnou diferencidlni rovnici

pro ¢asovy vyvoj momentu M

dM diF, oo k—1 oo k-1
! Zk S =k By + 2k, > k(mA 1)k —m A 1) FpFrpm — kY Y kFi—
k=1 m=1 k=1 m=1

—4k, ZkaZ (k+ 1)( z+1F+2kaZkaﬂ k, Zka

k=1 i=1

Popisme strucné odvozeni vSech ¢lenu rovnice

e 7 definice ({A.5)) pfimo vyplyvé:

k, f: kF, = k.M,

k=1
e nasledujici vyraz lze upravit v souladu s definicemi momentu M, a M;:

oo k-1

kaZka—kak:Fk21—kbz — k)Fy, = ky(My — M)

k=1 m=1

e analogicky plati:

oo

1k, YORES (k)i + DE =4k, (R +k) B> (i+ 1) F =
i=1 k=1

k=1 =1

=4k, > (KFy + kFy) Y (iF; + Fy) = 4k, (My + M) (M, + M)
k=1 =1

e tento clen je upraven pomoci tabulky s diléimi soucty v souladu s principy metody

momentu:

oo k-1

2k, > Y k(m A 1)(k —m + 1) Fy Fram = 4k, (M + My)(My + My)

k=1 m=1
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oo k—1

Z m=1 m=2 m=3

k=1m=1

k=1 - - -

k=2 2.2.2FF - -

k=3 3.2.3FF, 3.3-2RF -

k=4 4-2-4F\Fy 4-3-3FF, 4-4-2F3F
o o0 [e.9]

> sloupett || 21 Y (k+1)(k+1)F,  3F > (k+1)(k+2)Fy 4F Y (k+1) (k+3)Fy

k=1 k=1 k=1

=

NE

> (m A+ 1)k +1)(k +m)FpFy, =

1 1

3
I

oo
k=

[
[M]#

> (mk® + m’k + mk + m® + k + km + k + m)F,F,, =

00
k=1

1

3
I

M1M2 + M2M1 + M12 + MOM2 + M2M0 + M12 + M1M0 + MOM1 ==

== 2(M1M2 + M12 + MOM2 + M()Ml) = 2(M2 + Ml)(Ml + Mo)

e pro upravu nasledujiciho ¢lenu vyuzijme opét tabulku s diléimi soucty:

2k, > kFip = ky(My — M)
k=1 i=1
SN kFyi |m=1 m=2 m=3 m=4
k=1 1=1

k=1 1-F, 1-F3 1-F, 1-F

k=2 2.Fy 2-F, 2-Fy 2-Fg

k=3 3.Fy, 3.-F; 3-F5 3-F;

L k(k—1) 1

=P 43 +6F +-- =Y ——F,=—(My— M
2 +olg + 0fy + Z 5 k 2( 2 1)

k=1

Dosazenim vyse upravenych vztaht do (A.6), ziskdme rovnici

dM
Wl = kg Fy0 — dky(My + M) (My + My) + 4k, (My + M) (M + M)+

+hy(My — M) — ky(My — My) — k.M,
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a po upravach nakonec i vysledny tvar uvedeny v odstavci

dM
—L — k,F,0 — k.M. (A7)
dt
Rovnice pro moment M,
Pro odvozeni této rovnice vyjdéme z definice
=> KF. (A.8)
k=1
Derivaci vztahu (A.8)) a dosazenim za F), z (A.1)) muzeme psét
dM. dF, oo k-1 oo k-1
2 28k 2 2
A Zk = kg Fyf + 2k, > Y K (mA 1) (k—m+ D) FyFopm —ky » > K Fi—
k=1 m=1 k=1 m=1
—dk, > KF Y (k4 1)(i+ 1)F + kaz Z K Fogi — ki Z K F
k=1 i=1 k=1 i=1
(A.9)

Popisme struéné postup odvozeni jednotlivych ¢lenu:
e 7 definice ({A.8) pfimo plyne:
ke > KF, = kM,

k=1
e nasledujici vyraz lze upravit v souladu s definicemi pro momenty M, a Msj:
oo k—1
ke Y K F =k, Z k2F, Z 1=k Z — K Fy = ky(My — M)

k=1 m=1

e analogicky i pro ¢len

4k, ZkaZk—l—l )i+ 1)F i k3+k2)Fk§:(i+1)E:
k=1 =1

o0

=4k, Y (KF, + K Fy) Z (iF, + F}) = 4k, (Ms + My)(M; + M) =
k=1

= 4k, (M3 M, + MsMq + MyM; + MyM)
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e pro upravu dalsiho ¢lenu vyuzijme opét tabulku s diléimi soucty:

co k—1

2k, > > KA(mA1)(k—m+1)Fp Fopm = 4k (Ms Mo+ Ms My + M; + M; + My My +3My M)
k=1 m=1
suma H m=1 m=2 m=3
k’ = - - -
k=2 22.2. 2R F - -
k=3 32.2.3F\ F, 32.3.2FF, -

k=4 42.2 . AF\F; 42.3.3F,Fy 42. 4. 2FF,

> sloupeit | 2P Y (k4 1) (k+1)°F,  3F Y (k+1)(k+2)°F, 4F3» (k+1)(k+3)*Fk
k=1 k=1 k=1

= > Y (m+1)(k+ 1)(k+m)*FF, =
m=1 k=1
=3 > (F +m® + Em 4 km® + 28*m® + k + m® + 3km” + 3k*m + 2km) F F,, =
m=1 k=1

= 2(M3My + M3M;y + MZ + M7 + My My + 3Ma M)

e za pouziti tabulky s diléimi soucty lze psat

o0 o0 k
ZkbzzkszH = gb(QMz — 3M, + M)
k=1 i=1
szsz” m=1 m=2 m=3 m=4
k=1 i=1
k=1 1-F 1-F;3 1-F, 1-F;
k=2 2.F, 92.F, 922.F, 22.F,
k:3 32'F4 32'F5 32'F6 32'F7
= F, + 5F3 + 14F, + --- :ik<k_1)(2k_l)Fk - li(zk?’—%%km =
k=1 6 6

1
= (2M; = 3My + M)
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Dosazenim vyse odvozenych vztahu do (A.9) muzeme tuto rovnici prepsat do tvaru

dM.
FQ = kyFy0 + 4k, (M3Mo + MMy + M3 + M7 + Mo My + 3MyMy)—

— Ak, (MsMy + MsMy + My M, + My M)+
1
g hb(2M; — 3My + M) — ky(My — My) — by My

a nasledné upravit do finalni podoby

M. 1
ddttQ — k?gFge + 4kp(M2 + Ml)Q _ gkb(MS — Ml) — krMQ- (AlO)

Vysledna soustava

Jak bylo vyse ukazano, v souladu se soustavou obycejnych diferencidlnich rovnic (2.29) byla

pomoci principu metody momentii odvozena nasledujici vysledna soustava rovnic:

dM,
— = kgFyf — 2y (My + Mo)® + k(M — Mo) — k; M

dM;

SOt = Ky — kM, (A-11)
dM. 1
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