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Abstrakt

Tato práce se zabývá modelováńım prouděńı a vedeńı tepla v palivových sou-
borech jaderného reaktoru tlakovodńıho typu s využit́ım subkanálové analýzy.
V rámci práce je shrnuta teorie týkaj́ıćı se principu a fungováńı jaderného re-
aktoru typu VVER 1000 a jsou komentovány dosud dosažené výsledky popisu
prouděńı metodou subkanálové analýzy. Dále je představen matematický model
prouděńı chladiva v aktivńı zóně a vedeńı tepla v palivovém proutku jaderného re-
aktoru. Je navržena metodika numerického řešeńı těchto matematických model̊u,
která je algoritmizována a následně poč́ıtačově implementována v programovém
prostřed́ı MATLAB/Octave. Jsou provedeny numerické simulace prouděńı chla-
diva v palivovém souboru a źıskané výsledky jsou validovány s dostupnými ex-
perimentálńımi daty poskytnutými firmou Škoda JS a.s. V úloze vedeńı tepla
palivovým proutkem je provedeno porovnáńı r̊uzných numerických př́ıstup̊u k ře-
šeńı této úlohy.

Kĺıčová slova: jaderný reaktor, palivový soubor, CFD, vedeńı tepla, palivový
proutek, subkanálová analýza, numerické řešeńı

Abstract

This thesis is focused on modeling of flow and heat conduction in fuel as-
semblies of the pressurized water type nuclear reactor using subchannel analysis.
The thesis summarizes the theory concerning on the principle and operation of
nuclear reactor type VVER 1000. The results are achieved by the description
of flow by subchannel analysis. In this thesis, there is presented a mathemati-
cal model of water flow in the core and heat conduction in the fuel rod of a
nuclear reactor. A methodology for the numerical solution of these mathemati-
cal models is proposed, it is algorithmized and then computer implemented in
MATLAB/Octave. Numerical simulations of refrigerant flow in the fuel assembly
are performed and the obtained results are validated by available experimental
data provided by Škoda JS a.s. In the task of heat conduction through a fuel
rod, a comparison of various numerical approaches to solving this problem is
performed.

Keywords: nuclear reactor, fuel assembly, CFD, heat conduction, fuel rod,
subchannel analysis, numerical solution
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2.2.2 Dosud dosažené výsledky . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13

3 Matematický model 16
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4.1 Metoda konečných diferenćı . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 39
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6 Výsledky a diskuze 88
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6.2 Vedeńı tepla v palivovém proutku . . . . . . . . . . . . . . . . . . 98
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Značeńı

značka význam jednotka
A matice koeficient̊u soustavy rovnic −
A celková plocha pr̊utočného pr̊uřezu m2

a vzdálenost střed̊u sousedńıch palivových proutk̊u m
b vektor pravých stran soustavy rovnic −
CQ poměrná část výkonu př́ıslušej́ıćı danému palivo-

vému proutku
−

c měrná tepelná kapacita J · kg−1 ·K−1

cp měrná tepelná kapacita při konstantńım tlaku J · kg−1 ·K−1

DNBR rezerva do krize varu (Departure of Nucleate Boiling
Ratio)

−

d pr̊uměr palivového proutku m
dh hydraulický pr̊uměr m
E energie J
e měrná energie J · kg−1

F vektor śıly N
f objemové śıly vztažené na jednotku hmotnosti N · kg−1

G plošná hustota hmotnostńıho toku kg ·m−2 · s−1

g vektor t́ıhového zrychleńı m · s−2

g t́ıhové zrychleńı m · s−2

H vektor hybnosti kg ·m · s−1

H odpor př́ıčného prouděńı s−1

h měrná entalpie J · kg−1

h̃ součinitel odporu př́ıčného prouděńı −
k součinitel kondukčńıho přestupu tepla mezi sou-

sedńımi subkanály
W ·m−1 ·K−1

k̃ multiplikačńı koeficient −
k̃ef efektivńı multiplikačńı koeficient −
L délka palivového souboru m
l vzdálenost mezi těžǐsti sousedńıch subkanál̊u m
lm vzdálenost distančńıch mř́ıžek m
M hmotnostńı tok (v axiálńım směru) kg · s−1

m hmotnost kg
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značka význam jednotka
N0 množina přirozených č́ısel s nulou
N vektor bázových funkćı −
Nu Nusseltovo č́ıslo −
n vektor jednotkové vněǰśı normály m
n počet (obecně) −
O(∆xn) zbytek (reziduum) Taylorova rozvoje řádu n
oin délka rozhrańı mezi proutkem a subkanálem m
os smáčený obvod m
ov vytápěný obvod m
Pr Prandtlovo č́ıslo −
p tlak Pa
Q celkový výkon W

Q̃ teplo J

Q̃t vyhořeńı jaderného paliva W · s · kg−1

q hustota tepelného toku W ·m−2

q̃ lineárńı tepelný tok W ·m−1

q̂ objemová hustota tepelného toku W ·m−3

R množina reálných č́ısel
Re Reynoldsovo č́ıslo −
r souřadnice v radiálńım směru / poloměr m
ṙ rychlost generováńı vnitřńıho tepla vztažená na jed-

notku hmotnosti
J · s−1 · kg−1

S obsah plochy m2

S∑ směrodatná odchylka −
s délka subkanálového rozhrańı m
T teplota ◦C
t čas s
u vektor (konvektivńı) rychlosti m · s−1

u rychlost v axiálńım směru m · s−1

V objem m3

∂VF prostupná hranice kontrolńıho objemu
∂VW neprostupná hranice kontrolńıho objemu
v rychlost v př́ıčném směru m · s−1

v̂ váhová funkce
vh výška pr̊uřezu palivového souboru m
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značka význam jednotka
vhr délka hrany pr̊uřezu palivového souboru m
vpa,he,po tloušt’ka jednotlivých vrstev palivového proutku m
W mechanická práce J
w hmotnostńı tok v př́ıčném směru vztažený na je-

dnotku délky (př́ıčný tok zp̊usobený tlakovými
rozd́ıly)

kg · s−1 ·m−1

w̃ hmotnostńı tok v př́ıčném směru vztažený na je-
dnotku délky (př́ıčný tok zp̊usobený turbulentńımi
fluktuacemi)

kg · s−1 ·m−1

x vektor prostorových souřadnic m
y souřadnice v axiálńım směru m
Z množina celých č́ısel
α součinitel přestupu tepla W ·m−2 ·K−1

β součinitel turbulentńıho mı́̌seńı −
∇ operátor nabla (vektor parciálńıch derivaćı dle souřa-

dnicových proměnných)
m−1

∆ rozd́ıl hodnot (obecně) / Laplace̊uv operátor
δ exponent Re ve výpočtu turbulentńıho mı́̌seńı −
δij Kroneckerova delta −
δx variace veličiny x
ε měrná vnitřńı energie J · kg−1

ε součinitel přenosu hybnosti turbulenćı −
ε̂ maximálńı relativńı př́ıpustná odchylka (zastavovaćı

podmı́nky)
−

ε̂T maximálńı absolutńı př́ıpustná odchylka (zastavo-
vaćı podmı́nky)

◦C

ζ součinitel mı́stńıho odporu −
η dynamická viskozita N · s ·m−2

λ tepelná vodivost W ·m−1 ·K−1

ξ součinitel třećıho odporu −
ρ měrná hmotnost (hustota extenzivńı veličiny) kg ·m−3

ρ̂ reaktivita reaktoru −
σ Cauchẙuv tenzor napjatosti Pa
τ tenzor smykového napět́ı (tenzor vazkých napět́ı) Pa
Φ množstv́ı extenzivńı veličiny

VIII



značka význam jednotka
φ souřadnice směrového úhlu rad
ϕ měrná hodnota extenzivńı veličiny
Ω kontrolńı (výpočtová) oblast
∂Ω hranice kontrolńı (výpočtové) oblasti
ω váhový koeficient Gaussovy-Seidelovy relaxačńı metody −
x středńı hodnota veličiny x
〈x〉 integrálńı pr̊uměr hodnot veličiny x přes kontrolńı plochu

S
〈〈x〉〉 integrálńı pr̊uměr hodnot veličiny x přes kontrolńı objem
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1 Úvod

Jaderná energetika je ned́ılnou součást́ı energetického hospodářstv́ı mnoha
zemı́. Konkrétně v České republice je v současné době provozováno celkem šest ja-
derných blok̊u typu VVER o celkovém instalovaném výkonu přibližně 4150 MW,
které zaručuj́ı produkci v́ıce než 30 % elektrické energie naš́ı země. S ohledem
na výhody, které jsou představovány vysokou efektivitou výroby elektrické ener-
gie, šetrnost́ı k životńımu prostřed́ı a stabilńı hodnotou dodávaného výkonu do śıtě
je i v současné době oblast jaderné energetiky velice perspektivńım oborem.

Kromě zmiňovaných výhod má však jaderná energetika též řadu úskaĺı a ri-
zik týkaj́ıćıch se předevš́ım problematiky uložeńı vyhořelého jaderného paliva či
bezpečnosti provozu jaderných elektráren. S ohledem na tento fakt je součást́ı
státńı legislativy široká řada předpis̊u, které si kladou za ćıl vyloučit vznik nehody
či havárie, př́ıpadně pak zamezit úniku životně nebezpečných látek do okolńıho
prostřed́ı elektrárny.

Důležitým faktorem bezpečného provozu jaderných elektráren je dostatečný
odvod tepelné energie vzniklé štěpnou reakćı z aktivńı zóny jaderného reaktoru.
V př́ıpadě tlakovodńıho typu reaktoru je teplo z aktivńı zóny odváděno vodou
primárńıho okruhu elektrárny do parogenerátoru, kde je předáno sekundárńımu
okruhu. Ochlazená voda primárńıho okruhu je následně odvedena zpět do oblasti
aktivńı zóny reaktoru a celý cyklus se opakuje.

Z hlediska bezpečného provozu jaderné elektrárny je tedy kĺıčový přesný popis
problematiky prouděńı chladiva v oblasti aktivńı zóny jaderného reaktoru. S ohle-
dem na fakt, že možnosti experimentálńıch měřeńı jsou značně časově i finančně
náročné (a v mnoha provozńıch režimech dokonce nerealizovatelné), klade se stále
větš́ı d̊uraz na využit́ı numerických simulaćı.

Ćılem předkládané diplomové práce je návrh metodiky, vývoj vlastńıch efek-
tivńıch algoritmů a jejich poč́ıtačová implementace pro numerickou simulaci prou-
děńı chladiva v aktivńı zóně reaktoru VVER 1000 a pro numerickou simulaci
přidruženého problému vedeńı tepla v palivovém proutku. Zvolená metodika vy-
cháźı z př́ıstupu subkanálové analýzy vyvinuté speciálně pro účely výpočt̊u v ob-
lasti jaderné energetiky. Tento př́ıstup využ́ıvá vhodných zjednodušeńı výchoźıch
rovnic popisuj́ıćıch základńı fyzikálńı zákony v kombinaci s empirickými výpoč-
tovými modely tak, aby bylo dosaženo vysoké efektivity výpočt̊u při zachováńı
dostatečné přesnosti výstupńıch dat.

Výsledky numerických simulaćı v podobě rozložeńı veličin tlaku, teploty a
hmotnostńıho toku jsou v práci vyhodnoceny, diskutovány a porovnány s do-
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stupnými experimentálńımi daty poskytnutými firmou Škoda JS a.s.

1.1 Ćıle práce

1. Seznámit se s problematikou konstrukce a principu fungováńı tlakovodńıho
jaderného reaktoru typu VVER 1000 a nastudovat literaturu týkaj́ıćı se
termohydraulických výpočt̊u v oblasti jaderné energetiky.

2. Představit metodu subkanálové analýzy a odvodit matematický model prou-
děńı a vedeńı tepla v palivovém souboru jaderného reaktoru.

3. Navrhnout metodiku a vyvinout p̊uvodńı algoritmy včetně jejich poč́ıtačové
implementace pro numerické řešeńı stacionárńı úlohy prouděńı a vedeńı
tepla v palivovém souboru.

4. Porovnat a diskutovat dosažené numerické výsledky s experimentálńımi
daty poskytnutými firmou Škoda JS a.s.

5. Zhodnotit možnosti využit́ı navržené metodiky numerického řešeńı prouděńı
a vedeńı tepla v palivovém souboru s ohledem na bezpečnost provozu tla-
kovodńıho jaderného reaktoru.

2



2 SOUČASNÝ STAV PROBLEMATIKY

2 Současný stav problematiky

Po celém světě je dnes (červen 2020) v provozu 441 jaderných blok̊u, ve výstav-
bě jich je 54 a daľśıch v́ıce než 100 jich je ve fázi př́ıpravy. Společně s jejich ros-
toućım počtem stoupá i kapacita vyprodukované elektrické energie a procentuálńı
pod́ıl na celkovém energetickém mixu jednotlivých zemı́. To s sebou, zvláště
po tragických událostech v Černobylu (1986) a Fukušimě (2011), přináš́ı stále
vyšš́ı nároky na kritéria jaderné bezpečnosti [1].

2.1 Jaderný reaktor VVER 1000

Reaktor je obecné pojmenováńı pro zař́ızeńı, v němž prob́ıhaj́ı fyzikálńı, che-
mické či biologické reakce. V př́ıpadě jaderného reaktoru se jedná o štěpnou
řetězovou reakci jader těžkých prvk̊u (nejčastěji uranu izotop̊u U235 a U238).
Štěpná reakce je zdrojem obrovského množstv́ı energie, která se postupně uvolňuje
z jaderného paliva ve formě tepla a prostřednictv́ım parńıho cyklu slouž́ı k výrobě
elektrické energie [2].

Ke štěpné řetězové reakci docháźı v jaderném palivu reaktoru a je zp̊usobeno
př́ıtomnost́ı volných neutron̊u. Ty jsou jak př́ıčinou rozštěpeńı jádra, tak násled-
ným produktem štěpné reakce. Udržeńı štěpné řetězové reakce je pak př́ımo
závislé na množstv́ı volných neutron̊u a kinetické energii, jež tyto neutrony maj́ı.
Obecně plat́ı, že ke štěpné reakci jader těžkých atomů docháźı s větš́ı pravdě-
podobnost́ı po interakci s neutrony malé energie (tzv. pomalými neutrony), pro-
duktem štěpné reakce jsou však obvykle neutrony s energíı vysokou (tzv. rychlé
neutrony). Z toho d̊uvodu se do procesu řetězového štěpeńı často zaváděj́ı účinné
látky zpomaluj́ıćı tyto rychlé neutrony (viz obr. 2.1). Takové látky se nazývaj́ı
moderátory a v závislosti na jejich př́ıtomnosti v rámci procesu štěpeńı klasifiku-
jeme jaderné reaktory na tepelné a rychlé [3].

Energie uvolněná při štěpeńı těžkých jader se transformuje na energii te-
pelnou a ohř́ıvá palivové soubory. Toto teplo je z paliva odeb́ıráno chladivem,
procháźı reaktorem a následně je odváděno do primárńıho okruhu k daľśımu
využit́ı. V historii vývoje energetických štěpných reaktor̊u se osvědčilo několik
základńıch konstrukćı vyplývaj́ıćıch z kombinace užitého moderátoru a chladiva.
Nejpouž́ıvaněǰśım médiem plńıćım funkci chladiva i moderátoru je tzv. voda bo-
ritá (tj. roztok vody s H3BO3). Pro zachováńı kapalného skupenstv́ı při pracovńıch
teplotách pohybuj́ıćıch se nad hranićı 300 ◦C je nutno udržovat vodu pod vy-
sokým tlakem (přes 10 MPa). Z toho d̊uvodu má reaktor využ́ıvaj́ıćı tento typ
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2 SOUČASNÝ STAV PROBLEMATIKY

Obrázek 2.1: Ilustrace principu štěpné reakce za př́ıtomnosti moderátoru a absorbátoru.
Legenda: 1 - Pomalý neutron, 2 - Jádro uranu U235, 3 - Štěpeńı, 4 - Dva odštěpky, 5 - Rychlé
neutrony, 6 - Absorbátor, 7 - Moderátor, 8 - Pomalý neutron. Převzato z [4].

chladiva podobu tlakové ocelové nádoby. Alternativou k tomuto př́ıstupu je pak
koncepce se samostatnými, jednodušeji vyrobitelnými tlakovými kanálky, které
jsou rozmı́stěné po aktivńı zóně reaktoru v bloćıch moderátoru, přičemž každý
z nich plńı roli tlakové nádoby s palivem ochlazovaným protékaj́ıćım chladivem.
Posledńım konstrukčńım typem uspořádáńı reaktoru je reaktor s železobetonovou
nádobou, jež dobře odolává nadměrnému tlakovému namáháńı [5].

Jak již bylo nast́ıněno, klasifikace jaderných reaktor̊u se odv́ıj́ı primárně od ty-
pu moderátoru, chladiva, konstrukce reaktorové nádoby či volbě palivového ma-
teriálu. Mezi nejuž́ıvaněǰśı typy patř́ı varné reaktory (BWR), těžkovodńı reak-
tory (CANDU), superkritické vodńı reaktory (SCWR), rychlé množivé reaktory
(FBR, LMFBR), plynem chlazené reaktory (Magnox, GAS), vysokoteplotńı reak-
tory (HTGR) a tlakovodńı reaktory (PWR) [6]. Právě do posledńı jmenované ro-
diny reaktor̊u patř́ı i typ VVER (zkratka ruského Vodo-Vodjanoj Energetičeskij
Reaktor) už́ıvaný v České republice, konkrétně se jedná o typy VVER 440 v Du-
kovanech a VVER 1000 v Temeĺıně.

Tlakovodńı typ jaderného reaktoru má ocelovou tlakovou nádobu. V př́ıpadě
reaktoru typu VVER 1000 umı́stěném v jaderné elektrárně Temeĺın (ETE) se
jedná o válcovou nádobu s eliptickým dnem o pr̊uměru 4,5 m a výšce 11 m vyrobe-
nou z ńızkolegované chrom-nikl-molybden-vanadové oceli. Tlak vody v primárńım
okruhu se pak v běžném provozu pohybuje mezi 15 a 16 MPa. Palivem je předevš́ım
obohacený uran U235 či směs uranu a plutonia Pu239 ve formě oxid̊u. Ř́ızeńı štěpné
reakce prob́ıhá jednak pomoćı koncentrace kyseliny borité v chladivu, jednak
za pomoci absorpčńıch tyč́ı [3].

V př́ıpadě tohoto typu reaktoru chladivo cirkuluje v uzavřeném primárńım
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2 SOUČASNÝ STAV PROBLEMATIKY

okruhu mezi reaktorem a tepelnými výměńıky, které vytvářej́ı páru pro turbo-
generátory sekundárńıho okruhu. Primárńı okruh je radioaktivńı, sekundárńı ni-
koliv. Tlakovodńı reaktory představuj́ı nejuž́ıvaněǰśı typ reaktoru a jsou nainsta-
lovány přibližně ve dvou třetinách všech jaderných elektráren. Obecné schéma
elektrárny s tlakovodńım typem reaktoru je znázorněno na obr. 2.2.

Obrázek 2.2: Schéma jaderné elektrárny s tlakovodńım typem reaktoru. Převzato z [5].

2.1.1 Aktivńı zóna jaderného reaktoru

Aktivńı zóna je pojmenováńı pro oblast tlakové nádoby, kde se nacháźı jaderné
palivo a v ńıž prob́ıhá štěpná reakce. V př́ıpadě reaktoru typu VVER 1000 má
tvar válce o pr̊uměru 3,16 m rozděleného hexagonálńı mř́ıž́ı, v ńıž je naskládáno
163 palivových soubor̊u. Regulace výkonu v př́ıpadě tohoto reaktoru zajǐst’uje 61
regulačńıch tyč́ı. Chladivo se do tlakové nádoby dostává sestupným prouděńım
kruhovou mezerou mezi šachtou reaktoru a vnitřńı stěnou tlakové nádoby, ot-
vory v eliptickém dnu stoupá do palivových soubor̊u, kde se v d̊usledku uvolněné
energie štěpné reakce zahř́ıvá. Ohřáté chladivo (přibližně o 30 ◦C) dále stoupá
nad aktivńı zónu, kde se rozlévá postranńımi odvody směrem k parogenerátor̊um
[5]. Schéma reaktoru typu VVER 1000 je viditelné na obr. 2.3, jeho konkrétńı
parametry jsou pak uvedené v tab. 2.1.
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Parametry reaktoru

Reaktor Heterogenńı, tlakovodńı
Nominálńı tepelný výkon 3 120 MW
Celková výška reaktoru 30 m

Tlaková nádoba

Materiál ńızkolegovaná uhĺıková ocel
Výška tlakové nádoby 10,9 m
Vněǰśı pr̊uměr nádoby 4,5 m
Vnitřńı pr̊uměr nádoby 4,1 m
Tloušt’ka stěny 193 mm
Hmotnost tlakové nádoby 322 t
Celková hmotnost reaktoru cca 800 t

Aktivńı zóna

Výška aktivńı zóny 3,68 m
Pr̊uměr aktivńı zóny 3,16 m
Hmotnost vsázky paliva 86 t
Obohaceńı paliva 0,7− 5 % U235

Maximálńı vyhořeńı paliva 64 MW · d · kg−1

Systém chlazeńı reaktoru

Počet chladićıch smyček 4 ks
Nominálńı pracovńı tlak 15,7 MPa
Teplota chladiva na vstupu do aktivńı
zóny

290 ◦C

Teplota na výstupu z aktivńı zóny 320 ◦C
Objem primárńıho chladiva 337 m3

Pr̊utok chladiva reaktorem 88 000 m3 · h−1

Tabulka 2.1: Parametry reaktoru typu VVER 1000 jaderné elektrárny Temeĺın. Převzato z [5].

O stavu ř́ızené štěpné řetězové reakce vypov́ıdá veličina tzv. multiplikačńıho
koeficientu k̃, který udává poměr mezi počtem štěṕıćıch neutron̊u nové a předchoźı
generace

k̃ =
nnova

npredch

. (2.1)
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Obrázek 2.3: Řez jaderného reaktoru typu VVER 1000 jaderné elektrárny Temeĺın. Převzato
z [7].

Pro konstantńı výkon reaktoru je tedy vhodné, když se hodnota multipli-
kačńıho koeficientu k̃ pohybuje kolem hodnoty jedna. Pokud je hodnota mul-
tiplikačńıho koeficientu rovna přesně jedné (k̃ = 1), označujeme takový stav jako
kritický. Alternativně k multiplikačńımu koeficientu k̃ se zavád́ı veličina reak-
tivity reaktoru ρ̂ udávaj́ıćı mı́ru odchýleńı od kritického stavu (což pro danou
veličinu odpov́ıdá odchýleńı od nulové hodnoty) a plat́ı pro ni vztah

ρ̂ =
k̃ef − 1

k̃ef
, (2.2)

kde k̃ef je efektivńı multiplikačńı koeficient reálného reaktoru. Kromě multipli-
kačńıho koeficientu maj́ı na hodnotu reaktivity vliv daľśı fyzikálńı parametry
aktivńı zóny: teplota paliva, aktuálńı výkon reaktoru, tlak a množstv́ı kyseliny
borité v chladivu [3].
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A právě posledńı jmenované veličiny (tedy koncentrace kyseliny borité ve vodě
primárńıho okruhu) se využ́ıvá pro ř́ızeńı výkonu aktivńı zóny. Bor slouž́ı jako ab-
sorbátor neutron̊u a jeho množstv́ım se ovlivňuje pr̊uběh štěpné reakce. Tento typ
ř́ızeńı je tzv. pomalý, využ́ıvá se tedy k ř́ızeńı výkonu v dlouhodoběǰśı perspektivě
a je taktéž vhodný ke kompenzaci počátečńıho přebytku reaktivity nového paliva
ze začátku kampaně.

Druhou z možnost́ı, jež se využ́ıvá k aktivńımu ř́ızeńı štěpné reakce, je ř́ızeńı
pomoćı regulačńıch prvk̊u s absorpčńı schopnost́ı (tzv. rychlé ř́ızeńı). V př́ıpadě
reaktoru VVER 1000 se využ́ıvá regulačńıch tyč́ı zasouvaných do vodićıch trubek
palivových soubor̊u. Zasunut́ım regulačńı tyče mezi palivové proutky se zvyšuje
množstv́ı absorbátoru v aktivńı zóně. Tlumı́ se tak reakce a výkon reaktoru klesá.
Vytažeńı regulačńıch tyč́ı pak má opačný efekt [5].

2.1.2 Palivové soubory

Jaderné palivo jako takové se v reaktoru nacháźı v podobě palivových tablet.
Jedná se o malé válečky z lisovaného UO2 o pr̊uměru 7,8 mm, výšce 10− 12 mm
bud’to s malým centrálńım otvorem či bez něj. Sloupec takovýchto tablet o hmot-
nosti 1,7 kg a délce 3680 mm je uzavřen v zirkonové trubičce, která je odolná v̊uči
korozi a jen minimálně se pod́ıĺı na záchytu volných neutron̊u. Prostor mezi table-
tami je vyplněn heliem a spolu s obalovou trubkou slouž́ı jako bariéra proti úniku
štěpných produkt̊u vznikaj́ıćıch v palivu. Trubička je na obou konćıch hermeticky
uzavřena a dohromady tento celek tvoř́ı tzv. palivový proutek [5].

Z palivových proutk̊u se skládaj́ı palivové soubory (kazety), přičemž pro reak-
tory typu VVER 1000 je takovýto soubor dlouhý 4,5 m a je složen z 312 palivových
proutk̊u, centrálńı trubky a z 18 rovnoměrně rozmı́stěných vodićıch trubek pro za-
souváńı ř́ıd́ıćıch tyč́ı. Pro zachováńı rovnoměrného rozmı́stěńı palivových proutk̊u
v rámci souboru jsou po délce k centrálńı trubce připevněny v pravidelných ro-
zestupech distančńı mř́ıžky. Tvar rozložeńı proutk̊u v palivovém souboru je he-
xagonálńı, u typu reaktoru VVER 1000 pak palivový soubor nemá žádné vněǰśı
opláštěńı [3]. Umı́stěńı proutk̊u v rámci palivového souboru a aktivńı zóny je
znázorněno na obr. 2.4.

Konkrétńım typem palivových soubor̊u už́ıvaným v ETE jsou soubory TVSA-
T ruské společnosti TVEL, které v roce 2010 a 2011 nahradily palivové soubory
firmy Westinghouse nesoućı označeńı VVANTAGE-6 [8]. Počet vodićıch trubek
regulačńıch tyč́ı, stejně jako počet proutk̊u v palivovém souboru z̊ustal neměnný,
měnila se však konstrukce horńı (hlavice) a dolńı (patice) koncovky, počet a kon-
strukce distančńıch mř́ıžek, uchyceńı klastr̊u, tvar a velikost palivových tablet a
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Obrázek 2.4: Relace palivových proutk̊u ke kazetám a jejich umı́stěńı v rámci aktivńı zóny.
Převzato z [5].

též použité materiály.
V dnes už́ıvaném palivovém souboru typu TVSA-T mod.2 (viz obr. 2.5) se

nacháźı celkem dvanáct distančńıch mř́ıžek, jež maj́ı za ćıl udržovat palivové
proutky v konstantńı vzdálenosti od sebe. Po výšce palivového souboru jsou pak
kromě distančńıch mř́ıžek umı́stěny též mř́ıžky mı́śıćı, které slouž́ı ke zvýšeńı
turbulenćı proudu chlad́ıćıho média. Pomoćı deflektorových lopatek ohnutých
pod určitým úhlem v̊uči hlavńımu směru prouděńı se aktivně měńı proud chla-
diva kolem proutk̊u a přisṕıvá se tak k rovnoměrněǰśımu rozložeńı tepla v rámci
palivového souboru a jeho efektivněǰśımu odvodu z aktivńı zóny reaktoru [9].

Co se výměny paliva týče, k té docháźı v pravidelných intervalech, přičemž
se měńı vždy pouze část palivových soubor̊u. V př́ıpadě VVER 1000 se jedná
o periodu přibližně jednoho roku a výměnu podstouṕı čtvrtina soubor̊u. Palivové
kazety s vyhořelým palivem jsou zavážećım strojem přenášeny do bazénu vedle
reaktoru s vyhořelým palivem a aktivńı zóna nově přeskládána dle předepsaného
rozložeńı. Celá odstávka trvá přibližně jeden až dva měśıce a pro zajǐstěńı odst́ıně-
ńı radioaktivńıho zářeńı prob́ıhá celý proces pod vodou [5].

9
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Obrázek 2.5: Palivový soubor typu TVSA-T mod. 2 a použité mı́śıćı a distančńı mř́ıžky.
Převzato z [9].

2.1.3 Krize varu

V rámci provozu tlakovodńıho reaktoru je jedńım z kĺıčových bezpečnostńıch
kritéríı udržováńı chlad́ıćıho média v kapalné fázi tak, aby se neměnily jeho vlast-
nosti a správně plnilo svou roli odvodu tepla z aktivńı zóny reaktoru. V závislosti
na stavu chladiva při povrchu palivových proutk̊u rozlǐsujeme následuj́ıćı čtyři
specifické charakteristiky odvodu tepla (viz obr. 2.6) [3].

1. Konvekce. Je-li teplota povrchu stěny palivových proutk̊u nižš́ı než teplota
sytosti chladićıho média při daném tlaku, je odvod tepla zprostředkován
primárně konvekćı do jednofázového proudu chladiva.

2. Bublinkový var. V př́ıpadě, že je teplota povrchu proutk̊u vyšš́ı než tep-
lota sytosti, chladivo se v mezńı vrstvě ohř́ıvá a vzniká povrchový var
maj́ıćı podobu bublinek páry. Takto vzniklé bublinky jsou unášeny prou-
dem neohřátého chladiva, ve kterém zpětně kondenzuj́ı a předávaj́ı vodě
skupenské teplo. Povrchový bublinkový var zp̊usobuje silnou turbulenci
proudu chladiva, č́ımž přisṕıvá ke zvýšeńı odvodu tepla z povrchu pali-
vových proutk̊u.
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3. Přechodový blánový var. Pokud teplota chladiva na okoĺı palivového
proutku dosáhne teploty, v ńıž bublinky páry již nekondenzuj́ı, přecháźı
povrchový var ve var objemový a vytvář́ı se tak souvislá blána parńı fáze
chladiva při povrchu proutku.

4. Ustálený blánový var. K tomuto typu varu docháźı při specifické kom-
binaci hodnot tepelného toku, pr̊utoku chladiva a hmotového obsahu páry.
V takovém režimu pokrývá parńı fáze celou smáčivou plochu palivového
proutku a odvod tepla z proutku je značně omezen izolačńımi vlastnostmi
parńı blány. Teplota povrchu proutku prudce stoupá a hroźı oxidace pokryt́ı
nebo též nataveńı jaderného paliva a jeho možné poškozeńı. Daný režim od-
vodu tepla je nazýván kriźı odvodu tepla (nebo také kriźı varu) a je v rámci
provozu jaderného reaktoru zcela nepř́ıpustný.

Obrázek 2.6: Závislost hustoty tepelného toku q na teplotńım rozd́ılu stěny palivového
proutku a teploty sytosti páry chladićıho média. Převzato z [10].
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2 SOUČASNÝ STAV PROBLEMATIKY

Výše zmı́něná krize odvodu tepla, označována též zkratkou DNB (Departure
from Nucleate Boiling), je definována překročeńım bodu, v němž rapidně po-
klesne přestup tepla mezi povrchem palivového proutku a chladivem v d̊usledku
izolačńıch vlastnost́ı parńı blány utvořené na povrchu proutk̊u za stále stou-
paj́ıćı teploty (viz obr. 2.6). Tento stav je obvykle monitorován hodnotou veličiny
DNBR (Departure from Nucleate Boiling Ratio), jež je definována jako poměr
hustoty tepelného toku q potřebného k dosažeńı kritického bodu odvodu tepla a
aktuálńı lokálńı hustoty tepelného toku palivového proutku [10]

DNBR =
qDNB

qakt

. (2.3)

2.2 Termohydraulické výpočty v jaderné bezpečnosti

Jak již bylo uvedeno, rostoućı pod́ıl výroby elektrické energie z jaderných
elektráren s sebou nese zvyšuj́ıćı se nároky na bezpečnost jejich provozu. K v̊ubec
nejd̊uležitěǰśım z těchto kritérii patř́ı bezpečný odvod tepla z aktivńı zóny ja-
derného reaktoru, a to za všech provozńıch režimů. Teplotńı bezpečnost jaderného
reaktoru je obvykle zajǐst’ována vhodnou kombinaćı simulačńıch experiment̊u a
termohydraulických výpočt̊u. Nejčastěǰśımi sledovanými veličinami jsou rezerva
do krize varu, povrchová teplota palivových proutk̊u a výstupńı teplota chlad́ıćıho
média.

Z matematicko-fyzikálńıho hlediska se jedná primárně o řešeńı úlohy prouděńı
chladiva primárńıho okruhu, předevš́ım pak v palivových souborech aktivńı zóny
reaktoru. S ohledem na daná specifika (standardizovaná geometrie a potřeba ńızké
výpočetńı náročnosti) se v pr̊uběhu let vyvinula specifická metodika řešeńı těchto
úloh už́ıvaj́ıćı souhrnný název subkanálová analýza [6].

2.2.1 Vývoj a užit́ı subkanálové analýzy

Subkanálová analýza vycháźı z klasických zákon̊u zachováńı hmotnosti, ener-
gie a hybnosti. Ty však upravuje dle potřeby konkrétńı aplikace, kterou je ve-
dle maximálńı relevance výstupńıch dat pr̊utok̊u, tlak̊u a teplot předevš́ım ńızká
výpočetńı náročnost. I přes současné možnosti výpočetńı techniky nedosahuj́ı
CFD (Computational Fluid Dynamics) analýzy potřebné rychlosti a subkanálová
analýza má tak stále své jednoznačné opodstatněńı. Jej́ım základńım principem
je specifický zp̊usob prostorové diskretizace výpočtové oblasti, redukce zákon̊u
zachováńı hybnosti o jeden rozměr a nahrazeńı některých fyzikálńıch děj̊u empi-
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2 SOUČASNÝ STAV PROBLEMATIKY

rickými modely. Podrobným odvozeńım výchoźıch rovnic subkanálové analýzy se
zabývá odst. 3.2.

Historie subkanálové analýzy je spojena s počátky komerčńıho využit́ı jaderné
energie přelomu 50. a 60. let 20. stolet́ı a potřebě výpočtového popisu děńı v ja-
derném reaktoru tak, aby mohl být efektivně korigován jeho výkon s ohledem
na maximálńı efektivitu a bezpečnost. Mezi prvńımi programovými komplexy
funguj́ıćımi na bázi principu subkanálové analýzy je americký projekt pocházej́ıćı
z roku 1961 a nesoućı název HECTIC, který brzy následovaly daľśı [11]. Jedńım
z nejvýznamněǰśıch následovńık̊u je předevš́ım program COBRA americké orga-
nizace BNWL, jehož prvńı verze vyšla roku 1967 [12]. V tuzemských podmı́nkách
patř́ı mezi nejd̊uležitěǰśı počiny tohoto typu programy VEVERKA (1978) a jeho
nástupce CALOPEA (1985) už́ıvaný v modifikované podobě dodnes [13]. Seznam
nejvýznamněǰśıch subkanálových kód̊u už́ıvaných ve světě je pak viditelný v tab.
2.2.

2.2.2 Dosud dosažené výsledky

Kĺıčovou roli pro přesné řešeńı úlohy prouděńı chladiva v palivových souborech
plńı předevš́ım dva aspekty: vhodná volba prostorové diskretizace a relevantńı
popis turbulentńıho mı́̌seńı chlad́ıćıho média.

Co se diskretizace týče, využ́ıvaly výpočetńı modely 60. a 70. let rozličné př́ı-
stupy (viz [14, 15]), avšak v pozděǰśı době došlo, s ohledem na potřebu efektivńı
redukce zákon̊u zachováńı a přesné aproximaci př́ıčných tok̊u mezi jednotlivými
subkanály, ke sjednoceńı diskretizace na pravidelných subkanálech centrovaných
v mı́stech mezer mezi palivovými proutky, jak ukazuje obr. 2.7 [6].

Obrázek 2.7: Obvyklý zp̊usob prostorové diskretizace palivového souboru v pr̊uřezu. Převzato
z [6].
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2 SOUČASNÝ STAV PROBLEMATIKY

Druhým z kĺıčových aspekt̊u aproximace úlohy prouděńı je modelováńı tur-
bulentńıho mı́̌seńı v chladivu palivového souboru. To je primárně zp̊usobeno tla-
kovými rozd́ıly v jednotlivých subkanálech, skupenskými změnami v chlad́ıćım
médiu a usměrňováńım prouděńı ze strany distančńıch a mı́śıćıch mř́ıžek. Vývoj
v této oblasti zahrnuje r̊uzné př́ıstupy. Jedná se předevš́ım o kombinaci vhodně
zvolených experiment̊u (viz např. [16, 17]), zjednodušeńı analytických vztah̊u (viz
[18, 19]) a s rozvojem výpočetńı techniky i větš́ı využit́ı CFD analýzy (viz [20, 21]).
Celkový přehled počtu vědeckých článk̊u zabývaj́ıćıch se touto tématikou je vidi-
telný na obr. 2.8.

Obrázek 2.8: Výzkumné články publikované v pr̊uběhu let na téma turbulentńıho sub-
kanálového mı́̌seńı. Převzato z [6].
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Název kódu Rok vydáńı Stát Typ reaktoru
HECTIC 1961 USA GAS, PWR
SASS 1966 Švédsko CANDU
COBRA 1967 USA PWR, LMFBR
HAMBO 1967 UK PWR
THINC 1968 USA PWR
SCEPTIC 1971 Švýcarsko GAS, PWR
MISTRAL 1972 Německo PWR
MATTEO 1973 USA BWR
WOSUB 1973 USA BWR
DIANA 1974 Japonsko PWR
ENERGY 1975 USA LMFBR
TORC 1975 USA PWR
LYNXT 1976 USA PWR
SCRIMP 1977 Švýcarsko GAS, PWR
VEVERKA 1978 ČSR VVER
CANAL 1979 USA BWR, PWR
THERMIT 1981 USA LMFBR
ASSERT 1984 USA CANDU
SABRE 1984 Francie LMFBR
CALOPEA 1985 ČSR VVER
SABENA 1985 Japonsko LMFBR
KANAL 1989 USSR PWR, VVER
VIPRE 1993 USA PWR
MATRA 1999 Jižńı Korea PWR, LMFBR
FLICA 2000 Francie LMFBR
NASCA 2001 Japonsko PWR, LMFBR
SUBCHANFLOW 2010 Německo PWR
SACoS 2012 Č́ına SCWR
ATHAS 2016 Č́ına PWR

Tabulka 2.2: Chronologický seznam vyvinutých kód̊u funguj́ıćıch na bázi subkanálové analýzy.
Převzato z [6].
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3 MATEMATICKÝ MODEL

3 Matematický model

Matematické modely poskytuj́ı exaktńı pohled na děńı v mnoha vědńıch obo-
rech od př́ırodńıch, přes technické, až po ty sociálńı. Pomáhaj́ı nám porozumět
vnitřńım mechanismům systémů a vzájemným vztah̊um mezi nimi a dovoluj́ı nám
predikovat, jak se systémy za předem daných podmı́nek budou chovat.

3.1 Systém Navierových-Stokesových rovnic

V rámci řešeńı úloh matematicko-fyzikálńıho charakteru hraje vždy kĺıčovou
roli množina vztah̊u popisuj́ıćıch daný reálný problém. V př́ıpadě prouděńı reál-
ných tekutin k tomuto popisu slouž́ı systém Navierových-Stokesových rovnic.

3.1.1 Stručný pohled do historie

Prouděńı tekutin patř́ı mezi vědńı obory s širokým přesahem do našich každo-
denńıch život̊u a lidé se již od nepaměti snažili této problematice porozumět.
V pr̊uběhu stalet́ı se postupně vyv́ıjel a zpřesňoval vědecký pohled na tuto oblast.
Pojd’me se tedy nyńı krátce na tento historický vývoj pod́ıvat.

Pravděpodobně prvńım, kdo se ve větš́ı mı́̌re o tuto problematiku zaj́ımal, byl
Archimédes ze Syrakus (287 - 212 př. n. l.), jenž formuloval základńı poznatky z ob-
lasti hydrostatiky a je duchovńım praotcem této discipĺıny. Co se týče hydrodyna-
miky, jsou vědecké poznatky v této oblasti daleko mladš́ıho data. V roce 1738 Da-
niel Bernoulli publikoval svou Hydrodynamica seu de viribus et motibus fluidorum
commentarii, jež přináš́ı komplexněǰśı pohled na řešeńı úlohy prouděńı. Na Ber-
noulliho práci navázal francouzský fyzik a matematik Jean le Rond d’Alembert
(1717 - 1783) a následně švýcar Leonhard Euler (1717 - 1783), jenž jako prvńı
uvažoval vliv třeńı při prouděńı tekutin. Eulerem navržený model třeńı úměrný
tlaku v tekutině (odpov́ıdaj́ıćı popisu v pevných látkách) však nebyl experi-
mentálně potvrzen. Tento problém nezávisle na sobě vyřešili až Francouz Claude
Louis Marie Henri Navier a Ir George Gabriel Stokes v letech 1827 a 1845 [22, 23].

Nelineárńı systém Navierových-Stokesových rovnic, doplněný o nezbytné kon-
stitutivńı vztahy, tedy slouž́ı k popisu prouděńı reálné tekutiny. V obecném
tvaru však neńı tento systém rovnic řešitelný. K řešeńı přispěl až prudký roz-
voj výpočetńı techniky ve 20. stolet́ı a s t́ım souvisej́ıćı vývoj v oblasti numerické
matematiky. Nedlouho po 2. světové válce vznikl obor výpočtové dynamiky te-
kutin (CFD), jehož vývoj d́ıky stále rostoućım možnostem výpočetńı techniky a
numerické optimalizace trvá dodnes [22, 24].
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3.1.2 Reynolds̊uv transportńı teorém

Reynolds̊uv transportńı teorém (rovněž známý i pod označeńım Leibniz̊uv-
Reynolds̊uv teorém) je tř́ıdimenzionálńı zobecněńı Leibnizova integrálńıho pra-
vidla, je pojmenován po anglickém fyzikovi Osborne Reynoldsovi (1842 - 1912) a
využ́ıvá se při formulaci základńıch zákon̊u zachováńı v mechanice kontinua [25].

Jeho principem je bilance celkového množstv́ı extenzivńı fyzikálńı veličiny
Φ(x, t) v čase a v kontrolńım objemu uvažovaná v Eulerově popisu (kde je pozo-
rovatel pevně spjatý se souřadnicovým systémem). Celkové množstv́ı extenzivńı
veličiny Φ(x, t) v uvažované oblasti Ωt ⊂ R3 lze vyjádřit vztahem

Φ(x, t) =

∫
V t
ρ(x, t)ϕ(x, t) dV t, (3.1)

kde ρ(x, t) je hustota extenzivńı veličiny a ϕ(x, t) je měrná hodnota extenzivńı
veličiny v mı́stě x a čase t vztažená na jednotku hmotnosti.

V nedeformovatelném kontrolńım objemu V (s hranićı ∂V ) předpokládejme,
že v čase t systém zauj́ımaj́ıćı oblast Ωt splývá s kontrolńım objemem V (tj. V t ≡
V ∧∂V t ≡ ∂V ). V takovém př́ıpadě lze celkovou mı́ru změny extenzivńı veličiny Φ
v Ωt vyjádřit jako součet časové změny Φ uvnitř zvoleného kontrolńıho objemu a
konvektivńıho toku veličiny Φ hranićı ∂V . Reynolds̊uv transportńı teorém (RTT)
má tedy tvar

DΦ

Dt
=

∂

∂t

∫
V

ρ(x, t)ϕ(x, t) dV +

∮
∂V

ρ(x, t)ϕ(x, t)(u · n) dS, (3.2)

kde D
Dt

je materiálová derivace v Eulerově popisu, u je vektor relativńı rychlosti
tekutiny v̊uči pohybuj́ıćımu se kontrolńımu objemu (konvektivńı rychlost) a n je
jednotkový vektor vněǰśı normály k hranici ∂V [26].

3.1.2.1 Odvozeńı

Uvažujme proudové pole definované vektorem rychlosti u(x, t) a termodyna-
mický systém unášený v tomto proudovém poli (viz obr. 3.1). Dále uvažujme, že
v čase t tento systém zauj́ımá oblast Ωt o objemu V t, jež splývá s kontrolńım
objemem V . Z obr. 3.1 tedy lze psát

Ωt = V t ∪ ∂V t ≡ V ∪ ∂V = I + II ∧ Ωt+∆t = V t+∆t ∪ ∂V t+∆t = II + III.

17
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Změna množstv́ı extenzivńı veličiny Φ(x, t) za čas ∆t v oblasti Ω pak lze
definovat jako

∆Φ = Φ(t+ ∆t)− Φ(t) = (ΦII + ΦIII)t+∆t − (ΦI + ΦII)t =

= (ΦI + ΦII)t+∆t − (ΦI + ΦII)t + (ΦIII)t+∆t − (ΦI)t+∆t.

Poděleńım výše uvedeného výrazu ∆t a limitńım přechodem pro ∆t → 0
následně źıskáváme tvar rovnice

DΦ

Dt
= lim

∆t→0

ΦCV (t+ ∆t)− ΦCV (t)

∆t
+ lim

∆t→0

ΦIII(t+ ∆t)

∆t
− lim

∆t→0

ΦI(t+ ∆t)

∆t
,(3.3)

kde pro člen pravé strany ΦCV (t) plat́ı

ΦCV (t) = (ΦI + ΦII)t.

I

II

III

Ωt ⇔ V ∪ ∂V

α

α
~n

dV = ∆ldS cosα

~n

dS

∆l

Ωt+∆t

∆t

~u

~u

S

J

Z V

proudnice

Obrázek 3.1: Oblast Ω v Eulerově popisu v čase t a t+ ∆t.

Prvńı člen na pravé straně rovnice (3.3) př́ımo odpov́ıdá definici časové deri-
vace přes kontrolńı objem V

lim
∆t→0

ΦCV (t+ ∆t)− ΦCV (t)

∆t
=
∂Φ

∂t
=

∂

∂t

∫
V

ρϕ dV. (3.4)
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Druhý člen pravé strany rovnice (3.3) odkazuje na množstv́ı extenzivńı veličiny
Φ obsažené v objemu III v čase t+ ∆t. Uvažujeme-li částici systému nacházej́ıćı
se na diferenciálńı ploše dS nálež́ıćı části hranice kontrolńıho objemu (ZJV ⊂
∂V ), uraźı tato částice za čas ∆t vzdálenost rovnou ∆l = u∆t. Pro objemový
diferenciál dV (viz obr. 3.1) tedy lze psát

dV = ∆l dS cosα = u∆t dS cosα = (u · n) dS∆t.

Dosazeńım výše uvedeného vztahu do druhého členu rovnice (3.3) tedy dostáváme
vztah

lim
∆t→0

ΦIII(t+ ∆t)

∆t
= lim

∆t→0

1

∆t

∫
III

ρϕ dV =

∫
(ZJV )

ρϕ(u · n) dS.

Analogický postup zvoĺıme i pro př́ıpad třet́ıho členu pravé strany rovnice
(3.3). V tomto př́ıpadě se jedná o množstv́ı extenzivńı veličiny Φ v objemu I
v čase t + ∆t a pohybuj́ıćı se element tekutiny uvažujeme na ploše dS nálež́ıćı
části hranice (ZSV ) ⊂ ∂V . Posledńı člen pravé strany rovnice (3.3) tedy lze
vyjádřit ve tvaru

lim
∆t→0

ΦI(t+ ∆t)

∆t
= lim

∆t→0

1

∆t

∫
I

ρϕ dV = −
∫

(ZSV )

ρϕ(u · n) dS,

kde znaménková konvence odpov́ıdá hodnotám úhlu α přináležej́ıćım druhému
kvadrantu.

Dále sečteme druhý a třet́ı člen rovnice (3.3) představuj́ıćı celkový tok exten-
zivńı veličiny Φ hranićı kontrolńıho objemu ∂V = (ZJV ) ∪ (ZSV ). Bude tedy
platit ∫

(ZJV )

ρϕ(u · n) dS −
∫

(ZSV )

ρϕ(u · n) dS =

∮
∂V

ρϕ(u · n) dS. (3.5)

V závěrečném kroku odvozeńı dosad́ıme (3.4) a (3.5) do (3.3), č́ımž źıskáme
Reynolds̊uv transportńı teorém v konečném tvaru [26]

DΦ

Dt
=

∂

∂t

∫
V

ρ(x, t)ϕ(x, t) dV +

∮
∂V

ρ(x, t)ϕ(x, t)(u · n) dS. (3.2)

3.1.3 Zákony zachováńı

Jak již bylo uvedeno, Reynoldsova transportńıho teorému lze využ́ıt pro formu-
laci zákon̊u zachováńı extenzivńıch veličin v rámci kontrolńıho objemu. V daném
př́ıpadě postupně odvod́ıme zákony zachováńı pro veličiny hmotnosti, hybnosti a
celkové energie [22].
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3.1.3.1 Zákon zachováńı hmoty

Prvńı z odvozovaných vztah̊u je zákon zachováńı hmoty (ZZH). Množstv́ı
extenzivńı veličiny Φ v systému Ωt a jej́ı měrnou hodnotu ϕ můžeme vyjádřit
jako

Φ(t) ≡ m(t) ∧ ϕ(x, t) =
∂Φ

∂m
≡ ∂m

∂m
= 1.

S ohledem na fakt, že se hmota v systému Ωt ⊂ R3 v čase žádným zp̊usobem
negeneruje ani neztráćı, lze dosazeńım do Reynoldsova transportńıho teorému
(3.2) źıskat výslednou rovnici kontinuity ve tvaru

Dm(t)

Dt
=

∂

∂t

∫
V

ρ dV +

∮
∂V

ρ(u · n) dS = 0. (3.6)

Výraz (3.6) je integrálńım vztahem zákona zachováńı hmotnosti v Eulerově
popisu a vyjadřuje mı́ru změny hmotnosti uvnitř pevně zvoleného kontrolńıho
objemu V [27].

3.1.3.2 Zákon zachováńı hybnosti

Daľśım ze zákon̊u zachováńı je zákon zachováńı hybnosti ve směrech př́ısluš-
ných souřadnicových os (ZZHyb). Př́ıslušná rovnice pro systém Ωt ⊂ R3 o objemu
V je tedy vektorová dimenze tři. Pro vektorovou extenzivńı veličinu Φ a měrnou
hodnotu extenzivńı veličiny ϕ v takovém př́ıpadě plat́ı

Φ(t) ≡ mu ≡H ∧ ϕ(x, t) =
∂Φ

∂m
≡ u,

kde H je vektor hybnosti ve směrech souřadnicových os. Dle 2. Newtonova pohy-
bového zákona dále plat́ı

DH(t)

Dt
=

n∑
i=1

Fi ≡
∮
∂V

σn dS +

∫
V

ρf dV, (3.7)

kde prostředńı člen rovnice odpov́ıdá výslednici sil p̊usob́ıćıch na zkoumaný systém
a členy pravé strany rovnice odpov́ıdaj́ı po řadě př́ıspěvk̊um povrchových sil
a vněǰśıch objemových sil. σ je pak symetrický Cauchẙuv tenzor napjatosti,
pro jehož prvky lze psát

σij = −pδij + τij, δij =

{
1 i = j

0 i 6= j
, (3.8)
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kde p je statický tlak v tekutině, τij je symetrický tenzor vazkých napět́ı (tenzor
smykového napět́ı) a δij je Kroneckerova delta [22].

Dosazeńım takto definovaných veličin do RTT (3.2) źıskáme integrálńı vyjá-
dřeńı zákona zachováńı hybnosti v Eulerově popisu, jež má následuj́ıćı tvar

∂

∂t

∫
V

ρu dV +

∮
∂V

ρu(u ·n) dS = −
∮
∂V

pn dS+

∮
∂V

τn dS+

∫
V

ρf dV. (3.9)

3.1.3.3 Zákon zachováńı celkové energie

Posledńı ze zákon̊u zachováńı vyjadřuje celkovou energii v systému Ωt ⊂ R3

o objemu V (ZZE), přičemž pro množstv́ı extenzivńı veličiny Φ a jej́ı měrnou
hodnotu ϕ plat́ı

Φ(t) ≡ E(t) ∧ ϕ(x, t) ≡ e(x, t) = ε+
1

2
(u · u),

kde e je měrná celková energie vztažená na jednotku hmotnosti a odpov́ıdá součtu
měrné vnitřńı energie ε a měrné kinetické energie 1

2
(u · u).

Z 1. termodynamického zákona dále plat́ı, že změna celkové energie E systému
odpov́ıdá výměně (přidáńı či odebráńı) tepla Q̃ nebo vykonáńı mechanické práce
W , nebo-li

DE(t)

Dt
=
∂Q̃

∂t
+
∂W

∂t
. (3.10)

S využit́ım RTT popsaného rovnićı (3.2) tedy lze psát

∂

∂t

∫
V

ρe dV +

∮
∂V

ρe(u · n) dS =

=

∮
∂V

(σu) · n dS −
∮
∂V

(q · n) dS +

∫
V

ρ(f · u) dV +

∫
V

ρṙ dV, (3.11)

kde prvńı člen pravé strany odpov́ıdá př́ıspěvku povrchových sil (konkrétně tla-
kových a vazkých), druhý člen charakterizuje tok tepla hranićı kontrolńıho ob-
jemu ∂V a posledńı dva členy vyjadřuj́ı po řadě př́ıspěvky od vněǰśıch objemových
sil a od objemových zdroj̊u tepla. Z nově uvedených veličin pak f je objemová
śıla vztažená na jednotku hmotnosti, ṙ udává rychlost generováńı vnitřńı energie
vztažené na jednotku hmotnosti a q je hustota tepelného toku, pro jej́ıž j-tou
složku plat́ı Fouriér̊uv zákon ve tvaru

qj = −λ ∂T
∂xj

, (3.12)
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kde λ je tepelná vodivost a T je teplota [22]. Dosazeńım (3.8) a (3.12) do vztahu
(3.11) źıskáme výsledný integrálńı tvar zákona zachováńı celkové energie systému
v Eulerově popisu

∂

∂t

∫
V

ρe dV +

∮
∂V

ρe(u · n) dS = −
∮
∂V

p(u · n) dS +

∮
∂V

(τu) · n dS+

+

∮
∂V

λ(∇T · n) dS +

∫
V

ρ(f · u) dV +

∫
V

ρṙ dV, (3.13)

kde ∇f(x) vyjadřuje vektor parciálńıch derivaćı obecné skalárńı funkce f(x) dle
souřadnicových proměnných.

3.1.4 Výsledná soustava rovnic za daných předpoklad̊u

Výsledkem zákon̊u zachováńı výše uvedených veličin je soustava Navierových-
Stokesových rovnic v Eulerově popisu daných vztahy (3.6), (3.9) a (3.13). Tuto
soustavu lze souhrnně zapsat ve tvaru

∂

∂t

∫
V

ρ dV +

∮
∂V

ρ(u · n) dS = 0,

∂

∂t

∫
V

ρe dV +

∮
∂V

ρe(u · n) dS = −
∮
∂V

p(u · n) dS +

∮
∂V

(τu) · n dS+

+

∮
∂V

λ(∇T · n) dS +

∫
V

ρ(f · u) dV +

∫
V

ρṙ dV,

∂

∂t

∫
V

ρu dV +

∮
∂V

ρu(u · n) dS = −
∮
∂V

pn dS +

∮
∂V

τn dS +

∫
V

ρf dV,

(3.14)

kde rovnice po řadě představuj́ı zákon zachováńı hmoty, celkové energie a hybnosti
systému Ωt ⊂ R3.

Předkládaná práce se zabývá úlohou prouděńı chladiva v palivových souborech
jaderného reaktoru, které je obecně popsáno soustavou rovnic (3.14). S ohledem
na fakt, že nelze nalézt uzavřené analytické řešeńı této soustavy, diskretizuje
se oblast výpočtové geometrie palivového souboru a hledá se přibližné řešeńı
v oblasti kontrolńıho objemu V každého takto vzniklého subkanálu. Vztah mezi
obecně definovaným kontrolńım objemem subkanálu a aktivńı zónou jaderného
reaktoru je viditelný na obr. 3.2.
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aktivńı zóna subkanál

mezera

palivový
proutek

kontrolńı objem

palivový soubor

x

z

y

Obrázek 3.2: Relace kontrolńıho objemu subkanálu k jádru reaktoru. Převzato z [27].

Hranici kontrolńıho objemu definovaného obr. 3.2 tvoř́ı bud’to pevná stěna
palivového proutku, rozhrańı mezi dvěma subkanály nebo vněǰśı stěna palivového
souboru. Hranici subkanálu tak lze rozdělit na dvě charakterově odlǐsné disjunktńı
podoblasti

∂V = ∂VF ∪ ∂VW ,

kde ∂VF (fluid) je prostupná a ∂VW (solid wall) je neprostupná část hranice
kontrolńıho objemu V . Prostupná část hranice ∂VF je představována rozhrańım
dvou subkanál̊u, zbylé dva typy hranice uvažujeme jako neprostupné (∂VW ). Nyńı
již můžeme zavést základńı předpoklady odpov́ıdaj́ıćı specifik̊um dané úlohy [27].

Dané předpoklady

• Konvektivńı rychlost u je v mı́stě neprostupné hranice ∂VW nulová.

• Chlad́ıćı médium je nestlačitelná, ale tepelně expandovatelná kapalina (tzn.
vlastnosti chladiva se měńı pouze v závislosti na teplotě).

• Př́ıspěvek kinetické energie je v̊uči vnitřńı tepelné energii zanedbatelný
(1

2
(u · u)� ε⇒ e ≈ ε).
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3 MATEMATICKÝ MODEL

• Hodnota smykového napět́ı τ je v mı́stě prostupné hranice ∂VF nulová.

• Jedinou významnou objemovou silou v systému je t́ıhová śıla.

S ohledem na zavedené předpoklady úlohy převedeme soustavu rovnic (3.14)
do nového tvaru. V př́ıpadě zákona zachováńı hybnosti uplatňujeme pouze před-
poklad nulové konvektivńı rychlosti u na neprostupné hranici ∂VW . Nový tvar
této rovnice tedy je

∂

∂t

∫
V

ρ dV +

∫
∂VF

ρ(u · n) dS = 0. (3.15)

Co se úpravy zákona zachováńı celkové energie systému týče, zde nejprve
předpokládejme, že jedinou objemovou silou v p̊usob́ıćı v rámci kontrolńıho ob-
jemu je t́ıhová śıla

f ≡ g =
[
0 0 −g

]T
kde g je t́ıhové zrychleńı. V takovém př́ıpadě pak můžeme předposledńı člen pravé
strany ZZE přepsat do tvaru∫

V

ρ(f · u) dV ≡
∫
V

ρ(g · u) dV = −
∫
V

ρg
∂z

∂t
dV = − ∂

∂t

∫
V

p dV,

kde p označuje hydrostatický tlak. Dále budeme předpokládat zanedbatelný př́ıs-
pěvek kinetické energie oproti vnitřńı tepelné energii a taktéž zavedeme novou
veličinu měrné entalpie h

e ≈ ε ∧ h = ε+
p

ρ
. (3.16)

Následně budeme opět předpokládat nulovou hodnotu konvektivńı rychlosti
u v mı́stě neprostupné hranice ∂VW a taktéž nulovost tenzoru vazkých napět́ı τ
na prostupné hranici ∂VF (člen obsahuj́ıćı τ se tedy na základě posledńıch dvou
předpoklad̊u v rovnici ZZE zcela vynuluje). Výsledná rovnice zákona zachováńı
celkové energie tedy bude mı́t následuj́ıćı podobu

∂

∂t

∫
V

ρh dV +

∫
∂VF

ρh(u · n) dS =

∫
V

ρṙdV +

∫
∂VF

λ(∇T · n) dS. (3.17)

Posledńı rovnićı je Navierova-Stokesova rovnice pro zachováńı hybnosti v sys-
tému. V rámci ńı jsou opět zavedeny předpoklady nulové konvektivńı rychlosti
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u na neprostupné hranici ∂VW , nulové hodnoty smykového napět́ı τ v mı́stě
prostupné hranice ∂VF a zanedbáńı všech vněǰśıch objemových sil vyjma śıly
t́ıhové. Lze tedy rovnou psát nový tvar zákona zachováńı hybnosti

∂

∂t

∫
V

ρu dV +

∫
∂VF

ρu(u · n) dS =

∫
V

ρg dV −
∮
∂V

pn dS +

∫
∂VW

τn dS.

(3.18)

Spojeńım rovnic (3.15), (3.17) a (3.18) tedy źıskáme výslednou soustavu Na-
vierových-Stokesových rovnic v integrálńım tvaru a Eulerově popisu za speci-
fických předpoklad̊u dané úlohy

∂

∂t

∫
V

ρ dV +

∫
∂VF

ρ(u · n) dS = 0,

∂

∂t

∫
V

ρh dV +

∫
∂VF

ρh(u · n) dS =

∫
V

ρṙdV +

∫
∂VF

λ(∇T · n) dS,

∂

∂t

∫
V

ρu dV +

∫
∂VF

ρu(u · n) dS =

=

∫
V

ρg dV −
∮
∂V

pn dS +

∫
∂VW

τn dS.

(3.19)

3.2 Subkanálová analýza

Jak již bylo řečeno v odst. 2.2, př́ıstup̊u k řešeńı problematiky prouděńı chla-
diva v palivových souborech jaderných reaktor̊u je v́ıce, avšak právě subkanálová
analýza přináš́ı množinu výhod, pro něž je (s neustálými modifikacemi) dodnes
nejv́ıce už́ıvanou metodou řešeńı tohoto problému. Jedná se předevš́ım o kom-
binaci přesných výstup̊u uzp̊usobených př́ımo na mı́ru výpočtové geometrii a
ńızkých výpočetńıch nárok̊u daných redukćı soustavy rovnic o jeden člen, za-
vedeńım empirických model̊u aproximuj́ıćıch výpočetně složité fyzikálńı děje a
specifickou prostorovou diskretizaćı analyzované geometrie [27].

3.2.1 Odvozeńı rovnic

Výchoźı rovnice subkanálové analýzy v integrálńım tvaru a Eulerově popisu
jsou představovány soustavou (3.19), přičemž redukovaným vztahem je vekto-
rová rovnice hybnosti, jež se z kartézských souřadnic transformuje na směry
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3 MATEMATICKÝ MODEL

axiálńı (odpov́ıdaj́ıćı souřadnicové ose z) a radiálńı (slučuj́ıćı př́ıspěvky hybnosti
ve směrech os x a y). Z tohoto d̊uvodu nově zavedeme dvouprvkové vektory rych-
losti u a vněǰśıch normálových vektor̊u nA a nR ve směrech př́ıslušných nově
zavedeným souřadnićım (viz obr. 3.3)

x̂yz → ŷr : u =
[
u v

]T ∧ nA =
[
1 0

]T ∧ nR =
[
0 1

]T
.

S ohledem na fakt, že vytvářený program pracuje pouze v režimu jednofázo-
vého prouděńı, omeźı se odvozeńı vztah̊u subkanálové analýzy pouze na tomu
odpov́ıdaj́ıćı výpočtový model. Odvozeńı vztah̊u pro jednotlivé zákony zachováńı
je uvedeno ńıže, empirické vztahy zohledňuj́ıćı dvoufázové prouděńı chladiva jsou
popsány v literatuře [27, 28].

palivové proutky

kontrolńı objem subkanálu

Ω

Ay

∆y

s

u

v

v

v

−~nA

~nA

~nR

~nR

~nR

Ay+∆y

x

y

z y

r
r

r

Obrázek 3.3: Kontrolńı objem subkanálu s vyznačenými rozměrovými veličinami a veličinami
rychlosti v nově zavedeném souřadnicovém systému. Převzato z [27].
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3.2.1.1 Zákon zachováńı hmoty

Prvńım ze zákon̊u zachováńı je rovnice kontinuity ve výchoźım tvaru od-
pov́ıdaj́ıćımu vztahu (3.15). V rámci kontrolńıho objemu subkanálu V , jenž je
definován obr. 3.3, zavedeme integrálńı pr̊uměry hodnot jednotlivých veličin (viz
věta o středńı hodnotě integrálńıho počtu) [29]. Plat́ı tedy

〈〈ρ〉〉 ≡ 1

V

∫
V

ρ dV ∧ 〈ρu〉y ≡
1

Ay

∫
Ay

ρ(u · nA) dS ∧

∧ 〈ρv〉j ≡
1

sj∆y

∫
sj∆y

ρ(u · nR) dS ∧ A ≡ Ay + Ay+∆y

2
, j = 1, 2, . . . , ns,

kde Ay představuje plochu hranice kontrolńıho objemu v axiálńım směru v mı́stě
y, přičemž pro celou prostupnou hranici kontrolńıho objemu ∂VF plat́ı ∂VF =
Ay ∪Ay+∆y ∪

∑ns
j=1 sj∆y, kde sj je délka j-tého rozhrańı mezi dvěma sousedńımi

subkanály (v pr̊uřezu geometríı) a ns udává počet sousedńıch subkanál̊u. A je
středńı hodnota velikosti hraničńıch ploch v axiálńım směru v rámci jednoho
prostorového kroku ∆y, V udává objem kontrolńı oblasti, pro nějž přibližně plat́ı
V = A∆y a symboly

”
〈〈 〉〉“ a

”
〈 〉“ označuj́ı po řadě integrálńı pr̊uměry hodnot

veličiny přes kontrolńı objem V , resp. kontrolńı plochu S.
Vyjádřeńı ZZH po zavedeńı nových proměnných, vyděleńı rovnice členem

∆y a zavedeńı předpoklad̊u diferenciálně malého axiálńıho kroku (∆y → 0) a
konstantńıho pr̊uřezu (A ≡ A = konst.) v celé délce palivového souboru, vede
na nový tvar rovnice kontinuity

A
∂

∂t
〈〈ρ〉〉+

∂

∂y
〈ρu〉A+

ns∑
j=1

〈ρv〉jsj = 0. (3.20)

Dále zavedeme nové veličiny hmotnostńıho toku v axiálńım směru M a hmot-
nostńıho toku v př́ıčném směru vztaženého na jednotku délky w (dále též př́ıčný
tok) a budeme předpokládat konstantńı hodnotu měrné hmotnosti ρ v rámci
kontrolńıho objemu subkanálu V , plat́ı tedy

M ≡ 〈ρu〉A ∧ 〈〈ρ〉〉 ≡ ρ ∧ 〈ρv〉jsj ≡ wj.

Takto zadefinované veličiny dosad́ıme do vztahu (3.20) a źıskáme výsledný
tvar rovnice subkanálové analýzy pro zákon zachováńı hmotnosti

A
∂ρ

∂t
+
∂M

∂y
= −

ns∑
j=1

wj. (3.21)
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3.2.1.2 Zákon zachováńı celkové energie

Co se zákona zachováńı celkové energie týče, vyjdeme z výchoźıho vztahu
(3.17). V daném př́ıpadě nejdř́ıve zadefinujeme vnitřńı tvorbu tepla v tekutině,
přenos tepla ze sousedńıch subkanál̊u a empiricky zavedeme vliv turbulentńıho
mı́̌seńı, následně budeme postupovat analogicky s předcházej́ıćım odstavcem za-
vedeńım integrálńıch pr̊uměr̊u veličin v kontrolńım objemu V a na jeho hranici
∂V a jejich přepisem do kompaktńıho tvaru.

Prvńı ze zavedených člen̊u rovnice je tepelný př́ıspěvek v chladivu generovaný
v d̊usledku jaderné reakce paliva v soused́ıćıch proutćıch subkanálu, jenž má tvar∫

V

ρṙ dV ≡ ∆y

np∑
j=1

CQjoinjQsum ≡ ∆y

np∑
j=1

q̃j, (3.22)

kde np je počet palivových proutk̊u soused́ıćıch s daným subkanálem, CQ je
poměrná část tepelného výkonu př́ıslušej́ıćı danému palivovému proutku (z cel-
kového výkonu palivového souboru Qsum), oin je délka rozhrańı mezi proutkem a
př́ıslušným subkanálem a q̃ je nově zavedená veličina lineárńıho tepelného toku.

Daľśım vztahem je výraz definuj́ıćı přenos tepla ze sousedńıch subkanál̊u.
V tomto př́ıpadě budeme aproximovat parciálńı derivaci dle radiálńı souřadnice
r jako rozd́ıl teplot sousedńıch subkanál̊u ∆T podělený vzdálenost́ı jejich geo-
metrických střed̊u l a nakonec budeme předpokládat konstantńı hodnotu tepelné
vodivosti λ. Pro přestup tepla přes j-té subkanálové rozhrańı tedy bude platit∫

sj∆y

λ(∇T · nR) dS ≡ −λ∆ysj
∆Tj
lj

= −∆ykj∆Tj,

kde k je součinitel kondukčńıho přestupu tepla mezi sousedńımi subkanály. S ohle-
dem na předpoklad malých rozd́ıl̊u teplot mezi dvěma po sobě jdoućımi axiálńımi
kroky ∆y uvažujeme nulový př́ıspěvek energie při přestupu tepla přes hranici
v axiálńım směru. Plat́ı tedy∫

∂VF

λ(∇T · n) dS ≡ −∆y
ns∑
j=1

kj∆Tj,

kde vektor n je vněǰśı jednotkový normálový vektor v př́ıslušném mı́stě kontrolńı
hranice ∂V .
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Nakonec do ZZE zavedeme zcela nový člen charakterizuj́ıćı př́ıspěvek energie
ze strany turbulentńıho mı́̌seńı, pro nějž plat́ı

Qtm ≡ −∆y
ns∑
j=1

w̃j∆hj, (3.23)

kde w̃ je př́ıčný tok zp̊usobený turbulentńımi fluktuacemi a ∆h je rozd́ıl měrných
entalpíı v sousedńıch subkanálech. S ohledem na výpočetńı náročnost turbulenćı
ve výpočtové oblasti je zaveden empirický vztah pro vyjádřeńı pr̊utočné hmoty
w̃, ve kterém jednu z proměnných představuje součinitel turbulentńıho mı́̌seńı β.
Ten později poslouž́ı jako návrhový parametr pro lepš́ı konvergenci vypočtených
výsledk̊u s experimentálńımi daty. Samotný vztah vyjadřuj́ıćı veličinu w̃ je pak
následuj́ıćı

w̃j = βRe
δ
dhG, (3.24)

kde Re je Reynoldsovo č́ıslo, δ je fitovaćı exponent výpočtu, G udává plošnou
hustotu hmotnostńıho toku M a dh označuje hydraulický pr̊uměr, který lze obecně
charakterizovat vztahem dh = 4 S

os
, kde S je velikost pr̊utočné plochy a os je

smáčený obvod. Pruhy nad jednotlivými proměnnými pak znač́ı středńı hodnotu
daných veličin pro dvojici sousedńıch subkanál̊u. V axiálńım směru se turbulentńı
mı́̌seńı neuvažuje.

Po definováńı zdrojových člen̊u zákona zachováńı energie opět přejdeme k za-
vedeńı integrálńıch pr̊uměr̊u hodnot člen̊u levé strany rovnice (3.17). Tyto pr̊uměry
maj́ı následuj́ıćı podobu

〈〈ρh〉〉 ≡ 1

V

∫
V

ρh dV ∧ 〈ρuh〉y ≡
1

Ay

∫
Ay

ρh(u · nA) dS ∧

∧ 〈ρvh〉j ≡
1

sj∆y

∫
sj∆y

ρh(u · nR) dS.

Po dosazeńı př́ıslušných vyjádřeńı, poděleńı členem ∆y, následným předpo-
kladem jeho diferenciálně malé velikosti a předpokladem konstantńı velikosti plo-
chy pr̊uřezu subkanálu A ve směru axiálńı souřadnice y źıskáme rovnici ve tvaru

A
∂

∂t
〈〈ρh〉〉+

∂

∂y
〈ρuh〉A =

ns∑
j=1

(−kj∆Tj − w̃j∆hj + 〈ρvh〉jSj) +

np∑
j=1

q̃j. (3.25)
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Poděleńım celého vztahu veličinou pr̊utočné hmotnosti M a za předpokladu
ńıže platných rovnost́ı lze psát výslednou rovnici zákona zachováńı energie v kon-
trolńım objemu subkanálu [27]

h ≡ 〈ρuh〉
〈ρu〉

∧ h ≡ 〈ρvh〉
〈ρv〉

∧ h ≡ 〈〈ρh〉〉
ρ

,

1

u

∂h

∂t
+
∂h

∂y
=

1

M

[
np∑
j=1

q̃j +
ns∑
j=1

(−kj∆Tj − w̃j∆hj + wj∆hj)

]
. (3.26)

3.2.1.3 Zákon zachováńı hybnosti v axiálńım směru

Posledńı rovnićı určenou k úpravě je vektorová rovnice hybnosti ve směrech
př́ıslušných souřadnicovým osám x, y a z, kterou je třeba rozepsat do nově zave-
dených směr̊u r a y.

Nejdř́ıve se budeme zabývat rovnićı ZZHyb ve směru axiálńı souřadnice vychá-
zej́ıćı ze vztahu (3.18). I tentokrát se některé fyzikálńı děje aproximuj́ı empiricky.
V daném př́ıpadě se jedná o vliv smykového napět́ı τ na neprostupné hranici
∂VW a vliv turbulentńıho mı́̌seńı. Prvńı z jmenovaných aproximačńıch vztah̊u lze
vyjádřit jako ∫

∂VW

τn dS · nA ≡ −
1

2

(
ξ∆y

dh
+ ζ

)
〈ρu2〉A, (3.27)

kde ζ představuje součinitel mı́stńıho odporu v mı́stech mı́śıćıch, resp. distančńıch
mř́ıžek palivového souboru (přičemž hodnota je konstantńı a je určována expe-
rimentálně pro každý jednotlivý typ mř́ıžky), ξ je pak součinitel třećıho odporu
od pevné stěny a jeho hodnota je stanovena jako

ξ = (1, 82 log(Re)− 1,64)−2. (3.28)

Daľśım z uvažovaných vliv̊u je celkový silový př́ıspěvek v axiálńım směru
od turbulentńıho mı́̌seńı

Ftm ≡ −ε∆y
ns∑
j=1

w̃j∆uj, (3.29)

kde ε vyjadřuje konstantńı (empirický) součinitel přenosu hybnosti turbulenćı.
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Co se bilance tlakových člen̊u pravé strany rovnice (3.18) týče, lze analogicky
předchoźım odstavc̊um zavést integrálńı pr̊uměr tlaku 〈p〉 v mı́stě y přes axiálńı
hranici kontrolńıho objemu ∂V

〈p〉y ≡
1

Ay

∫
Ay

pn dS · nA.

Tlakové členy ZZHyb (3.18) tedy lze vyjádřit vztahem

−
∫
∂VF

pn dS · nA −
∫
∂VW

pn dS · nA = −
∫
Ay+∆y

pnA dS · nA+

+

∫
Ay

pnA dS · nA ≡ −〈p〉y+∆yAy+∆y + 〈p〉yAy,

kde vektor n vyjadřuje vněǰśı normálu v obecném mı́stě hranice kontrolńıho ob-
jemu ∂V (tedy bud’to nR nebo nA). Pro body hranice odpov́ıdaj́ıćı rozhrańı
sousedńıch subkanál̊u či rozhrańı proutek-subkanál je normálový vektor n = nR.
Skalárńı součin vektor̊u nR ·nA je pro body této hranice nulový, čemuž odpov́ıdá
i nulovost př́ıslušných integrál̊u.

Posledńım členem pravé strany analyzované rovnice (3.18) je výraz vyjadřuj́ıćı
vliv t́ıhové śıly, který opět pr̊uměrujeme přes kontrolńı objem V∫

V

ρg dV · nA ≡ −A∆y〈〈ρ〉〉g, (3.30)

kde znaménko mı́nus odpov́ıdá zvolené orientaci axiálńı osy. Levou stranu rovnice
(3.18) uprav́ıme opět zavedeńım integrálńıch pr̊uměr̊u přes kontrolńı objem V ,
resp. jeho hranici ∂V , v tomto př́ıpadě ve tvaru

〈〈ρu〉〉 ≡ 1

V

∫
V

ρu dV · nA ∧ 〈ρu2〉y ≡
1

Ay

∫
Ay

u(u · nA) dS · nA ∧

∧ 〈ρuv〉j ≡
1

sj∆y

∫
sj∆y

ρu(u · nR) dS · nA,

kde prvńı člen představuje objemovou hybnost v axiálńım směru, druhý člen vy-
jadřuje pr̊uměrovaný tok axiálńı hybnosti přes vodorovnou plochu pr̊uřezu A
v mı́stě y a třet́ı člen axiálńı tok hybnosti skrz subkanálová rozhrańı nesené
radiálńı rychlost́ı v.
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Přepis rovnice ZZHyb (3.18) po dosazeńı za jednotlivé členy, poděleńı součinem
A∆y a zavedeńım předpoklad̊u, že ∆y je diferenciálně malé a plocha pr̊uřezu A
je konstantńı, má tedy následuj́ıćı tvar

∂

∂t
〈〈ρu〉〉A+

∂

∂y
〈ρu2〉A+

ns∑
j=1

〈ρuv〉jsj + A
∂

∂y
〈p〉 =

= −A〈〈ρ〉〉g − 1

2

(
ξ

dh
+

ζ

dy

)
〈ρu2〉A− ε

ns∑
j=1

w̃j∆uj. (3.31)

Tuto rovnici lze dále přepsat poděleńım plochy pr̊uřezu A a přepisem vy-
braných člen̊u s využit́ım již dř́ıve zavedených veličin hmotnostńıho toku M a
hmotnostńıho toku v př́ıčném směru vztaženého na jednotku délky w do výsledné-
ho tvaru zákona zachováńı hybnosti v axiálńım směru

1

A

∂M

∂t
+
∂p

∂y
=

1

A

ns∑
j=1

(wj∆uj − εw̃j∆uj)−

− ρg −
(
M

A

)2 [
ξ

2ρdh
+

ζ

2ρ dy
+

∂

∂y

(
1

ρ

)]
. (3.32)

3.2.1.4 Zákon zachováńı hybnosti v radiálńım směru

Posledńım odvozovaným vztahem subkanálové analýzy je zákon zachováńı
hybnosti v radiálńım (př́ıčném) směru. Ten opět vycháźı z rovnice (3.18), v tomto
př́ıpadě však redukuje rovnice ve směru p̊uvodńıch souřadnicových os x a y
do jedné. Pro takový př́ıpad je nutné zavést nové předpoklady kladené na kont-
rolńı oblast, a to včetně zcela nové definice kontrolńıho objemu V (svými vlast-
nostmi pokud možno ekvivalentńıho s kontrolńım objemem p̊uvodńım). Tyto nové
předpoklady jsou viditelné ńıže [27].

Předpoklady pro řešeńı bilance hybnosti v př́ıčném směru

• Ve větš́ı vzdálenosti od prostupné hranice mezi subkanály je rychlost v ra-
diálńım směru v zanedbatelná. V d̊usledku tohoto předpokladu je tok radi-
álńı hybnosti přes svislé plochy (hybnost unášená rychlost́ı v) nulový.

• Vliv t́ıhové śıly je pro př́ıpad př́ıčného prouděńı zanedbatelný.
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• Je zaveden nový kontrolńı objem v oblasti kolem hranice jednotlivých sub-
kanál̊u, přičemž plocha v pr̊uřezu je nově definována jako Ã = sl, kde l je
vzdálenost těžǐst’ sousedńıch subkanál̊u (viz obr. 3.4). Předpokládá se, že
p̊uvodńı subkanálové kontrolńı objemy se s novými překrývaj́ı a plat́ı∑nsub

j=1 Aj ≈
∑nnko

j=1 Ãj, kde nsub udává počet subkanál̊u v dané geometrii
a nnko počet nově zavedených kontrolńıch objemů v oblastech kolem roz-
hrańı mezi subkanály. Daný předpoklad neńı zcela přesný, chyba je však
dostatečně malá a lze ji zanedbat.

• V d̊usledku složité geometrie v oblasti mezery mezi palivovými proutky se
vliv smykového napět́ı τ empiricky aproximuje.

y

0

l

T

x

s A

Ã

Obrázek 3.4: Pr̊uřez výpočtovou geometríı ilustruj́ıćı zavedeńı nového kontrolńıho objemu
s plochou pr̊uřezu Ã pro ZZHyb v radiálńım směru.

Nejdř́ıve zavedeme člen aproximuj́ıćı vliv smykového napět́ı τ od neprostupné
hranice kontrolńıho objemu ∂VW jako∫

∂VW

τn dS · nR ≡ −
1

2
s∆y〈ρv2〉h̃, (3.33)

kde h̃ je součinitel odporu př́ıčného prouděńı. Dále provedeme bilanci vlivu př́ıč-
ných tlakových sil na hybnost v radiálńım směru, a to opět s využit́ım integrálńıch
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pr̊uměr̊u hodnot veličiny tlaku v kontrolńım objemu

−
∫
∂VF

pn dS · nR −
∫
∂VW

pn dS · nR ≡ [〈p〉i − 〈p〉j] s∆y, (3.34)

kde indexy i a j odkazuj́ı na subkanály soused́ıćı se sledovaným rozhrańım.
Následně zavedeme integrálńı pr̊uměry veličin přes kontrolńı objem V , resp. jeho
hranici ∂V

〈〈ρv〉〉 ≡ 1

sl∆y

∫
sl∆y

ρu dV · nR ∧ 〈ρvu〉 ≡ 1

sl

∫
sl

ρu(u · nA) dS · nR, (3.35)

kde prvńı člen vyjadřuje moment hybnosti v radiálńım směru v objemu V , druhý
člen pak odpov́ıdá toku př́ıčné hybnosti přes vodorovnou plochu nesenou axiálńı
rychlost́ı u. Všechny vyjádřené členy lze dosadit do výchoźı rovnice (3.18) a źıskat
tak nový předpis

sl∆y
∂

∂t
〈〈ρv〉〉 + sl〈ρvu〉y+∆y − sl〈ρvu〉y = −1

2
s∆y〈ρv2〉h̃ + [〈p〉i − 〈p〉j] s∆y.

(3.36)

Nakonec vyděĺıme výraz součinem součinem l∆y, z pohledu proměnné y pře-
vedeme do diferenciálńıho tvaru a využijeme známých tvar̊u pro vyjádřeńı veličiny
př́ıčného toku w. Źıskáváme tak výsledný tvar subkanálové analýzy pro zachováńı
hybnosti v radiálńım směru (v daném př́ıpadě psaný pro rozhrańı přináležej́ıćı
sousedńım subkanálovým prvk̊um i a j),

∂wij
∂t

+
∂(wiju)

∂y
=
sij
lij

[(pi − pj)−Hijwij] , (3.37)

kde člen Hij definuje odpor př́ıčného prouděńı a je definován vztahem

Hij =
h̃|wij|
2ρis2

ij

. (3.38)

Výsledná soustava rovnic subkanálové analýzy
Výsledkem odvozeńı subkanálové analýzy jsou tedy zákony zachováńı hmot-

nosti (3.21), celkové energie (3.26) a hybnosti v př́ıslušných směrech (3.32) a
(3.37). Jedná se o čtyři časově variantńı parciálńı diferenciálńı rovnice (PDR)
prvńıho řádu a na soustavu lze nahĺıžet jako na tř́ıdimenzionálńı popis prouděńı
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zredukovaný o jeden člen, př́ıpadně jako na 1D problém s př́ıdavným př́ıčným
prouděńım. Nı́že vypsaná forma odpov́ıdá rovnićım pro i-tý subkanál [28]

A
∂ρi
∂t

+
∂Mi

∂y
= −

ns∑
j=1

wij,

1

u

∂hi
∂t

+
∂hi
∂y

=
1

Mi

[
np∑
j=1

q̃ij +
ns∑
j=1

(−kij∆Tij − w̃ij∆hij + wij∆hij)

]
,

1

Ai

∂Mi

∂t
+
∂pi
∂y

=
1

Ai

ns∑
j=1

(wij∆uij − εw̃ij∆uij)−

−ρig −
(
Mi

Ai

)2 [
ξi

2ρidhi
+

ζi
2ρidy

+
∂

∂y

(
1

ρi

)]
,

∂wij
∂t

+
∂(wiju)

∂y
=
sij
lij

(∆pij −Hijwij) .

(3.39)

3.3 Vedeńı tepla

Jak již bylo dř́ıve předesláno, přidruženou úlohou, j́ıž se práce zabývá, je
úloha vedeńı tepla v palivovém proutku. Tato kapitola se bude zabývat obecnou
formulaćı právě této problematiky.

Zákonitostmi přeměny energie se zabývá obor termodynamiky. Ten zažil sv̊uj
největš́ı pr̊ulom v 19. stolet́ı s vývojem spalovaćıho motoru, kdy bylo třeba naj́ıt
exaktńı zákonitosti přeměny tepla na mechanickou práci. Termodynamika se
následně rozv́ıjela a uplatněńı tak dnes nacháźı v rozličných oborech fyziky, che-
mie a mnohých daľśıch [30].

Sd́ıleńı tepla jako takové se uskutečňuje třemi možnými zp̊usoby: vedeńım
(kondukćı), prouděńım (konvekćı) a sáláńım (radiaćı). V př́ıpadě kondukce pře-
cháźı teplo od částice k částici pomoćı př́ımého styku. Při tomto typu přenosu
se tepelná energie uvolňuje elastickým vlněńım (kapaliny a tuhá dielektrika), di-
fuźı atomů nebo molekul (plyny) či difuźı volných elektron̊u (kovy). Typická je
předevš́ım pro tuhá tělesa a kapaliny, které se nepohybuj́ı. Obecně pak plat́ı,
že oblasti s vyšš́ı středńı kinetickou energíı předávaj́ı část své pohybové energie
oblastem s nižš́ı středńı kinetickou energíı.
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Sd́ıleńı tepla konvekćı se děje pouze u plyn̊u a kapalin a je zp̊usobeno prou-
děńım hmoty o r̊uzné teplotě. Pohybem hmoty docháźı k vzájemnému pohybu jed-
notlivých částic s odlǐsnou teplotou (resp. vnitřńı energíı), což zp̊usobuje přenos
tepla. Rychlost tohoto přenosu primárně záviśı na typu prouděńı tekutiny. Kon-
vekce je vždy spojena s kondukćı a může být vyvolána přirozeným pohybem např.
vlivem změny hustoty či pohybem nuceným (ventilátor, čerpadlo, ...).

Posledńım typem š́ı̌reńı tepla je sáláńı. Jedná se o fyzikálńı proces, při kterém
látka emituje energii ve formě elektromagnetického zářeńı. Energie je tedy pře-
měňována z tepelné na radiačńı a nazpět a jej́ı š́ı̌reńı je (na rozd́ıl od konvekce
a kondukce) možné i ve vakuu. Faktory, jež maj́ı vliv na množstv́ı a rychlost
emitované energie jsou předevš́ım teplota tělesa, barva povrchu a obsah plochy
povrchu [31].

3.3.1 Rovnice vedeńı tepla v př́ıslušném tvaru

Úlohy přenosu tepla lze obecně klasifikovat dle závislosti na čase (stacionárńı a
nestacionárńı) a dimenzi přenosu tepla (1D, 2D a 3D). Základńım konstitutivńım
vztahem problematiky vedeńı tepla je Fourier̊uv zákon

qi = −λ ∂T
∂xi

, (3.12)

kde qi je hustota tepelného toku ve směru i-té prostorové proměnné a λ předsta-
vuje tepelnou vodivost, znaménko mı́nus pak odpov́ıdá směru záporně vzatého
gradientu teploty, v němž je teplo vedeno.

Kromě vlivu vedeńı tepla má na celkovou bilanci tepelné energie vliv též ge-
nerováńı tepla uvnitř média. To může zahrnovat přeměnu mechanické, elektrické,
jaderné nebo chemické energie na teplo. V rámci bilance energie jsou takové pro-
cesy přeměny charakterizovány členem generátoru energie

Q =

∫
V

q̂gen dV, (3.40)

kdeQ je celkový generovaný tepelný výkon v médiu a q̂gen je hustota generovaného
tepelného toku.

V rámci řešené úlohy se zabýváme vedeńım tepla v palivovém proutku. Tvar
geometrie proutku odpov́ıdá dlouhé válcové skořepině poloměru r a délky L (viz
obr. 3.5) a bere v potaz předpoklady izotropie a homogenity materiálu a rotačńı
symetrie úlohy. Ta je tedy řešena jako jednodimenzionálńı ve směru radiálńı
složky.
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Obrázek 3.5: Jednorozměrné vedeńı tepla objemovým prvkem válcové geometrie. Převzato
z [32].

Pro sestaveńı rovnice vedeńı tepla je nutné vycházet ze zákona zachováńı
tepelné energie, jež má následuj́ıćı tvar

Qr −Qr+∆r +Qelem =
∆Eelem

∆t
, (3.41)

kde Qr je tepelný výkon v mı́stě r, Qelem celkový tepelný výkon generovaný
v elementu a ∆Eelem představuje změnu vnitřńı energie elementu. Pro energetický
člen pravé strany rovnice (3.41) pak za předpokladu konstantńı hodnoty hustoty
ρ plat́ı kalorimetrická rovnice

∆Eelem = Eelem,t+∆t − Eelem,t = mc (Tt+∆t − Tt) = ρcA∆r (Tt+∆t − Tt) , (3.42)

kde c je měrná tepelná kapacita. Pro válcový tvar objemového prvku lze dále psát

A = 2πrL 6= konst. ∧ Qelem = q̂genA∆r ∧ Q = qA = −λA∂T
∂r
,

kde A představuje plochu elementu, přes ńıž docháźı ke konvektivńımu toku tepla
a je obecně funkćı poloměru r (A = A(r)). Dosazeńım výše uvedených člen̊u
do rovnice (3.41) a poděleńım výrazem A∆r źıskáme nový tvar bilance tepelné
energie

− 1

A

Qr+∆r −Qr

∆r
+ q̂gen = ρc

Tt+∆t − Tt
∆t

. (3.43)

37



3 MATEMATICKÝ MODEL

Zavedeńım předpokladu diferenciálně malých člen̊u ∆r a ∆t (∆r → 0 a ∆t→
0) a zkráceńım konstantńım členem 2πL na levé straně rovnice (3.43) źıskáme
výsledný tvar rovnice nestacionárńıho vedeńı tepla pro rotačně symetrickou úlohu
[32]

1

r

∂

∂r

(
rλ
∂T

∂r

)
+ q̂gen = ρc

∂T

∂t
. (3.44)
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4 Použité numerické metody

U nelineárńıch parciálńıch diferenciálńıch rovnic zpravidla nelze nalézt uzav-
řené analytické řešeńı. V takovém př́ıpadě je nutné hledat řešeńı alespoň přibližné,
k čemuž slouž́ı aparát numerické matematiky. Principem většiny už́ıvaných nu-
merických metod je rozděleńı výpočtové oblasti na konečný počet část́ı, nad nimiž
se hledá aproximované řešeńı.

Mezi základńı numerické metody použ́ıvané pro řešeńı PDR patř́ı metody
konečných diferenćı (MKD), konečných objemů (MKO) a konečných prvk̊u (MKP).
Předkládaná práce se oṕırá primárně o prvńı jmenovanou metodu, zbylé dvě jsou
implementovány pouze za účelem porovnáńı numerického řešeńı přidružené úlohy
vedeńı tepla palivovým proutkem. Tomu odpov́ıdá i omezený rozsah zpracované
teorie zaměřuj́ıćı se pouze na popis základńıch princip̊u těchto metod.

4.1 Metoda konečných diferenćı

Prvńı popisovanou numerickou metodou je metoda konečných diferenćı (an-
glicky FDM - Finite Difference Method). Základńım principem této metody
(někdy též nazývané metoda śıt́ı) je aproximace parciálńıch derivaćı vhodnými
diferenčńımi pod́ıly daného řádu přesnosti. Pomoćı této aproximace přejde di-
ferenciálńı rovnice na soustavu rovnic algebraických. Počet rovnic soustavy od-
pov́ıdá počtu uzlových bod̊u, v nichž se diferenciálńı rovnice na dané časové hla-
dině vyč́ısluje a tedy i velikosti diskretizačńıho kroku. Konstrukce diferenčńıch
pod́ıl̊u pak vycháźı z teorie Taylorova rozvoje [33].

4.1.1 Taylor̊uv rozvoj a diferenčńı formule

Taylor̊uv rozvoj představuje nahrazeńı obecné funkce f(x) na okoĺı konkrét-
ńıho bodu x0 mocninou polynomiálńı řadou. Obecný předpis pro tento rozvoj je
dán vztahem

f(x) = f (x0) +
f (1)(x0)

1!
(x− x0) +

f (2)(x0)

2!
(x− x0)2 +

+
f (3)(x0)

3!
(x− x0)3 + . . . =

∞∑
k=0

f (k)(x0)

k!
(x− x0)k ,

(4.1)

kde závorkované horńı indexy určuj́ı řád derivace (indexy bez závorky pak moc-
ninu výrazu).
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V př́ıpadě, že počet člen̊u rozvoje je konečný, přecháźı mocninná řada na ko-
nečný součet posloupnosti, tzv. Taylor̊uv polynom. Ten aproximuje zadanou funkci
f(x) na okoĺı bodu x0. Z výše uvedeného vztahu vyplývá, že stupeň polynomu
n udává nejvyšš́ı mocninu figuruj́ıćı v předpisu, počet člen̊u rozvoje je pak roven
n + 1. Z obr. 4.1 je dále zřejmé, že vyšš́ı stupeň polynomu přináš́ı vyšš́ı mı́ru
přesnosti aproximace v okoĺı pracovńıho bodu x0 [33].

Obrázek 4.1: Ukázka aproximace funkce sin(x) na okoĺı bodu x0 = 0 Taylorovým polynomem
řádu n.

Pro sestaveńı základńıch diferenčńıch schémat si nejdř́ıve vyjádř́ıme obecnou
funkci f(x) na okoĺı bodu x + ∆x a x −∆x. V rámci rozvoje vypisujeme pouze
členy Taylorova polynomu do řádu n, zbylé členy představuj́ı zbytek Taylorova
polynomu O(∆xn+1) řádu n + 1, který má pro dostatečně malé okoĺı, př́ıpadně
pro dostatečně vysoké n jen malý vliv na podobu výsledné funkce. Taylor̊uv rozvoj
pro f(x+ ∆x) má následuj́ıćı tvar

f(x+ ∆x) = f(x) +
∂f

∂x
∆x+

1

2

∂2f

∂x2
∆x2 +

1

6

∂3f

∂x3
∆x3 +O(∆x4), (4.2)

pro Taylor̊uv rozvoj f(x−∆x) pak plat́ı vztah

f(x−∆x) = f(x)− ∂f

∂x
∆x+

1

2

∂2f

∂x2
∆x2 − 1

6

∂3f

∂x3
∆x3 +O(∆x4). (4.3)
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Z těchto rovnic již nyńı lze vyjádřit základńı diferenčńı formule potřebné
pro implementaci MKD [33]. Pouhým přehozeńım jednotlivých člen̊u rovnice (4.2)
a vyděleńım ∆x lze źıskat pro aproximaci parciálńı derivace dopředné diferenčńı
schéma prvńıho řádu přesnosti v podobě

∂f

∂x
=
f(x+ ∆x)− f(x)

∆x
+O(∆x). (4.4)

Analogicky lze z rovnice (4.3) źıskat pro aproximaci parciálńı derivace zpětnou
diferenčńı formuli prvńıho řádu přesnosti, jež má tvar

∂f

∂x
=
f(x)− f(x−∆x)

∆x
+O(∆x). (4.5)

Z rozd́ılu rovnic (4.2) a (4.3) dostaneme pro aproximaci parciálńı derivace centrálńı
diferenčńı schéma druhého řádu přesnosti

∂f

∂x
=
f(x+ ∆x)− f(x−∆x)

2∆x
+O(∆x2). (4.6)

Ze srovnáńı jednotlivých diferenčńıch schémat je patrné, že hodnota rezidua
O z Taylorova rozvoje, které se v rámci numerických výpočt̊u zanedbává, je
v př́ıpadě centrálńıho diferenčńıho schématu úměrná ∆x2, zat́ımco pro př́ıpad
dopředné a zpětné diferenčńı formule pouze ∆x [33].

4.1.2 Základńı vlastnosti MKD

V př́ıpadě využit́ı numerických metod vyvstává přirozený požadavek na kon-
vergenci přibližného řešeńı k řešeńı přesnému. Tento požadavek však neńı splněn
automaticky.

Uvažujme okrajově-počátečńı úlohu popsanou lineárńı hyperbolickou parciálńı
diferenciálńı rovnićı v 1D s hledanou veličinou u(x, t). Tu následně diskretizujme
v čase i prostoru (viz obr. 4.2), přičemž unj je hodnota funkce u(xj, t

n) v daném
uzlovém bodě P n

j = [xj tn], kde spodńı index udává prostorovou souřadnici a
horńı index odpov́ıdá př́ıslušné časové hladině1. V takovém př́ıpadě lze využ́ıt
Laxovu větu, jež ř́ıká, že zvolená numerická metoda je konvergentńı právě tehdy,
když je stabilńı a konzistentńı s uvažovanou lineárńı hyperbolickou parciálńı dife-
renciálńı rovnićı. Konkrétńı implementace této metody je viditelná v odst. 5.1.4
a 5.3.3 [33].

1Časoprostorovou śıt’ definovanou obr. 4.2 lze popsat jako ϕs = {[xj tn] : xj = j∆x, j ∈
Z, tn = n∆t, n ∈ N0}.
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0 x

t

j j + 1

n

n− 1

n + 1

∆t

∆x

P n
j

j − 1

Obrázek 4.2: Zavedená časoprostorová śıt’ diskretizuj́ıćı výpočtovou oblast parciálńı dife-
renciálńı rovnice.

4.2 Metoda konečných objemů

Metoda konečných objemů (anglicky FVM - Finite Volume Method) je oproti
MKD mladš́ı a pokročileǰśı numerickou metodou vhodnou pro numerické řešeńı
nelineárńıch hyperbolických PDR, přičemž principem této metody je aproximace
integrálńıch identit źıskaných při formulaci základńıch fyzikálńıch zákon̊u za-
chováńı v integrálńım tvaru.

V daném př́ıpadě se výpočtová oblast diskretizuje na konečný počet dis-
junktńıch kontrolńıch podoblast́ı Ωj (ve 3D objemů), pro něž plat́ı

Ωi ∩ Ωj =

{
∅
∂Ωij

∧ ∪nj=1Ωj = Ω, (4.7)

kde Ωij představuje společnou část hranice i-té a j-té podoblasti a n je celkový
počet těchto podoblast́ı. V této práci uvažujeme metodu konečných objemů typu

”
cell-centred“, kdy neznámé vyč́ıslujeme ve středech kontrolńıch podoblast́ı (ob-

jemů). V takovém př́ıpadě postupujeme v rámci odvozeńı dle následuj́ıćıch krok̊u:

1. Integrace výchoźı parciálńı diferenciálńı rovnice popisuj́ıćı řešený problém
přes kontrolńı objem Ωj.

2. Aplikace Gaussovy-Ostrogradského věty na členy obsahuj́ıćı derivace pro-
storových proměnných, která ve 3D převád́ı objemové integrály na plošné
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a pro skalárńı veličinu f má obecný tvar∫
V

∇f dV =

∮
∂V

fn dS, (4.8)

kde n je jednotkový vektor vněǰśı normály k ploše dS, jež tvoř́ı hranici
kontrolńıho objemu ∂V .

3. Zavedeńı integrálńıho pr̊uměr̊u 〈U〉j (viz věta o středńı hodnotě integrálńıho
počtu) hledané veličiny u(x, t) na kontrolńı podoblasti Ωj ve tvaru

〈U〉j =
1

|Ωj|

∫
Ωj

u(x, t) dΩ, (4.9)

kde |Ωj| je velikost kontrolńıho objemu Ωj.

4. Aproximace časové derivace pomoćı libovolné metody určené k řešeńı oby-
čejných diferenciálńıch rovnic (Rungeova-Kuttova metoda, metoda koneč-
ných diferenćı,. . . ).

5. Aproximace tokové funkce f(u(x, t)) na hranici podoblasti ∂Ωj. S ohledem
na fakt, že přesné řešeńı v mı́stě hranice neznáme, vyjadřujeme tok f po-
moćı tzv. numerického toku Φ vypočteného jako funkce hodnot integrálńıch
pr̊uměr̊u 〈U〉nj na př́ıslušné časové hladině n. Plat́ı tedy

f(u(x, tn)) ≈ Φ(〈U〉ni , 〈U〉nj ), x ∈ ∂Ωij.

Z výše uvedeného vyplývá, že na rozd́ıl od MKD, kde je výsledkem diskrétńı
hodnota v uzlových bodech Un

j časoprostorové śıtě, metodou konečných objemů
źıskáváme po částech konstantńı funkci 〈U〉nj . Daľśım d̊uležitým rozd́ılem je skuteč-
nost, že formulace schématu pomoćı MKO připoušt́ı nespojitosti v řešeńı, zat́ımco
MKD předpokládá jeho dostatečnou hladkost. Konkrétńı implementace této me-
tody je viditelná v odst. 5.3.3 [34].

4.3 Metoda konečných prvk̊u

Posledńı z použitých numerických metod je metoda konečných prvk̊u (ang-
licky FEM - Finite Element Method). Stejně jako v př́ıpadě MKO i tato metoda
pracuje s výpočtovou oblast́ı rozdělenou na konečný počet disjunktńıch element̊u
(konečných prvk̊u), nad kterými se hledané řešeńı aproximuje. Tato aproximace
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má podobu lineárńı kombinace bázových funkćı, které se nejčastěji voĺı ve tvaru
úplných polynomů prostorových proměnných, přičemž plat́ı, že se zvyšuj́ıćım se
stupněm polynomu a jemnost́ı diskretizačńıho kroku se řešeńı zpřesňuje2. Hod-
noty koeficient̊u lineárńı kombinace se pak źıskávaj́ı za pomoci interpolačńıch
podmı́nek, kdy hledané funkce muśı nabývat hodnot v předepsaných uzlových
bodech na konečném prvku.

Aproximované řešeńı se neaplikuje př́ımo na výchoźı rovnice zadané úlohy, ty
je tedy nutné nejprve upravit. K tomu je možné využ́ıt bud’to variačńı metodu,
jež hledá stacionárńı bod jistého funkcionálu (obvykle vyjadřuj́ıćıho potenciálńı
energii systému) či formulovat slabé řešeńı ve smyslu metody vážených rezidúı.
Přeformulováńı p̊uvodńı úlohy prob́ıhá ve třech kroćıch:

1. Převedeńı všech člen̊u ř́ıd́ıćı soustavy rovnic na jednu stranu, přenásobeńı
váhovými funkcemi v̂i a integrace přes kontrolńı oblast Ω.

2. Aplikace 1. Greenovy formule na členy obsahuj́ıćı derivace vyšš́ıch řád̊u, jež
má pro obecné skalárńı funkce f a g následuj́ıćı tvar∫

V

f∆g dV =

∫
∂V

f∇g · n dS −
∫
V

∇f∇g dV, (4.10)

kde ∆ je Laplace̊uv operátor.

3. Zahrnut́ı okrajových podmı́nek do řešeńı soustavy rovnic.

Po přeformulováńı úlohy na slabé řešeńı se za integračńı oblast voĺı oblast
konečného prvku Ωe a na váhové funkce je nahĺıženo např. jako na variace hle-
daných veličin (ve smyslu principu virtuálńıch praćı). Následně se do řešeńı dosad́ı
aproximačńı funkce a vyhodnot́ı se integrály nad konečnými prvky3. Nakonec je
třeba lokálńı hodnoty vedené nad každým prvkem seč́ıst (ve smyslu MKP) a
vyřešit soustavu algebraických rovnic pro neznámé veličiny v uzlových bodech.
Konkrétńı implementace této metody je viditelná v odst. 5.3.3 [35].

2Toto tvrzeńı neplat́ı absolutně. Pro př́ılǐsnou jemnost prostorového kroku začne převládat
vliv numerických chyb a aproximované řešeńı od přesného začne opět divergovat.

3S ohledem na jednoduchost řešené úlohy neńı třeba řešit otázku zaváděńı přirozených
souřadnic ani numerické integrace nad konečným prvkem.
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5 Výpočtový model

Ve chv́ıli, kdy je znám matematický model uvažovaného problému (viz kap.
3), je možné přistoupit k jeho řešeńı. S ohledem na charakter úloh, kdy nelze
nalézt jejich analytické řešeńı v uzavřeném tvaru, je třeba ho hledat numericky
(viz kap. 4). Tato kapitola nab́ıźı chronologický postup práce, jenž vede k nalezeńı
numerického řešeńı pro obě analyzované úlohy.

5.1 Úloha prouděńı chladiva v palivovém souboru

Hlavńı úlohou, řešenou v rámci diplomové práce, je úloha prouděńı chladiva
v palivovém souboru. Systém rovnic (3.39) popisuj́ıćıch tuto úlohu je nelineárńı a
budeme jej řešit numericky. Pro př́ıpad této úlohy byla zvolena metoda konečných
diferenćı (viz odst. 4.1). Celý postup včetně programové implementace je pak
popsán ńıže.

5.1.1 Vlastnosti vody při konstantńım tlaku

Úloha prouděńı chladiva je popsána soustavou čtyř PDR (3.39), jejichž řešeńım
źıskáváme pr̊uběh čtyř fyzikálńıch veličin v rámci zkoumané geometrie. Konkrétně
se jedná o hmotnostńı tok v axiálńım směru M , měrnou entalpii h, tlak p a hmot-
nostńı tok v př́ıčném směru vztažený na jednotku délky w. Množina potřebných
vstupńıch veličin je však větš́ı a je potřeba je odvodit jiným zp̊usobem. Některé
z nich lze źıskat ze známých vlastnost́ı chladiva pro předepsaný tlak.

Jak již bylo zmı́něno dř́ıve (viz odst. 2.1), reaktor VVER 1000 je představitelem
tlakovodńıho typu reaktoru a jeho chladivem je roztok vody s H3BO3 udržovaný
pod vysokým konstantńım tlakem (v daném př́ıpadě 15,7 MPa). Dané vlastnosti
vody jsou vyjádřeny jako př́ımé funkce měrné entalpie h, která představuje jednu
z výstupńıch veličin výchoźı soustavy rovnic (3.39). Vyjadřovanými veličinami
jsou konkrétně teplota T (h), měrná hmotnost ρ(h), dynamická viskozita η(h),
měrná tepelná kapacita při konstantńım tlaku cp(h) a tepelná vodivost λ(h).
Pro zvýšeńı přesnosti výstup̊u jsou tabulkové hodnoty prokládány metodou nej-
menš́ıch čtverc̊u a vyč́ısleny v násobně větš́ım počtu bod̊u.

Všechny hodnoty jsou udávány za předpokladu konstantńıho tlaku, jenž je
rovný 15,7 MPa. Hodnota tlaku v rámci geometrie palivového souboru konstantńı
neńı, avšak odchylky v̊uči referenčńımu tlaku jsou zanedbatelné a na hodnoty
závislých veličin nemaj́ı velký vliv. S ohledem na výpočtový model předpokládaj́ıćı
pouze jednofázové prouděńı se vyjadřuj́ı hodnoty odpov́ıdaj́ıćı jen kapalné fázi
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vody, rozsahem odpov́ıdaj́ıćı teplotě mezi 175 ◦C a 345 ◦C. Tabelizované hodnoty
jsou viditelné v tab. 5.1, př́ıklad interpolace jedné z veličin, konkrétně dynamické
viskozity η, metodou nejmenš́ıch čtverc̊u je pak znázorněn na obr. 5.1.

T h ρ η cp λ
[◦C] [kJ · kg−1] [kg ·m−3] [µm2 · s−1] [kJ · kg−1 ·K−1] [W ·m−1 ·K−1]

175 749,2 901,6 1,583 4,329 0,686
185 792,6 891,3 1,494 4,361 0,683
195 826,4 880,5 1,415 4,398 0,678
205 880,6 869,3 1,343 4,440 0,673
215 925,2 857,6 1,279 4,489 0,666
225 970,4 845,3 1,220 4,544 0,659
235 1016 832,4 1,166 4,609 0,650
245 1063 818,8 1,116 4,683 0,641
255 1110 804,5 1,070 4,771 0,630
265 1158 789,3 1,026 4,874 0,618
275 1207 773,1 0,985 4,998 0,604
285 1258 755,7 0,945 5,149 0,589
295 1310 736,9 0,905 5,338 0,572
305 1365 716,3 0,866 5,582 0,553
315 1422 693,4 0,827 5,913 0,533
325 1484 667,1 0,785 6,395 0,510
335 1551 635,8 0,739 7,182 0,486
345 1630 594,8 0,684 8,907 0,459

Tabulka 5.1: Vlastnosti vody za předpokladu konstantńı hodnoty tlaku 15,7 MPa pro rozmeźı
teplot 175 ◦C− 345 ◦C. Převzato z [36].

5.1.2 Geometrie analyzované kazety

Daľśı věćı, jež je nutná před samotnou numerickou analýzou řešené úlohy, je
dodefinováńı všech potřebných rozměrových charakteristik zkoumané geometrie
výpočtové oblasti. Ta má tvar pravidelného šestibokého hranolu o celkové délce L
s pravidelně umı́stěnými mı́śıćımi a distančńımi mř́ıžkami ve vzájemné vzdálenosti
lm (viz obr. 5.2). V pr̊uřezu zauj́ımá geometrie tvar pravidelného šestiúhelńıku
výšky vh a nacháźı se v ńı 19 palivových proutk̊u. Daľśımi ze známých rozměr̊u
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Obrázek 5.1: Graf závislosti dynamické viskozity η vody na teplotě T při konstantńım tlaku
15,7 MPa pro diskrétńı tabelizované hodnoty a jejich interpolace metodou nejmenš́ıch čtverc̊u.

L = 3630

85230 lm = 255

255 · 13 = 3315

Obrázek 5.2: Profil analyzovaného palivového souboru s vyznačenými mı́śıćımi a distančńımi
mř́ıžkami. Č́ıselné hodnoty rozměr̊u jsou udávány v mm.

jsou vzdálenost mezi středy dvou sousedńıch palivových proutk̊u a a jejich pr̊uměr
d.

Ze zadaných základńıch rozměr̊u je již možné dopoč́ıtat jednotlivé rozměrové
veličiny potřebné k řešeńı vstupńı soustavy rovnic (3.39). Obecně je třeba źıskat
hodnoty globálńıch rozměr̊u pr̊uřezu palivového souboru vi, délky subkanálových
rozhrańı si, velikosti plošných pr̊uřez̊u subkanál̊u Ai, hodnoty vytápěných a smá-
čivých obvod̊u (ovi , resp. osi) a vzdálenosti těžǐst’ jednotlivých subkanál̊u li.

Odvozeńı jednotlivých rozměr̊u je (s výjimkou vzdálenost́ı subkanálových tě-
žǐst’ li, které je pro sv̊uj větš́ı rozsah uváděno v samostatném odstavci) viditelné
ńıže. Význam poč́ıtaných veličin je znázorněn na obr. 5.3, č́ıselné hodnoty rozměr̊u
odpov́ıdaj́ıćı pracovńı geometrii palivového souboru jsou pak uvedeny v tab. 5.2.
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Obrázek 5.3: Pr̊uřez geometríı testovaćıho palivového souboru v měř́ıtku se znázorněnými
rozměrovými veličinami a zavedeným souřadnicovým systémem.

Ze znalost́ı goniometrie, zadaných rozměr̊u a vlastnost́ı pravidelného troj- a
šestiúhelńıku nejprve vypočteme výšky vnitřńıho a vněǰśıho subkanálu (a1, resp.
a2) a délku hrany vhr

a1 =

√
3

2
a ∧ a2 =

vh − 4a1

2
∧ vhr =

vh
2 sinϕ

.

Se znalost́ı těchto veličin je dále možné vyjádřit délky rozhrańı s1, s2 a s3 pro r̊uzné
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5 VÝPOČTOVÝ MODEL

kombinace vnitřńıho a vněǰśıho subkanálu

s1 =

√(vhr
2
− a
)2

+ a2
2 −

d

2
∧ s2 = a2 −

d

2
∧ s3 = a− d. (5.1)

Nakonec je možné źıskat celkovou š́ı̌rku kazety vd, pro niž plat́ı vztah

vd = 4a+ 2s1 + d. (5.2)

Kromě jednotlivých rozměr̊u je třeba určit též geometrické charakteristiky
vytápěného a smáčeného obvodu a plochy pr̊uřezu jednotlivých subkanál̊u. Veli-
čina vytápěného obvodu ov představuje celkovou délku rozhrańı mezi subkanálem
a př́ıslušnými palivovými proutky, jež se subkanálem soused́ı. Smáčivý obvod os
pak vyjadřuje délku rozhrańı mezi subkanálem a pevnou stěnou, jež je představo-
vána bud’to stěnou palivového proutku nebo vněǰśı hranou palivového souboru
(viz obr. 5.3). Dané veličiny jsou pro vnitřńı subkanál vyjádřeny vztahy

ovi =
1

2
πd ∧ osi = ovi . (5.3)

Pro vněǰśı subkanál pak plat́ı

ovo =
7

12
πd ∧ oso =

7

12
πd+

vhr
2
. (5.4)

Co se velikosti ploch pr̊uřez̊u vnitřńıch a vněǰśıch subkanál̊u týče, jejich hod-
noty jsou dány jako

Ai =
a1

2
a− 1

8
πd2 ∧ Ao = a2a+

(vhr
2
− a
) a2

2
− 7

48
πd2. (5.5)

Pro úplnost ještě uved’me vztahy pro vnitřńı úhly ϕ1, ϕ2 a ϕ3 potřebné v rámci
výpočt̊u d́ılč́ıho výkonového př́ıspěvku q̃ palivových proutk̊u jednotlivým sub-
kanál̊um

ϕ1 =
π

3
∧ ϕ2 =

2π

3
∧ ϕ3 =

π

2
.
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rozměr vypočtená hodnota rozměr vypočtená hodnota

Ai 37,56 mm2 ovo 16,76 mm
Ao 60,62 mm2 s1 3,202 mm
a 12,75 mm s2 2,161 mm
a1 11,04 mm s3 3,606 mm
a2 6,733 mm vd 66,55 mm
d 9,144 mm vh 57,63 mm
L 3630 mm vhr 33,27 mm
lm 255 mm ϕ π

3
rad

osi 14,36 mm ϕ1
π
3

rad
oso 33,39 mm ϕ2

2
3
π rad

ovi 14,36 mm ϕ3
π
2

rad

Tabulka 5.2: Hodnoty geometrických charakteristik analyzovaného palivového souboru v abe-
cedńım pořad́ı pro zadané rozměry a, d, vh, lm a L.

5.1.2.1 Stanoveńı těžǐst’ subkanál̊u a jejich vzdálenost́ı

V rámci zákona zachováńı hybnosti v př́ıčném (radiálńım) směru byl zaváděn
nový kontrolńı objem, přičemž jeden z jeho charakteristických rozměr̊u je apro-
ximován vzdálenost́ı těžǐst’ sousedńıch subkanál̊u li (viz obr. 5.5).

Jednoduchý kombinatorický výpočet nám dává pro dva odlǐsné typy sub-
kanál̊u (vnitřńı a vněǰśı) celkem tři možné kombinace. Prvńı z nich je volba dvou
vnitřńıch subkanál̊u. Pro rovnostranný trojúhelńık plat́ı, že vzdálenost těžǐstě
od jakéhokoliv vrcholu je rovna a

√
3

3
[29]. Palivové proutky v tomto př́ıpadě zasa-

huj́ı do geometrie subkanálu rovnoměrně a na polohu těžǐstě nemaj́ı vliv. Výsledný
vztah pro výpočet vzdálenosti mezi těžǐsti dvou vnitřńıch subkanál̊u má tedy tvar

l1 =

√
3

3
a. (5.6)

Co se výpočt̊u se zastoupeńım vněǰśıch subkanál̊u týče, zde je nutné nejdř́ıve
zjistit polohu jeho těžǐstě. To lze obecně vypoč́ıtat jako pod́ıl statického mo-
mentu tělesa v̊uči jeho celkové hmotnosti m. Dı́ky aditivitě operace integrace lze
výpočet provádět postupně přes jednotlivá subtělesa (přičemž odeč́ıtaná tělesa
maj́ı u př́ıslušného integrálu záporné znaménko) [37]. Za předpokladu konstantńı

50
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měrné hmotnosti ρ = konst. a výšky v axiálńım směru ∆y = konst. plat́ı

xT =

∫
m
x dm

m
=

∫
V
x dV

V
=

∫
A
x dS

A
=

∑n
i=1

∫
Ai
xi dS∑n

i=1Ai
, (5.7)

kde n je počet subtěles kontrolńıho objemu.
Pro výpočet těžǐstě vněǰśıho subkanálu zavedeme pomocný souřadnicový sys-

tém daný obr. 5.4 a jeho polohu vypočteme dle vztahu

xTo =
I2x + I4x − I1x − I3x

Ao
, Iix =

∫
Ai

xi dS. (5.8)

y

x0

2

3

4

1

a

vhr
2

a2

d
2

s1To

Obrázek 5.4: Geometrie vněǰśıho subkanálu v měř́ıtku s vyznačenými subtělesy, rozměry a
s nově zavedeným lokálńım souřadnicovým systémem.

Pro potřeby analytických výpočt̊u integrál̊u nad geometríı palivového proutku
nejdř́ıve zavedeme transformaci do polárńıch souřadnic

x = r cosϕ+ xS ∧ y = r sinϕ+ yS ∧ JΦ = r, (5.9)

kde ϕ je úhel natočeńı, r udává poloměr, xS a yS určuj́ı souřadnice středu
př́ıslušného subtělesa a JΦ je Jacobián transformace [29].
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Nyńı je již možné vyjádřit potřebné integrály. Pro x-ovou souřadnici tedy plat́ı

I1x =

∫
A1

x dS =

∫ 0

−π
2

∫ d
2

0

r2 cosϕ drdϕ =
d3

24
,

I2x =

∫
A2

x dS =

∫ a2

0

∫ a

0

x dxdy =
a2a

2

2
,

I3x =

∫
A3

x dS =

∫ 5
3
π

π

∫ d
2

0

(
r2 cosϕ+ ra

)
drdϕ =

ad2π

12
−
√

3d3

48
,

I4x =

∫
A4

x dS =

∫ vhr
2

a

∫ −k1x+k2

0

x dydx =
a2

vhr − 2a

(
v3
hr

24
+

2a3

3
− vhra

2

2

)
,

kde př́ımka definuj́ıćı horńı mez proměnné y integrálu I4x má tvar

y(x) = −k1x+ k2, k1 =
2a2

vhr − 2a
∧ k2 =

vhra2

vhr − 2a
. (5.10)

Analogicky provedeme též výpočty integrál̊u ve směru souřadnicové osy y

I1y =

∫
A1

y dS =

∫ 0

−π
2

∫ d
2

0

(
a2r + r2 sinϕ

)
drdϕ =

a2d
2π

16
− d3

24
,

I2y =

∫
A2

y dS =

∫ vb

0

∫ a

0

y dxdy =
aa2

2

2
,

I3y =

∫
A3

y dS =

∫ 5
3
π

π

∫ d
2

0

(
r2 sinϕ+ ra2

)
drdϕ =

a2d
2π

12
− d3

16
,

I4y =

∫ b
2

a

∫ −k1x+k2

0

y dydx =

(
a2

vhr − 2a

)2(
v3
hr

12
− 2a3

3
+ vhra

2 − av2
hr

2

)
.

Po dosazeńı integrál̊u Iix do rovnice (5.8) źıskáme explicitńı závislost souřadnic
středu vněǰśıho subkanálu xTo na zadaných parametrech (pro složitost zápisu
bude tento vztah v textu vynechán). Abychom zjistili hodnoty vzdálenost́ı těžǐst’

pro zbylé kombinace vněǰśıho a vnitřńıho subkanálu, rozš́ı̌ŕıme p̊uvodńı vykresle-
nou oblast obr. 5.4 o daľśı prvky geometrie v totožném lokálńım souřadnicovém
systému (viz obr. 5.5).

Nyńı je již možné vyjádřit výpočetńı vztahy pro zbylé rozměry li. Vzdálenost
těžǐst’ pro kombinaci vněǰśı-vnitřńı subkanál źıskáme jako rozd́ıl jejich polohy.
Pro polohu těžǐstě Ti vnitřńıho subkanálu v lokálńıch souřadnićıch daných obr.
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y

x0

1
2

3

l1

l2

l3
2

l4

T1

T2

T4

T3

xTi xTo

yTi

yTo

5

4

Obrázek 5.5: Výsek pr̊uřezu analyzované geometrie výpočtové oblasti v měř́ıtku s vy-
značenými subkanály, těžǐsti Ti a jejich vzdálenostmi li v zavedeném lokálńım souřadnicovém
systému.

5.5 plat́ı

xTi =
a

2
∧ yTi = a2 +

√
3

6
a,

výpočet rozměru l2 tedy můžeme psát jako

l2 =
√

(xTi − xTo)2 + (yTi − yTo)2. (5.11)

Posledńı zbylou kombinaćı prvk̊u je dvojice vněǰśı-vněǰśı subkanál. Zde se hod-
nota vzdálenosti těžǐst’ l lǐśı pro př́ıpady dvojice vněǰśıch subkanál̊u přináležej́ıćıch
a nepřináležej́ıćıch jedné hraně palivového souboru. Pro dvojici splňuj́ıćı tuto
podmı́nku je vzdálenost těžǐst’ l3 daná vztahem

l3 = 2xTo . (5.12)

Co se posledńıho př́ıpadu týče, vypočteme velikost rozměru l4 jako dvojnáso-
bek vzdálenosti polohy těžǐstě vněǰśıho subkanálu od př́ımky definuj́ıćı rozhrańı
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mezi těmito subkanály (viz obr. 5.5). Pro př́ıpad vzdálenosti obecného bodu A
od př́ımky p plat́ı

v(A, p) =
|axA + byA + c|√

a2 + b2
, (5.13)

kde konstanty a, b a c definuj́ı obecný předpis př́ımky a jmenovatel výrazu od-
pov́ıdá velikosti normálového vektoru této př́ımky [29]. Posledńı ze zbývaj́ıćıch
rozměr̊u li tedy źıskáme jako

l4 = 2
|k1xTo + yTo − k2|√

k2
1 + 1

, (5.14)

kde koeficienty k1 a k2 odpov́ıdaj́ı předpisu př́ımky (5.10). Souřadnice těžǐst’

vněǰśıho a vnitřńıho subkanálu a hodnoty jejich vzdálenost́ı li pro konkrétńı hod-
noty zadaných parametr̊u jsou viditelné v tab. 5.3.

rozměr vypočtená hodnota rozměr vypočtená hodnota

l1 7,361 mm xTi 6,375 mm
l2 8,147 mm xTo 7,381 mm
l3 14,76 mm yTi 10,40 mm
l4 13,70 mm yTo 2,313 mm

Tabulka 5.3: Hodnoty souřadnic těžǐst’ vnitřńıho a vněǰśıho subkanálu v lokálńıch souřadnićıch
a jejich vzájemné vzdálenosti li v abecedńım pořad́ı pro analyzovanou geometrii výpočtové
oblasti palivového souboru.

5.1.3 Zákony zachováńı ve stacionárńım tvaru

Ve chv́ıli, kdy jsou dokončeny př́ıpravné výpočty, je možné řešit samotnou
výchoźı soustavu parciálńıch diferenciálńıch rovnic (3.39).

Předkládaná práce se zabývá pouze stacionárńım řešeńım této soustavy. Členy
obsahuj́ıćı veličiny času t tedy budou nulové a soustava PDR tak přejde na sou-
stavu ODR v prostorové proměnné y. S ohledem na zjednodušeńı úlohy a empi-
rické aproximace některých z fyzikálńıch děj̊u jsou jednotlivé členy dále zpřesněny
či je zavedena jejich závislost na smyslu prouděńı. Veškeré ńıže uvedené změny
matematického modelu jsou v souladu s literaturou [28].

54
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Korigovanými členy jsou předevš́ım součinitel třećıho odporu ξ, jehož nové
vyjádřeńı má podobu

ξkor = ξ

{
1 +

ov
os

[(
ηs
η

)0,6

− 1

]}
, (5.15)

kde ηs je hodnota dynamické viskozity v mı́stě stěny palivového proutku, kterou
vyjádř́ıme jako funkci teploty Ts v totožném mı́stě, přičemž pro teplotu Ts plat́ı
předpis daný tzv. Newtonovým vztahem pro přestup tepla

Ts = T +
q

α
, (5.16)

kde α je součinitel přestupu tepla a T je teplota v subkanálu. Součinitel přestupu
tepla α pak lze vyjádřit jako funkci podobnostńıch č́ısel Nu, Re a Pr, pro něž
plat́ı

α =
λNu

dh
, Nu = 0,023 Re0,8 Pr0,4 ∧ Pr =

cpη

λ
∧ Re =

Gdh
η
, (5.17)

kde Nu je Nusseltovo č́ıslo, Pr je Prandtlovo č́ıslo a Re je Reynoldsovo č́ıslo.
Druhým vztahem je korekce př́ıčného turbulentńıho toku w̃ od př́ıčného toku w
dle Bowringova modelu

w̃kor = w̃

[
1− |w|

2w̃
+
( w

4w̃

)2
]
. (5.18)

Nav́ıc při splněńı podmı́nky |w| > 4w̃ plat́ı, že hodnota turbulentńıho mı́̌seńı je
nulová (w̃kor = 0). Jak již bylo řečeno, kromě zavedených korekčńıch člen̊u jsou
upravovány také některé z veličin v závislosti na smyslu prouděńı. Tyto korekce
pak shrnuje tab. 5.4.

V př́ıpadě, že některé ze zavedených veličin v tabulce přinálež́ı v́ıce možnost́ı,
odpov́ıdá horńı možnost předpokladu velmi slabého př́ıčného prouděńı defino-
vaného vztahem

|wij| ≤ wmin = 0,01
Mi +Mj

2∆y
, (5.19)

kde ∆y je velikost prostorového kroku v axiálńım směru (diskretizované geometrie
výpočtové oblasti).
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smysl prouděńı i-tý → j-tý subk. i-tý ← j-tý subk.

wij > 0 < 0
h∗ hi hj

ρ∗
0,5(ρi + ρj)

ρi ρj

u∗
0,5(ui + uj)

ui uj
∆hij∗ = hi − h∗ 0 hi − hj
∆uij∗ = 2ui − u∗

2ui − 0,5(ui + uj)
ui 2ui − uj

Tabulka 5.4: Zavedeńı korekčńıch člen̊u závisej́ıćıch na smyslu prouděńı chladiva.

Po těchto úpravách je již možné uvést soustavu obyčejných diferenciálńıch
rovnic řeš́ıćıch stacionárńı úlohu prouděńı do konečné podoby, a to včetně všech
uvažovaných korekćı. Soustava vyjádřená pro i-tý subkanál má tedy tvar

dMi

dy
= −

ns∑
j=1

wij,

dhi
dy

=
1

Mi

[
np∑
j=1

q̃ij +
ns∑
j=1

(−kij∆Tij − w̃kor,ij∆hij + wij∆hij∗)

]
,

dpi
dy

=
1

Ai

ns∑
j=1

(wij∆uij∗ − εw̃kor,ij∆uij)−

−ρig −
(
Mi

Ai

)2 [
ξkor,i

2ρidhi
+

ζi
2ρidy

+
d

dy

(
1

ρi

)]
,

d(wiju∗)

dy
=
sij
lij

(∆pij −Hijwij) .

(5.20)

Pro úplnost uved’me ještě vztahy pro pr̊uměrované hodnoty dynamické visko-
zity η, plošné hustoty hmotnostńıho toku G, hydraulického pr̊uměru dh a Rey-
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noldsova č́ısla Re pro dvojice subkanál̊u i a j

η =
1

2
(ηi + ηj) ∧ G =

Mi +Mj

Ai + Aj
∧ dh = 4

Ai + Aj
osi + osj

∧ Re =
Gdh
η
.

5.1.4 Numerický tvar řešeńı

Soustava (5.20) řeš́ıćı stacionárńı úlohu prouděńı chladiva v palivovém sou-
boru je systémem čtyř nelineárńıch ODR a je třeba jej řešit numericky. S ohledem
na specificky danou diskretizaci uvažované geometrie výpočtové oblasti (konkrétńı
volba diskretizace a jej́ıho č́ıslováńı je viditelná na obr. 5.6) je pro řešeńı zvo-
lena metoda konečných diferenćı (viz odst. 4.1), konkrétně pak dopředná dife-
renčńı formule umožňuj́ıćı sestaveńı explicitńıho diferenčńıho schématu vhodného
ke krokové iteraci výpočtu. Nevýhodou této numerické metody je předevš́ım nižš́ı
výpočetńı přesnost, jež je úměrná velikosti kroku ∆y. Ta by však měla být kom-
penzována laděńım fitovaćıch koeficient̊u empirických model̊u př́ımo na reálná
výstupńı data.
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Obrázek 5.6: Volba prostorové diskretizace úlohy na uvažované geometrii palivového souboru
s uvedeným č́ıslováńım subkanál̊u a palivových proutk̊u.
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Dopředné diferenčńı schéma pro obecnou veličinu f a i-tý subkanál má násle-
duj́ıćı tvar

df

dy
≡ fk+1

i − fki
∆y

, (5.21)

kde pro libovolný subkanál plat́ı ∆y = yk+1 − yk. Spodńı index výrazu (5.21)
udává č́ıslo subkanálu, horńı index pak odpov́ıdá prostorovému kroku iterace.
Výstupńımi veličinami jednotlivých rovnic soustavy (dle pořad́ı rovnic ve vztahu
(5.20)) jsou hmotnostńı tok v axiálńım směru M , měrná entalpie h, tlak p a př́ıčný
tok w. Jednotlivé veličiny jsou pak vyhodnocovány v pořad́ı: wk+1 → Mk+1 →
pk+1 → hk+1. Již vyhodnocené veličiny tak lze v rámci následuj́ıćıch iteračńıch
schémat využ́ıt v k + 1 iteraci (viz soustava rovnic (5.22)).

Rozeṕı̌seme-li složenou derivaci posledńı rovnice vztahu (5.20), dosad́ıme-li do-
předné diferenčńı schéma (5.21) a vyjádř́ıme-li výstupńı veličiny ve výše uvedeném
pořad́ı pro k + 1 iteraci4, źıskáme algebraickou soustavu rovnic ve tvaru

wk+1
ij = wkij +

∆y

uk∗

[
sij
lij

(
∆pkij −Hk

ijw
k
ij

)]
− uk+1

∗ − uk∗
uk∗

wkij,

Mk+1
i = Mk

i −∆y
ns∑
j=1

wk+1
ij ,

pk+1
i = pki +

∆y

Ai

ns∑
j=1

(
wk+1
ij ∆ukij∗ − εw̃kkor,ij∆ukij

)
−

−∆yρki g −
(
Mk+1

i

Ai

)2
(
ξkkor,i∆y

2ρki dhi
+
ζk+1
i

2ρki
+
ρki − ρk+1

i

ρki ρ
k+1
i

)
,

hk+1
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ns∑
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−kij∆T kij − w̃kkor,ij∆hkij + wk+1

ij ∆hkij∗
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,

(5.22)

4V př́ıpadě veličin figuruj́ıćıch v k+1 axiálńı vrstvě, aniž bychom explicitně znali jejich hod-
notu (u∗ a ρi), využ́ıváme iteračńıho schématu prediktor-korektor. Provedené výpočty ukazuj́ı,
že př́ıspěvek těchto veličin je v daném př́ıpadě malý a ke konvergenci docháźı vždy již po dvou
kroćıch.
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kde spodńı index znač́ı závislost na umı́stěńı subkanálu, horńı pak na axiálńı po-
zici, v př́ıpadě dvojice spodńıch index̊u se jedná o interakci dvou sousedńıch sub-
kanál̊u či interakci subkanál-proutek5. Prvky neobsahuj́ıćı spodńı ani horńı index
jsou konstanty nezávislé na axiálńı pozici i umı́stěńı (č́ısle) subkanálu. V rámci
každého prostorového kroku jsou kromě výstupńıch veličin soustavy rovnic ite-
rovány rovněž proměnné vyjádřené jakožto př́ımé funkce měrné entalpie h (viz
odst. 5.1.1). Jedná se o veličiny T , ρ, η a λ. Daľśı z iterovaných veličin figuruj́ıćıch
v soustavě (5.22) pak již lze vyjádřit jako funkce této množiny proměnných. Expli-
citńı tvar závislost́ı jednotlivých veličin odpov́ıdá vyjádřeńım uváděným v odst.
3.2.1 a 5.1.3. Vyjádř́ıme-li pouze jejich funkčńı závislosti, dostáváme

Hk
ij = Hk

ij(w
k
ij, ρ

k
∗) ∧ uki = uki (M

k
i , ρ

k
i )

w̃kkor,ij = w̃kkor,ij(M
k
i , w

k
ij, η

k
i ) ∧ ζki = ζki (yk) ∧ ξkkor,ij = ξkkor,ij(M

k
i , η

k
i ).

5.1.5 Algoritmus výpočtu

Ve chv́ıli, kdy je soustava diferenciálńıch rovnic převedena na soustavu rovnic
diferenčńıch a jsou explicitně známy všechny výpočetńı vztahy, lze přistoupit
k poč́ıtačové implementaci řešeného problému. K tomu je využito programové
prostřed́ı MATLAB/Octave, které je postavené na programovaćıch jazyćıch C,
C++ a Fortran a slouž́ı k implementaci algoritmů, poč́ıtačovým simulaćım, ana-
lýze a prezentaci dat postavených na maticové bázi [38].

K řešeńı úlohy byly vytvořeny skripty subkanalovaAnalyza statika.m a gra-
fickeVystupy.m. Prvńı ze skript̊u představuje programové řešeńı úlohy prouděńı
chladiva v palivovém souboru. Jeho vstupem jsou základńı rozměrové charakteris-
tiky analyzované geometrie výpočtové oblasti, tabulkové hodnoty vlastnost́ı vody
při předepsaném tlaku, okrajové podmı́nky úlohy, známé fyzikálńı konstanty,
konstanty výpočtových model̊u a parametry výpočtu. Výstupem programu jsou
pole veličin ve tvaru matic s hodnotami v jednotlivých subkanálech a př́ıslušných
axiálńıch vrstvách. Tato výstupńı pole analyzovaných veličin jsou pak vstupem
druhého skriptu, který slouž́ı primárně ke grafické vizualizaci vypočtených dat.

Celkový postup algoritmizace úlohy zač́ıná načteńım vstupńıch rozměrových
parametr̊u, na který navazuj́ı výpočty geometrických charakteristik palivového
souboru. Dále se nač́ıtaj́ı tabulkové hodnoty vlastnost́ı vody při odpov́ıdaj́ıćım

5Pro uvažovanou geometrii danou obr. 5.6 plat́ı, že počet sousedńıch subkanál̊u je ve všech
př́ıpadech ns = 3, počet palivových proutk̊u soused́ıćıch s př́ıslušnými subkanály je pak np =
2 ∨ np = 3 v závislosti na tom, zda-li se jedná o vněǰśı či vnitřńı subkanál.
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konstantńım tlaku a prokládaj́ı se polynomem minimálńı odchylky ve smyslu
metody nejmenš́ıch čtverc̊u.

Daľśım krokem algoritmu je deklarace matic definuj́ıćıch zvolenou diskretizaci
na pr̊uřezu geometrie. V daném př́ıpadě se jedná o matice sousedńıch subkanál̊u,
palivových proutk̊u a geometrických vlastnost́ı jednotlivých subkanál̊u. Samotná
diskretizace testované geometrie včetně voleného č́ıslováńı subkanál̊u a palivových
proutk̊u odpov́ıdá obr. 5.6. Dále je třeba definovat hodnoty fyzikálńıch konstant
a programových parametr̊u. Mezi ně patř́ı předevš́ım velikost prostorového kroku
v axiálńım směru ∆y, hodnota váhového koeficientu ω a zastavovaćı podmı́nky
pro iterováńı veličin ε̂ (v́ıce viz ńıže). Přehled konstant empirických model̊u a na-
staveńı jejich hodnot platných pro všechny provedené výpočty je viditelný v tab.
5.5 a odpov́ıdá literatuře [28].

značka konst. význam nast. hodnota

δ exponent Re ve výpočtu turbulentńıho
mı́̌seńı

-0,1

ε součinitel přenosu hybnosti turbulenćı 1
ζ součinitel mı́stńıho odporu6 0,8

h̃ součinitel odporu př́ıčného prouděńı 1000

Tabulka 5.5: Nastaveńı hodnot konstant empirických model̊u zastoupených v úloze prouděńı.
Převzato z [28].

Posledńım vstupem, který je třeba v rámci programového skriptu nač́ıst, je
okrajová podmı́nka úlohy. Pro tento účel rozděĺıme hranici uvažované výpočtové
geometrie ∂Ω na disjunktńı podoblasti, pro něž plat́ı

∂Ω = ∂Ωin ∪ ∂Ωpl ∪ ∂Ωpr ∪ ∂Ωout,

kde ∂Ωpl je vněǰśı hranice palivového souboru, ∂Ωpr představuje rozhrańı mezi
subkanály a palivovými proutky, ∂Ωin a ∂Ωout jsou poté spodńı vstup a horńı
výstup uvažované geometrie výpočtové oblasti (viz obr. 5.7), přičemž okrajová
podmı́nka je předepsána na prvńıch třech částech této hranice a je určována
pro hmotnostńı tok M , teplotu chladiva T , tlak p a př́ıčný tok w.

Co se okrajové podmı́nky na vstupu ∂Ωin týče, uvažujeme pro př́ıpad všech
předepisovaných veličin Dirichletovu okrajovou podmı́nku. Na této hranici před-
pokládáme konstantńı rozložeńı všech vstupńıch veličin, v př́ıpadě tlaku pin a

6Hodnota plat́ı jen pro axiálńı souřadnice, v nichž se nacháźı mı́śıćı mř́ıžka, v mı́stě distančńı
mř́ıžky je hodnota čtvrtinová, v axiálńı vrstvě bez mř́ıžky pak nulová.
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∂Ωpr

∂Ωpl

∂Ωin

Obrázek 5.7: Pr̊uřez geometríı palivového souboru v měř́ıtku s vyznačenými hranicemi,
na nichž je předepsána okrajová podmı́nka.

př́ıčného toku win je pak okrajová podmı́nka homogenńı7. Vstupńı hodnotu měrné
entalpie hin pak vyjádř́ıme jako př́ımou funkci zadané vstupńı teploty Tin.

Druhou podoblast́ı je vněǰśı hranice palivového souboru ∂Ωpl. Palivový soubor
vńımáme jako izolovanou soustavu, skrze vněǰśı hranici tedy nedocháźı k výměně
hmoty ani energie a pro všechny vstupńı veličiny je tedy předepsána homogenńı
Neumannova podmı́nka.

Posledńı uvažovanou část́ı hranice s předepsanou okrajovou podmı́nkou je
rozhrańı mezi subkanálem a palivovými proutky ∂Ωpr. S ohledem na fakt, že

7U tlaku se jedná pouze o referenčńı hodnotu, k ńıž vztahujeme výpočty, v př́ıpadě př́ıčného
toku předpokládáme skutečnou nulovou hodnotu této veličiny.

61



5 VÝPOČTOVÝ MODEL

veškerá interakce mezi palivovými proutky a subkanály je zahrnuta v objemových
zdroj́ıch ř́ıd́ıćı soustavy rovnic (5.22)8, předepisujeme i na této hranici pro všechny
vstupńı veličiny homogenńı Neumannovu podmı́nku. Všechny uvažované okrajové
podmı́nky pak můžeme souhrnně zapsat následuj́ıćım zp̊usobem

M(x) = Min, x ∈ ∂Ωin ∧ ∂M(x)

∂n
= 0, x ∈ ∂Ωpl ∪ ∂Ωpr,

T (x) = Tin, x ∈ ∂Ωin ∧ ∂T (x)

∂n
= 0, x ∈ ∂Ωpl ∪ ∂Ωpr,

p(x) = 0, x ∈ ∂Ωin ∧ ∂p(x)

∂n
= 0, x ∈ ∂Ωpl ∪ ∂Ωpr,

w(x) = 0, x ∈ ∂Ωin ∧ ∂w(x)

∂n
= 0, x ∈ ∂Ωpl ∪ ∂Ωpr,

(5.23)

kde x vyjadřuje vektor souřadnic.
Co se objemových zdroj̊u týče, v př́ıpadě tepelného výkonu Q uvažujeme

předepsanou distribuci výkonu mezi palivové proutky uvažované geometrie. Roz-
ložeńı výkonu v rámci jednoho palivového proutku poté předpokládáme kon-
stantńı jak po jeho délce, tak v rámci jeho pr̊uřezu. Zbylé objemové zdroje maj́ı
konstantńı hodnotu nezávisle na prostorové souřadnici výpočtu a jsou dány tab.
5.5.

5.1.5.1 Iteračńı výpočet

Ve chv́ıli, kdy jsou načteny veškeré programové vstupy, je definována diskre-
tizace geometrie výpočtové oblasti a deklarovány modelové parametry, je možné
přistoupit k samotnému iteračńımu výpočtu. Nejprve jsou deklarovány pomocné
matice výstupńıch veličin (M , w, h, p, u, ρ a T ) př́ıslušej́ıćı dané axiálńı vrstvě.

Následně jsou, v závislosti na smyslu a charakteru př́ıčného prouděńı, vy-
hodnoceny členy indexované hvězdičkou (viz tab. 5.4). Daľśım krokem v rámci
iterace je vyhodnoceńı př́ıčného toku wk+1

ij a na něm závislých veličin, po kterém
následuje vyhodnoceńı rovnic zákon̊u zachováńı (5.22). Nakonec je provedena ko-
rekce pro členy závisej́ıćı na k+1 axiálńı vrstvě (jedná se o člen u∗ figuruj́ıćı v rov-
nici př́ıčného prouděńı a člen ρi v bilančńım vztahu pro tlak) a jsou dopočteny
veličiny vycházej́ıćı z tabulkových hodnot vlastnost́ı vody.

V praxi se ukazuje, že tlak p je v rámci jedné axiálńı vrstvy pro výpočtový sva-
zek přibližně konstantńı. V rámci numerického výpočtu se pak zvyšuj́ıćı se tlakový

8Interakce mezi subkanály a sousedńımi palivovými proutky je představována veličinami
tepelného výkonu Q, součinitele třećıho odporu ξ a součinitele odporu př́ıčného prouděńı h̃.
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rozd́ıl (v rámci jedné axiálńı vrstvy) projevuje rostoućımi oscilacemi př́ıčných
tok̊u w, jež mohou vést až k divergenci celkového řešeńı. Tento nežádoućı jev
je potlačen zavedeńım iteračńıho procesu př́ıčného toku w nad každou axiálńı
vrstvou pomoćı Gaussovy-Seidelovy relaxačńı metody [28].

Iterovány jsou všechny výstupńı veličiny rovnic (5.22), a to pomoćı člen̊u,
které jsou funkćı př́ıčného toku w a korekčńıch člen̊u závisej́ıćıch na k+ 1 axiálńı
vrstvě. S ohledem na fakt, že iteračńı proces Gaussovy-Seidelovy relaxace prob́ıhá
v rámci jedné axiálńı vrstvy, př́ıspěvky objemových zdroj̊u př́ıslušných veličin již
nejsou v ř́ıd́ıćıch rovnićıch zahrnuty. Výpočtové formule pro relaxaci výstupńıch
veličin M , p a h pak maj́ı následuj́ıćı tvar

wk+1
ij = w+

ij +
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u+
∗

[
sij
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∆p+
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ijw

+
ij

)]
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i −∆y
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∆y

Ai

ns∑
j=1

(
w+
ij∆u

+
ij∗ − εw̃+

kor,ij∆u
+
ij

)
−
(
M+

i

Ai

)2
ρ+
i − ρk+1

i

ρ+
i ρ

k+1
i

,

hk+1
i = h+

i +
∆y

M+
i

ns∑
j=1

(
w+
ij∆h

+
ij∗ − kij∆T+
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,

(5.24)

kde horńı index + znač́ı př́ıslušnost k předchoźı iteraci. Vypočtené veličiny jsou
následně relaxovány dle formule s váhovým koeficientem ω (shodným pro všechny
veličiny), pro ńıž plat́ı

Xk+1
mod = ωX+ + (1− ω)Xk+1, (5.25)

kde veličina X má po řadě význam př́ıčného toku w, hmotnostńıho toku M , tlaku
p a entalpie h. Zastavovaćı podmı́nka konvergenčńıho procesu je pak vztažena
na dostatečně malou relativńı změnu analyzovaných veličin mezi dvěma po sobě
jdoućımi iteracemi. Konkrétńı tvar podmı́nky je následuj́ıćı

∀i ∈ {1, 2, . . . , nsub} :
Xk+1
i −X+

i

Xk+1
i

≤ ε̂, (5.26)

63
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kde X opět představuje veličiny M , p a h, nsub je celkový počet subkanál̊u a ε̂
znač́ı maximálńı př́ıpustnou odchylku. Ukázka tlakové korekce pomoćı Gaussovy-
Seidelovy relaxačńı iteračńı metody v rámci jedné axiálńı vrstvy je viditelná
na obr. 5.9, celý výpočetńı algoritmus je pak souhrnně znázorněn na vývojovém
diagramu obr. 5.8.

Výpočet nové ax. vrstvy

=1

Relaxace veličin ze 
strany tlakových 

příčných toků

>1Číslo 
iterace

ne

ano

ne

ano

Výpočet jednotlivých 
členů zákonů zachování

Relaxování veličin

Deklarace pomocných 
matic pro každou ax. 

pozici

Načtení vstupních 
geometrických parametrů

Výpočty geometrických 
charakteristik palivového 

souboru

Načtení tabulkových 
hodnot vlastností vody 

(při předepsaném tlaku)

Proložení tabulkových 
hodnot

Nastavení parametrů 
výpočtu

Deklarace známých 
konstant a okr. podm.

Deklarace matic 
globálních veličin

Iterování přes 
všechny ax. pozice

Splněna 
zastavovací 

podm.?

Korekce členů z k+1 
iterace

Vyjádření veličin z 
tabulkových vlastností 

vody

Zápis do globálních 
matic veličin

Poslední 
ax. vsrtva?

Vykreslení grafických 
výstupů

Obrázek 5.8: Vývojový diagram úlohy prouděńı chladiva v palivovém souboru řešený sub-
kanálovou analýzou.
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Obrázek 5.9: Ukázka korekce tlaku Gaussovo-Seidelovo relaxačńı metodou pro jednu axiálńı
vrstvu a zastavovaćı podmı́nku ε̂ = 0,01. Křivky grafu ukazuj́ı pr̊uběh tlaku př́ıslušný jednot-
livým krok̊um iterace.

5.2 Nastaveńı koeficientu turbulentńıho mı́̌seńı

Mezi nejd̊uležitěǰśı sledované parametry subkanálové analýzy patř́ı předevš́ım
rozložeńı výstupńı teploty palivových soubor̊u. S ohledem na co nejpřesněǰśı
výstup se koeficienty empirických model̊u (využ́ıvaných v rámci subkanálové
analýzy) fituj́ı př́ımo na experimentálńı data testované geometrie. V daném př́ı-
padě je jako volný parametr volen koeficient β figuruj́ıćı ve výpočtu př́ıčného
turbulentńıho toku w̃ (viz vztah (3.24)), a to v mı́stě mı́śıćıch a distančńıch
mř́ıžek. Abychom fitovali pouze jeden volný parametr, zaved’me pro koeficient β
následuj́ıćı předpoklad

β =


βfit y = ym
βfit
4

y = yd

0,11 jinde

,

kde ym je axiálńı souřadnice odpov́ıdaj́ıćı mı́stu mı́śıćı mř́ıžky a yd axiálńı souřa-
dnice mř́ıžky distančńı. Hodnotu koeficientu βfit pak budeme hledat jako mini-
mum funkce směrodatných odchylek výstupńıch teplot výpočtu a experimentu
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přes všechny experimentálńı módy [39]. Konkrétńı předpis pro výpočet teplotńı
odchylky pro r̊uzná nastaveńı koeficientu β mı́̌seńı je pak následuj́ıćı

S∑ =

√√√√ 1

nmod − 1
· 1

nTC − 1
·
nmod∑
j=1

nTC∑
i=1

(
T vypi − T expi

∆T expi

)2

j

, (5.27)

kde nmod je počet experimentálńıch mód̊u, nTC počet měř́ıćıch termočlánk̊u na vý-
stupu palivového souboru, T vyp znač́ı vypočtenou hodnotu teploty a T exp hodnotu
danou experimentem.

Množina experimentálńıch dat pokrývá široké spektrum nastaveńı výkon̊u
Q (v rozmeźı 162 − 2388 kW), vstupńıch teplot Tin (182,3 − 295,2 ◦C) a hmot-
nostńıch tok̊u M (0,8− 7,4 kg · s−1). Konkrétńı kombinace vstupńıch parametr̊u
jsou viditelné v tab. 5.6. Pro všechny experimentálńı módy pak plat́ı předpoklad
konstantńı hodnoty tlaku 15,7 MPa, rovnoměrného rozložeńı počátečńı teploty a
hmotnostńıho toku a rozložeńı výkon̊u odpov́ıdaj́ıćıho obr. 5.10. Vstupńı veličiny
jsou pak naměřeny s přesnost́ı ±2 ◦C v př́ıpadě teploty Tin a ±0,0814 kg · s−1

v př́ıpadě pr̊utočné hmotnosti M [40].

1,719

1,718

0,354

0,3530,354

1,719 1,719

1,719 1,717 1,718

1,718 1,718 0,354

0,353 0,354 0,353 0,353

0,354 0,353

Obrázek 5.10: Poměrné rozložeńı výkonu palivových proutk̊u v rámci testované geometrie
výpočtové oblasti. Uvedené hodnoty jsou normalizovány a jejich výsledný součet je roven cel-
kovému počtu proutk̊u (pro daný př́ıpad 19).

66
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Č́ıslo exp. Tin [◦C] M [kg · s−1] Q [kW]

1 292,0 7,400 981
2 291,7 5,748 797
3 293,2 4,051 1106
4 292,7 2,434 379
5 295,2 0,801 289
6 272,9 0,865 162
7 272,7 2,432 892
8 270,5 4,053 761
9 271,5 5,773 974
10 270,7 7,320 1254
11 242,3 0,811 211
12 242,3 2,432 610
13 213,0 7,380 2042
14 211,5 5,721 1628
15 210,9 4,115 1183
16 214,2 2,495 737
17 213,5 0,837 246
18 187,1 0,800 593
19 182,5 2,495 851
20 185,3 4,027 1383
21 182,3 5,553 1844
22 183,3 7,283 2388

Tabulka 5.6: Vstupńı hodnoty veličin pro r̊uzné experimentálńı módy. Převzato z [39].

Výstupńı teploty palivového souboru jsou zaznamenány termočlánky, jejichž
počet a umı́stěńı odpov́ıdá navržené diskretizaci testovaćı geometrie výpočtové
oblasti, hodnoty výstupńıch teplot výpočtu jsou tedy porovnávány př́ımo a neńı je
nutno nijak interpolovat. Pro vyšš́ı relevanci fitovaćıho procesu provedeme (pouze
v rámci uváděných odchylek měřeńı) korekci vstupńıch experimentálńıch dat.

Navržený výpočtový model předpokládá izolovanou soustavu, ve které ne-
docháźı k energetické výměně s okoĺım a jediný zdroj energie dané uzavřené
soustavy představuje tepelná energie palivových proutk̊u. Pro takto definovaný
systém lze předpokládat platnost kalorimetrické rovnice ve tvaru

Q = M∆h, (5.28)
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kde Q je celkový výkon palivového souboru, M je (konstantńı) hmotnostńı tok
a ∆h je rozd́ıl pr̊uměrné entalpie na vstupu a na výstupu palivového souboru.
Vstupńı data tedy (v rámci uváděných odchylek) uprav́ıme tak, aby byl splněn
předpoklad platnosti rovnice (5.28).

Takto upravená experimentálńı data představuj́ı vstupńı hodnoty vytvořeného
programu popsaného v odst. 5.1.5. Následně jsou vyhodnoceny hodnoty teploty
na výstupu z palivového souboru pro všechny experimentálńı módy a vypočteny
př́ıslušné směrodatné odchylky. Ty jsou vyneseny do grafu a proloženy polyno-
mem druhého stupně (viz obr. 5.11). Výsledné globálńı minimum proložené křivky
je pak námi hledaná hodnota součinitele turbulentńıho mı́̌seńı βfit (pro daný
př́ıpad pak plat́ı βfitmin = 0,81).

Obrázek 5.11: Závislost směrodatné odchylky S∑ na r̊uzných nastaveńıch součinitele turbu-
lentńıho mı́̌seńı β pro nastaveńı jeho optimálńı hodnoty.

5.3 Úloha vedeńı tepla v palivovém proutku

Kromě hlavńı úlohy prouděńı chladiva v palivovém souboru byla též řešena
přidružená úloha vedeńı tepla v palivovém proutku. Rozložeńı tepla je řešeno jako
rovinná úloha vždy pro vybranou axiálńı pozici palivového souboru. S ohledem
na symetrii řešené geometrie (viz odst. 5.3.1) je možné provést restrikci na jed-
nodimenzionálńı řešeńı. To je následně vypočteno pro několik vybraných

”
pa-

prsk̊u“ (odpov́ıdaj́ıćıch r̊uzným směrovým úhl̊um φ ze středu palivového proutku)
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a opětovně složeno do rovinné geometrie.
V rámci diplomové práce je řešena stacionárńı úloha vedeńı tepla (viz odst.

3.3). Ta je popsána obyčejnou diferenciálńı rovnićı 2. řádu a v rámci řešeńı jsou
srovnány numerické př́ıstupy nejvyuž́ıvaněǰśıch metod (konkrétně MKD, MKO a
MKP - viz kap. 4) a diskutována přesnost jejich výstup̊u.

5.3.1 Geometrie analyzovaného proutku

Před samotným numerickým řešeńım úlohy vedeńı tepla je nejprve třeba de-
finovat výpočtovou geometrii, konkrétně jej́ı materiálové a geometrické charakte-
ristiky.

Palivový proutek má v řezu tvar kruhu a skládá se z vrstev zirkonového pokryt́ı
vpo, izoluj́ıćı heliové vrstvy vhe a vrstvy paliva vpa. Základńım předpokladem
je rotačńı symetrie pr̊uřezu proutku, a to po celé jeho délce. Pr̊uřez geometrii
palivového proutku je znázorněn na obr. 5.12, konkrétńı hodnoty rozměrových
parametr̊u jsou pak viditelné v tab. 5.7.

vpa

vhe

vpo

d

∂Ω

∂Ω

Ω

φ

r

Obrázek 5.12: Pr̊uřez geometríı palivového proutku v měř́ıtku se znázorněnými rozměrovými
veličinami a zavedeným souřadnicovým systémem.
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rozměr nastavená hodnota

vpa 3,9 mm
vhe 0,065 mm
vpo 0,585 mm
d 9,1 mm

Tabulka 5.7: Hodnoty geometrických charakteristik analyzovaného palivového proutku.

5.3.1.1 Určeńı hodnot tepelné vodivosti

S ohledem na materiálové složeńı palivového proutku je dále třeba určit hod-
noty tepelné vodivosti λ, a to specificky pro každý jednotlivý materiál.

V př́ıpadě zirkonového pokryt́ı je tepelná vodivost funkćı teploty (λ = λ(T )).
S ohledem na empirické znalosti daného materiálu je stanovena polynomiálńı
teplotńı závislost této veličiny, jej́ıž konkrétńı předpis má následuj́ıćı podobu [41]

λpo(T ) = 6,50 · 10−17T 6 − 2,51 · 10−13T 5 + 3,36 · 10−10T 4−
− 1,74 · 10−7T 3 + 2,35 · 10−5T 2 + 1,17 · 10−2T + 17.

(5.29)

Daľśı ze zastoupených materiálových vrstev na geometrii je heliová mezera.
V jej́ım př́ıpadě je hodnota tepelné vodivosti λ závislá na geometrických charak-
teristikách pr̊uřezu proutku a parametrech paliva. Funkčńı předpis pro výpočet
tepelné vodivosti má pak konkrétně tvar [41]

λhe = αherout ln

(
rout
rin

)
, (5.30)

kde αhe je součinitel přestupu tepla heliovou vrstvou a rout a rin jsou hodnoty
vněǰśıho a vnitřńıho poloměru analyzované vrstvy. V daném př́ıpadě tedy plat́ı

rout = vpa + vhe ∧ rin = vpa.

Součinitel přestupu tepla αhe je funkćı tepelného výkonu na jednotku délky q̃
a vyhořeńı paliva Q̃t. Z dlouhodobých experimentálńıch dat jsou pak sestaveny
tabulkové hodnoty př́ımé závislosti αhe(q̃, Q̃t), které jsou následně proloženy po-
lynomem n-tého stupně metodou nejmenš́ıch čtverc̊u [41].

Pro potřeby všech provedených výpočt̊u budeme uvažovat hodnotu vyhořeńı
paliva9 Q̃t = 41,3 MW · d · kg−1, pro ńıž plat́ı předpis

αhe(q̃, 41,3) = 0,0074 q̃3 + 0,0277 q̃2 + 23,2450 q̃ + 8761,8. (5.31)

9Veličina Q̃t je udávaná v jednotkách megawattdńı na kilogram uranového paliva.
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Posledńı zkoumanou materiálovou vrstvou je oblast paliva, pro ńıž je hod-
nota tepelné vodivosti λ funkćı teploty a vyhořeńı paliva (λ = λ(T, Q̃t)). Experi-
mentálńı data jsou i v tomto př́ıpadě polynomiálně proložena ve smyslu metody
nejmenš́ıch čtverc̊u [41]. Pro námi hledanou závislost tepelné vodivosti λ na tep-
lotě T a hodnotu vyhořeńı paliva stanovenou na Q̃t = 41,3 MW · d · kg−1 plat́ı
vztah

λpa(T, 41,3) = 1,6121 · 10−8T 3 − 4,642 · 10−6T 2 − 0,0013T + 3,1364. (5.32)

5.3.2 Rovnice vedeńı tepla ve stacionárńım tvaru

Po určeńı všech potřebných parametr̊u je možné přistoupit k řešeńı samotné
úlohy vedeńı tepla v palivovém proutku. Výchoźım vztahem je PDR 2. řádu
v jedné prostorové proměnné ve tvaru odpov́ıdaj́ıćımu rotačně symetrické úloze
(viz odst. 3.3)

1

r

∂

∂r

(
rλ
∂T

∂r

)
+ q̂gen = ρc

∂T

∂t
. (3.44)

Tato práce se zabývá pouze stacionárńım řešeńım úlohy vedeńı tepla, pravá
strana rovnice (3.44) tud́ıž bude nulová a rovnice přejde na ODR 2. řádu s nenu-
lovou pravou stranou obsahuj́ıćı zdroje tepla. Po elementárńı úpravě tedy přejde
rovnice vedeńı tepla do tvaru

d

dr

(
rλ(T (r))

dT

dr

)
= −rq̂gen, (5.33)

kde tepelná vodivost λ(T (r)) je funkćı teploty závislé na radiálńı souřadnici.
V rámci výpočtu zavád́ıme předpoklad (platný již při řešeńı úlohy prouděńı

chladiva) rovnoměrného rozložeńı výkonu v rámci palivového proutku. Ten je
logicky generován pouze v palivové vrstvě proutku a pro člen q̂gen tedy plat́ı

q̂gen =


CQiQsum

πv2
paL

r ≤ vpa

0 jinde

,

kde Qsum je celkový výkon analyzovaného palivového souboru a CQi je poměrná
část výkonu odpov́ıdaj́ıćı vybranému i-tému palivovému proutku.

Co se okrajových podmı́nek týče, na vněǰśı hranici ∂Ω je zadána Dirichletova
okrajová podmı́nka, jež má pro danou úlohu podobu teploty Ts odpov́ıdaj́ıćı tep-
lotě stěny z již provedených výpočt̊u prouděńı chladiva v palivovém souboru (viz
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vztah (5.16)). Na vnitřńı hranici (nacházej́ıćı se ve středu proutku) je pak pro rov-
noměrné rozložeńı výkonu logicky předpokládán nulový tepelný tok, zavád́ıme
tedy homogenńı Neumannovu podmı́nku.

5.3.3 Numerické př́ıstupy k řešeńı úlohy

Analyzovaná rovnice (5.33) je ODR 2. řádu nelineárńı v prvńım členu s nez-
námou závislost́ı λ(r). Řešeńı tedy neńı možné nalézt v analytickém tvaru, ale je
třeba stanovit jej numericky.

V rámci předkládané práce jsou srovnány nejuž́ıvaněǰśı numerické metody
vhodné k řešeńı úlohy vedeńı tepla a srovnána je též přesnost jejich výstup̊u.
Konkrétně se jedná o metody konečných objemů, konečných prvk̊u a konečných
diferenćı ve tvaru pro dopřednou a centrálńı diferenci.

5.3.3.1 Řešeńı pomoćı MKO

Prvńı výpočetńı metodou je metoda konečných objemů, jej́ıž základńı princip
byl nast́ıněn v odst. 4.2.

V rámci této metody bude postup následuj́ıćı. Nejprve provedeme diskretizaci
1D kontinua na konečný počet disjunktńıch kontrolńıch objemů Ωj v radiálńım
směru r s uzly nacházej́ıćımi se uprostřed těchto kontrolńıch objemů (viz obr.
5.13).

rrj+1rjrj−1 rj− 1
2

rj+ 1
2

Ωj

Obrázek 5.13: Znázorněńı jednorozměrného kontrolńıho objemu v radiálńım směru.

V daľśım kroku integrujeme ř́ıd́ıćı rovnici (5.33) přes konečný objem Ωj∫
Ωj

d

dr

(
rλ

dT

dr

)
dΩj = −

∫
Ωj

rq̂gen dΩj.

Pro př́ıpad jednorozměrného kontinua odpov́ıdá konečný objem intervalu v pro-
měnné r, konkrétně pak plat́ı Ωj = 〈rj− 1

2
, rj+ 1

2
〉. Předchoźı rovnici tak je možné

upravit do nového tvaru∫ r+

r−

d

dr

(
rλ

dT

dr

)
dr = −

∫ r+

r−

rq̂gen dr, (5.34)
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kde indexy
”
±“ označuj́ı hodnotu př́ıslušné veličiny v mı́stě j ± 1

2
.

Dále na levou stranu rovnice (5.34) budeme nahĺıžet jako na integrál jedno-
rozměrné divergence skalárńı veličiny, přičemž tuto skalárńı veličinu představuje
výraz v závorce (rλdT

dr
). Je tedy možné aplikovat Gaussovo-Ostrogradského větu

(4.8) a sńıžit řád derivace figuruj́ıćı na levé straně. Zároveň s t́ım integrál konečné-
ho objemu přecháźı na integrál přes jeho hranici. V př́ıpadě jednodimenzionálńı
úlohy se pak jedná o sumu dvouprvkové množiny hraničńıch bod̊u {r−, r+}. Plat́ı
tedy (

rλ
dT

dr

)
+

−
(
rλ

dT

dr

)
−

= −q̂gen
∫ r+

r−

r dr,

kde znaménko mezi členy levé strany odpov́ıdá zohledněńı vněǰśı normály rovnice
(4.8) k hranici kontrolńı oblasti Ωj. Přepisem levé strany rovnice a výpočtem
integrálu pravé strany źıskáme ř́ıd́ıćı rovnici MKO před zavedeńım aproximaćı
hraničńıch člen̊u

r+λ+

(
dT

dr

)
+

− r−λ−
(

dT

dr

)
−

= −q̂gen
r2

+ − r2
−

2
, (5.35)

kde pro r+ a r− plat́ı

r+ = rj +
∆r

2
∧ r− = rj −

∆r

2
.

Poté je třeba vhodně interpolovat veličiny na hranici kontrolńıho objemu po-
moćı hodnot v uzlových bodech. Pro derivaci nultého řádu zvoĺıme středńı hod-
notu dané veličiny, derivace 1. řádu pak aproximujeme pomoćı centrálńı diferenčńı
formule s délkou kroku ∆r

2
. Pro jednotlivé členy figuruj́ıćı v rovnici (5.35) tedy

bude platit

λ(r+) =
λ(rj+1) + λ(rj)

2
∧ λ(r−) =

λ(rj) + λ(rj−1)

2
,(

dT

dr

)
+

=
T (rj+1)− T (rj)

∆r
∧

(
dT

dr

)
−

=
T (rj)− T (rj−1)

∆r
.

Nakonec dosad́ıme zvolené aproximace do p̊uvodńı rovnice (5.35) a źıskáme
tak iteračńı schéma pro hodnoty teploty T v př́ıslušných uzlových bodech

r+λ+

∆r
Tj+1 −

r+λ+ + r−λ−
∆r

Tj +
r−λ−
∆r

Tj−1 = −q̂genrj∆r. (5.36)
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Iteračńım procesem přes všechny uzlové body pak źıskáme algebraickou sou-
stavu rovnic, která je při zohledněńı okrajových podmı́nek jednoznačně řešitelná.
Lze tedy psát

AT = b ⇒ T = A−1b, (5.37)

kde T je vektor teplot v uzlových bodech, A je matice koeficient̊u teplot uzlových
bod̊u a b je vektor pravých stran (resp. vektor zdroj̊u).

5.3.3.2 Řešeńı pomoćı MKP

Daľśı z numerických metod možných k řešeńı úlohy vedeńı tepla je metoda
konečných prvk̊u, jej́ıž základńı principy jsou popsané v odst. 4.3. Vycházet bu-
deme opět ze stacionárńı rovnice vedeńı tepla (5.33). Jelikož se jedná o dife-
renciálńı rovnici 2. řádu, bude ji před zavedeńım aproximovaného řešeńı nutné
přeformulovat na úlohu hledáńı tzv. slabého řešeńı.

Přeformulováńı p̊uvodńı úlohy proběhne v několika kroćıch. Nejprve rovnici
(5.33) zanulujeme, přenásob́ıme váhovou funkćı v̂ a zintegrujeme přes výpočtovou
oblast Ω. Výsledkem tohoto kroku źıskáme rovnici ve tvaru tzv. váženého rezidua∫

Ω

[
d

dr

(
rλ

dT

dr

)
+ rq̂gen

]
v̂ dΩ = 0. (5.38)

Pro přesnou hodnotu řešeńı T je výraz v hranaté závorce roven nule, v př́ıpadě
aproximace řešeńı je pak nenulový. Ćılem metod vážených rezidúı je velikost
takto vzniklého rezidua minimalizovat pomoćı vhodně zvoleného tvaru váhové
funkce v̂. Pro tuto funkci zároveň zavedeme předpoklad nulovosti v mı́stě hranice
s definovanou Dirichletovo okrajovou podmı́nkou.

Druhým krokem slabé formulace je aplikace Greenovy věty (4.10) na členy
vyšš́ıch derivaćı. Pro př́ıpad jedné proměnné je gradient skalárńı funkce ekvi-
valentńı 1. derivaci a Laplace̊uv operátor ∆ 2. derivaci. Integrál přes hranici 1D
kontinua odpov́ıdá dvouprvkové množině krajńıch bod̊u, znaménka u těchto člen̊u
pak respektuj́ı volbu vněǰśıho normálového vektoru k hranici výpočtové oblasti
Ω, plat́ı tedy(

v̂rλ
dT

dr

)
r= d

2

−
(
v̂rλ

dT

dr

)
r=0

−
∫

Ω

dv̂

dr

(
rλ

dT

dr

)
dΩ +

∫
Ω

v̂rq̂gen dΩ = 0.

V závěrečném kroku dosad́ıme do výše uvedené rovnice okrajové podmı́nky.
S ohledem na nulovost váhové funkce v̂ v mı́stě předepsané Dirichletovy okrajové
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podmı́nky bude prvńı člen rovnice nulový. Druhý člen rovnice se pak vynuluje
prostým dosazeńım vyč́ıslené hodnoty. Jednoduchou algebraickou úpravou tak
źıskáváme výsledný tvar slabé formulace úlohy stacionárńıho vedeńı tepla∫

Ω

dv̂

dr

(
rλ

dT

dr

)
dΩ =

∫
Ω

v̂rq̂gen dΩ. (5.39)

Ve chv́ıli, kdy je ř́ıd́ıćı rovnice (5.33) převedena do tvaru slabé formulace (5.39),
je možné přistoupit k diskretizaci kontinua. S ohledem na jednodimenzionálńı
charakter úlohy voĺıme konečný prvek (KP) typu prut. Každému KP je v rámci
analyzované geometrie přǐrazeno globálńı pořadové č́ıslo a dva uzlové body na jeho
kraj́ıch, v nichž budeme vyč́ıslovat hodnoty výsledné teploty Ti. Všechny KP jsou
pak obecně popsány referenčńım (master) prvkem délky l se zavedeným lokálńım
č́ıslováńım uzl̊u, viz obr. 5.14.

l

rΩeT1 T2

1 2

Obrázek 5.14: Referenčńı (master) konečný prvek typu prut se zvoleným pořad́ım uzlových
bod̊u.

Daľśım krokem MKP je aproximace řešeńı nad konečným prvkem. V daném
př́ıpadě budeme aproximačńı funkce volit jako úplné polynomy prvńıho stupně.
Funkci teploty T nad konečným prvkem tedy vyjádř́ıme vztahem

T (r) = k1r + k2,

kde ki jsou dosud neznámé koeficienty lineárńı kombinace. Z referenčńıho prvku
následně urč́ıme podmı́nky pro hodnotu teploty v mı́stech 0 a l (T (0) = T1 ∧
T (l) = T2). Teplota nad konečným prvkem T (r) tak lze zapsat ve tvaru lineárńı
kombinace uzlových hodnot

T (r) =
(

1− r

l

)
T1 +

r

l
T2 = N1T1 +N2T2, (5.40)

kde Ni označujeme jako bázové funkce.
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Nyńı se vrat’me ke slabé formulaci (5.39) definované dosud nad obecnou výpoč-
tovou oblast́ı, vztáhněme jeho platnost pouze na jeden konečný prvek a předpo-
kládejme váhovou funkci v̂ v podobě variace teploty δT . Źıskáme tak nový tvar
ř́ıd́ıćı rovnice ∫ l

0

dδT

dr

(
rλ

dT

dr

)
dr =

∫ l

0

δTrq̂gen dr.

Dále vyjádř́ıme veličiny teploty T a δT a jejich derivace dle prostorové pro-
měnné r jako funkce Ni. S ohledem na fakt, že teplota v rovnici (5.40) je vyjádřena
lineárńı kombinaćı uzlových hodnot, je nutné derivovat pouze bázové funkce.
Pro jednoduchost zápisu pak zavedeme maticové vyjádřeńı

N =
[
N1 N2

]T
=
[
1− r

l
r
l

]T ⇒ NIR =
[
−1

l
1
l

]T
,

T = NTT ∧ δT = δT TN ,
dT

dr
= NT

IRT ∧ dδT

dr
= δT TNIR,

kde T je vektor teplot v uzlových bodech KP.
Ve chv́ıli, kdy jsou všechny potřebné proměnné vyjádřeny pomoćı bázových

funkćı, je možné dosadit do výše zmı́něné ř́ıd́ıćı rovnice konečného prvku. Při uvá-
žeńı nenulovosti variaćı teploty δT T pak lze tyto proměnné z obou stran rovnice
vyloučit, ṕı̌seme tedy∫ l

0

rλNIRN
T
IR drT =

∫ l

0

rq̂genN dr.

Nakonec zavedeme předpoklad konstantńıch hodnot λ a q̂gen nad konečným
prvkem, roznásob́ıme vektory a zintegrujeme. Źıskáme tak algebraickou soustavu
dvou rovnic pro dvě neznámé teploty Ti v uzlových bodech konečného prvku.
Maticově lze takovou soustavu vyjádřit následovně

λ

2

[
1 −1
−1 1

] [
T1

T2

]
= q̂gen

[
l2

6
l2

3

]
⇒ KeTe = be, (5.41)

kde Ke je matice tuhosti elementu, Te je vektor uzlových hodnot KP a be je
lokálńı vektor pravých stran.
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Matice tuhosti elementu Ke je čtvercová rozměru (2 x 2), je symetrická a
singulárńı. Soustava rovnic, jež by vedla na řešeńı hodnot teploty uzlových bod̊u
jednotlivých element̊u, je tedy nedourčená a nemá jednoznačné řešeńı. Z toho
d̊uvodu je nutné zavést globálńı matici tuhosti K, pro jej́ıž prvky plat́ı součet
ve smyslu metody konečných prvk̊u

K =

nKP∑
i=1

Kei , (5.42)

kde nKP je celkový počet KP geometrie. Globálńı matice K je čtvercová a má
rozměr odpov́ıdaj́ıćı počtu stupň̊u volnosti celé soustavy (v daném př́ıpadě př́ımo
počtu uzlových bod̊u nKP + 1). Součet ve smyslu MKP pak znamená přǐrazeńı
prvku matice elementu (respektuj́ıćı lokálńı č́ıslováńı) na odpov́ıdaj́ıćı mı́sto ma-
tice globálńı. Relaci globálńıho a lokálńıho č́ıslováńı pro jednotlivé konečné prvky
vyjadřuje lokalizačńı tabulka. Ukázka principu přǐrazeńı globálńıch kód̊u lokálńım
pro několik prvńıch prvk̊u je viditelná v tab. 5.8.

lokálńı kódy
T1 T2

1 2

g
lo

b
á
lń

ı
k
ó
d

y

1 1 2

2 2 3

3 3 4

4 4 5

5 5 6

6 6 7

7 7 8

8 8 9

Tabulka 5.8: Lokalizačńı tabulka udávaj́ıćı relaci mezi lokálńımi a globálńımi kódy.

Nakonec ještě zohledńıme hlavńı okrajovou podmı́nku. Jej́ı hodnotu dosad́ıme
za odpov́ıdaj́ıćı proměnnou vektoru uzlových teplot T , přenásob́ıme př́ıslušným
sloupcem matice tuhosti a výsledek přičteme k pravé straně soustavy. Po těchto
úpravách je již globálńı matice tuhosti K regulárńı a celá soustava jednoznačně
řešitelná. Výsledná výpočetńı formule pro zjǐstěńı globálńıch teplot T má tedy
tvar

KT = b ⇒ T = K−1b. (5.43)
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5.3.3.3 Řešeńı pomoćı MKD

Posledńı zkoumanou numerickou metodou je metoda konečných diferenćı, j́ıž
bylo využito i v rámci řešeńı hlavńı úlohy prouděńı chladiva a jej́ıž teorie je
popsaná v odst. 4.1.

Opět budeme vycházet z rovnice stacionárńıho vedeńı tepla (5.33), kterou však
před aplikaćı MKD analyticky uprav́ıme. Diferenciál dr převedeme na pravou
stranu rovnice, zavedeme substituci f(r) = rλ(T (r))dT

dr
a následně zintegrujeme∫ f(r)

f(0)

df = −
∫ r

0

rq̂gen dr.

Z definice f(r) je za předpokladu konečné hodnoty tepelné vodivosti λ a pro-
storové derivace teploty dT

dr
zřejmé, že jej́ı hodnota je pro spodńı integračńı mez

nulová10. Co se pravé strany týče, veličina q̂gen je po částech konstantńı a lze
ji tedy vytknout před integrál. Výsledná rovnice po integraci a následné úpravě
tedy źıská tvar

dT

dr
= − q̂gen,par̃

2

2λr
, (5.44)

kde pro nově zavedené veličiny q̂gen,pa a r̃ plat́ı

q̂gen,pa = q̂gen(r), r ≤ vpa ∧ r̃ =

{
r r ≤ vpa

vpa jinde
.

Nyńı již zavedeńım dopředné a centrálńı diferenčńı formule źıskáme dva iteračńı
předpisy pro řešeńı stacionárńı úlohy vedeńı tepla

Tj+1 = Tj −
q̂gen,par̃

2
j∆r

2λjrj
∧ Tj+1 = Tj−1 −

q̂ge,par̃
2
j∆r

λjrj
. (5.45)

Součtem přes všechny body diskretizačńı śıtě a zohledněńım hlavńı okrajové
podmı́nky źıskáme jednoznačně řešitelnou soustavu algebraických rovnic a je tedy
možné psát

AT = b ⇒ T = A−1b, (5.46)

kde analogicky metodě konečných objemů označuje T vektor teplot v śıt’ových
bodech diskretizace, A je matice koeficient̊u teplot př́ıslušných uzlových bod̊u a
b je vektor zdroj̊u.

10Tento předpoklad je jistě splněn, jelikož λ je kladné reálné č́ıslo a výraz dT
dr odpov́ıdá v mı́stě

r = 0 homogenńı Neumannově podmı́nce.
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5.3.4 Algoritmus výpočtu

Ve chv́ıli, kdy je úloha matematicky vyřešena, zbývá ji už jen programově im-
plementovat. K tomu bylo (stejně jako v př́ıpadě hlavńı úlohy prouděńı) využito
softwarového prostřed́ı MATLAB/Octave, pro který byl napsán skript vedeni-
Tepla statika.m slouž́ıćı k programovému řešeńı úlohy i následnému vykresleńı
pr̊uběhu požadovaných veličin.

Vstupem tohoto programu jsou geometrické charakteristiky palivového prout-
ku, dále vlastnosti vody při předepsaném konstantńım tlaku, tabulkové hodnoty
tepelné vodivosti pro jednotlivé materiálové vrstvy, hodnota výkonu a vyhořeńı
analyzovaného proutku a pole teplot v okolńıch subkanálech pro požadovanou
axiálńı vrstvu. Výstupem jsou poté pole teplot a tepelné vodivosti v rámci ana-
lyzované geometrie výpočtové oblasti a taktéž grafické výstupy těchto veličin
pro celou geometrii či jejich pr̊uběh pro jeden zvolený radiálńı směr.

Samotný postup algoritmizace úlohy zač́ıná načteńım rozměr̊u analyzované
geometrie a vstupńıch parametr̊u výpočtu. Ty zahrnuj́ı předevš́ım volbu poč́ıtané
axiálńı vrstvy proutku, délky prostorových krok̊u v radiálńım směru (∆r) a
ve směru úhlu (∆φ) a také volbu výpočetńı numerické metody. Z programu sub-
kanálové analýzy jsou také načteny pr̊uběhy veličin měrné tepelné kapacity cp
a dynamické viskozity η v závislosti na teplotě vody při jej́ım konstantńım tlaku
a pole teplot v subkanálech nacházej́ıćıch se v bezprostředńım okoĺı analyzovaného
palivového proutku.

Po načteńı vstupńıch hodnot programu následuje výpočet Dirichletovy okra-
jové podmı́nky na vněǰśı hranici geometrie. Základem výpočtu okrajové podmı́nky
jsou výstupńı teploty programu subkanálové analýzy. Ty předpokládaj́ı konstantńı
hodnotu teploty v každém subkanálu. Abychom zajistili přirozené předpoklady
na spojitost a hladkost funkce definuj́ıćı teplotńı pr̊uběh v okoĺı proutku, bu-
deme konstantńı hodnoty teplot subkanál̊u prokládat po částech polynomem
2. stupně. Vypočtené hodnoty teploty v subkanálech následně přepoč́ıtáme na tep-
loty na stěně palivového proutku dle teorie popsané v odst. 5.1.3. Źıskáme tak
funkčńı teplotńı pr̊uběh okrajové podmı́nky na vněǰśı hranici geometrie výpočtové
oblasti. Ukázka takového pr̊uběhu je pak viditelná na obr. 5.15.

Daľśım krokem algoritmu je načteńı hodnot tepelné vodivosti λ pro jednotlivé
materiálové vrstvy (viz odst. 5.3.1). Posledńım krokem před samotným iteračńım
výpočtem je deklarace globálńıch matic výstupńıch veličin teploty T a tepelné
vodivosti λ.

Jak již bylo řečeno výše, dvoudimenzionálńı úloha vedeńı tepla na pr̊uřezu pa-
livového proutku je řešena jako systém 1D úloh ve vybraných radiálńıch směrech,
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Obrázek 5.15: Ukázka pr̊uběhu Dirichletovy okrajové podmı́nky úlohy vedeńı tepla v pali-
vovém proutku.

které jsou následně složeny zpět do rovinné geometrie. Iterace výpočtu tedy
prob́ıhá postupně přes jednotlivé radiálńı

”
paprsky“ rotačně symetrické geomet-

rie.
V rámci každého radiálńıho směru nejdř́ıve urč́ıme hodnoty hlavńı okrajové

podmı́nky a parametr̊u tepelné vodivosti λ v jednotlivých uzlových bodech dis-
kretizované 1D úlohy. Následně sestav́ıme soustavu rovnic teplot Ti v uzlových
bodech pro vybranou numerickou metodu, zohledńıme okrajovou podmı́nku a
nakonec soustavu rovnic vyřeš́ıme.

S ohledem na fakt, že hodnota tepelné vodivosti je pro materiálové vrstvy
paliva a pokryt́ı explicitně funkćı teploty (λ = λ(T )), kterou dopředu neznáme,
necháváme celý proces 1D výpočtu teplot iterovat. V prvńım kroku voĺıme hod-
noty tepelné vodivosti λ (na jednotlivých vrstvách) konstantńı, v daľśıch kroćıch
pak vycháźıme z teplotńıho pole předchoźı iterace. Iterace hodnot prob́ıhá až
do splněńı zastavovaćı podmı́nky ve tvaru

max
j
{|T k+1

j − T kj |} ≤ ε̂T , (5.47)

kde T kj je hodnota teploty v uzlovém bodu j v k-té iteraci a ε̂T je maximálńı
př́ıpustná odchylka pro dvě po sobě jdoućı iterace v jednotkách stupň̊u Celsia.
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Po dokonvergováńı hodnot se výstupńı veličiny 1D úlohy ulož́ı do globálńıch
matic a výpočet pokračuje iteraćı v novém radiálńım směru. Po dokončeńı výpočt̊u
ve všech vybraných směrech následuje již jen zpětné složeńı do rovinné geometrie
a vykresleńı požadovaných grafických výstup̊u. Celý výpočetńı algoritmus je pak
souhrnně znázorněn ve vývojovém diagramu obr. 5.16.

ne

ne

ano

ano

Vyjádření parametrů 
výpočtu soustavy

Iterování teplotního pole

Deklarace lokálních 
matic pro každý rad. 

směr

Načtení vstupních 
geometrických parametrů

Nastavení parametrů 
výpočtu

Deklarace okr. podmínky

Definování parametrů 
výpočtu a tabulkových 
hodnot tep. vodivosti

Deklarace matic 
gobálních veličin

Iterování přes všechny rad. 
směry

Splněna 
zastavovací 

podm.?

Sestavení a vyřešení 
soustavy rovnic

Zápis do globálních 
matic veličin

Poslední 
rad. směr?

Vykreslení grafických 
výstupů

Obrázek 5.16: Vývojový diagram stacionárńı úlohy vedeńı tepla v palivovém proutku.
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5.3.5 Srovnáńı přesnosti numerických řešeńı

Abychom provedli srovnáńı přesnosti jednotlivých numerických př́ıstup̊u, je
třeba stanovit referenčńı řešeńı, k němuž budeme přesnost vztahovat. K tomu-
to účelu odvod́ıme kvazianalytické řešeńı stacionárńı úlohy vedeńı tepla. Jej́ı
základńı tvar odpov́ıdá rovnici (5.33), jež byla v předchoźım odstavci analyticky
upravena do podoby

dT

dr
= − q̂gen,par̃

2

2λ(T )r
. (5.44)

5.3.5.1 Odvozeńı analytického řešeńı

Exaktńımu analytickému odvozeńı výsledné teploty T bráńı neznalost př́ımé
závislosti tepelné vodivosti λ na radiálńı souřadnici r. Jak je již zmı́něno v odst.
5.3.1, hodnota tepelné vodivosti λ vycháźı z tabulkových údaj̊u specifických pro
jednotlivé materiálové vrstvy a záviśı na teplotě, vyhořeńı paliva či výkonu pali-
vového proutku. V rámci výpočtu na konkrétńım palivovém proutku jsou vyhořeńı
paliva a výkon považovány za konstantńı, tepelná vodivost λ je tedy bud’to kon-
stantńı (heliová vrstva) nebo funkćı pouze teploty T (vrstva paliva a pokryt́ı).

Pro odvozeńı analytického řešeńı je tedy nutné stanovit funkčńı závislost te-
pelné vodivosti mı́sto na teplotě pouze na radiálńı souřadnici (λ(T ) → λ(r)).
K tomuto účelu se využij́ı již napočtená data numerických řešeńı úlohy. Na je-
jich základě se stanov́ı závislost tepelné vodivosti na radiálńı souřadnici a prolož́ı
se vhodně zvolenou funkćı s minimálńı odchylkou ve smyslu metody nejmenš́ıch
čtverc̊u. Tato funkčńı závislost se následně dosad́ı do předpisu (5.44) a analyticky
zintegruje.

Přesnost takto źıskaného kvazianalytického řešeńı je závislá jednak na přes-
nosti p̊uvodńı numericky předpočtené funkčńı závislosti λ(r) a dále pak na jej́ım
co nejpřesněǰśım proložeńı. Co se přesnosti proložeńı týče, té bylo zajǐstěno vhod-
nou volbou funkčńıch předpis̊u specifickou pro každou jednotlivou materiálovou
vrstvu. Numerické nepřesnosti vstupńıch dat by pak měly být potlačeny je-
jich pr̊uměrováńı přes všechny analyzované numerické metody. Testováńı nav́ıc
ukázalo, že citlivost výsledné analytické teploty na odlǐsných vstupech λ(r) (tzn.
pro jinou volbu numerické metody) je velmi malá a vypočtené kvazianalytické
řešeńı by tedy skutečně mělo odpov́ıdat řešeńı přesnému.

Před samotným řešeńım na jednotlivých intervalech ještě zaved’me pomocné
rozměry ri odpov́ıdaj́ıćı hraničńım hodnotám poloměr̊u materiálových vrstev

r1 = vpa ∧ r2 = vpa + vhe ∧ r3 = vpa + vhe + vpo.
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a) vrstva pokryt́ı (r ∈ 〈r2, r3〉):
Pro př́ıslušný interval prostorové proměnné r plat́ı, že r̃ = r1 a funkčńı

závislost λ(r) má lineárńı charakter. Rovnici (5.44) tedy lze upravit do tvaru

dT

dr
= − q̂gen,par

2
1

2r(k1r + k2)
,

kde ki jsou koeficienty proložené lineárńı funkce. Přesnost tohoto proložeńı je pak
viditelná na obr. 5.17.

Obrázek 5.17: Ukázka funkčńı závislosti λ(r) v materiálové vrstvě zirkonového pokryt́ı a jej́ı
proložeńı polynomem 1. stupně.

Nyńı již lze převést diferenciál dr na pravou stranu rovnice a zintegrovat∫ T (r3)

T (r)

dT = − q̂gen,par
2
1

2

∫ r3

r

1

r(k1r + k2)
dr.

Argument integrálu pravé strany rozděĺıme na parciálńı zlomky a následně
př́ımo zintegrujeme. Źıskáme tak výsledný vztah pro teplotu v mı́stě zirkonového
pokryt́ı

T (r) = T (r3) +
q̂gen,par

2
1

2k2

ln

[
r3(k1r + k2)

r(k1r3 + k2)

]
, (5.48)

kde T (r3) odpov́ıdá hlavńı okrajové podmı́nce na vněǰśı hranici palivového proutku
∂Ω a plat́ı pro ni T (r3) = Ts.
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b) vrstva helia (r ∈ 〈r1, r2〉):
V př́ıpadě heliové vrstvy palivového proutku je tepelná vodivost λ závislá

pouze na hodnotách výkonu, vyhořeńı a konstantńıch geometrických charakteris-
tikách palivového proutku. V rámci 1D výpočtu vedeńı tepla má tak pro konkrétńı
palivový proutek konstantńı hodnotu (λ = konst.). Ř́ıd́ıćı rovnice (5.44) tedy má
pro danou materiálovou vrstvu následuj́ıćı tvar

dT

dr
= − q̂gen,par

2
1

2λr
,

V takovém př́ıpadě je ihned možné převést diferenciál dr na pravou stranu a
následně zintegrovat ∫ T (r2)

T (r)

dT = − q̂gen,par
2
1

2λ

∫ r2

r

1

r
dr.

V daném př́ıpadě je možná př́ımá integrace. Źıskaný analytický předpis pro vý-
počet teploty v oblasti heliové vrstvy má pak následuj́ıćı podobu

T (r) = T (r2) +
q̂gen,par

2
1

2λ
ln
(r2

r

)
, (5.49)

kde T (r2) je teplota v mı́stě rozhrańı vrstev helia a pokryt́ı.

c) vrstva paliva (r ∈ 〈0, r1〉):
Posledńı z analyzovaných interval̊u prostorové proměnné r je interval od-

pov́ıdaj́ıćı vrstvě paliva. V jeho př́ıpadě plat́ı, že r̃ = r a funkčńı závislost λ(r)

sleduje exponenciálńı funkci (λ(r) ≡ k1 + k2e
r
k3 ). V takovém př́ıpadě lze přepsat

vztah (5.44) do nového tvaru

dT

dr
= − q̂gen,par

2
(
k1 + k2e

r
k3

) ,
kde koeficienty ki odpov́ıdaj́ı nejlepš́ı aproximaci numerických dat ve smyslu me-
tody nejmenš́ıch čtverc̊u. Proložeńı hodnot pro jeden z výpočt̊u je viditelné na obr.
5.18.

Dále převedeme diferenciál dr na pravou stranu rovnice a zintegrujeme v pa-
třičných meźıch ∫ T (r1)

T (r)

dT = − q̂gen,pa
2

∫ r1

r

r

k1 + k2e
r
k3

dr.
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Obrázek 5.18: Ukázka funkčńı závislosti λ(r) v materiálové vrstvě paliva a jej́ı proložeńı
exponenciálńı funkćı.

Analytický výpočet integrálu pravé strany provedeme pomoćı softwaru Wolf-
ramAlpha [42]. Výsledný obecný integrál má pak následuj́ıćı tvar

f(r) =

∫
r

k1 + k2e
r
k3

dr =

r

[
r − 2k3 ln

(
k2e

r
k3

k1
+ 1

)]
− 2k2

3Li2

(
−k2e

r
k3

k1

)
2k1

,

(5.50)

kde Lii(z) je polylogaritmická funkce i-té tř́ıdy11 komplexńıho argumentu z. Do-
sazeńım do výše uvedené rovnice nakonec źıskáme explicitńı analytický předpis
pro materiálovou vrstvu paliva

T (r) = T (r1) +
q̂gen,pa

2
[f(r1)− f(r)] . (5.51)

Veličiny T (ri) představuj́ı konkrétńı hodnoty teplot v mı́stech rozhrańı jed-
notlivých oblast́ı. V př́ıpadě hodnoty T (r3) se pak jedná o okrajovou podmı́nku
úlohy Ts zadanou z výpočt̊u teplotńıho pole subkanálovou analýzou (viz odst.
5.1.3). Funkce teploty T (r) je tak pro všechny intervaly prostorové proměnné r
určena jednoznačně.

11Funkce polylogaritmu je obecně definovaná jako mocninná řada ve tvaru Lii(z) =
∑∞

k=1
zk

ki .
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5.3.5.2 Srovnáńı numerických řešeńı

Ve chv́ıli, kdy je odvozeno analytické řešeńı úlohy vedeńı tepla, je možné
přistoupit ke srovnáńı numerických př́ıstup̊u jej́ıho řešeńı. Srovnáńı bylo prove-
deno vždy pro jeden zvolený radiálńı směr a r̊uznou jemnost diskretizačńı śıtě.
Vždy byl pak volen takový počet konečných prvk̊u, aby se v mı́stech materiálových
rozhrańı nacházel uzlový bod śıtě.

Testováńı ukázalo, že se zvyšuj́ıćı se jemnost́ı diskretizačńı śıtě docháźı k po-
stupné konvergenci všech použitých numerických metod. Dále, že kvazianalytické
řešeńı se od použit́ı 35 prvk̊u a výše měńı v rozsahu maximálně 0,5 % (a lze jej
tedy již pro tento počet prvk̊u považovat za dostatečně přesné). Pro libovolný
počet prvk̊u diskretizačńı śıtě pak výsledky vykazuj́ı stejný charakter viditelný
též na obr. 5.19 a 5.20. Nejvyšš́ı přesnosti dosahuj́ı algoritmy založené na me-
todě konečných diferenćı, pravděpodobně z toho d̊uvodu, že jsou implementovány
na již částečně analyticky odvozené řešeńı, nejhorš́ıch výsledk̊u naopak dosahuje
metoda konečných objemů. V př́ıpadě centrálńıho diferenčńıho schématu je pak
dobře viditelný (pro tuto metodu typický)

”
cik-cak“ efekt.

Co se konvergence iteračńıho procesu tepelné vodivosti λ týče, je v př́ıpadě
všech metod velmi rychlá. Např. pro zastavovaćı podmı́nku stanovenou na ε̂T =
1 ◦C se jedná obvykle o dva až tři kroky iterace, v př́ıpadě MKO obvykle o pět
krok̊u.

Obrázek 5.19: Graf závislosti teploty T na radiálńı souřadnici r palivového proutku pro r̊uzné
př́ıstupy k řešeńı úlohy vedeńı tepla a volbu 140 prvk̊u diskretizačńı śıtě. Zkratky CDS a DDS
označuj́ı centrálńı, resp. dopředné diferenčńı schéma.
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5 VÝPOČTOVÝ MODEL

Obrázek 5.20: Graf závislosti teplotńı odchylky Rez(T ) numerických řešeńı od analytického
v absolutńı hodnotě na radiálńı souřadnici pro volbu 140 prvk̊u diskretizačńı śıtě.
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6 Výsledky a diskuze

Jak již bylo několikrát uvedeno, předkládaná práce zpracovává úlohy prouděńı
chladiva v palivovém souboru a vedeńı tepla v palivovém proutku, přičemž obě
tyto úlohy byly programově implementovány v softwarovém prostřed́ı MATLAB/
Octave.

Co se úlohy prouděńı chladiva týče, diskutovány jsou veličiny teploty T [◦C],
tlaku p [Pa], axiálńı rychlosti u [m · s−1] a př́ıčného toku w [kg · s−1 ·m−1]. Cha-
rakter veličin je sledován po délce palivového souboru, na jeho výstupu či v okoĺı
mı́śıćıch mř́ıžek. S ohledem na kĺıčový bezpečnostńı význam odvodu tepla z ak-
tivńı zóny jaderného reaktoru je d̊uraz kladen předevš́ım na teplotńı analýzu,
kde je provedeno též srovnáńı s experimentem. V př́ıpadě přidružené úlohy ve-
deńı tepla v palivovém proutku je primárně sledováno rozložeńı teploty v rámci
pr̊uřezu palivového proutku.

6.1 Prouděńı chladiva v palivovém souboru

Prvńı vyhodnocovanou úlohou je výpočet prouděńı chlad́ıćıho média v pali-
vovém souboru. S ohledem na rozd́ıly ve výstupńıch datech při specifické volbě
vstupńıch parametr̊u byly zvoleny dvě sady okrajových podmı́nek, jež jsou vidi-
telné v tab. 6.1.

veličina 1. sada dat 2. sada dat

Tin 268 ◦C 189 ◦C
Min 3,786 kg · s−1 0,786 kg · s−1

pin 0 Pa 0 Pa
win 0 kg · s−1 ·m−1 0 kg · s−1 ·m−1

Qsum 0,593 MW 0,593 MW

Tabulka 6.1: Hodnoty okrajových podmı́nek na vstupu palivového souboru pro r̊uzné charak-
teristiky výstupńıch dat.

U všech veličin uvedených v tab. 6.1 s výjimkou výkonu palivových proutk̊u
předpokládáme na vstupu jejich rovnoměrné rozložeńı. Daľśı z potřebných vstup-
ńıch veličin pak již vyjádř́ıme jako př́ımé funkce vstupńı teploty Tin (viz odst.
5.1.1). V př́ıpadě palivových proutk̊u předpokládáme konstantńı hodnotu výkonu
po celé jejich délce. Jejich rozložeńı v rámci výpočtové geometrie pak odpov́ıdá
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experiment̊um z analýzy koeficientu turbulentńıho mı́̌seńı β (viz odst. 5.2). Co
se týče okrajové podmı́nky na vněǰśım plášti palivového souboru, zde uvažujeme
izolovanost celé soustavy a tedy nulovou výměnu všech veličin s okoĺım.

Kĺıčovou roli v rámci srovnáńı hraje předevš́ım rozd́ıl v hodnotách vstupńıch
hmotnostńıch tok̊u Min, rozd́ıl ve vstupńıch teplotách Tin byl zvolen pouze z toho
d̊uvodu, aby výstupńı hodnoty teplot (u sady přináležej́ıćı menš́ımu z obou hmot-
nostńı tok̊u) nepřesáhly hranici teploty varu vody (stanovenou pro daný tlak
15,7 MPa přibližně na 350 ◦C). V př́ıpadě sady vstupńıch parametr̊u obsahuj́ıćıch
větš́ı hmotnostńı tok Min se pak jedná o hodnoty odpov́ıdaj́ıćı běžnému provozu
tlakovodńı jaderné elektrárny.

6.1.1 Vyhodnoceńı teploty

Prvńı analyzovanou veličinou byla teplota T , jež byla zkoumána na výstupu
palivového souboru (viz obr. 6.1 a 6.2) a po délce souboru (obr. 6.3 a 6.4).

Rozložeńı výstupńıch teplot T odpov́ıdá výpočtovým předpoklad̊um, vyšš́ıch
teplot tak dosahuj́ı subkanály v okoĺı palivových proutk̊u s vyšš́ım výkonem.
Ze srovnáńı obr. 6.1 a 6.2 pak plyne, že v př́ıpadě celkového vyšš́ıho hmotnostńıho
toku M docháźı k větš́ımu mı́̌seńı chladiva a výstupńı teploty tak maj́ı v́ıce homo-
genńı charakter. V konkrétńım př́ıpadě pak rozd́ıl extremálńıch hodnot teploty
čińı 4 ◦C pro větš́ı hmotnostńı tok M a 12 ◦C pro menš́ı M .

Obrázek 6.1: Rozložeńı teploty na výstupu palivového souboru pro M = 3,786 kg · s−1. Č́ısla
v jednotlivých palivových proutćıch odpov́ıdaj́ı jejich poměrnému výkonu CQ.
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Obrázek 6.2: Rozložeńı teploty na výstupu palivového souboru pro M = 0,786 kg · s−1. Č́ısla
v jednotlivých palivových proutćıch odpov́ıdaj́ı jejich poměrnému výkonu CQ.

Obrázek 6.3: Pr̊uběh teploty po délce palivového souboru pro M = 3,786 kg · s−1.
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Rozd́ıl diskutovaného mı́̌seńı chladiva je pak dobře patrný z pr̊uběhu teplot
T po délce palivového souboru, kde pro př́ıpad větš́ıho hmotnostńıho toku M
(obr. 6.3) má funkce teploty T

”
schodovitý“ charakter, kdežto v př́ıpadě menš́ıho

M (obr. 6.4) odpov́ıdá po částech lineárńı funkci s teplotńımi skoky v mı́stech
mı́śıćıch mř́ıžek. Zvolené vykreslované subkanály pak odpov́ıdaj́ı po řadě směru
záporně vzatého teplotńıho gradientu pr̊uřezu geometrie, z pohledu čtenáře se
jedná o směr shora dol̊u (viz volba diskretizace obr. 5.6).

Obrázek 6.4: Pr̊uběh teploty po délce palivového souboru pro M = 0,786 kg · s−1.

6.1.2 Vyhodnoceńı tlaku

Daľśı z analyzovaných veličin je hodnota tlaku p. Tu budeme zkoumat po délce
palivového souboru (viz obr. 6.5 a 6.6) a v mı́stech kolem mı́śıćıch mř́ıžek (obr.
6.7 a 6.8).

V př́ıpadě analýzy tlak̊u p po délce palivového souboru jsou opět viditelné
rozd́ıly pro obě hodnoty hmotnostńıho toku M , přičemž pro jej́ı větš́ı hodnotu
(obr. 6.5) je zřetelný celkově větš́ı pokles tlaku i větš́ı skoky v mı́stech mı́śıćıch i
distančńıch mř́ıžek. Tento jev je opět v souladu s předpoklady danými soustavou
rovnic (5.22), jelikož zde jsou členy součinitel̊u třećıho a mı́stńıho odporu (ξ a
ζ) úměrné kvadrátu hmotnostńıho toku M . Zároveň je z obou graf̊u patrné, že
celkový nominálńı pokles tlaku p je v̊uči referenčńı hodnotě tlaku v celém systému
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velmi malý a dř́ıve zavedený předpoklad konstantńıho tlaku v rámci palivového
souboru pro vlastnosti chladiva tedy oprávněný.

Obrázek 6.5: Pr̊uběh tlaku po délce palivového souboru pro M = 3,786 kg · s−1.

Obrázek 6.6: Pr̊uběh tlaku po délce palivového souboru pro M = 0,786 kg · s−1.
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Druhou diskutovanou oblast́ı je rozložeńı tlaku p na okoĺı mı́śıćı mř́ıžky. Na obr.
6.7 a 6.8 je viditelné rozložeńı tlak̊u v pr̊uřezu palivového souboru v r̊uzných
vzdálenostech y od mı́śıćı mř́ıžky. Ze srovnáńı grafických výstup̊u je patrné, že
vzdálenost ustáleného rozložeńı tlaku12 je pro menš́ı hmotnostńı tok M (obr. 6.8)
dvojnásobná, což odpov́ıdá menš́ımu mı́̌seńı hmoty v tomto režimu.

Ze srovnáńı je taktéž patrné, že centrum nejvyšš́ıch hodnot tlaku p je v obou
př́ıpadech jinak umı́stěné. To je opět v korelaci s výpočtovou soustavou (5.22),
kde při nižš́ı hodnotě hmotnostńıho toku M je pro rozložeńı tlaku rozhoduj́ıćım
faktorem hodnota měrné hmotnosti ρ chladiva. Ta je v mı́stech vyšš́ı teploty
logicky nižš́ı a úměrně tomu je menš́ı i pokles celkového tlaku p. V př́ıpadě vyšš́ıch
hodnot hmotnostńıho tokuM nabývaj́ı významu též daľśı členy figuruj́ıćı v bilanci
tlaku soustavy rovnic (5.22), předevš́ım pak člen obsahuj́ıćı součinitel třećıho
odporu ξ. Ustálené rozložeńı tlaku p v pr̊uřezu tedy nabývá podoby odpov́ıdaj́ıćı
obr. 6.7 vpravo dole. Nutno však zd̊uraznit, že tlakový rozd́ıl v rámci jedné axiálńı
vrstvy je v obou př́ıpadech velice malý.

Obrázek 6.7: Rozložeńı tlaku v pr̊uřezu palivového souboru na okoĺı mı́śıćı mř́ıžky pro M =
3,786 kg · s−1. Hodnota y v levém horńım rohu udává vzdálenost od posledńı mı́śıćı mř́ıžky.

12Vzdálenost ustáleného rozložeńı tlaku definujeme jako nejmenš́ı hodnotu axiálńı souřadnice
y, od ńıž se až do následuj́ıćı mı́śıćı mř́ıžky neměńı charakter rozložeńı dané veličiny.
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Obrázek 6.8: Rozložeńı tlaku v pr̊uřezu palivového souboru na okoĺı mı́śıćı mř́ıžky pro M =
0,786 kg · s−1. Hodnota y v levém horńım rohu udává vzdálenost od posledńı mı́śıćı mř́ıžky.

6.1.3 Vyhodnoceńı daľśıch veličin

Posledńımi diskutovanými veličinami úlohy prouděńı jsou rychlosti v axiálńım
směru u (viz obr. 6.9 a 6.10) a př́ıčné toky w (obr. 6.11). Co se rychlost́ı v axiálńım
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směru u týče, ty lze vyjádřit pomoćı vztahu

u =
M

ρA
=
G

ρ
.

Rozložeńı rychlosti u tedy bude úměrné hmotnostńımu toku subkanálu plo-
chou jeho pr̊uřezu G a nepř́ımo úměrné hustotě tekutiny ρ. Rozložeńı axiálńıch
rychlost́ı u tedy bude představovat superpozici rozložeńı obou zmiňovaných veličin.
Pro př́ıpad vyšš́ı hodnoty M hraje kĺıčovou roli rozložeńı plošné hustoty hmot-
nostńıho toku G (které svým charakterem odpov́ıdá rozložeńı tlaku p). Pro př́ıpad
nižš́ı hodnoty M pak významněǰśı roli přeb́ırá rozložeńı měrné hmotnosti ρ, které
odpov́ıdá teplotńımu profilu pr̊uřezu geometrie. Tyto předpoklady pak potvrzuj́ı
i grafické výstupy na obr. 6.9 a 6.10.

Pro úplnost uved’me též pr̊uběh př́ıčného toku w přes hranice jednotlivých
subkanál̊u (obr. 6.11), na němž je dobře patrná skoková změna veličiny v bĺızkosti
mı́śıćıch mř́ıžek. S ohledem na totožný charakter grafických výstup̊u pro oba
zkoumané hmotnost́ı toky M je uváděn pouze jeden z nich.

Obrázek 6.9: Rozložeńı axiálńıch rychlost́ı u v pr̊uřezu na výstupu palivového souboru
pro M = 3,786 kg · s−1.
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Obrázek 6.10: Rozložeńı axiálńıch rychlost́ı u v pr̊uřezu na výstupu palivového souboru
pro M = 0,786 kg · s−1.

Obrázek 6.11: Pr̊uběh př́ıčného toku přes hranice jednotlivých subkanál̊u po délce palivového
souboru pro M = 3,786 kg · s−1.
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6.1.4 Porovnáńı výsledk̊u s experimentem

V rámci odst. 5.2 byl prováděn fitovaćı proces pro nastaveńı koeficientu β
figuruj́ıćıho ve výrazu (3.24) turbulentńıho mı́̌seńı. V rámci tohoto procesu byly
srovnávány výstupńı teploty palivového souboru pocházej́ıćı z experimentálńıch
měřeńı s výstupy vyvinutého softwaru založeného na metodě subkanálové analýzy.

Co se experimentálńıch měřeńı týče, jedná se o sérii test̊u prováděných firmou
Škoda JS pro firmu Westinghouse v roce 1994, a to na experimentálńım pali-
vovém souboru s 19 elektricky vytápěnými proutky, jejichž ćılem bylo simulovat
prouděńı tlakové vody v palivovém souboru typu VVANTAGE-6 dř́ıve už́ıvaném
v jaderné elektrárně Temeĺın (viz odst. 2.1.2). Výstupńı teploty byly měřeny
na 36 pozićıch, které svým umı́stěńım přibližně odpov́ıdaj́ı střed̊um subkanál̊u
při zvolené diskretizaci geometrie výpočtové oblasti. Rozsah naměřených veličin
na vstupu a jejich přesnost odpov́ıdaj́ı hodnotám uvedeným v odst. 5.2. Pořad́ı
termočlánk̊u je předpokládané po řadě zleva doprava od horńı ke spodńı hraně
palivového souboru [40].

Obrázek 6.12: Rozložeńı teploty na výstupu palivového souboru źıskaného experimentálně
pro 4. sadu okrajových podmı́nek daných tab. 5.6 [40].
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Z porovnáńı grafických výstup̊u experimentu a výpočtu (viz obr. 6.12 a 6.13)
je zřejmé, že na rozd́ıl od experimentálńıch dat teplotńı profil na výstupu vy-
tvořeného programu př́ısně koṕıruje rozložeńı výkon̊u v palivových proutćıch a
též rozsah teplot, jenž primárně odpov́ıdá nastavené hodnotě součinitele tur-
bulentńıho mı́̌seńı β, je menš́ı. Rozd́ıly mezi oběma př́ıstupy jsou zp̊usobeny
primárně zjednodušuj́ıćımi předpoklady výpočetńıho modelu, aproximaćı někte-
rých z fyzikálńıch děj̊u a nepřesnostmi měř́ıćıch termočlánk̊u experimentu. Chybný
může být též vstupńı předpoklad izolovanosti systému. Vı́ce na toto téma viz odst.
6.3 zabývaj́ıćı se limity a omezeńımi vyvinutého softwaru.

Obrázek 6.13: Rozložeńı teploty na výstupu palivového souboru źıskané pomoćı vyvinutého
softwaru založeného na metodě subkanálové analýzy pro 4. sadu okrajových podmı́nek daných
tab. 5.6.

6.2 Vedeńı tepla v palivovém proutku

Přidruženou úlohou, jež byla v rámci diplomové práce analyzována, je sta-
cionárńı úloha vedeńı tepla na pr̊uřezu palivového proutku. Jak se uvád́ı v odst.
5.3.4, implementovaný algoritmus využ́ıvá již provedených výpočt̊u subkanálové
analýzy k definováńı okrajové podmı́nky teploty na vněǰśı stěně pokryt́ı pali-
vového proutku.
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Prvńı analyzovanou veličinou je teplota T , resp. jej́ı rozložeńı v rámci pr̊uřezu
palivového proutku pro zvolenou axiálńı souřadnici y (viz obr. 6.14 a 6.15). S ohle-
dem na základńı předpoklady rovnoměrného rozložeńı výkonu a rotačńı symetrie
úlohy dává výpočtový model v́ıce či méně symetrické výstupńı rozložeńı teploty
T , kde mı́ra této symetrie záviśı pouze na hodnotách zadané okrajové podmı́nky
(viz srovnáńı obr. 6.14 a 6.15)13.

Co se daľśıch uváděných grafických výstup̊u týče, ty maj́ı pro všechny nasta-
veńı výpočtových parametr̊u totožný charakter a jsou zde proto uváděny pouze
v jednom př́ıkladu. Prvńı graf na obr. 6.16 ukazuje pr̊uběh teploty T v pr̊uřezu
palivového proutku pro jeden zvolený radiálńı směr, kde jsou dobře rozlǐsitelné
materiálové vrstvy zirkonového pokryt́ı, heliové mezery a samotného paliva.

Tyto materiálové vrstvy jsou dobře viditelné i v obr. 6.17, který ukazuje
pr̊uběh veličin tepelné vodivosti λ a změny teploty ∆T mezi jednotlivými uz-
lovými body v pr̊uřezu palivového proutku, a to opět pro jeden zvolený radiálńı
směr.

Obrázek 6.14: Rozložeńı teploty T v pr̊uřezu palivového proutku pro jeho výkon Qpr = 54 kW
a teplotńı okrajovou podmı́nku pohybuj́ıćı se v rozmeźı 2,5 ◦C.

13Rozmeźı extremálńıch teplot okrajové podmı́nky výstupu obr. 6.15 bylo zvoleno záměrně
pro vhodnou demonstraci diskutovaného jevu. Při běžném nastaveńı výpočtových parametr̊u
programu subkanálové analýzy se takovýchto rozd́ıl̊u nedosáhne.
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6 VÝSLEDKY A DISKUZE

Obrázek 6.15: Rozložeńı teploty T v pr̊uřezu palivového proutku pro jeho výkon Qpr = 11 kW
a teplotńı okrajovou podmı́nku pohybuj́ıćı se v rozmeźı 30 ◦C.

Obrázek 6.16: Pr̊uběh teploty T v pr̊uřezu palivového proutku pro jeden zvolený radiálńı
směr a výkon proutku Qpr = 54 kW.
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Obrázek 6.17: Pr̊uběh tepelné vodivosti λ a změny teploty ∆T mezi jednotlivými uzlovými
body v pr̊uřezu palivového proutku pro jeden zvolený radiálńı směr, výkon proutku Qpr =
54 kW a volbu délky kroku v radiálńım směru ∆r = 16,25µm.

6.3 Přednosti a omezeńı vyvinutého softwaru

Posledńı diskutovanou oblast́ı v rámci výsledkové části je zhodnoceńı před-
nost́ı, nedostatk̊u a omezeńı vytvořeného programového skriptu s výhledem na je-
ho př́ıpadné budoućı směřováńı. Největš́ı přednost́ı programu je rychlost a efek-
tivita výpočtu, který pro jeden palivový soubor s diskretizačńım krokem ∆y =
5 mm a zastavovaćı podmı́nku iterace ε̂ = 0,05 trvá řádově do 10 s, v př́ıpadě
přidružené úlohy vedeńı tepla pak pro krok ∆r = 16,25µm, 10 vybraných radiál-
ńıch směr̊u a zastavovaćı iteračńı podmı́nku ε̂T = 1 ◦C je délka výpočtu přibližně
1 s14.

Daľśı výhodou je otevřenost výpočtového modelu, který je možné optima-
lizovat pro potřeby konkrétńı výpočtové geometrie. S dostatečným množstv́ım
experimentálńıch dat a volných fitovaćıch parametr̊u je tak možné dosáhnout vy-
soké přesnosti výstupńıch veličin při zachováńı rychlosti výpočtu. Posledńı velkou
výhodou programu je jeho plná spustitelnost v softwaru Octave, jenž je dostupný
zcela zdarma.

14Změřená doba výpočtu odpov́ıdá přenosnému poč́ıtači s procesorem Intel Core i5 1.generace
a výpočtovému programu MATLAB ve verzi R2018b.
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Mezi nevýhody předkládané implementace naopak patř́ı zjednodušeńı někte-
rých fyzikálńıch jev̊u, kdy např́ıklad interakce mezi subkanály jsou př́ısně lineárńı
(interaguj́ı mezi sebou vždy jen sousedńı subkanály), což může přinášet značné
nepřesnosti z pohledu turbulentńıho prouděńı tekutiny např. v oblastech kolem
mı́śıćıch mř́ıžek (viz obr. 6.7 a 6.8) a dovoluje pouze výstupńı rozložeńı teploty,
jež svým charakterem odpov́ıdá distribuci výkon̊u palivových proutk̊u v rámci
geometrie výpočtové oblasti (viz odst. 6.1.4).

Předložený model taktéž předpokládá nepoddajnost geometrických prvk̊u pa-
livového souboru, rovnoměrné rozložeńı výkonu palivového proutku a celkovou
izolovanost soustavy. Tyto předpoklady však v praxi obecně splněny nejsou.
Částečnou nevýhodou je taktéž fakt, že pro každý typ geometrie je třeba udělat
novou sadu testovaćıch měřeńı pro znovunastaveńı parametr̊u empirických mo-
del̊u.

Daľśımi nedostatky vytvořeného programu jsou poté nezohledněńı skupen-
ských změn v rámci chladiva a nemožnost řešit evolučńı (nestacionárńı) úlohu
prouděńı. Program tak nedokáže simulovat režimy náběh̊u a doběh̊u kampaně a je
elementárně omezen na analýzu prouděńı při teplotách nacházej́ıćıch se pod hra-
nićı teploty varu chlad́ıćıho média (pro předepsaný tlak se jedná přibližně o hod-
notu 350 ◦C). Všechny přednosti a nevýhody jsou pak bodově shrnuty v tab. 6.2.

Klady Zápory
+ Rychlost a efektivita výpočtu − Problematické modelováńı turbu-

lenćı, nepřesný předpoklad izolo-
vanosti výpočtové oblasti

+ Dostupnost zcela zdarma − Absence modelováńı poddajnosti
těles, nemožnost řešeńı evolučńı
úlohy, nezohledněńı skupenských
změn chladiva

+ Možnost optimalizace volných pa-
rametr̊u empirických model̊u pro
každou výpočtovou geometrii

− Potřeba nového nastaveńı para-
metr̊u empirických model̊u pro
každou výpočtovou geometrii

Tabulka 6.2: Bodové zhodnoceńı přednost́ı, nedostatk̊u a omezeńı předkládané programové
implementace.
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7 Závěr

Ćılem diplomové práce byl návrh metodiky, vývoj vlastńıch efektivńıch algo-
ritmů a jejich poč́ıtačová implementace pro numerickou simulaci prouděńı chla-
diva v aktivńı zóně jaderného reaktoru a pro simulaci vedeńı tepla na pr̊uřezu
palivového proutku.

Prouděńı tekutin je obecně popsáno nelineárńım systémem Navierových-Sto-
kesových rovnic, které představuj́ı soustavu základńıch fyzikálńıch zákon̊u za-
chováńı hmotnosti, hybnosti a celkové energie systému. S ohledem na potřebu
vysoké efektivity výpočt̊u při zachováńı dostatečné přesnosti výstupńıch dat se
v pr̊uběhu let vyvinula specifická metodika řešeńı úlohy prouděńı v oblasti aktivńı
zóny jaderného reaktoru nesoućı souhrnný název subkanálová analýza. O tuto
metodu, která využ́ıvá vhodných zjednodušeńı obecné úlohy prouděńı tekutin, se
oṕırá i tato práce.

Konkrétně bylo subkanálové analýzy využito při řešeńı stacionárńı úlohy prou-
děńı chladiva v palivovém souboru, která je v rámci této metody popsána sousta-
vou čtyř nelineárńıch obyčejných diferenciálńıch rovnic. K poč́ıtačové implemen-
taci úlohy byly nejprve výchoźı rovnice diskretizovány pomoćı metody konečných
diferenćı a následně programově implementovány v softwarovém prostřed́ı MAT-
LAB/Octave.

Zvolenou výpočtovou geometríı byl palivový soubor s 19 proutky umı́stěnými
v pravidelné hexagonálńı mř́ıži, pro nějž existuje široká množina naměřených
experimentálńıch dat poskytnutá firmou Škoda JS a.s. Na základě těchto dat bylo
provedeno nastaveńı modelového parametru koeficientu turbulentńıho mı́̌seńı tak,
aby rozd́ıl směrodatných odchylek výstupńıch teplot experiment̊u a výpočt̊u byl
minimálńı.

Ve výsledkové části byly poté vyhodnoceny a diskutovány výstupńı veličiny
teploty, tlaku, axiálńı rychlosti a hmotnostńıho toku v př́ıčném směru na jed-
notku délky. Výsledky byly uvedeny pro charakterově dvě odlǐsné sady okrajových
podmı́nek úlohy a bylo provedeno jejich porovnáńı, přičemž všechny výstupy byly
v souladu s předpoklady danými matematickým modelem subkanálové analýzy.

Rozložeńı teplot na výstupu palivového souboru koresponduje s distribućı
výkonu mezi palivové proutky a rozd́ıl extremálńıch hodnot je dán předevš́ım na-
staveńım koeficientu turbulentńıho mı́̌seńı a velikost́ı hmotnostńıho toku v axiál-
ńım směru na vstupu. Pro axiálńı pozice s umı́stěnými mı́śıćımi či distančńımi
mř́ıžkami jsou pak typické skokové změny veličin tlaku a hmotnostńıho toku
v př́ıčném směru na jednotku délky. Velikost skokových změn je opět úměrná
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velikosti vstupńıho hmotnostńıho toku v axiálńım směru.
Co se zjǐstěných rozd́ıl̊u mezi dostupnými experimentálńımi daty a nume-

rickými výpočty týče, ty jsou pravděpodobně zp̊usobeny kombinaćı zjednodušu-
j́ıćıch předpoklad̊u výpočetńıho modelu, nedostatečnou aproximaćı některých z fy-
zikálńıch děj̊u, nesplněńım předpokladu izolovanosti soustavy či nepřesnostmi
měř́ıćıch př́ıstroj̊u experimentálńı sady.

Druhým numericky řešeným problémem v této práci byla úloha vedeńı tepla
na pr̊uřezu palivového proutku. S ohledem na rotačńı symetrii úlohy byla pro-
vedena jej́ı restrikce na 1D řešeńı, které je provedeno pro několik vybraných
radiálńıch směr̊u (odpov́ıdaj́ıćıch r̊uzné volbě směrového úhlu ze středu palivového
proutku) a opětovně složeno do rovinné geometrie.

Stacionárńı úloha vedeńı tepla byla řešena metodami konečných diferenćı,
konečných objemů a konečných prvk̊u a výstupy těchto metod byly následně po-
rovnány. Nejlepš́ı vlastnosti řešeńı vykazovala metoda konečných diferenćı vyu-
ž́ıvaj́ıćı dopředné diferenčńı formule. Bylo též odvozeno kvazianalytické řešeńı
oṕıraj́ıćı se o numericky předpočtená data, které dosahuje při stejném kroku dis-
kretizace numerické metody řádově vyšš́ı přesnosti.

Ve výsledkové části byl diskutován předevš́ım vliv rozložeńı výstupńı teploty
v 2D geometrii v závislosti na volbě teplotńı okrajové podmı́nky. Ukázalo se,
že pro rovnoměrněǰśı charakter okrajové podmı́nky dosahuje navržený výpočtový
model vyšš́ı přesnosti výstup̊u. Pro rozd́ıl extremálńıch hodnot okrajové podmı́nky
nad 10 ◦C je již rozložeńı teploty v rovinné geometrii zkreslené. V praxi je však
tento jev zastoupen jen výjimečně a restrikce na 1D úlohu je tedy oprávněná.

Co se vlastńıho př́ınosu týče, předkládaná práce přinesla z teoretického po-
hledu podrobné odvozeńı rovnic matematického modelu subkanálové analýzy,
které je v České republice zcela unikátńı a v takovémto rozsahu dosud nepubli-
kované. Vyvinutý software pak může sloužit pro př́ıpadnou kontrolu či hledáńı
chyb v komerčńım a ve Škodě JS a.s. vyv́ıjeném subkanálovém kódu CALOPEA.
Diplomová práce bude v budoucnu ve firmě Škoda JS a.s. sloužit jako ucelený
studijńı podklad pro nové pracovńıky, kteř́ı se budou zabývat problémem výpočt̊u
metodou subkanálové analýzy.

Daľśı možné směřováńı práce či zlepšováńı dosud vyvinutého softwaru pak
lze spatřovat předevš́ım v oblasti řešeńı nestacionárńıch úloh, zohledněńı sku-
penských změn chlad́ıćıho média a daľśıho zpřesňováńı výpočetńıho modelu oṕı-
raj́ıćıho se o srovnáńı s odlǐsnými př́ıstupy k řešeńı dané problematiky pomoćı
CFD modelováńı či pomoćı vhodně navržených experiment̊u.
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