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Abstrakt

V této diplomové práci jsou představeny základńı principy a modifikace lattice Boltzman-
novy metody (LBM) a jejich následná poč́ıtačová implementace pro numerické řešeńı kom-
plexněǰśıch typ̊u prouděńı tekutin. Prvńım zvoleným testovaćım př́ıpadem je numerická
simulace nestlačitelného prouděńı s volnou hladinou, konkrétně se jedná o náhlé protržeńı
vodńı hráze. V této práci je dokázáno, že tento typ prouděńı, který je charakteristický
rychle se měńıćım proudovým polem, lze efektivně numericky simulovat pomoćı př́ıstupu

”
volume of fluid (VOF)“ v kombinaci s jednoduchým modelem LBM. Druhým testovaćım

př́ıpadem je numerická simulace mikroprouděńı, konkrétně se jedná o prouděńı plynu uv-
nitř mikrokanálu. Pro tento typ prouděńı, který je charakterizován hodnotou Knudsenova
č́ısla Kn = (0.1; 10), stlačitelnost́ı proud́ıćıho média a nelineárńım pr̊uběhem tlaku podél
mikrokanálu, lze opět s výhodou použ́ıt numerické řešeńı LBM. Výstupem této práce
jsou vyvinuté vlastńı algoritmy a programové moduly implementované ve výpočtovém
prostřed́ı MATLAB pro oba uvažované typy prouděńı tekutin.

Kĺıčová slova: lattice Boltzmannova metoda, prouděńı s volnou hladinou,
mikroprouděńı, Knudsenovo č́ıslo, okrajové podmı́nky se skluzem, numerická simulace

Abstract

In this diploma thesis the basic principles and modifications of the lattice Boltzmann
method (LBM) and their computer implementation for the numerical solution of complex
fluid flows are presented. As the first test case for a numerical simulation an incompres-
sible free surface flow of dam break is chosen. In this thesis it is shown that this type of
flow which is characterized by a rapidly changing flow field can be effectively numerically
simulated using a method ”volume of fluid (VOF)”in a combination with a simple LBM
model. As the second test case a numerical simulation of gas microflow through mico-
channel is chosen. For this type of flow which is characterized by the value of Knudsen
number Kn = (0, 1; 10), compressibility of flowing medium and the nonlinear pressure
gradient along the microchannel an LBM approach is used. Outputs of this thesis are
algorithms and scripted modules implemented in the MATLAB environment for both
considered types of fluid flow.

Key words: lattice Boltzmannova method, free surface flow, microflow, Knudsen
number, slip boundary condition, numerical simulation
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1.4 Zákon zachováńı celkové energie systému . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5
1.5 Systém Navierových - Stokesových rovnic . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6
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2.6.3 Okrajové podmı́nky periodicity . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 28
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Úvod

Lattice Boltzmannova metoda (LBM) je v současné době poměrně rozš́ı̌renou a často
použ́ıvanou numerickou metodou pro řešeńı problémů prouděńı tekutin. Většina komerčńıch
softwar̊u z oblasti výpočtové dynamiky tekutin (Computational Fluid Dynamics - CFD)
je založena na numerických metodách pro řešeńı nelineárńıho systému Navierových Sto-
kesových rovnic (NS). V 80. letech 20. stolet́ı byla vedle konvenčńıch metod představena
nová alternativńı metoda založená na principu buněčných automat̊u (LGA). Principem
metody buněčných automat̊u je pohyb částic tekutiny po přesně daných trajektoríıch,
který je následován kolizemi pohybuj́ıćıch se částic [8]. Metoda buněčných automat̊u
splňuje rovnici kontinuity, která je součást́ı nelineárńıho systému NS rovnic. Pozname-
nejme ale, že metoda buněčných automat̊u je výpočetně př́ılǐs náročná, citlivá na šum
a pro komplexńı výpočtové oblasti obt́ıžně použitelná. K překonáńı těchto nedostatk̊u
byla vyvinuta LBM založená na numerickém řešeńı tzv. Boltzmannovy rovnice. Nespor-
nou výhodou LBM je zejména jej́ı snadný zp̊usob implementace a jednoduchá realizace
okrajových podmı́nek na r̊uzných typech hranice výpočtové oblasti zcela obecného tvaru.
Daľśı výhodou LBM je jej́ı snadná paralelizace vedoućı k časově efektivńım numerickým
simulaćım.

Ćıl a struktura diplomové práce

Ćılem předkládané diplomové práce je:

� popsat základńı principy a modifikace lattice Boltzmannovy metody pro mode-
lováńı vybraných komplexńıch problémů prouděńı tekutin ve 2D a pro tyto př́ıpady
poč́ıtačově implementovat vlastńı navržené algoritmy metody ve výpočtovém prostřed́ı
MATLAB,

� vyvinuté programové scripty založené na lattice Boltzmannově metodě následně
aplikovat pro numerické řešeńı dvou zvolených testovaćıch problémů ve 2D, a to
konkrétně pro úlohu prouděńı s volnou hladinou (náhlé protržeńı vodńı hráze) a pro
úlohu mikroprouděńı (prouděńı plynu uvnitř mikrokanálu).

Tato diplomová práce je rozdělena do čtyř kapitol. V prvńı kapitole jsou uvedeny
výchoźı rovnice dynamiky tekutin, je vysvětlen popis prouděńı tekutin na r̊uzných měř́ıtkách
a jsou uvedeny fundamentálńı principy kinetické teorie plyn̊u uplatněné v LBM.

Ve druhé kapitole je formulována ř́ıd́ıćı rovnice LBM a zp̊usob jej́ıho odvozeńı, dále
jsou představeny použ́ıvané kolizńı operátory, formulovány počátečńı a okrajové podmı́nky
a je uveden obecný algoritmus LBM.

Ve třet́ı a čtvrté kapitole jsou detailně popsány konkrétńı algoritmy LBM včetně
implementace př́ıslušných okrajových podmı́nek a zásad pro numerickou simulaci výše
zmı́něných vybraných problémů prouděńı tekutin ve 2D. Následně jsou źıskané numerické
výsledky prezentovány a porovnány s výsledky publikovanými v literatuře z d̊uvodu vali-
dace vyvinutých algoritmů. V závěru třet́ı a čtvrté kapitoly je provedena analýza a diskuze
dosažených numerických výsledk̊u.
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1 Výchoźı rovnice dynamiky tekutin a kinetické teo-

rie plyn̊u

Lattice Boltzmannova metoda (LBM) je numerickou výpočetńı metodou v odvětv́ıch jako
je kvantová mechanika nebo např. elektorinženýrstv́ı. Z jej́ıho historického hlediska je
v současné době použ́ıvána pro numerické výpočty v odvětv́ı dynamiky tekutin (CFD).
LBM má p̊uvod v kinetické teorii plyn̊u, proto je d̊uležité nejprve popsat výchoźı rovnice
dynamiky tekutin a kinetickou teorii plyn̊u pro lepš́ı porozuměńı této metodě. V následuj́ı-
ćıch odstavćıch je popsán Reynolds̊uv transportńı teorém, zákon zachováńı hmotnosti,
zákon zachováńı hybnosti, zákon zachováńı celkové energie systému, systém Navierových
- Stokesových (NS) rovnic a stavová rovnice pro ideálńı plyn. Nelineárńı systém NS rovnic
doplněný o stavovou rovnici popisuje prouděńı tekutin na úrovni kontinua. Tedy nezo-
hledňuje se skutečnost, že tekutina je ve své podstatě tvořena tvořena z molekul. LBM
popisuje prouděńı tekutin na detailněǰśı úrovni než je kontinuum, a proto jsou v odstavci
1.7 diskutovány odlǐsné varianty př́ıstupu k popisu prouděńı tekutin. V odstavci 1.8 je
popsán základ kinetické teorie plyn̊u a zp̊usob reprezentace tekutiny v diskretizovaném
fázovém prostoru a čase.

1.1 Reynolds̊uv transportńı teorém

Výchoźı rovnice dynamiky tekutin vycháźı ze zákon̊u zachováńı hmotnosti, hybnosti a cel-
kové energie systému, které v této práci formulujeme s využit́ım Reynoldsova trans-
portńıho teorému.

Mějme omezenou oblast Ωt ⊂ R3 o objemu V t ohraničenou jednoduše souvislou plo-
chou ∂V t v Eulerově popisu. Tato oblast se nedeformuje v čase. Stav uvnitř této oblasti
je popsán extenzivńı fyzikálńı veličinou Φ(x, t), pro jej́ıž celkové množstv́ı plat́ı

Φ(x, t) =

∫∫∫
V t
ρ(x, t)φ(x, t)dV t, (1.1.1)

kde x ∈ V t, ρ(x, t) je hustota extenzivńı veličiny a φ(x, t) je měrná hodnota extenzivńı
veličiny Φ(x, t).

Dále definujme d̊uležitý pojem materiálová derivace DΦ
Dt

, která reprezentuje změnu
extenzivńı fyzikálńı veličiny v čase. Uvažujme proudové pole definované vektorem relativńı
rychlosti v(x, t) a termodynamický systém reprezentovaný kontrolńım objemem V , který
je unášen v tomto proudovém poli. V čase t splývá kontrolńı objem V ohraničený plochou
∂V s oblast́ı Ωt o objemu V t s hraničńı plochou ∂V t t.j. I + II, viz obr. 1. Tentýž systém
zauj́ımá v čase t + ∆t oblast Ωt+∆t o objemu V t+∆t t.j. II + III. Částice tekutiny volně
vstupuj́ı a vystupuj́ı z kontrolńıho objemu V .
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Obr. 1: Změna oblasti Ωt za čas ∆t

Otázkou z̊ustává, jakým zp̊usobem se změńı extenzivńı veličina uvnitř oblasti za čas
∆t. Omeźıme-li se pouze na časovou změnu extenzivńı veličiny, můžeme psát

∆Φ = Φ(t+ ∆t)− Φ(t). (1.1.2)

Z obr. 1 je patrné, že tuto změnu v čase lze formálně vyjádřit jako

∆Φ = (ΦII + ΦIII)t+∆t − (ΦI + ΦII)t + (ΦI)t+∆t − (ΦI)t+∆t =

= (ΦI + ΦII)t+∆t︸ ︷︷ ︸
ΦV (t+∆t)

− (ΦI + ΦII)t︸ ︷︷ ︸
ΦV (t)

+(ΦIII)t+∆t − (ΦI)t+∆t. (1.1.3)

Vyjádř́ıme-li tuto změnu v čase limitńım přechodem pro ∆t→ 0, źıskáme

DΦ

Dt
= lim

∆t→0

ΦV (t+ ∆t)− ΦV (t)

∆t︸ ︷︷ ︸
A

+ lim
∆t→0

(ΦIII)t+∆t

∆t︸ ︷︷ ︸
B

− lim
∆t→0

(ΦI)t+∆t

∆t︸ ︷︷ ︸
C

, (1.1.4)

kde jsou jednotlivé členy účelně označeny ṕısmeny A,B,C.
Zaměřme se na člen A, který je mı́rou změny extenzivńı veličiny uvnitř zvoleného

kontrolńıho objemu V . Lze tedy psát

A = lim
∆t→0

ΦV (t+ ∆t)− ΦV (t)

∆t
=
∂Φ

∂t
=

∂

∂t

∫
V

ρφdV. (1.1.5)

Veličiny v integrálu jsou nyńı psány bez závislých proměnných pro lepš́ı přehled. K odvo-
zeńı hodnoty členu B je potřeba provést následuj́ıćı úvahu. Uvažujme částici tekutiny na
elementárńı ploše dS části kontrolńı plochy S, V, J . Za čas ∆t se tento element systému
přemı́st́ı objemem III o vzdálenost ∆l = v∆t. Plat́ı tedy

(ΦIII)t+∆t =

∫
III

ρφdν =

∫
SV J

ρφ(v · n)dS∆t, (1.1.6)
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kde dν = ∆ldS cos(α) = v∆tdS cos(α) = (v ·n)dS∆t, viz obr. 1. Veličina v(x, t) je vektor
relativńı rychlosti tekutiny a n je jednotkový vektor vněǰśı normály hranice kontrolńı plo-
chy ∂V . Jedná se tedy o elementárńı objem obsahuj́ıćı tekutinu, která odteče z kontrolńıho
objemu V za čas ∆t. Limita členu B je rovna

B = lim
∆t→0

(ΦIII)t+∆t

∆t
=

∫
SV J

ρφ(v · n)dS. (1.1.7)

Zbývá určit člen C, pro který provedeme obdobnou úvahu jako v př́ıpadě členu B. Člen
C odkazuje na množstv́ı extenzivńı veličiny obsažené v objemu I v čase t + ∆t. Do to-
hoto objemu vstupuje z vněǰsku tekutina skrze hranici označenou body S,Z, J . Uvažujme
element systému na ploše dS části kontrolńı plochy S,Z, J . Za čas ∆t se tento element
tekutiny přemı́st́ı objemem I o vzdálenost ∆l = v∆t, definuj́ıćı elementárńı objem dν se
záporným znaménkem. Lze psát

(ΦI)t+∆t =

∫
I

ρφdν = −
∫
SZJ

ρφ(v · n)dS∆t, (1.1.8)

kde dν = −∆ldS cos(α) = −(v · n)dS∆t. Jedná se tedy o kladný elementárńı objem
obsahuj́ıćı tekutinu, která přiteče do kontrolńıho objemu V za čas ∆t. Pro limitńı přechod
členu C plat́ı

C = lim
∆t→0

(ΦI)t+∆t

∆t
= −

∫
SZJ

ρφ(v · n)dS. (1.1.9)

Dosad́ıme-li odvozené členy A,B,C do rovnice (1.1.4), źıskáme vztah pro materiálovou
derivaci

DΦ

Dt
=

∂

∂t

∫
V

ρφdV +

∫
SV J

ρφ(v · n)dS +

∫
SZJ

ρφ(v · n)dS =

=
∂

∂t

∫
V

ρφdV +

∮
∂V

ρφ(v · n)dS.

(1.1.10)

Tedy časová změna extenzivńı veličiny Φ je zp̊usobena vznikem nebo zánikem veličiny uv-
nitř kontrolńıho objemu V a př́ıtokem nebo odtokem veličiny přes hranici ∂V . Materiálová
derivace v kartézském souřadnicovém systému zapsaná pomoćı index̊u j označuj́ıćı směrové
vektory má tvar

DΦ

Dt
=

∂

∂t

∫
V

ρφdV +

∮
∂V

ρφvjdSj. j = 1, 2, 3 (1.1.11)

1.2 Zákon zachováńı hmotnosti

Při prouděńı tekutiny muśı být splněn obecně platný zákon zachováńı hmotnosti. Podle
zněńı tohoto zákona nemůže hmota uvnitř kontrolńıho objemu vznikat ani zanikat. Tento
zákon lze vyjádřit pomoćı materiálové derivace odvozené v předchoźım odstavci. Pro
fyzikálńı extenzivńı veličinu plat́ı Φ = m, jej́ıž měrná hodnota je φ = 1. Zákon zachováńı
v integrálńım tvaru v Eulerově popisu má tvar

Dm

Dt
=

∂

∂t

∫
V

ρdV +

∮
∂V

ρvjdSj = 0. j = 1, 2, 3 (1.2.1)

4



1.3 Zákon zachováńı hybnosti

Obdobně, jako v př́ıpadě zákona zachováńı hmotnosti, označme extenzivńı fyzikálńı veličinu
Φ = mvi = Hi a jej́ı měrnou hodnotu φi = vi. Index i znač́ı i-tou složku vektoru
hybnosti. Odvozeńı zákona zachováńı hybnosti je založeno na druhém Newtonově po-
hybovém zákoně, který zńı: změna hybnosti libovolného kontrolńıho objemu tekutiny se
rovná součtu objemových a plošných sil na tento objem p̊usob́ıćıch. Matematicky lze zněńı
tohoto zákona vyjádřit jako

DHi

Dt
=
∑
i

Fi =

∮
∂V

ΘijdSj︸ ︷︷ ︸
povrchové śıly

+

∫
V

ρfidV,︸ ︷︷ ︸
objemové śıly

(1.3.1)

kde Θij je symetrický Cauchẙuv tenzor napět́ı, pro který plat́ı

Θij = −pδij + τij, (1.3.2)

kde τij je symetrický tenzor vazkých napět́ı a −pδij jsou normálová napět́ı odpov́ıdaj́ıćı
statickému tlaku v tekutině. Vyjádř́ıme-li levou stranu rovnice (1.3.1) pomoćı Reynoldsova
transportńıho teorému, źıskáme integrálńı formu zákona zachováńı hybnosti v Eulerově
popisu∫

V

∂(ρvi)

∂t
dV +

∮
∂V

ρvivjdSj +

∮
∂V

pδijdSj =

∮
∂V

τijdSj +

∫
V

ρfidV, i, j = 1, 2, 3 (1.3.3)

kde i je volný index a j je sč́ıtaćı index.

1.4 Zákon zachováńı celkové energie systému

Pro odvozeńı zákona zachováńı celkové energie zaved’me hodnotu celkové energie vztaženou
na jednotku objemu systému, definovanou integrálem E =

∫
V
ρedV , kde φ = e je měrná

celková energie vztažená na jednotku hmotnosti. Měrnou celkovou energii lze také defino-
vat jako součet měrné vnitřńı energie ε a měrné kinetické energie

e = ε+
1

2
vivi. (1.4.1)

Nyńı využijme prvńı termodynamický zákon, jež zńı: změna kinetické a vnitřńı energie
nějakého termodynamického systému na jistém časové intervalu je rovna práci vykonané
vněǰśımi objemovými silami a povrchovými silami a přivedenému nebo odvedenému teplu
z okoĺı za jistý časový okamžik. Matematicky tento zákon zaṕı̌seme

DE

Dt
=
∂W

∂t
+
∂Q

∂t
, (1.4.2)

kde ∂W
∂t

je výkon vněǰśıch sil, který lze s využit́ım Reynoldsova transportńıho teorému
napsat

∂W

∂t
=

∫
V

ρfividV +

∮
∂V

ΘijvidSj. (1.4.3)

Objemový integrál označuje výkon objemových sil a křivkový integrál výkon povrchových
sil.
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Časová změna tepla ∂Q
∂t

obsaženého v kontrolńı oblasti V termodynamického systému
je dána tepelným tokem qj přes jej́ı hranici ∂V . Tepelný tok qj vyjadřuje množstv́ı tepla,
které projde hranićı kontrolńıho objemu za 1s. Tedy plat́ı

∂Q

∂t
= −

∮
∂V

qjdSj. (1.4.4)

Podle Fourierova zákona plat́ı

qj = −k∂T
xj
. (1.4.5)

Fourier̊uv zákon obecně definuje, že j-tá složka vektoru hustoty tepelného toku qj je
př́ımo úměrná gradientu teploty ∂T

xj
a má opačný směr. Konstanta k ve Fourierově zákoně

označuje tzv. součinitel tepelné vodivosti a stanovuje mı́ru schopnosti dané tekutiny vést
teplo.

Využit́ım Reynoldsova transportńıho teorému v rovnici (1.4.2) źıskáme integrálńı formu
zákona zachováńı celkové energie v Eulerově popisu∫

V

∂ρe

∂t
dV +

∮
∂V

ρevjdSj = −
∮
∂V

pδijvidSj +

∮
∂V

τijvidSj+

+

∮
∂V

k
∂T

∂xj
dSj +

∫
V

ρfividV, i, j = 1, 2, 3

(1.4.6)

kde i je volný index a j je sč́ıtaćı index.

1.5 Systém Navierových - Stokesových rovnic

Odvozené zákony zachováńı hmotnosti, hybnosti a celkové energie tvoř́ı systém Navie-
rových - Stokesových rovnic popisuj́ıćıch prouděńı skutečné tekutiny. Pro jednoduchost
zanedbejme v odvozených zákonech vněǰśı objemové śıly.

Zákon zachováńı hmotnosti je popsán jednou rovnićı

∂

∂t

∫
V

ρdV +

∮
∂V

ρvjdSj = 0. (1.5.1)

Zákon zachováńı hybnosti je popsán třemi rovnicemi∫
V

∂(ρvi)

∂t
dV +

∮
∂V

ρvivjdSj +

∮
∂V

pδijdSj =

∮
∂V

τijdSj. i, j = 1, 2, 3 (1.5.2)

Zákon zachováńı celkové energie je popsán jednou rovnićı∫
V

∂ρe

∂t
dV +

∮
∂V

ρevjdSj +

∮
∂V

pvjdSj =

∮
∂V

τijvidSj+

+

∮
∂V

k
∂T

∂xj
dSj. i, j = 1, 2, 3

(1.5.3)

Pro lepš́ı přehled lze tuto soustavu napsat v kompaktńım tvaru∫
V

∂w

∂t
dV +

∮
∂V

FI
j (w)dSj =

∮
∂V

FV
j (w)dSj, (1.5.4)
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kde w je vektor konzervativńıch proměnných, FI
j je j-tá složka vektoru nevazkého toku

a FV
j je j-tá složka vektoru vazkého toku. Plošné integrály v rovnici (1.5.4) lze převést

na objemové integrály pomoćı Gaussovy - Ostrogradského věty. Rovnice (1.5.4) se pak
změńı ∫

V

∂w

∂t
dV +

∫
V

∂FI
j (w)

∂xj
dV =

∫
V

∂FV
j (w)

∂xj
dV. (1.5.5)

Tato rovnice plat́ı pro libovolný objem V , čili lze vynechat integrály v rovnici (1.5.5)
a zapsat ji v diferenciálńım tvaru

∂w

∂t
+
∂FI

j (w)

∂xj
=
∂FV

j (w)

∂xj
, (1.5.6)

kde členy závislé na vektoru konzervativńıch proměnných maj́ı tvar

w =


ρ
ρv1

ρv2

ρv3

ρe

 ,FI
j (w) =


ρvj

ρv1vj + pδ1j

ρv2vj + pδ2j

ρv3vj + pδ3j

(ρe+ p)vj

 ,FV
j (w) =


0
τ1j

τ2j

τ3j∑3
i=1 τijvi + k ∂T

∂xj

 . (1.5.7)

Dosud nebyla stanovena hodnota symetrického tenzoru vazkých napět́ı τij. Při vzájemném
pohybu částic vznikaj́ı ve skutečné tekutině tečná napět́ı, která zp̊usobuj́ı úhlovou defor-
maci částic

τij = µ(
∂vi
∂xj

+
∂vj
∂xi

) + µkδij
1

3
(
∂vi
∂xk

+
∂vk
∂xi

)− 2

3
µδij(

∂vk
∂xk

), (1.5.8)

kde µ je dynamické viskozita a µk je tzv. druhý koeficient viskozity. Kombinace µ a µk
v následuj́ıćı rovnici je známa pod termı́nem objemová viskozita [18]

ζ = µk +
2

3
µ. (1.5.9)

Je-li tekutina newtonská, je objemová viskozita rovna nule a rovnice se zjednoduš́ı na

µk = −2

3
µ. (1.5.10)

Pro úplnost ještě dodejme, že se zavád́ı tzv. kinematická vazkost tekutiny ν vztahem
ν = µ

ρ
.

Systém NS rovnic (1.5.6) tvoř́ı matematický model laminárńıho prouděńı stlačitelné
newtonské kapaliny.

1.6 Stavová rovnice

Doposud bylo odvozeno pět rovnic, které popisuj́ı prouděńı skutečné tekutiny. Rovnice
kontinuity (1.5.1), vyjadřuj́ıćı zákon zachováńı hmotnosti, tři rovnice vyjadřuj́ıćı zákon
zachováńı hybnosti (1.5.2) a rovnice vyjadřuj́ıćı zákon zachováńı celkové energie systému
(1.5.3). Avšak tento sytém rovnic neńı úplný, protože je neznámo šest veličin charak-
terizuj́ıćıch proudové pole a sice hustota ρ, tři složky vektoru rychlosti v1, v2, v3, tlak p
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a termodynamická teplota T . V d̊usledku toho je tento systém rovnic neřešitelný pokud
nepřipust́ıme některá zjednodušeńı, jako např. konstantńı hustotu ρ = konst. T́ımto jsme
počet neznámých sńıžili na pět. Avšak často nelze taková zjednodušeńı učinit, a proto
muśıme systém NS rovnic doplnit o daľśı rovnici. Protože prouděńı stlačitelné tekutiny je
vždy provázeno termodynamickými změnami proud́ıćıho média, doplńıme tento systém
NS rovnic o tzv. termickou stavovou rovnici p = p(ρ, T ) definuj́ıćı termodynamické vlast-
nosti uvažované tekutiny. V př́ıpadě ideálńıho plynu lze stavovou rovnici vyjádřit jako
[27]

p = ρRT, (1.6.1)

kde R je měrná plynová konstanta a T je termodynamická teplota.
Alternativńı tvar stavové rovnice pro ideálńı plyn udává vztah mezi tlakem, hustotou

a entropíı [20]
p

p0

=

(
ρ

ρ0

)γ
e(s−s0)/cv . (1.6.2)

Konstanty p0, ρ0 a s0 označuj́ı referenčńı nebo také stagnačńı veličiny a Poissonova kon-
stanta γ je poměr měrné tepelné kapacity při konstantńım tlaku a objemu γ = cp

cv
. Protože

tento tvar stavové rovnice je složitý, zavád́ı se často jeho r̊uzné aproximativńı alternativy.
Z akustiky je známo, že š́ı̌reńı zvuku je provázeno podélným vlněńım např. vzdušniny.
Je to postupné zhušt’ováńı a zřed’ováńı prostřed́ı, které se š́ı̌ŕı z mı́sta zdroje v kulových
vlnoplochách. Š́ı̌reńı zvuku v ideálńım plynu považujeme za děj izoentropický, tj. bez
výměny tepla s okoĺım [33]. Lze proto uvažovat, že entropie s je přibližně konstantńı, což
významně zjednoduš́ı rovnici (1.6.2)

p = p0

(
ρ

ρ0

)γ
. (1.6.3)

Touto rovnićı lze doplnit počet rovnic k počtu neznámým v nelineárńım systému NS
rovnic.

1.6.1 Rychlost zvuku

Pro malé odchylky tlaku od referenčńıho stavu, může být nelineárńı rovnice (1.6.3) apro-
ximována linearizaćı. Např́ıklad použit́ım totálńıho diferenciálu źıskáme rovnici pro tlak

p′ = p0 + dp ≈ p0 +

(
∂p

∂ρ

)
s

dρ+

(
∂p

∂s

)
ρ

ds, (1.6.4)

která plat́ı pro malé odchylky od referenčńıho stavu p0. V př́ıpadě izoentropického děje
neprob́ıhá výměna tepla s okoĺım, tud́ıž je tato linearizace dále zjednodušena

p′ ≈ p0 + c2
sdρ, (1.6.5)

kde cs je rychlost zvuku, pro kterou plat́ı

c2
s =

(
∂p

∂ρ

)
s

= γRT. (1.6.6)

Pro izotermický děj, což je speciálńı př́ıpad izoentropického děje kdy γ = 1, lze stavovou
rovnici (1.6.1) napsat ve tvaru

p = ρc2
s. (1.6.7)
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1.7 Popis prouděńı tekutin v odlǐsných měř́ıtkách

V předchoźıch odstavćıch je matematicky popsáno prouděńı tekutin na úrovni popisu
kontinua, tzn. neńı uvažována skutečnost, že tekutina je složena z jednotlivých částic.
Prouděńı tekutin bývá často popsáno v mnohem detailněǰśıch měř́ıtkách než je měř́ıtko
kontinua. Zaved’me proto hierarchii délek od nejmenš́ıch po největš́ı. Označme la jako ve-
likost molekuly, λ jako středńı volnou dráhu molekul (vzdálenost za kterou dojde ke kolizi
dvou molekul) a l jako úsek z celkové výpočtové oblasti o délce lo. Pro tyto délky plat́ı
nerovnost la � λ � l ≤ lo viz vodorovná osa na obr. 2. Podle této délkové hierarchie
se odlǐsuj́ı př́ıstupy k numerickým výpočt̊um. Pro popis prouděńı tekutin na úrovńıch
délek l nebo lo se použ́ıvá kontinuálńı (makroskopický) popis, tedy popis pomoćı rov-
nic uvedených v předchoźıch odstavćıch. Pro popis prouděńı tekutin na úrovni molekul
(mikroskopické) la se použ́ıvaj́ı metody sledováńı částic (molekul nebo atomů), kde po-
hyb každé částice je popsán Newtonovými zákony. Tento popis je vhodný k porozuměńı
základńıch mikroskopických jev̊u, ale je výpočtově náročný z d̊uvodu velkého počtu částic.

Obr. 2: Zavedená časová a délková hierarchie

Spojovaćım článkem mezi makroskopickým a mikroskopickým měř́ıtkem je tzv. me-
zoskopické měř́ıtko. Tekutiny na úrovni tohoto popisu jsou reprezentovány distribučńımi
funkcemi, které si lze představit jako shluky molekul nebo atomů tekutiny. Prouděńı te-
kutin v mezoskopickém měř́ıtku je matematicky popsáno kinetickou teoríı plyn̊u, která je
základem pro lattice Boltzmannovu metodu a je popsána v následuj́ıćı odstavćıch.

Paralelně k délkové hierarchii zaved’me časovou hierarchii, viz svislá osa na obr. 2.
V mikroskopickém měř́ıtku můžeme definovat čas, po jehož dobu prob́ıhá kolize jako
tk = la/vk, kde vk je středńı kvadratická rychlost molekul. V př́ıpadě mezoskopického
měř́ıtka je kolizńı čas uvažován nulový tk → 0, tedy doba, po kterou prob́ıhá kolize
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je nekonečně malá. Zde je nutno poznamenat, že makroskopická rychlost je odlǐsná od
středńı kvadratické rychlosti u � vk. Dále definujme středńı čas mezi kolizemi tsvd =
λ/vk. Tento čas udává za jakou dobu dojde ke kolizi mezi dvěma molekulami. V př́ıpadě
makroskopického měř́ıtka, kdy jsou časové a délkové rozměry deľśı, zaved’me konvektivńı
tkonv = l/u a difuzivńı tdif = l2/ν čas. Poměr těchto čas̊u je znám jako Reynoldsovo č́ıslo
a definuje jaký charakter (laminárńı nebo turbulentńı) má proud́ıćı tekutina

Re =
tdif
tkonv

=
ul

ν
. (1.7.1)

Daľśı d̊uležitým makroskopickým časem v akustice je čas, který udává jak rychle se š́ı̌ŕı
akustická vlna tekutinou. Tento čas je definován jako ts = l/cs, kde cs je rychlost zvuku
v dané tekutině. Jestliže plat́ı ts < tkonv, pak má tekutina vlastnosti nestlačitelné tekutiny.
Poměr těchto čas̊u je nazývám Machovým č́ıslem

Ma =
ts
tkonv

=
u

cs
. (1.7.2)

Při numerických výpočtech pro nestlačitelnou tekutinu se často uvažuje Ma < 0.3 [26],
aby byla zachována nestlačitelnost tekutiny.

Výše uvedené řazeńı délek la � λ� l ≤ lo nemuśı být v některých př́ıpadech splněno.
V př́ıpadech prouděńı tekutin v zař́ızeńıch o velikosti mikrometr̊u až nanometr̊u je velikost
celkové výpočetńı oblasti téměř totožná s délkou středńı volné dráhy lo ∼ λ. Tento jev
charakterizuje Knudsenovo č́ıslo

Kn =
λ

l
. (1.7.3)

Pomoćı tohoto č́ısla lze určit, jaký př́ıstup zvolit pro numerický výpočet daného problému
prouděńı. Např́ıklad pro Kn < 0.1 je vhodný kontinuálńı(makroskopický) popis a pro
Kn > 1 mezoskopický nebo mikroskopický popis.

Bezrozměrné Reynoldsovo, Machovo a Knudsenovo č́ıslo lze nalézt ve všech literaturách
týkaj́ıćıch se prouděńı tekutin. V numerických výpočtech se využ́ıvá jejich d̊uležité vlast-
nosti plynoućı ze zákona podobnosti. Podle tohoto zákona plat́ı, maj́ı-li dvě výpočtové ob-
lasti (představme si např. dvě potrub́ı) stejná bezrozměrná č́ısla, ale jiné délkové rozměry,
sledované fyzikálńı veličiny budou v obou př́ıpadech shodné.

Zde poznamenejme, že ne všechna bezrozměrná č́ısla musej́ı být identická při po-
rovnáváńı menš́ıch měř́ıtek s větš́ımi. Jestliže je Reynoldsovo č́ıslo stejné, nemuśı to platit
pro Machovo nebo Knudsenovo č́ıslo. V př́ıpadě prouděńı, kdy je Knudsenovo nebo Ma-
chovo č́ıslo malé, jej lze zanedbat a rozhoduj́ıćı je tedy Reynoldsovo č́ıslo.

1.8 Kinetická teorie plyn̊u

Jak již bylo zmı́něno, kinetická teorie plyn̊u popisuje prouděńı tekutin mezi mikroskopic-
kou a makroskopickou úrovńı popisu. Popisuje tok jednotlivých částic tekutiny v okoĺı
časového úseku tsvd. Zaměřme se předevš́ım na ř́ıdké jednoatomové plyny, pro které
z d̊uvodu deľśıch vzdálenost́ı mezi molekulami plat́ı tk � tsvd. Předpokladem kinetické te-
orie takovýchto plyn̊u je, že částice maj́ı pouze tři stupně volnosti (translačńı). Rotaci lze
z d̊uvodu sférického tvaru atomu zanedbat. Naopak, je-li částice tvořena v́ıce atomy, může
nav́ıc rotovat kolem tř́ı souřadnicových os a má tedy šest stupň̊u volnosti. Rotačńı stupně
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volnosti jsou d̊uležité pro modelováńı teplotńıch efekt̊u, které nejsou zahrnuty v této práci.
Omeźıme se proto na jednoatomové plyny se třemi translačńımi stupni volnosti.

Hlavńı proměnnou kinetické teorie plyn̊u je pravděpodobnostńı distribučńı funkce
f(r, ξ, t), kterou si lze obecně představit jako shluk nebo hustotu částic (atomů nebo
molekul) s danou rychlost́ı v daném prostoru a čase. Tyto shluky se pohybuj́ı v pro-
storu a srážej́ı se s jinými shluky. Předpokládáme, že srážka (kolize) se uskutečňuje pouze
mezi dvěma shluky nebo s fyzickou překážkou dokud nenastane lokálńı rovnovážný stav.
Takto si lze zjednodušeně představit princip kinetické teorie plyn̊u. Matematický popis
distribučńı funkce je uveden v následuj́ıćıch odstavćıch.

Historickým vývojem se pro mezoskopický popis vytvořili dvě skupiny model̊u. Prvńı
skupina sestává z model̊u založených na numerickém řešeńı rovnic popisuj́ıćıch prouděńı
tekutin pomoćı nejr̊uzněǰśıch aproximaćı (distribučńıch funkćı viz následuj́ıćı odstavce).
Z nich vytkněme lattice Boltzmannovu metodu (LBM), j́ıž se zabývá tato práce. Druhá
skupina sestává z model̊u simuluj́ıćıch prouděńı jednotlivých částic. Mezi nejznáměǰśı
metody této skupiny patř́ı př́ımá simulace Monte Carlo (DSMC),která je vhodná i pro
simulaci nanoprouděńı, nebo metody založené na buněčných automatech (LGA).

1.8.1 Distribučńı funkce a jej́ı momenty

Tekutina na mezoskopické úrovni popisu je reprezentována distribučńımi funkcemi f(r, ξ, t),
které si lze představit jako shluky částic. Polohu těchto shluk̊u ve fyzikálńım prostoru lze
charakterizovat polohovým vektorem r, jehož složky tvoř́ı souřadnicový systém x, y a z.
Mikroskopická rychlost shluku ξ je bod v rychlostńı prostoru, jehož souřadnicový systém
je tvořen složkami ξx, ξy a ξz viz obr. 3.

Obr. 3: Znázorněńı fyzikálńıho a rychlostńıho prostoru

Fyzikálńı a rychlostńı prostor společně tvoř́ı šestidimenzionálńı prostor, který se nazývá
fázový prostor. Vizuálńı představa takového prostoru je velice náročná, a proto pro lepš́ı
představu rozepǐsme v jakých jednotkách je definována distribučńı funkce f(r, ξ, t) nálež́ıćı
tomuto prostoru. Ve fyzikálńım prostoru reprezentuje ρ(r, t) hustotu tekutiny v jed-
notkách kg/m3. Totéž reprezentuje distribučńı funkce f(r, ξ, t) ve fyzikálńım ale i rych-
lostńım prostoru. Pro jej́ı jednotky tedy plat́ı [20]

f = kg × 1

m3
× 1

(m/s)3
=
kgs3

m6
. (1.8.1)
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Ze statistického hlediska lze poté označit distribučńı funkci f(r, ξ, t) jako pravděpodobnostńı
funkci výskytu shluku ve fázovém prostoru na pozici r s mikroskopickou rychlost́ı ξ v určitém
čase t.

Distribučńı funkce jsou spjaty s makroskopickými veličinami jako např. zmı́něná hus-
tota tekutiny ρ nebo rychlost tekutiny u prostřednictv́ım tzv. moment̊u. Jestliže v́ıme,
že distribučńı funkce ve fázovém prostoru jsou analogíı hustoty ve fyzikálńım prostoru,
pak formálńım součtem všech distribučńıch funkćı fázového prostoru v mı́stě r s mikro-
skopickou rychlost́ı ξ a v čase t źıskáme hustotu fyzikálńıho prostoru v mı́stě r a čase t.
Nahrad́ıme-li formálńı součet spojitým integrálem, lze pro moment hustoty psát

ρ(r, t) =

∫
f(r, ξ, t)d3ξ, (1.8.2)

kde d3ξ znač́ı trojitý integrál. Jestliže moment pro hustotu vynásob́ıme rychlost́ı, źıskáme
moment hustoty hybnosti

ρ(r, t)u(r, t) =

∫
ξf(r, ξ, t)d3ξ. (1.8.3)

Obdobně můžeme definovat také moment pro hustotu celkové energie

ρ(r, t)E(r, t) =
1

2

∫
|ξ|2f(r, ξ, t)d3ξ, (1.8.4)

která obsahuje dva typy energie. Vnitřńı energii zp̊usobenou tepelným pohybem částic
a energii zp̊usobenou viskózńım třeńım. Pro moment hustoty vnitřńı energie plat́ı

ρ(r, t)e(r, t) =
1

2

∫
|v(r, t)|2f(r, ξ, t)d3ξ, (1.8.5)

kde v(r, t) = ξ(r, t)−u(r, t) je relativńı rychlost, kterou si lze představit jako odchylku mi-
kroskopické rychlosti částice ξ od makroskopické rychlosti u. Pro tuto práci jsou d̊uležité
pouze prvńı dva ze zmı́něných moment̊u.

1.8.2 Boltzmannova rovnice

Z předchoźıho odstavce je patrné, že znalost distribučńıch funkćı umožňuje zisk hledaných
makroskopických veličin. Stále však nebylo definováno jakým zp̊usobem lze distribučńı
funkce matematicky popsat a jakým zp̊usobem se distribučńı funkce vyv́ıjej́ı v čase. Ma-
tematický popis distribučńı funkce je přibĺıžen v odstavci 1.8.3, zat́ımco v tomto odstavci
je popsána rovnice, podle ńıž se distribučńı funkce vyv́ıjej́ı v čase.

Distribučńı funkce jsou závislé na poloze r, makroskopické rychlosti ξ a čase t (pro lepš́ı
přehled jsou distribučńı funkce psány bez závislých proměnných). Pro totálńı diferenciál
funkce f vzhledem k času t můžeme psát [32]

df

dt
=

(
∂f

∂r

)
dr

dt
+

(
∂f

∂ξ

)
dξ

dt
+

(
∂f

∂t

)
df

dt
, (1.8.6)

kde dr/dt je mikroskopická rychlost ξ a dξ/dt je mikroskopické zrychleńı, které lze podle
druhého Newtonova zákona vyjádřit jako F/ρ. Rovnici (1.8.6) lze poté psát

∂f

∂t
+ ξ

(
∂f

∂r

)
+

F

ρ

(
∂f

∂ξ

)
=
df

dt
. (1.8.7)
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Tato rovnice je nazývána Boltzmannovou rovnićı, kterou definoval Ludwig Boltzmann
v devatenáctém stolet́ı.

Jestliže je pravá strana této rovnice rovna nule, tato rovnice popisuje transport dis-
tribučńıch funkćı, který neńı ovlivněn vzájemnými kolizemi distribučńıch funkćı f . Obecně
jsou pak distribučńı funkce transportovány mikroskopickou rychlost́ı ξ a jsou ovlivněny
pouze vněǰśı silou F.

Na pravé straně této rovnice je zdrojový člen, který představuje mı́ru změn dis-
tribučńıch funkćı zp̊usobených jejich vzájemnými kolizemi. Proces kolize se může uskutečnit
pouze mezi distribučńımi funkcemi nacházej́ıćımi se ve stejném mı́stě r a v čase t.

Tvar kolizńıho operátoru lze definovat mnoha zp̊usoby, avšak muśım být splněny určité
předpoklady. Jedńım z předpoklad̊u je platnost zákon̊u zachováńı hmotnosti, hybnosti
a energie. Označ́ıme-li pravou stranu Boltzmannovy rovnice Ω(f), pak pro zmı́něné zákony
zachováńı plat́ı ∫

Ω(f)dξ = 0, (1.8.8)∫
ξΩ(f)dξ = 0, (1.8.9)∫
|v|2Ω(f)dξ = 0, (1.8.10)

což je analogie rovnic (1.8.2) až (1.8.5). Daľśım předpokladem pro kolizńı operátor je
konvergence distribučńıch funkćı k rovnovážnému stavu reprezentovanému rovnovážnými
distribučńımi funkcemi, což je podrobněji uvedeno v následuj́ıćım odstavci.

Kolizńı operátor navržený Boltzmannem v devatenáctém stolet́ı má složitý tvar dvo-
jitého integrálu přes rychlostńı prostor. Boltzmann̊uv operátor nav́ıc popisuje kolizi dvou
distribučńıch funkćı ovlivněnou intermolekulárńımi silami, což jej činńı komplikovaným.
Jednodušš́ı alternativou k Boltzmannovu kolizńımu operátoru je tzv. BGK kolizńı operátor,
který navrhli autoři Bhatnagar, Gross a Krook v roce 1954. Tento kolizńı operátor splňuje
výše uvedené podmı́nky a má tvar

Ω(f) = −1

τ
(f − f eq), (1.8.11)

kde f eq je rovnovážná distribučńı funkce a τ je relaxačńı čas. Detailněǰśı popis rovnovážné
distribučńı funkce je uveden v následuj́ıćım odstavci a popis relaxačńıho času je uveden
v odstavci 2.5.

1.8.3 Rovnovážná distribučńı funkce

Kolizi dvou distribučńıch funkćı si lze obecně představit jako srážku dvou sfér. Tyto sféry
se pohybuj́ı ve fázovém prostoru a vzájemně do sebe narážej́ı. Výsledný směr a rotace
vzájemně odražených sfér záviśı na směru, kterým se sféry pohybovaly před srážkou viz
obr. 4. Tato zjednodušená představa neplat́ı pouze pro srážku dvou sfér v podobě př́ımého
kontaktu viz obr. 4a a 4b, ale i pro sféry, které mezi sebou interaguj́ı např́ıklad elektro-
magnetickou silou viz obr. 4c.
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Obr. 4: Znázorněńı typ̊u srážek sfér

Prostřednictv́ım vzájemných srážek sfér docháźı k termodynamickým změnám stavu
tekutiny z nerovnovážného stavu do rovnovážného stavu. Aniž bychom uvažovali směry
pohybu a rotace jednotlivých sfér nebo intermolekulárńı śıly, lze tento jev generalizovat
pomoćı určitých statistických aproximaćı. Uved’me si př́ıklad pro plyn. Jestliže je plyn
deľśı dobu v klidu, lze předpokládat, že termodynamický stav tohoto plynu odpov́ıdá rov-
novážnému stavu, tzn. distribučńı funkce f v libovolném mı́stě plynu je přibližně rovna
rovnovážné distribučńı funkci f eq. Tento stav je charakterizován tzv. Maxwellovou - Bol-
tzmannovou distribučńı funkćı pro plyny, která má tvar [14]

f eq =
ρ

(2πRT )
D+K

2

· e
−(ξ−u)2

2RT , (1.8.12)

kde ρ je hustota, T je termodynamická teplota, u je makroskopická rychlost a R je plynová
konstanta. Mocnitelé D a K označuj́ı počet stupň̊u volnosti v translačńım a rotačńım
směru, přičemž v úvodńım odstavci kinetické teorie plyn̊u 1.8. jsou předpokládány pouze
translačńı stupně volnosti, tzn. K = 0. Maxwellova - Boltzmannova distribučńı funkce je
tedy ve tvaru

f eq =
ρ

(2πRT )
D
2

· e
−(ξ−u)2

2RT . (1.8.13)

Pro rovnovážné distribučńı funkce muśı platit stejné momenty jako pro obyčejné dis-
tribučńı funkce

ρ(r, t) =

∫
f eq(r, ξ, t)d3ξ, (1.8.14)

ρ(r, t)u(r, t) =

∫
ξf eq(r, ξ, t)d3ξ, (1.8.15)

ρ(r, t)E(r, t) =
1

2

∫
|ξ|2f eq(r, ξ, t)d3ξ, (1.8.16)

ρ(r, t)e(r, t) =
1

2

∫
|v(r, t)|2f eq(r, ξ, t)d3ξ. (1.8.17)
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2 Lattice Boltzmannova metoda

V následuj́ıćıch odstavćıch je popsán zp̊usob, jakým lze odvodit ř́ıd́ıćı rovnici lattice Bolt-
zmannovy metody pomoćı diskretizace v čase a ve fázovém prostoru. Odvozeńı ř́ıd́ıćı LBM
rovnice je v této práci založeno na publikaci autor̊u He a Luo [15]. Ačkoli p̊uvodńı LBM
vznikla z metody buněčných automat̊u, autoři He a Luo představili zp̊usob diskretizace
vycházej́ıćı ze spojité Boltzmannovy rovnice (1.8.7).

V tomto odstavci je nejprve uvedena zjednodušená spojitá Boltzmannova rovnice,
pro kterou je následně v odstavci 2.1 provedena diskretizace v čase. Následuje odvozeńı
aproximace rovnovážné distribučńı funkce. Jelikož jsou v této práci numericky řešeny
př́ıpady prouděńı pomoćı LBM ve 2D, je v odstavci 2.3 provedena diskretizace pro př́ıpad
D2Q9 fázového prostoru. Význam termı́nu D2Q9 je objasněn ve stejném odstavci jako
diskretizace ve fázovém prostoru.

Nyńı uvažujme spojitou Boltzmannovu rovnici (1.8.7) s BGK kolizńım operátorem,
u které je zanedbán vliv vněǰśı śıly F. V př́ıpadě časové diskretizace se omezme pouze
na závislou proměnnou t. Zaved’me proto zjednodušuj́ıćı označeńı distribučńıch funkćı
f(r, ξ, t) = f(t) a f(r + ξδt, ξ, t + δt) = f(t + δt), které jsou použity v následuj́ıćım
odstavci. Funkćı g(t) označme rovnovážnou distribučńı funkci f eq(r, t). Upravená spojitá
Boltzmannova rovnice má tvar

∂f(t)

∂t
+ ξ∇f(t) = −1

τ
(f(t)− g(t)), (2.0.1)

kde ∇ = ∂
∂r

a τ je relaxačńı čas. Takto přeznačenou rovnici lze diskretizovat v čase
následuj́ıćım postupem.

2.1 Diskretizace v čase

Rovnici (2.0.1) lze upravit na nehomogenńı obyčejnou diferenciálńı rovnici (ODE) prvńıho
řádu

Df(t)

Dt
+

1

τ
f(t) =

1

τ
g(t), (2.1.1)

kde člen
D

Dt
=

∂

∂t
+ ξ∇ (2.1.2)

je časová derivace podél charakteristiky mikroskopické rychlosti ξ. Použit́ım standardńıho
postupu při řešeńı nehomogenńıch ODE, např. metodou variace konstant, lze źıskat řešeńı
rovnice (2.1.1) ve tvaru

f(t+ δt) = f(t)e−
δt
τ +

1

τ
e−

δt
τ

∫ δt

0

e
t′
τ g(t+ t′)dt′. (2.1.3)

Předpokládáme-li velmi malý časový krok δt a dostatečně hladkou funkci g, pak pro čas
0 ≤ t′ ≤ δt lze funkci g(t+ t′) lineárně interpolovat funkćı

g(t+ t′) = (1− t′

δt
)g(t) +

t′

δt
g(t+ δt) +O(δt2), (2.1.4)
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kterou lze použ́ıt k nalezeńı řešeńı komplementárńıho integrálu v rovnici (2.1.3). Dosa-
zeńım funkce g(t+ t′) do členu s komplementárńım integrálem v rovnici (2.1.3) źıskáme

1
τ
e−

δt
τ

∫ δt
0
e
t′
τ g(t+ t′)dt′ =

= 1
τ
e−

δt
τ

∫ δt
0
e
t′
τ (1− t′

δt
)g(t) + t′

δt
g(t+ δt)dt′ =

= 1
τ
e−

δt
τ

[
e−

t′
τ τg(t)− e− t

′
τ

1
τ
t′−1
1

(τ)2

g(t)
δt

+ e−
t′
τ

1
τ
t′−1
1

(τ)2

g(t+δt)
δt

]δt
0

=

= 1
τ
e−

δt
τ g(t)

[
τe

δt
τ − (τ − (τ)2

δt
)e

δt
τ − τ − (τ)2

δt−t

]
+ g(t+ δt)

[
(τ − (τ)2

δt
)e

δt
τ + (τ)2

δt−t

]
=

= g(t)− e− δtτ g(t) +
[
1 + τ

δt
(e−

δt
τ − 1)

]
(g(t+ δt)− g(t)).

(2.1.5)
Tento upravený člen s komplementárńım integrálem dosad’me zpět do rovnice (2.1.3)

f(t+ δt)−f(t) =
(
e−

δt
τ − 1

)
(f(t)−g(t))+

(
1 +

τ

δt
(e−

δt
τ − 1)

)
(g(t+ δt)−g(t)). (2.1.6)

Pro konečnou úpravu je potřeba rozvinout člen e−
δt
τ do Taylorovy řady v okoĺı δt

e−
δt
τ = e−

0+δt
τ = 1 + δt

(
1

τ
e0

)
+O(δt2) ≈ 1− δt

τ
, (2.1.7)

který dosad́ıme do rovnice (2.1.6)

f(t+ δt)− f(t) =

(
1− δt

τ
− 1

)
(f(t)− g(t)) +

(
1 +

τ

δt

(
1− δt

τ
− 1

))
(g(t+ δt)− g(t)).

(2.1.8)
Konečný tvar časově diskretizované Boltzmannovy rovnice má tvar

f(t+ δt)− f(t) = −δt
τ

(f(t)− g(t)), (2.1.9)

kde člen δt
τ

je bezrozměrný relaxačńı čas. Ačkoli je g označena jako funkce závislá na
čase, jej́ı hodnota záviśı převážně na hydrodynamických veličinách viz odstavec 1.8.3.
V následuj́ıćım odstavci je odvozena distribučńı funkce g resp. f eq.

2.2 Aproximace rovnovážné distribučńı funkce

V LBM je použita Maxwellova - Boltzmannova rovnovážná distribučńı funkce, která je
popsána v odstavci 1.8.3. Předpokládáme-li prostor dimenze D (s D translačńımi stupni
volnosti), Maxwellovu - Boltzmannovu funkci (1.8.13) lze napsat ve tvaru

f eq = g(u) =
ρ

(2πRT )
D
2

e
−(ξ−u)2

2RT . (2.2.1)

Tuto funkci lze pro rychlost u rozepsat do Taylorovy řady, jej́ıž aproximace je dostatečně
přesná pro malé rychlosti (Ma < 0.3). Úpravou kvadratické formy v exponentu e a jej́ım
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rozš́ı̌reńım v Taylorovu řadu źıskáme

g(0 + u) =
ρ

(2πRT )
D
2

e−
ξ2

2RT
+ ξu
RT
− u2

2RT = βe
ξu
RT
− u2

2RT =

= g(0) + ug′(0) +
u2

2
g′′(0) +O(u3) =

= β

(
1 + u

[
β

1

RT
e

ξu
RT
− u2

2RT (ξ − u)

]
+

+
u2

2
β

[
1

(RT )2
e

ξu
RT
− u2

2RT (ξ − u)2 +
1

RT
(−1)

])
+O(u3) =

= β

(
1 +

ξu

RT
+

(ξu)2

2(RT )2
− u2

2RT

)
,

(2.2.2)

kde konstantou β = ρ

(2πRT )
D
2
e
−ξ2

2RT je označen člen před závorkou pro lepš́ı přehlednost.

Výsledná aproximace rovnovážné distribučńı funkce má tvar

f eq = β

(
1 +

ξu

RT
+

(ξu)2

2(RT )2
− u2

2RT

)
. (2.2.3)

Tato distribučńı funkce popisuje rovnovážný stav s přesnost́ı O(u2). V př́ıpadě potřeby
větš́ı přesnosti rychlosti, lze rovnovážnou distribučńı funkci analogicky odvodit podle
předchoźıho postupu. Takto definovaná rovnovážná distribučńı funkce společně s rov-
nićı (2.1.9) zat́ım neńı diskretizována ve fázovém prostoru. Zp̊usob jejich diskretizace je
uveden v následuj́ıćım odstavci.

2.3 Diskretizace ve fázovém prostoru

Boltzmannova rovnice (1.8.7) popisuje pohyb molekul s mikroskopickou rychlost́ı ξ v ne-
konečném počtu směr̊u fázového prostoru. Aby bylo možné implementovat lattice Bolt-
zmannovu metodu, je potřeba diskretizovat fázový prostor. Pro př́ıpady rovinného prouděńı
tekutin se nejčastěji použ́ıvá diskretizace s označeńım D2Q9, kde D2 označuje dimenzi
prostoru a Q9 počet rychlostńıch směr̊u, podél kterých se mohou distribučńı funkce po-
hybovat. Pro př́ıpad prostorového prouděńı se často použ́ıvá diskretizace D3Q27, avšak
v této práci nebude tato diskretizace hlouběji popsána z d̊uvodu řešeńı rovinných př́ıpad̊u
prouděńı.

Při diskretizaci je potřeba zajistit dva předpoklady. Prvńım předpokladem je shoda di-
menze a počtu rychlostńıch směr̊u odvozeného diskretizovaného fázového prostoru se zvo-
leným prostorem D2Q9. Daľśım předpokladem je nezávislost výsledných hodnot makro-
skopických veličin (1.8.2) až (1.8.5) na úhlu natočeńı zvoleného prostoru D2Q9.

Momenty rovnovážných distribučńıch funkćı (1.8.15) až (1.8.16) ve 2D lze alternativně
zapsat ve tvaru

I =

∫
ψ(ξ)f eqdξ. (2.3.1)

Integrály hydrodynamických moment̊u (1.8.15) až (1.8.16) jsou tedy ekvivalentńı k řešeńı
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integrálu

I =

∫
ψ(ξ)f eqdξ =

ρ

(2πRT )
D
2

∫
ψ(ξ)e

−(ξ)2

2RT

(
1 +

ξu

RT
+

(ξu)2

2(RT )2
− u2

2RT

)
dξ, (2.3.2)

kde ψ je funkce obsahuj́ıćı složky mikroskopické rychlosti ξ

ψ(ξ) = ξmx ξ
n
y . (2.3.3)

Složky ξmx , ξ
n
y je nutné označit indexy m a n, aby nedocházelo ke koliźım označeńı s mik-

roskopickou rychlost́ı ξ v závorce rovnice (2.3.2). Rovnici (2.3.2) lze jednoduchými alge-
braickými úpravami přepsat do tvaru

I =
ρ

(2πRT )
D
2

∫
ψ(ξ)e

−(ξ)2

2RT

(
1 +

ξu

RT
+

(ξu)2

2(RT )2
− u2

2RT

)
dξ =

=
ρ

π
(
√

2RT )−2

∫
ξmx ξ

n
y e

−(ξ)2

(
√
2RT )2

(
1− ξu

RT
+

(ξu)2

2(RT )2
+

u2

2RT

)
dξ =

=
ρ

π
(
√

2RT )−2

(∫
ξmx ξ

n
y e
−(ξ2x+ξ

2
y)

(
√
2RT )2 dξ−

−
∫
ξmx ξ

n
y e
−(ξ2x+ξ

2
y)

(
√
2RT )2

(
u2
x + u2

y

2RT

)
dξ+

+

∫
ξmx ξ

n
y e
−(ξ2x+ξ

2
y)

(
√
2RT )2

(
2(ξxux + ξyuy)

2RT

)
dξ+

+

∫
ξmx ξ

n
y e
−(ξ2x+ξ

2
y)

(
√
2RT )2

(
2(ξ2

xu
2
x + 2ξxuxξyuy + ξ2

yu
2
y)

(
√

2RT )4

)
dξ

)
.

(2.3.4)

Následuj́ıćı algebraickou úpravu je nutno provést pro všechny čtyři integrály v rovnici
(2.3.4), avšak pro identické provedeńı a složitost je znázorněna pouze pro prvńı integrál

ρ

π
(
√

2RT )−2

∫
ξmx ξ

n
y e
−(ξ2x+ξ

2
y)

(
√

2RT )2 dξ =

=
ρ

π
(
√

2RT )−2

(∫ ∫
e
−(ξ2x)

(
√

2RT )2 ξmx e
−(ξ2y)

(
√

2RT )2 ξny dξxdξy

)
=

=
ρ

π
(
√

2RT )−2

(∫
e
−(ξ2x)

(
√
2RT )2 ξmx dξx

∫
e
−(ξ2y)

(
√

2RT )2 ξny dξy

)
=

=
ρ

π
(
√

2RT )−2

(
(
√

2RT )m
∫
e
−(ξ2x)

(
√
2RT )2

(
ξx√
2RT

)m
d

ξx√
2RT

(
√

2RT )n
∫
e
−(ξ2y)

(
√
2RT )2

(
ξy√
2RT

)n
d

ξy√
2RT

)
=

(2.3.5)
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=
ρ

π
(
√

2RT )m+n−2

(∫
e
−(ξ2x)

(
√
2RT )2

(
ξx√
2RT

)m
d

ξx√
2RT∫

e
−(ξ2y)

(
√
2RT )2

(
ξy√
2RT

)n
d

ξy√
2RT

)
=

=
ρ

π
(
√

2RT )m+n−2

(∫
e−ζ

2
xζmx dζx

∫
e−ζ

2
yζny dζy

)
=

=
ρ

π
(
√

2RT )m+n−2Imx I
n
y .

(2.3.6)

V této rovnici je člen Imi označen jako moment m-tého řádu funkce e−ζ
2
. Pomoćı těchto

moment̊u lze rovnici (2.3.4) upravit do tvaru

I =
ρ

π
(
√

2RT )m+n+2

((
1− u

2RT

)
Imx I

n
y +

+
2(uxI

m+1
x Iny + uyI

m
x I

n+1
y )

√
2RT

+

+
u2
xI

m+2
x Iny + 2uxuyI

m+1
x In+1

y + u2
yI

m
x I

n+2
y

RT

)
.

(2.3.7)

Rozhoduj́ıćım krokem diskretizace fázového prostoru je správná volba Gaussovy kva-
draturńı formule, jej́ıž pomoćı lze numericky integrovat momenty Imi . Obecný předpis
Gaussovy kvadraturńı formule má tvar∫

W (x)f(x)dx ≈
N∑
j=1

wjf(xj), (2.3.8)

kde W (x) je váhová funkce (v tomto př́ıpadě e−ζ
2
) a f(x) je hladký polynom závislý na

x (v tomto př́ıpadě f(ζx) = ζmx ). Integrál součinu těchto dvou funkćı lze aproximovat
sumou ze součin̊u funkčńıch hodnot f(xj) v bodě xj a váhových koeficient̊u wj. Celkově
se v rovnici (2.3.8) vyskytuje N integračńıch bod̊u xj a váhových koeficient̊u. Pro funkci
e−ζ

2
lze použ́ıt aproximaci tzv. Gauss - Hermitovou kvadraturńı formuĺı, jej́ıž použit́ı

dosahuje vysoké přesnosti pro všechny polynomy do řádu (2N − 1) za podmı́nky zvoleńı
N integračńıch bod̊u. Počet těchto bod̊u se urč́ı podle řádu polynomu ψ, který v rovnici
(2.3.7) nabývá čtvrtého řádu. Proto je potřeba N = 3 integračńıch bod̊u pro přesnou
aproximaci Gaussovou - Hermitovou kvadraturńı formuĺı ve tvaru

Imi =
3∑
j=1

wj(ζj)
m. (2.3.9)

Pro takto zvolený počet integračńıch bod̊u lze v literatuře nalézt odpov́ıdaj́ıćı váhové
funkce a hodnoty integračńıch bod̊u

ζ1 = −
√

3

2
, ζ2 = 0, ζ3 = +

√
3

2
, (2.3.10)
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w1 =

√
π

6
, w2 =

2
√
π

3
, w3 =

√
π

6
. (2.3.11)

Dosazeńım vztahu (2.3.9) za př́ıslušné momenty v rovnici (2.3.7) źıskáme jednodušš́ı tvar

I =
ρ

π

3∑
i=1

3∑
j=1

wiwjψ(ζi,j)

(
1 +

ξu

RT
+

(ξu)2

2(RT )2
− u2

2RT

)
, (2.3.12)

kde ζi,j je vektor daný kvadraturńı formuĺı ζi,j = (
√

2RT )(ζi, ζj)
T . V rovnici (2.3.12) se

vykytuj́ı dvě sumy z nichž každá má index od 1 do 3. Existuje tedy 9 pravděpodobných
hodnot ζi,j a wiwj. Jelikož uvažujeme izotermický model, teplota T ztráćı na významu

a lze pro ni zavést konstantu c = ||
√

2RTζ1|| =
√

2RT
√

3/2 =
√

3RT . Porovnáme-li
rovnice (1.6.7) a (1.6.1), źıskáme vztah pro rychlost zvuku c2

s = RT = c2/3. Pro váhy
vydělené konstantou π plat́ı

w0 = w2w2 = 4/9,

w1...4 = w1w2, w2w1, w3w2, w2w3 = 1/9,

w5...8 = w1w3, w3w1, w1w1, w3w3 = 1/36.

(2.3.13)

Obdobně jako váhové koeficienty lze odvodit diskretizované rychlostńı směry

e0 = ζ2,2 = (0, 0)T ,

e1...4 = ζ1,2, ζ2,1, ζ3,2, ζ2,3 = (±1, 0)T c, (0,±1)T c,

e5...8 = ζ1,3, ζ3,1, ζ1,1, ζ3,3 = (±1,±1)T c.

(2.3.14)

Obr. 5: Rychlostńı směry a př́ıslušné váhové koeficienty

Se znalost́ı váhových koeficient̊u a rychlostńıch směr̊u lze rovnici (2.3.12) zapsat ve
tvaru

I =
8∑

α=0

Wαψ(eα)f eqα , (2.3.15)
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kde Wα je roven Wα = 2πRTe
ξ2

2RT a pro rovnovážnou distribučńı funkci f eqα plat́ı

f eqα = wαρ

(
1 +

3eαu

c2
+

9(eαu)2

2c4
− 3u2

2c2

)
. (2.3.16)

Připomeňme znovu, že odvozené rychlostńı směry a hodnoty vah záviśı na volbě Gaus-
sovy - Hermitovy kvadraturńı formule a přesně definuj́ı rozložeńı rychlostńıch směr̊u
a vah v buňce pro D2Q9 př́ıpad. V práci [15] je provedena diskretizace fázového pro-
storu v př́ıpadě odlǐsných konfiguraćı jako např́ıklad D3Q27, D2Q6 nebo D2Q7 pro
trojúhelńıkovou buňku.

Hydrodynamické momenty jsou definovány obdobnými vztahy jako v předchoźıch od-
stavćıch s rozd́ılem v nahrazeńı integrál̊u sumami

ρ =
∑
α

fα, (2.3.17)

ρu =
∑
α

eαfα, (2.3.18)

ρε =
1

2

∑
α

(eα − u)2fα. (2.3.19)

Tyto vztahy jsou zde uvedené pro distribučńı funkce fα, avšak z odstavce 1.8.3 je zřejmé,
že plat́ı i pro g = f eqα .

Výsledná diskretizovaná ř́ıd́ıćı rovnice lattice Boltzmannovy metody s BGK kolizńım
operátorem má tvar

fα(r + eαδt, t+ δt) = fα(r, t)− δt

τ
(fα(r, t)− f eqα (r, t)). (2.3.20)

Zaměřme se na význam pravé a levé strany rovnice (2.3.20) a na závislé proměnné dis-
tribučńıch funkćı. Pravá strana symbolizuje proces kolize v mı́stě r a v časové hladině
t, kdežto levá strana symbolizuje proces přenosu distribučńıch funkćı z mı́sta r do mı́sta
r + eαδt v časové hladině t + δt. Tyto procesy lze realizovat odděleně a na jejich pořad́ı
nezálež́ı.

2.4 Chapmannovo - Enskogovo rozš́ı̌reńı

V předchoźım odstavci je odvozen tvar diskretizované lattice Boltzmannovy rovnice, pro
ńıž je v tomto odstavci dokázána vhodnost použit́ı pro numerické simulace. Pomoćı Cha-
pmannova - Enskogova rozš́ı̌reńı uvedeného v literatuře [22] lze z lattice Boltzmannovy
rovnice odvodit tvar NS rovnic společně se vztahem pro kinematickou viskozitu impli-
citně použ́ıvanou v LBM numerických simulaćıch. Aby byl obdržený tvar NS rovnic a ki-
nematické viskozity platný je třeba volit určité parametry takovým zp̊usobem, aby bylo
Machovo č́ıslo malé.

Pro všechny diskretizované modely včetně modelu D2Q9 plat́ı následuj́ıćı tenzorový
zápis

En =
8∑

α=0

wαeα,i1eα,i2 ...eα,inn , (2.4.1)
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kde i1, ..., in ∈ (1, 3) jsou indexy označuj́ıćı složky rychlostńıch směr̊u. Pro tenzory sudých
řád̊u lze psát

E0 =
8∑

α=0

wα = 1,

E2 =
8∑

α=0

wαeα,ieα,j =
c3

3
δij,

E4 =
8∑

α=0

wαeα,ieα,jeα,keα,l =
c4

9
(δijδkl + δikδjl + δilδjk),

E2n+1 = 0, n = 1, 2, 3...

(2.4.2)

kde indexy i, j, k, l ∈ (1, 3) jsou použity pro označeńı složek rychlostńıch směr̊u. Pro
jednodušš́ı značeńı jsou nadále psány sumy

∑8
α=0 jako

∑
α. podle rovnice (2.4.2) lze psát

následuj́ıćı momenty ∑
α

f eqα = ρ,∑
α

eα,if
eq
α = ρui,

∑
α

eα,ieα,jf
eq
α =

c2

3
ρδij + ρuiuj,

∑
α

eα,ieα,jeα,kf
eq
α =

c2

3
ρ(δijuk + δikuj + δjkui).

(2.4.3)

V pozděǰśı části tohoto odstavce je prokázána d̊uležitost těchto moment̊u pro odvozeńı
NS rovnic. Jestliže váhové koeficienty wα, rychlostńı směry eα a rovnovážné distribučńı
funkce f eqα splňuj́ı tyto momenty, pak lze odvodit tvar NS rovnic z lattice Boltzmannovy
rovnice. Nyńı přistupme k Champannovu - Eskongovu rozš́ı̌reńı.

Podle Taylorova rozvoje lze rovnici (2.3.20) zapsat ve tvaru

∞∑
n=1

δtn

n!
Dn
t fα(r, t) =

f eqα (r, t)− fα(r, t)

τ
, (2.4.4)

kde Dt = (∂t+eα∇). Distribučńı funkce lze podle Champmannova - Enskongova rozš́ı̌reńı
zapsat ve tvaru součtu

fα = f 0
α +

∞∑
n=1

fnα = f eqα +
∞∑
α

f eqα ,

∂t =
∞∑
n=0

∂tn .

(2.4.5)
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Členy v rovnici (2.4.4) lze postupně rozepsat podle řádu n následovně

δt(∂t0 + eα · ∇)f eqα =
−1

τ
f 1
α,

δt(∂t0 + eα · ∇)f 1
α + δt∂t1f

eq
α +

δt2

2
(∂t0 + eα · ∇)2f eqα =

−1

τ
f 2
α.

...

(2.4.6)

Abychom byli schopni sledovat jednotlivé distribučńı funkce fnα , zaved’me následuj́ıćı rov-
nosti ∑

α

fnα = 0, ∀n 6= 0∑
α

eα,if
n
α = 0. ∀n 6= 0

(2.4.7)

Použit́ım rovnic (2.4.3) a (2.4.7) v rovnićıch (2.4.6) a vypsáńım nultých řád̊u źıskáme

∂ρ

∂t0
+
∂(ρuj)

∂xj
= 0,

∂ρ

∂t1
= 0,

(2.4.8)

kde ∇ = ∂
∂xj

viz rovnice (1.5.6). Obdobně lze vypsat prvńı řády

∂ρui
∂t0

+
∂

∂xj
(
c2

3
ρδij + ρuiuj) = 0,

∂(ρui)

∂t1
+ (1− 1

2τ
)
∂

∂xj

∑
α

eα,ieα,jf
1
α = 0.

(2.4.9)

Použit́ım rovnic (2.4.3), (2.4.6), (2.4.8) a (2.4.9) lze źıskat∑
α

eα,ieα,jf
1
α = −τδt

∑
α

eα,ieα,j(∂t0 + eα · ∇)f eqα =

= −τδt

[
∂

∂t0
(
c2

3
ρδij + ρuiuj) +

∂

∂xk

∑
α

eα,ieα,jeα,kf
eq
α

]
=

= −τδt

[
−c2

3
δij

∂

∂xk
(ρuk) +

∂(ρuiuj)

∂t0
+

∂

∂xk

∑
α

eα,ieα,jeα,kf
eq
α

]
,

(2.4.10)

kde pro člen plat́ı

∂(ρuiuj)

∂t0
= ui

∂(ρuj)

∂t0
+ uj

∂(ρui)

∂t0
− uiuj

∂ρ

∂t0
=

= −ui
∂

∂xk
(
c2

3
ρδjk + ρujuk)− uj

∂

∂xk
(
c2

3
ρδik + ρuiuk) + uiuj

∂(ρuk))

∂xk
=

= −ui
c2

3

∂ρ

∂xj
− uj

c2

3

∂ρ

∂xi
− ui

∂(ρujuk)

∂xj
− uj

∂(ρuiuk)

∂xk
+ uiuj

∂(ρuk))

∂xk
=

= −ui
c2

3

∂ρ

∂xj
− uj

c2

3

∂ρ

∂xi
− ∂(ρuiujuk)

∂xk
,

(2.4.11)
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a pro člen

∂

∂xk

∑
α

eα,ieα,jeα,kf
eq
α =

∂

∂xk

[
c2

3
ρ(δijuk + δikuj + δjkui)

]
=

=
c2

3
δij
∂(ρuk)

∂xk
+
c2

3

∂ρ

∂xi
uj +

c2

3
ρ
∂uj
∂xi

+ +
c2

3

∂ρ

∂xj
ui +

c2

3
ρ
∂ui
∂xj

.

(2.4.12)

Zpětným dosazeńım rovnice (2.4.11) a (2.4.12) do (2.4.10) źıskáme∑
α

eα,ieα,jf
1
α = −τδt

[
c2

3
ρ(
∂uj
∂xi

+
∂ui
∂xj

)− ∂

∂xk
(ρuiujuk)

]
. (2.4.13)

Kombinaćı rovnic (2.4.8), (2.4.9), (2.4.13) a zavedeńım aproximace ∂t =
∑∞

n=0 ∂tn ≈
∂t0 + ∂t1 źıskáme

∂ρ

∂t
+
∂(ρuj)

∂xj
= 0,

∂(ρui)

∂t
+
∂(ρuiuj)

∂xj
= − ∂

∂xi
(
c2ρ

3
) +

∂

∂xj

[
(τ − 1

2
)δt(

c2

3
ρ(
∂uj
∂xi

+
∂ui
∂xj

)− ∂

∂xk
(ρuiujuk))

]
.

(2.4.14)

Porovnáńım rovnic (1.5.6) a přidružených vektor̊u konzervativńıch proměnných s rovni-
cemi (2.4.14) je mezi těmito rovnicemi patrná částečná analogie. Jestliže zvoĺıme hodnoty
δx, δt, τ takovým zp̊usobem, že velikost rychlosti |u| ≤ c√

3
, lze zanedbat člen− ∂

∂xk
(ρuiujuk).

Člen − ∂
∂xi

( c
2ρ
3

) je roven − ∂p
∂xi

skrze rovnost p = c2
sρ = c2

3
ρ a kinematická viskozita pro

nestlačitelnou kapalinu je rovna

ν =
(τ − 1

2
)δtc2

3
. (2.4.15)

T́ımto je źıskán tvar NS rovnic pro nestlačitelnou vazkou kapalinu, který je speciálńım
př́ıpadem nelineárńıho systému NS rovnic uvedených v odstavci 1.5

∂ρ

∂t
+
∂(ρuj)

∂xj
= 0,

∂(ui)

∂t
+
∂(uiuj)

∂xj
= −1

ρ

∂p

∂xi
+ ν

∂

∂xj
(
∂uj
∂xi

+
∂ui
∂xj

).

(2.4.16)

2.5 Kolizńı operátor

Obt́ıžnost řešeńı Boltzmannovy rovnice (1.8.7) je převážně dána složitost́ı kolizńıho operátoru,
jež stanovil Boltzmann. Jak už bylo zmı́něno tento operátor uvažuje všechny pravděpodobné
možnosti kolize mezi dvěma molekulami, což jej činńı obt́ıžně řešitelným. Autoři Higuera
a Jimenez [16] navrhli zjednodušený kolizńı operátor založený na linearizaci v okoĺı hod-
noty rovnovážné distribučńı funkce f eq za předpokladu malých rozd́ıl̊u mezi distribučńımi
funkcemi f a f eq. Linearizovaný kolizńı operátor má tvar

Ωj = Kji(f
eq
i − fi), (2.5.1)
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kde i, j = 0, ..., 8 pro D2Q9 př́ıpad a Kji je tzv. kolizńı matice. Na základě tohoto lineari-
zovaného kolizńıho operátoru byly jinými autory navrženy zp̊usoby, jakými lze realizovat
kolizi v lattice Boltzmannově metodě.

V následuj́ıćıch odstavćıch jsou popsány často použ́ıvané tvary kolizńı matice Kji.
Poznámka: mı́sto index̊u α vyskytuj́ıćıch se v rovnici (2.3.20), jsou od tohoto okamžiku
zavedeny indexy i a j.

2.5.1 SRT - single relaxation time

Nejjednodušš́ım kolizńım operátorem v LBM je tzv. BGK kolizńı operátor, který navrhli
Bhatnagar, Gross a Krook (BGK) [6]. V tomto př́ıpadě má kolizńı matice tvar Kji =
(δt/τ)δij, kde δij je Kroneckerova delta. Pro BGK nebo také SRT kolizńı operátor v již
diskretizovaném tvaru plat́ı

Ωi = −δt
τ

(fi − f eqi ). (2.5.2)

Tento operátor vyjadřuje odchylku distribučńı funkce od jej́ıho lokálńıho rovnovážného
stavu, tedy časová konstanta τ vyjadřuje čas, za který se hodnota f rovná f eq. Relaxace
všech distribučńıch funkćı fi záviśı pouze na jediném zvoleném relaxačńım čase. Podle
Champmanova - Enskogova rozš́ı̌reńı, které je popsáno v předchoźım odstavci existuje
vztah mezi t́ımto relaxačńım časem a kinematickou viskozitou

ν = c2
sδt(τ −

1

2
). (2.5.3)

Z této rovnice plyne pro SRT kolizńı operátor jisté omezeńı. Uvažujeme-li hodnotu δt = 1,
pak pro relaxačńı čas bĺızký hodnotě τ = 1/2 docháźı k numerickým nestabilitám, tud́ıž
simulace prouděńı pro vysoká Reynoldsova č́ısla selhávaj́ı. Tento nedostatek lze částečně
odstranit použit́ım jiné kolizńı matice popsané v následuj́ıćım odstavci.

2.5.2 MRT - multiple relaxation time

Alternativou k SRT kolizńımu operátoru je
”
multiple relaxation time“ (MRT) kolizńı

operátor. Tato modifikace kolizńı matice Kji byla vyvinuta z d̊uvodu nedostatku SRT
modelu v podobě numerické nestability pro τ → 1/2. Základńı myšlenkou MRT kolizńıho
operátoru je uskutečněńı procesu kolize v momentovém prostoru distribučńıch funkćı
namı́sto ve fázovém prostoru. Tento př́ıstup umožňuje flexibilněǰśı volbu relaxačńıch čas̊u
pro jednotlivé distribučńı funkce a t́ım dosažeńı větš́ı stability pro vyšš́ı Reynoldsova č́ısla
v porovnáńı s SRT operátorem.

Je známo, že SRT operátor je speciálńım př́ıpadem MRT kolizńıho operátoru za
předpokladu identické volby relaxačńıch čas̊u pro všechny distribučńı funkce. Tuto relaci
lze využ́ıt k odvozeńı MRT kolizńıho operátoru. Nejdř́ıve napǐsme lattice Boltzmannovu
rovnici s SRT kolizńım operátorem ve vektorovém zápisu [20]

f(r + eδt, t+ δt)− f(r, t) = −ω(f(r, t)− feq(r, t)), (2.5.4)

kde ω označuje relaxačńı čas (namı́sto δt/τ). Proces kolize se nikterak nezměńı vynásob́ıme-
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li tuto rovnici jednotkovou matićı I = M−1M

f(r + eδt, t+ δt)− f(r, t) = −M−1Mω(f(r, t)− feq(r, t))

= −M−1ω(Mf(r, t)−Mfeq(r, t))

= −M−1ωI(m(r, t)−meq(r, t))

= −M−1S(m(r, t)−meq(r, t)),

(2.5.5)

kde pro diagonálńı matici S plat́ı S = ωI = diag(ω, ..., ω) a pro distribučńı funkce m =
Mf. Zaměřme se detailněji na část S(m(r, t) −meq(r, t)) v rovnici (2.5.5). Proces kolize
je v této části ovlivněn pouze jediným relaxačńım časem ω. Výsledek je poté vynásoben
inverzńı matićı M−1. Tento krok reprezentuje transformaci z prostoru moment̊u zpět do
fázového prostoru. Jestliže je na diagonále matice S pouze jediný relaxačńı čas, pak je
MRT totožný s SRT. Jestliže se jednotlivé relaxačńı časy na diagonále lǐśı, zavád́ı se
označeńı relaxačńı matice

S =


S0 0 · · · 0
0 S1 · · · 0
...

...
. . . 0

0 0 · · · S8

 , (2.5.6)

kde jsou jednotlivé relaxačńı časy označeny Si, kde i = 0, ..., 8 pro D2Q9.
Nyńı se zaměřme na momenty m a jejich význam. Základńı myšlenkou je správné

přǐrazeńı hydrodynamických veličin (ρ a ρu) k moment̊um m a následné sestaveńı trans-
formačńı matice M. Např́ıklad nultému momentu se přǐrazuje hustota

m0 = ρ =
∑
i

fi. (2.5.7)

Plat́ı-li z předchoźıho odstavce rovnost m0 =
∑

i M0,ifi, dokážeme určit prvńı řádek
transformačńı matice jako M0,i = 1, kde i = 0, ..., 8.

Momentu m1 se přǐrazuje vektor hybnosti, který má v D2Q9 dvě složky. Pro složku
ve směru x lze psát

m1 = jx = ρux =
∑
i

fieix. (2.5.8)

Obdobný postup lze provést i pro druhý moment m2 = jy. Zbylé řádky transformačńı
matice je podstatně náročněǰśı určit. Častým postupem k určeńı zbylých řádk̊u trans-
formačńı matice je Gram - Schmidt̊uv ortogonalizačńı proces. Tento postup však neńı
v této práci detailněji popsán.

Výsledná kolizńı matice pro MRT kolizńı operátor má v indexovém zápisu tvar

Kji = M−1
jk SklMli, (2.5.9)
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kde transformačńı matice je ve tvaru

Mli =



1 1 1 1 1 1 1 1 1
−4 −1 −1 −1 −1 2 2 2 2
4 −2 −2 −2 −2 1 1 1 1
0 1 0 −1 0 1 −1 −1 1
0 −2 0 2 0 1 −1 −1 1
0 0 1 0 −1 1 1 −1 −1
0 0 −2 0 2 1 1 −1 −1
0 1 −1 1 −1 0 0 0 0
0 0 0 0 0 1 −1 1 −1


. (2.5.10)

Zp̊usoby volby jednotlivých relaxačńıch parametr̊u S0, ..., S8 diagonálńı matice Skl se
odlǐsuj́ı podle typu řešeného problému. Konkrétńı hodnoty relaxačńıch čas̊u jsou proto
uvedeny v kapitolách 3 a 4.

Stejně jako v př́ıpadě SRT kolizńıho operátoru, plat́ı podle Chapmannova - Enskogova
rozš́ı̌reńı vztahy mezi relaxačńımi časy a kinematickou a objemovou viskozitou. Pro kolizńı
matici MRT operátoru muśı platit S7 = S8 = τ a S1 = τe, kde

ν = c2
s(τ −

1

2
)δt, (2.5.11)

ζ =
1

2
c2
s(τe −

1

2
)δt, (2.5.12)

kde ζ je objemová viskozita. Hodnota zbylých relaxačńıch čas̊u nemá významný vliv na
přesnost nebo stabilitu numerické simulace, tud́ıž je libovolná.

2.6 Počátečńı a okrajové podmı́nky

Počátečńı a okrajové podmı́nky jsou d̊uležitou součást́ı numerické simulace a jejich imple-
mentace se lǐśı v závislosti na použité metodě. Jejich správná implementace je d̊uležitá pro
stabilńı a co nejv́ıce přesnou numerickou simulaci. V tomto odstavci je nejprve uvedeno
jakým zp̊usobem realizovat počátečńı podmı́nky pro efektivńı inicializaci algoritmu LBM
a následně jsou popsány pouze základńı okrajové podmı́nky, které se v LBM použ́ıvaj́ı.
Kritériem okrajových podmı́nek je předevš́ım správná simulace prouděńı v mı́stech inter-
akce tekutiny s pevnou stěnou nebo v mı́stech, kde tekutina např. vstupuje do výpočtové
oblasti. Některé typy numerických simulaćı jako např́ıklad modelováńı prouděńı s volnou
hladinou nebo prouděńı v mikrokanálu vyžaduj́ı speciálńı okrajové podmı́nky. Zp̊usob
jejich realizace je popsán v odstavćıch zahrnuj́ıćıch zmı́něné numerické simulace.

2.6.1 Počátečńı podmı́nky

Pro inicializaci LBM je nutné stanovit počátečńı podmı́nky hydrodynamických veličin.
V některý př́ıpadech může vlivem volby počátečńıch podmı́nek docházet k numerickým os-
cilaćım, které naruš́ı stabilitu celé numerické simulace. K eliminaci toho nežádoućıho jevu
je vhodné volit hodnoty počátečńıch podmı́nek co nejbĺıže hodnotám źıskaných následnou
numerickou simulaćı.

Pro názornost uvažujme numerickou simulaci prouděńı ve 2D vodorovném kanálu
s předepsanou hodnotou tlaku na vstupu a výstupu. Uvnitř kanálu lze očekávat lineárńı
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rozložeńı tlakového pole. Podle stejného trendu zvoĺıme tlakové pole v počátečńım čase,
tud́ıž můžeme psát

fi(r, t = 0) = f eqi (ρ0(r), u0), (2.6.1)

kde ρ0(r) je pole hodnot lineárńıho pr̊uběhu tlaku a u0 je rovno nule. Nelze-li takto
predikovat počátečńı podmı́nky, lze formálně zvolit hodnoty rychlostńıho pole u0(r) = 0
a tlakového pole ρ0(r) = 1.

2.6.2 Okrajové podmı́nky typu bounceback

Tato okrajová podmı́nka zajǐst’uje interakci simulované tekutiny s pevným nepropustným
povrchem. Principem této okrajové podmı́nky je odražeńı př́ıchoźıch distribučńıch funkćı
od pevné stěny do opačného směru, což má za d̊usledek nahrazeńı chyběj́ıćıch distribučńıch
funkćı v mı́stě okrajové podmı́nky viz obr. 6.

Obr. 6: Okrajová podmı́nka typu bounceback pro neznámé červeně označené distribučńı
funkce

Zp̊usob této implementace je nazýván bounceback. Jeho matematická formulace, např́ı-
klad pro distribučńı funkci f8, spoč́ıvá v rovnosti

f8 − f eq8 = f6 − f eq6 , (2.6.2)

kde rovnovážné distribučńı funkce lze rozepsat podle rovnice (2.3.16)

f8 −
1

36
ρ

(
1 +

3(e8u)

c2
+

9

2

(e8u)2

c4
− 3

2

u2

c2

)
= f6 −

1

36
ρ

(
1 +

3(e6u)

c2
+

9

2

(e6u)2

c4
− 3

2

u2

c2

)
.

(2.6.3)
Je-li prouděńı vazké, lze uvažovat nulovou rychlost u = 0 tekutiny v bĺızkosti pevné stěny.
Rovnice 2.6.3 se zjednoduš́ı

f8 = f6. (2.6.4)

Analogický postup lze provést pro zbylé distribučńı funkce f1, f5.

2.6.3 Okrajové podmı́nky periodicity

Mezi nejjednodušš́ı okrajové podmı́nky pro oblast vstupu nebo výstupu výpočtové oblasti
patř́ı periodická okrajová podmı́nka. Tato okrajová podmı́nka simuluje prouděńı tekutiny
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v nekonečně dlouhé výpočtové oblasti (např. v nekonečně dlouhém kanálu). Princip této
podmı́nky je zajǐstěn distribučńımi funkcemi opouštěj́ıćımi výpočtovou oblast, které jsou
zároveň distribučńımi funkcemi vstupuj́ıćımi do výpočtové oblasti.

Uvažujme výpočtovou śıt’ tvořenou Nx uzly v horizontálńım směru a Ny uzly ve ver-
tikálńım směru viz obr. 7. Periodické okrajové podmı́nky jsou situovány v mı́stech [y; 1]
(vstup) a [y;Nx] (výstup), kde y ∈ (1;Ny). Pak pro distribučńı funkce v těchto mı́stech
plat́ı

fi((y + eiy, 1), t+ δt) = fi((y,Nx), t), eix > 0 (2.6.5)

fi((y + eiy, Nx), t+ δt) = fi((y, 1), t), eix < 0 (2.6.6)

kde eix,eiy jsou složky i-tého rychlostńıho směru.

Obr. 7: Okrajové podmı́nky periodicity

2.6.4 Okrajové podmı́nky typu tlak nebo rychlost

V CFD numerických simulaćıch se často použ́ıvaj́ı rychlostńı nebo tlakové okrajové podmı́n-
ky z d̊uvodu snadného měřeńı těchto veličin na skutečném fyzikálńım problému. Autoři
Zou a He [35] publikovali zp̊usob jejich odvozeńı v závislosti na tom, jaká veličina je v ob-
lasti zmı́něných okrajových podmı́nek známa. V tomto odstavci je popsán zp̊usob jakým
lze tyto okrajové podmı́nky odvodit.
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Obr. 8: Červeně - neznámé distribučńı funkce, černě - známé distribučńı funkce

Zaměřme se na výstup oblasti tzn. mı́sto, kde proud́ıćı tekutina opoušt́ı výpočtovou
oblast. Jedna z neznámých distribučńıch funkćı je f3, kterou lze odvodit obdobným
zp̊usobem, jako v př́ıpadě okrajové podmı́nky typu bounceback. Lze tedy psát

f3 − f eq3 = f1 − f eq1 . (2.6.7)

Pro rovnovážné funkce f eq3 , f
eq
1 plat́ı rovnice (2.3.16)

f3 −
1

9
ρ

(
1 + 3

(e3u)

c2
+

9

2

(e3u)2

c4
− 3

2

u2

c2

)
= f1 −

1

9
ρ

(
1 + 3

(e1u)

c2
+

9

2

(e1u)2

c4
− 3

2

u2

c2

)
.

(2.6.8)
Dále rozepǐsme rychlostńı směry a vektory rychlost́ı

f3 −
1

9
ρ

3

−ux︷ ︸︸ ︷
(−1, 0)(ux, uy)

c2
+

9

2

−ux︷ ︸︸ ︷
[(−1, 0)(ux, uy)]

2

c4

 =

= f1 −
1

9
ρ

3

ux︷ ︸︸ ︷
(1, 0)(ux, uy)

c2
+

9

2

ux︷ ︸︸ ︷
[(1, 0)(ux, uy)]

2

c4

 ,

(2.6.9)

kde se odečte člen 9
2
u2x
c4

. T́ım se rovnice zjednoduš́ı na

f3 +
1

3

ρux
c2

= f1 −
1

3

ρux
c2
, (2.6.10)

ze které vyjádř́ıme hledanou funkci

f3 = f1 −
2ρux
3c2

. (2.6.11)

Nyńı vyjádřeme distribučńı funkce f7 a f6. Tyto distribučńı funkce se odvozuj́ı odlǐsným
zp̊usobem než f3. K odvozeńı použijeme vztah pro makroskopickou rychlost

8∑
i=0

fiei = ρu⇒ f0e0 +f1e1 +f2e2 +f3e3 +f4e4 +f5e5 +f6e6 +f7e7 +f8e8 =
ρu

c
. (2.6.12)

30



Tuto rovnici lze rozepsat do složek x a y. Nejprve však uvažujme ustálené laminárńı
prouděńı jehož rychlost ve složce y je nulová. Pak lze rovnici (2.6.12) rozepsat

f0e0x + f1e1x + f2e2x + f3e3x + f4e4x + f5e5x + f6e6x + f7e7x + f8e8x =
ρux
c
. (2.6.13)

Tato rovnost lze ještě zjednodušit dosazeńım za složky směrových vektor̊u následuj́ıćım
zp̊usobem

f0

0︷︸︸︷
e0x +f1

1︷︸︸︷
e1x +f2

0︷︸︸︷
e2x +f3

−1︷︸︸︷
e3x +f4

0︷︸︸︷
e4x +f5

1︷︸︸︷
e5x +f6

−1︷︸︸︷
e6x +f7

−1︷︸︸︷
e7x +f8

1︷︸︸︷
e8x =

ρux
c
.

(2.6.14)
Z rovnice tedy z̊ustanou jen některé členy

f1 − f3 + f5 − f6 − f7 + f8 =
ρux
c
. (2.6.15)

Účelně přesuneme hledané distribučńı funkce f7 a f6 na levou stranu rovnice a źıskáme
jednu z kĺıčových rovnic pro jejich odvozeńı

f6 + f7 = f1 + f5 + f8 − f3 −
ρux
c
. (2.6.16)

Distribučńı funkce f3 je již známa, a proto ji lze použ́ıt k daľśı úpravě

f6 + f7 = f1 + f5 + f8 − f1 +
2ρux
3c2
− ρux

c
, (2.6.17)

která se ještě zjednoduš́ı na

f6 + f7 = f5 + f8 +
2ρux
3c2
− ρux

c
. (2.6.18)

Źıskali jsme jednu rovnici pro dvě neznámé distribučńı funkce f6 a f7. Druhá rovnice
také vycháźı z rovnice (2.6.12), ale ve smyslu složky y. Jestliže ji d̊ukladně rozeṕı̌seme
a uvažujeme laminárńı prouděńı uy = 0, rovnice se zjednoduš́ı

f0

0︷︸︸︷
e0y +f1

0︷︸︸︷
ey1 +f2

1︷︸︸︷
e2y +f3

0︷︸︸︷
e3y +f4

−1︷︸︸︷
e4y +f5

1︷︸︸︷
e5y +f6

1︷︸︸︷
e6y +f7

−1︷︸︸︷
e7y +f8

−1︷︸︸︷
e8y =

ρ

0︷︸︸︷
uy
c

,

⇒ f6 + f2 + f5 = f7 + f4 + f8. (2.6.19)

V této rovnici se vyskytuj́ı hledané distribučńı funkce, a proto jednu z nich vyjádř́ıme

f6 = f7 + f4 + f8 − f2 − f5, (2.6.20)

dosad́ıme do rovnice (2.6.18)

f7 + f4 + f8 − f2 − f5 + f7 = f5 + f8 +
2ρux
3c2
− ρux

c
, (2.6.21)

a následnými algebraickými úpravami źıskáme vztah pro hledanou distribučńı funkci f7

f7 = f5 +
(f2 − f4)

2
+
ρux
3c2
− ρux

2c
. (2.6.22)
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Ze znalosti distribučńı funkce f7 již neńı obt́ıžné odvodit vztah pro posledńı hledanou
distribučńı funkci f6 dosazeńım (2.6.22) do vztahu (2.6.18)

f6 + f5 +
(f2 − f4)

2
+
ρux
3c2
− ρux

2c
= f5 + f8 +

2ρux
3c2
− ρux

c
, (2.6.23)

a následnými algebraickými úpravami ji vyjádřit

f6 = f8 −
(f2 − f4)

2
− ρux

3c2
. (2.6.24)

T́ımto jsou určeny hledané distribučńı funkce f3, f7 a f6. Avšak v odvozených rovnićıch
pro tyto funkce figuruj́ı neznámé veličiny ρ a ux, které jsou vzájemně závislé.

Uvažujme předepsanou hodnotu tlaku a t́ım skrze rovnici (1.6.7) hustotu ρ. Pro hus-
totu podle rovnice (2.3.17) plat́ı

f0 + f1 + f2 + f3 + f4 + f5 + f6 + f7 + f8 = ρ. (2.6.25)

Dále využijme již odvozenou rovnici (2.6.15)

f1 − f3 + f5 − f6 − f7 + f8 =
ρux
c
. (2.6.26)

Sečteńım těchto rovnic źıskáme

2f1 + f2 + f4 + 2f5 + 2f8 + f0 = ρ
(

1 +
ux
c

)
, (2.6.27)

a následnými algebraickými úpravami rovnici

f2 + f4 + f0 + 2(f1 + f5 + f8) = ρ
(

1 +
ux
c

)
, (2.6.28)

z ńıž lze vyjádřit neznámou rychlost pro předepsanou hodnotu tlaku resp. hustoty jako

ux = −c+ c
(f2 + f4 + f0 + 2(f1 + f5 + f8))

ρ
. (2.6.29)

Jestliže je v oblasti této okrajové podmı́nky předepsána hodnota rychlosti je uvedený
postup totožný, avšak z rovnice (2.6.28) je vyjádřena neznámá hustota

ρ =
f2 + f4 + f0 + 2(f1 + f5 + f8)

1 + ux
c

. (2.6.30)

2.7 Podobnostńı modelováńı

Lattice Boltzmannovu metodu lze efektivně aplikovat na reálné problémy, avšak muśı
být přesně definovány relace mezi jednotkami reálného a numerického problému. Jelikož
simulace nějakého reálného problému ve fyzikálńıch jednotkách může vyžadovat obrovské
množstv́ı výpočetńı paměti, zavád́ı se pro lattice Boltzmannovu metodu vlastńı jednotky.
Toto vyžaduje transformaci veličin fyzikálńıho prostoru do LBM prostoru.

Lattice Boltzmannova metoda vyžaduje nejen správnou transformaci veličin, ale také
volbu parametr̊u pro dostatečně přesnou a stabilńı numerickou simulaci.
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V tomto odstavci je popsán jeden z mnoha zp̊usob̊u, jakým lze transformovat veličiny
z fyzikálńıho do LBM prostoru. Definujme tzv. konverzńı faktor CQ, který si lze představit
jako konstantńı převod obecné veličiny Q mezi fyzikálńım a LBM prostorem. Pro převod
obecné veličiny Q plat́ı [19]

QR︸︷︷︸
fyzikálńı veličina

= Q︸︷︷︸
LBM veličina

. CQ︸︷︷︸
konverzńı faktor

, (2.7.1)

kde veličina s indexem R označuje veličinu ve fyzikálńım prostoru a bez indexu veličinu
v LBM prostoru. K určeńı konverzńıch faktor̊u se využ́ıvá znalosti změřených nebo přede-
psaných fyzikálńıch veličin modelovaného problému, ale i volby některých veličin. Předpo-
kládejme znalost charakteristického rozměru modelovaného problému HR. Výpočtová ob-
last modelovaného problému je diskretizována výpočtovou mř́ıž́ı a počet uzl̊u podél cha-
rakteristického rozměru (např. výšky kanálu) je roven charakteristickému rozměru H. Pro
rozměr plat́ı vztah

HR = HCH ⇒ CH =
HR

H
, (2.7.2)

kde CH je hledaný konverzńı faktor. Nadále předpokládejme znalost hustoty tekutiny ρR
ve fyzikálńıch jednotkách, přičemž hustotu v lattice Boltzmannových jednotkách ρ zvoĺıme
rovnu jedné. Pro konverzńı faktor hustoty plat́ı

ρR = 1 · Cρ ⇒ Cρ = ρR. (2.7.3)

V rovnićıch předchoźıch odstavc̊u často figuruje konstanta c = δx
δt

, kterou lze vhodnou
volbou δx a δt odstranit. Zvoĺıme-li délkový krok δx = 1 a časový krok δt = 1 rovnice se
výrazně zjednoduš́ı. Pro př́ıslušné konverzńı faktory pak ale plat́ı

δxR =

1︷︸︸︷
δx CH ⇒ δxR = CH , (2.7.4)

δtR =

1︷︸︸︷
δt Ct ⇒ δtR = Ct, (2.7.5)

kde konverzńı faktor pro rozměr CH je známý, ale konverzńı faktor pro čas Ct neńı. K jeho
určeńı je potřeba určit konverzńı faktor kinematické viskozity. Efektivńım zp̊usobem jak
tento konverzńı faktor určit je využit́ı podobnosti Reynoldsova č́ısla, jehož hodnota je
stejná jak ve fyzikálńıch jednotkách, tak i v lattice Boltzmannových jednotkách. Pro
Reynoldsovo č́ıslo plat́ı

(Re)R = Re⇒ uRHR

νR
=
uH

ν
. (2.7.6)

Tento vztah algebraicky uprav́ıme, aby sobě odpov́ıdaj́ıćı veličiny byly ve zlomku vždy
nad sebou

Cν︷︸︸︷
νR
ν

=

Cu︷︸︸︷
uR
u

CH︷︸︸︷
HR

H
⇒ Cν = CuCH , (2.7.7)

kde Cν je hledaný konverzńı faktor pro kinematickou viskozitu. V následuj́ıćım kroku,
k určeńı konverzńıho faktoru Ct, použijme rovnici (2.5.3), kde δt je rovno jedné a c2

s =
c2/3 = 1/3 čili

ν = (
2τ − 1

6
). (2.7.8)
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Pro transformaci kinematické viskozity plat́ı

νR = νCν = (
2τ − 1

6
)CuCH , (2.7.9)

kde Cu je konverzńı faktor pro rychlost. V rovnićıch (2.7.4) a (2.7.5) byly odvozeny hod-
noty konverzńıch faktor̊u pro délkový a časový krok. Pomoćı těchto konverzńıch faktor̊u
lze definovat konverzńı faktor pro rychlost jako

Cu =
CH
Ct

, (2.7.10)

který je použit v rovnici (2.7.9). Tato rovnice má poté tvar

νR = (
2τ − 1

6
)
C2
H

Ct
, (2.7.11)

ze které lze vyjádřit hledaný konverzńı faktor pro čas

Ct =
2τ − 1

6

C2
H

νR
, (2.7.12)

kde τ je zvolený relaxačńı čas z intervalu (0.5; 2〉. T́ımto zp̊usobem jsou definovány
základńı konverzńı faktory. V některých př́ıpadech je potřeba zvolit jiný postup určeńı
konverzńıch faktor̊u např́ıklad v př́ıpadě p̊usobeńı gravitačńı śıly na tekutinu. Pro úplný
přehled výše popsaného postupu jsou konverzńı faktory veličin znázorněny v tabulce 1.

veličina transformace veličiny konverzńı faktor

charakteristický rozměr H HR = HCH CH = HR
H

hustota ρ ρR = ρCρ Cρ = ρR
délkový krok δx δxR = CH δxR = CH = HR

H

časový krok δt δtR = Ct Ct = 2τ−1
6

C2
H

νR

rychlost u uR = uCu Cu = CH
Ct

kinematická viskozita ν νR = νCν Cν = CuCH

Tab. 1: Transformace veličin a hodnoty konverzńıch faktor̊u

2.8 Algoritmus LBM

V tomto odstavci je popsán algoritmus lattice Boltzmannovy metody k dosažeńı sta-
bilńı numerické simulace. Jednotlivé kroky algoritmu jsou oč́ıslovány a seřazeny v ta-
kovém pořad́ı v jakém by měly být implementovány ve výpočtovém prostřed́ı. Nejprve je
popsána inicializace algoritmu. Následuje časový cyklus skládaj́ıćı se z posloupnosti krok̊u
nezbytných k numerické simulaci tekutiny v čase. Na závěr je uveden zp̊usob zpracováńı
výstupńıch dat.

Inicializace algoritmu

Uvažujme 2D výpočetńı oblast, ve které proud́ı tekutina. Uvažovaná oblast je diskreti-
zována výpočtovou śıt́ı o Nx a Ny uzlech viz obr. 9.
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Obr. 9: Výpočtová śıt’

V každém uzlu jsou definovány počátečńı hodnoty hustoty a rychlosti, pomoćı kterých
jsou definovány rovnovážné distribučńı funkce viz rovnice (2.6.1). Obvyklou volbou počátečńıch
makroskopických veličin je ρ0(r) = 1 a u0(r) = 0.

Časový cyklus

Hlavńı část́ı LBM algoritmu je časový cyklus, který se skládá z posloupnosti jednotlivých
bod̊u. Každému cyklu nálež́ı délka časového kroku δt = 1. Body časového cyklu jsou
uskutečněny v každém uzlu výpočtové śıtě a jsou následuj́ıćı:

1. proces přenosu (levá strana rovnice (2.3.20))

Obr. 10: Distribučńı funkce jsou ze středového uzlu přeneseny ve smyslu rychlostńı směr̊u
do sousedńıch uzl̊u.

2. implementace okrajových podmı́nek
3. vypoč́ıtáńı makroskopických veličin pomoćı distribučńıch funkćı fi viz rovnice (2.3.17)

a (2.3.18)
4. vypoč́ıtáńı distribučńıch funkćı f eqi viz rovnice (2.3.16)
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5. proces kolize (pravá strana rovnice (2.3.20))

Obr. 11: Hodnoty distribučńıch funkćı jsou změněny procesem kolize

6. inkrementace časového cyklu o δt a opakováńı cyklu z 1. bodu dokud neńı splněna
zastavovaćı podmı́nka

Zpracováńı výstupńıch dat

Je-li proveden dostatečný počet časových cykl̊u, ulož́ı se makroskopické veličiny do paměti.
Následně lze zvizualizovat např. rychlostńı profily proudového pole nebo pr̊uběh tlaku ve
výpočtové oblasti.
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3 Protržeńı hráze vodńı nádrže

Numerická simulace prouděńı s volnou hladinou je obt́ıžně řešitelným druhem prouděńı.
Vývoj správné a efektivńı metody pro numerickou simulaci tohoto druhu prouděńı je
i přes stále zdokonaluj́ıćı se výpočetńı zař́ızeńı výzvou. Na úvod tohoto odstavce uved’me
nejjednodušš́ı př́ıpad prouděńı s volnou hladinou pro lepš́ı porozuměńı později řešené
problematiky.

Uvažujme nádobu tvaru krychle v jej́ıž levé polovině je držena nestlačitelná vazká
kapalina pevnou nepropustnou hráźı. Z d̊uvodu symetrie nádoby lze tento př́ıpad prouděńı
zjednodušit na př́ıpad 2D prouděńı viz obr. 12.

Obr. 12: Nalevo kapalina držena hráźı, napravo prouděńı kapaliny v prostoru nádoby po
odstraněńı hráze

Po odstraněńı hráze se začne kapalina vlivem gravitačńıho zrychleńı rozlévat do volného
prostoru nádrže dokud nedojde k ustáleńı volné hladiny.

V numerických simulaćıch tohoto typu prouděńı je vnitřńı oblast nádoby rozdělena
na dvě tekutiny: plyn a kapalina, z nichž je obvykle simulována pouze jedna. Ve většině
př́ıpad̊u je numericky simulována pouze kapalina z d̊uvodu větš́ı hustoty. Předpokladem
pro prouděńı plynu obklopuj́ıćıho kapalinu je, že se přizp̊usob́ı prouděńı simulované kapa-
liny.

Efektivńımi metodami pro numerickou simulaci tohoto typu prouděńı jsou metody sle-
duj́ıćı pohyb hladiny, která tvoř́ı rozhrańı mezi kapalinou a plynem. Mezi těmito metodami
zmiňme např́ıklad

”
Marker and Cell“ (MAC) metodu [13], jej́ıž princip je ve sledováńı ne-

hmotných částic proud́ıćıch ve výpočtové oblasti. Buňky výpočtové oblasti lze pak rozdělit
na typy prázdných buněk, plných buněk a nebo buněk nálež́ıćıch hladině. Daľśı populárńı
metodou je tzv.

”
Level - set“ (LS) metoda [10], jej́ıž princip je v řešeńı rovnice

∂Φ

∂t
+ u · ∇Φ = 0, (3.0.1)

kde u je rychlost kapaliny a Φ je výška vodńıho sloupce. Nevýhodou této metody, v př́ıpadě
simulováńı nestlačitelné kapaliny, je obt́ıžné zachováńı nestlačitelnosti simulované kapa-
liny. Z d̊uvodu eliminace tohoto nedostatku se LS metoda kombinuje s jinými metodami.

Jako posledńı a pro tuto práci nejd̊uležitěǰśı metodu zmiňme
”
Volume of fluid“ (VOF)

metodu [17], na jej́ımž principu je založen algoritmus LBM popsaný v této práci. VOF
metoda je založena na řešeńı stejné rovnice jako LS metoda, avšak neńı explicitně řešena.
V tomto př́ıpadě je v každé buňce výpočtové oblasti uchovávána informaci o tom, z jak
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velké části je buňka zaplněna kapalinou. Tuto informaci definuje objemový pod́ıl φ, jež
může nabývat hodnot z intervalu (0; 1). Jestliže je buňka zcela zaplněna, objemový pod́ıl
je roven 1 a typ buňky je označen jako plný. Jestli že je buňka zcela prázdná, objemový
pod́ıl je roven 0 a typ buňky je označen jako prázdný. Jestliže je objemový pod́ıl roven
č́ıslu mezi 1 a 0, je buňka zaplněna jen částečně a typ buňky je označen jako hladina.
Tento postup umožňuje snadné sledováńı změn v topologii jednotlivých typ̊u buněk.

V následuj́ıćıch odstavćıch je uveden zvolený model lattice Boltzmannovy metody pro
př́ıpad prouděńı volné hladiny a formulován zp̊usob implementace LBM - VOF algoritmu.
V závěrečném odstavci je provedena analýza a diskuze dosažených numerických výsledk̊u
s dostupnými výsledky v literatuře.

3.1 Volba LBM modelu

V tomto odstavci je stručně popsán LBM model, který je zvolen pro numerickou simulaci
prouděńı s volnou hladinou. Uvažujme diskretizovanou Boltzmannovou rovnici ve fázovém
prostoru a čase s MRT kolizńım operátorem ve tvaru

fi(r + eiδt, t+ δt) = fi(r, t)− (M−1SM)(fi(r, t)− f eqi (r, t)) + δtFi, (3.1.1)

kde člen δtFi označuje i-tou složku diskretizované vněǰśı śıly. Podle autor̊u Zheng a Guo
[12] má diskretizovaný člen pro vněǰśı śılu v maticovém zápisu tvar

F = M−1

(
I− 1

2
S

)
MF′, (3.1.2)

kde I je jednotková matice a F = (F0, F1, ..., F8)T . Člen F′ je roven

F ′i = wi

(
ei − u

c2
s

+
eiu

c4
s

ei

)
f, (3.1.3)

kde f = (gx, gy)
T je vektor vněǰśı śıly resp. gravitačńıho zrychleńı.

Rovnovážná distribučńı funkce f eqi je rovna

f eqi = wiρ

(
1 +

3eiu

c2
+

9(eiu)2

2c4
− 3u2

2c2

)
, (3.1.4)

kde c = δx/δt. Rovnice (3.1.1) je diskretizována pro př́ıpad D2Q9 modelu. Rychlostńı
směry jsou tedy rovny

ei = (0, 0), pro i = 0,

ei = c(cos((i− 1)
π

4
), sin((i− 1)

π

4
)), pro i = 1, 2, 3, 4, (3.1.5)

ei =
√

2c(cos((i− 1)
π

4
), sin((i− 1)

π

4
)), pro i = 5, 6, 7, 8,

s př́ıslušnými hodnotami vah

w0 = 4/9,

w1...4 = 1/9,

w5...8 = 1/36.

(3.1.6)
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Makroskopické veličiny jako hustota a rychlost jsou definovány rovnicemi (2.3.17) a (2.3.18)

ρ(r, t) =
∑
i

fi(r, t), (3.1.7)

ρ(r, t)u(r, t) =
∑
i

eifi(r, t) +
1

2
fδt. (3.1.8)

3.2 Algoritmus LBM VOF

Pro numerickou simulaci prouděńı volné hladiny je použit algoritmus LBM uvedený v od-
stavci 2.8, který je modifikován pro potřeby VOF metody. Zp̊usob, jakým je LBM algo-
ritmus v této práci modifikován vycháźı z práce [30].

Ve fázi inicializace algoritmu je potřeba mimo pole hustot ρ(r, t) a rychlost́ı u(r, t)
definovat pole objemových pod́ıl̊u φ(r, t). Toto pole rozděluje uzly výpočtové śıtě na tři
typy: uzly zcela zaplněné kapalinou s hodnotou φ(r, t) = 1, uzly částečně zaplněné kapa-
linou (hladina) s hodnotou φ(r, t) = (0; 1) a prázdné uzly (plyn) s hodnotou φ(r, t) = 0.
Pro jednoduchost označme zaplněné uzly jako buňky F, prázdné uzly buňky E a částečně
zaplněné uzly buňky I. K těmto typ̊um přidejme označeńı buněk W pro uzly nálež́ıćı pevné
nepropustné stěně. Poznamenejme, že při inicializaci algoritmu maj́ı buňky s označeńım
I hodnoty objemového pod́ılu rovny jedné, i přestože jsou označeny jako částečně zaplněné.

Obr. 13: Rozděleńı buněk podle objemového pod́ılu

Je-li dokončena inicializace algoritmu, nastává časový cyklus. Numerický výpočet LBM
VOF neprob́ıhá v buňkách s označeńım W a E, protože v nich neńı tekutina. Výpočet
je prováděn pouze v zaplněných nebo částečně zaplněných buňkách. Zat́ımco zaplněné
buňky vyžaduj́ı standardńı kroky LBM algoritmu (kolize a přenos), částečně zaplněné
buňky muśı tvořit spojitou vrstvu, jej́ıž pohyb je sledován viz obr. 13.
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Pohyb volné hladiny je sledován neustálým výpočtem objemového pod́ılu v buňkách
I a F. Nyńı zaved’me pole hmot m(r, t), které je ve fázi inicializace identické k poli hustoty.
Objemový pod́ıl lze poté psát jako

φ(r, t) =
m(r, t)

ρ(r, t)
. (3.2.1)

V každém časovém cyklu docháźı mezi zaplněnými buňkami k vzájemné výměně hmoty,
tud́ıž docháźı i ke změně objemového pod́ılu. Př́ır̊ustek nebo úbytek hmoty buňky v mı́stě
r lze definovat pomoćı vstupuj́ıćıch a vystupuj́ıćıch distribučńıch funkćı buňky. Např́ıklad
pro přenos hmoty mezi buňkami typu I a F plat́ı

∆mi(r, t+ ∆t) = fi(r + ei∆t, t)− fi(r, t), (3.2.2)

kde index i označuje distribučńı funkci vstupuj́ıćı do buňky v mı́stě r a čase t a index
i distribučńı funkci opouštěj́ıćı buňku v mı́stě r a čase t. Pro přenos hmoty mezi buňkami
typu I a I však mohou nastat výjimky. Během pohybu volné hladiny nastávaj́ı př́ıpady,
kdy s buňkou typu I soused́ı pouze buňky typu F, nebo buňky typu E. Takovéto buňky
jsou považovány za chybné a je doporučeno jejich odstraněńı v pozděǰśı fázi LBM VOF
algoritmu. Jestliže buňky typu I nesoused́ı s alespoň jednou buňkou typu E nebo F, je
potřeba modifikovat rovnici (3.2.2). Pro tyto speciálńı buňky je přenos hmoty vyjádřen
jako

∆mi(r, t+ ∆t) = se
φ(r + ei∆t, t) + φ(r, t)

2
, (3.2.3)

kde výraz ve zlomku je aritmetický pr̊uměr objemových pod́ıl̊u a se hodnota definovaná
v závislosti na soused́ıćıch buňkách, mezi kterými je uskutečňován přenos hmoty. Pro
lepš́ı přehled jsou na obr. 14 znázorněny typy buněk v závislosti na sousedńıch buňkách
a v tabulce 2 jsou uvedeny jim odpov́ıdaj́ıćı hodnoty se.

Obr. 14: Rozděleńı buněk typu I podle sousedńıch buněk. Standardńı buňky jsou označeny
ṕısmeny S, buňky nesoused́ıćı s alespoň jednou buňkou typu F jsou označeny NF a buňky
nesoused́ıćı s alespoň jednou buňkou typu E jsou označeny NE. Buňky s ṕısmeny NN jsou
považovány za chybné
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Typ aktuálńı a
sousedńı buňky

buňka typu S v
mı́stě rb

buňka typu NF v
mı́stě rb

buňka typu NG v
mı́stě rb

buňka typu S v
mı́stě r

fi(rb, t)− fi(r, t) fi(rb, t) −fi(r, t)

buňka typu NF v
mı́stě r

−fi(r, t) fi(rb, t)− fi(r, t) −fi(r, t)

buňka typu NG v
mı́stě r

fi(rb, t) fi(rb, t) fi(rb, t)− fi(r, t)

Tab. 2: Hodnoty se závislé na typech buněk, mezi kterými se uskutečňuje přenos hmoty.
Polohový vektor r označuje polohu aktuálńı buňky a rb = r + eiδt polohu sousedńı buňky

Přenos hmoty se mezi buňkami typu F a F neuskutečňuje a jejich objemový pod́ıl tak
z̊ustává roven jedné. Jsou-li známy př́ır̊ustky nebo úbytky hmoty ze všech rychlostńıch
směr̊u, lze aktualizovat hodnoty pole hmot jako

m(r, t+ ∆t) = m(r, t) +
8∑
i=0

∆mi(r, t+ ∆t). (3.2.4)

Nyńı lze provést proces přenosu distribučńıch funkćı do sousedńıch buněk. Distribučńı
funkce přenesené z buněk typu F a I jsou známé, z buněk ty E a W jsou neznámé a je
potřeba je určit z okrajových podmı́nek. Předpokládáme, že plyn obklopuj́ıćı kapalinu má
stejnou hustotu jako je referenčńı hodnota hustoty kapaliny, tzn. ρA = 1. Pro neznámé
distribučńı funkce fi buněk typu I v mı́stě r se sousedńımi buňkami typu E v mı́stě r+eiδt
plat́ı

fi(r, t+ δt) = f eqi (ρA,u(r, t)) + f eq
i

(ρA,u(r, t))− fi(r, t). (3.2.5)

Implementaćı rovnice (3.2.5) ve všech buňkách typu I soused́ıćıch s buňkami E, jsou známy
všechny distribučńı funkce. Doplňuj́ıćı krokem k této okrajové podmı́nce je vyrovnáńı
sil na vnitřńı a vněǰśı straně hladiny. Pro učiněńı tohoto kroku definujme vektor vněǰśı
normály ve tvaru centrálńı diference

n =
1

2

(
φ(k − 1, j)− φ(k + 1, j)
φ(k, j − 1)− φ(k, j + 1)

)
, (3.2.6)

kde indexy k a j označuj́ı polohu buňky ve výpočetńı śıti, v ńıž je potřeba vyrovnat śıly.
Všechny distribučńı funkce splňuj́ıćı nerovnost n · ei < 0 je potřeba přepoč́ıtat podle rov-
nice (3.2.5). Okrajové podmı́nky na pevné stěně se také uskutečňuj́ı v této fázi algoritmu.

Nyńı, když jsou známy všechny distribučńı funkce lze uskutečńı proces kolize pro
všechny zaplněné buňky a následně vypoč́ıtat makroskopické veličiny ρ a u. Pomoćı pole
hustoty a hmoty lze určit, jaké buňky se vlivem proces̊u přenosu a kolize zaplnily nebo
vyprázdnily. Zaved’me proto pomocné pole obsahuj́ıćı informaci o všech buňkách typu
I určených k zaplněńı nebo vyprázdněńı definované nerovnostmi

m(r, t+ δt) > (1 + κ)ρ(r, t+ δt), (3.2.7)

m(r, t+ δt) < (0− κ)ρ(r, t+ δt), (3.2.8)

kde konstanta κ udává mı́ru, kdy je buňka považována za zaplněnou nebo vyprázdněnou
(obvykle κ = 10−3). Jestliže je splněna prvńı nerovnost, buňka se zaplnila. Jestliže je
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splněna druhá nerovnost buňka je určena k vyprázdněńı. Nyńı lze podle nerovnic (3.2.7)
a (3.2.8) přetypovat buňky typu I na F nebo I na E. Jestliže některá buňka změńı sv̊uj
typ, muśı se změnit i typy sousedńıch buněk z d̊uvodu zachováńı celistvosti volné hladiny.
Během procesu přetypováńı buněk muśı také platit zákon zachováńı hmoty. Zat́ımco hod-
noty m(r, t) prázdných a plných buněk jsou rovny nule a jedné, hodnoty zaplněných nebo
vyprázdněných buněk mohou mı́t tyto hodnoty kladné nebo záporné. V obou př́ıpadech
je potřeba nadbytečnou hmotu přenést do sousedńıch buněk podle určitých pravidel.

Nejprve přetypujme sousedńı buňky všech zaplněných buněk. Každá sousedńı prázdná
buňka muśı být přetypována z typu E na I. Pro tyto nové buňky je potřeba definovat
rovnovážné distribučńı funkce. K jejich určeńı lze extrapolovat makroskopické veličiny
z okolńıch neprázdných buněk a aritmeticky je zpr̊uměrovat. Rovnovážné distribučńı
funkce jsou pak stanoveny pomoćı rovnice (2.3.16) jako f eqi (ρavg,uavg). Jestliže má buňka
určená k zaplněńı sousedńı buňku určenou k vyprázdněńı, neńı tato buňka nadále označena
jako buňka určená k vyprázdněńı, ale je označena jako buňka typu I. Nyńı je možné změnit
typ zaplněných buněk z I na F.

Obdobně, jako v př́ıpadě zaplněných buněk, lze přetypovat sousedńı buňky všech
vyprázdněných buněk. Soused́ıćı buňky typu F jsou změněny na I a jejich distribučńı
funkce jsou zachovány. Nyńı je možné přeznačit vyprázdněné buňky z I na E.

Jak bylo uvedeno výše, je potřeba přenést nadbytečnou hmotu zaplněných a vy-
plněných buněk do sousedńıch buněk typu I. Nadbytečnou hmotu definujme pro zaplněné
buňky jako mex = m − ρ a vyprázdněné buňky jako mex = m. Tato hmota je poté
přesunuta do okolńıch buněk typu I podle platnosti

m(r + eiδt) = m(r + eiδt) +mex
µi
µtotal

, (3.2.9)

kde µtotal je součet všech vah µi, pro které plat́ı

µi =

{
n · ei jestliže n · ei > 0

0 jinak,
(3.2.10)

v př́ıpadě zaplněných buněk a

µi =

{
−n · ei jestliže n · ei < 0

0 jinak,
(3.2.11)

v př́ıpadě vyprázdněných buněk. V d̊usledku přenosu hmoty se změnily hodnoty pole
hmot m(r, t) a t́ım i hodnoty objemových pod́ıl̊u podle rovnice (3.2.1).
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Obr. 15: Proces přetypováńı buněk a následné rozděleńı nadbytečné hmotnosti

Takto implementovaný algoritmus je použitelný pro numerickou simulaci prouděńı
s volnou hladinou. V pr̊uběhu simulace se však mohou vyskytnout numerické artifakty
v podobě částečně zaplněných buněk, které se po dobu simulace nezaplńı ani nevyprázdńı
(buňky s indexem NN na obr. 14). Tyto artifakty nijak neovlivňuj́ı přesnost a stabilitu al-
goritmu, ale z d̊uvodu estetičnosti se odstraňuj́ı. K jejich odstraněńı lze použ́ıt jednoduchý
algoritmus, který

”
donut́ı“ tyto artifakty k zaplněńı nebo vyprázdněńı. Jestliže hodnota

hustoty v buňce se sousedńımi buňkami typu E klesne pod hodnotu 0.1ρ lze ji považovat
za prázdnou buňku. Tentýž princip plat́ı pro buňku se sousedńımi buňkami typu F jej́ıž
hodnota hustoty je větš́ı než 0.9ρ. Tuto buňku lze považovat za plnou.

Poté co jsou spoč́ıtány makroskopické veličiny se časový cyklus opakuje.

3.3 Numerické výsledky

V tomto odstavci jsou popsány numerické výsledky źıskané implementaćı algoritmu LBM
VOF v př́ıpadě numerické simulace prouděńı s volnou hladinou nestlačitelné vazké kapa-
liny. Nejprve je popsán fyzikálńı problém náhlého protržeńı vodńı hráze. Následuje obecné
definováńı konverzńıch faktor̊u fyzikálńıch veličin, jejichž numerické hodnoty jsou následně
uvedeny v tabulkách 3 a 4. V závěru tohoto odstavce jsou porovnány numerické výsledky
źıskané vlastńım programovým skriptem LBM VOF s numerickými a experimentálńımi
výsledky uvedenými v literatuře [3].

Z volně dostupné literatury [3] je vybrán testovaćı př́ıpad 2D nádoby obdélńıkového
tvaru, v jej́ıž levé polovině je držena kapalina myšlenou nepropustnou hráźı. Zbylé dno
nádoby je pokryto tenkou vrstvou kapaliny. Schéma řešeného problému včetně fyzikálńıch
rozměr̊u je naznačeno na obr. 16.
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Obr. 16: Schématické naznačeńı řešeného problému náhlého protržeńı vodńı hráze

Výpočtová oblast nádoby je diskretizována výpočetńı śıt́ı o počtu Nx uzl̊u ve směru
x a Ny uzl̊u ve směru y. V této práci jsou provedeny dvě numerické simulace s odlǐsným
počtem uzl̊u (Nx, Ny) = (600, 300) a (1000, 500). V bodech A a B situovaných v mı́stech
Nx/4 a 3Nx/4 je měřena výška hladiny pro validaci dosažených numerických výsledk̊u.
Jako kapalina je obou př́ıpadech zvolena voda s hustotou ρR = 1000 kg/m3 a kinematickou
viskozitou νR = 1.10−5 m2/s.

Konverzńı faktory jednotlivých veličin jsou definovány stejným zp̊usobem jako v od-
stavci 2.7 s rozd́ılem definováńı časového kroku a jeho konverzńıho faktoru. Jestliže na
kapalinu p̊usob́ı gravitačńı zrychleńı, pak plat́ı

gR =
CH
C2
t

g, (3.3.1)

odkud pro konverzńı faktor času plat́ı

Ct =

√
gCH
gR

, (3.3.2)

kde g = (0,−gy)T je gravitačńı zrychleńı v jednotkách LBM prostoru a gR = (0,−9.81)T m/s2

je gravitačńı zrychleńı ve fyzikálńım prostoru. Hodnota gravitačńıho zrychleńı ve směru
y je obvykle volena gy < 10−4. Pro přehled jsou hodnoty jednotlivých fyzikálńıch veličin
a konverzńıch faktor̊u uvedeny v následuj́ıćıch tabulkách.
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veličina fyzikálńı hodnota
hodnota v LB pro-
storu

konverzńı faktor

charakteristický
rozměr H

HR = 0.8 m H = Nx = 600 CH = 0.0013

hustota ρ ρR = 1000 kg/m3 ρ = 1 Cρ = 1000
délkový krok δx δxR = CH δx = 1 δxR = 0.0013

časový krok δt δtR = Ct δt = 1
Ct =

√
gCH
gR

=

5.6.10−5, pro gy =
0.0007

kinematická
viskozita ν

νR = 1.10−5 m/s2 ν = 2τ−1
6

= 0.01,
pro τ = 0.53 Cν =

C2
H

Ct
= 0.0056

Tab. 3: Hodnoty veličin ve fyzikálńım a LB prostoru a hodnoty konverzńıch faktor̊u v
př́ıpadě výpočetńı śıtě (600,300)

veličina fyzikálńı hodnota
hodnota v LB pro-
storu

konverzńı faktor

charakteristický
rozměr H

HR = 0.8 m H = Nx = 1000 CH = 0.0008

hustota ρ ρR = 1000 kg/m3 ρ = 1 Cρ = 1000
délkový krok δx δxR = CH δx = 1 δxR = 0.0008

časový krok δt δtR = Ct δt = 1
Ct =

√
gCH
gR

=

4.427.10−5, pro gy =
0.000024

kinematická
viskozita ν

νR = 1.10−5 m/s2 ν = 2τ−1
6

= 0.01,
pro τ = 0.53 Cν =

C2
H

Ct
= 0.0145

Tab. 4: Hodnoty veličin ve fyzikálńım a LB prostoru a hodnoty konverzńıch faktor̊u
v př́ıpadě výpočetńı śıtě (1000,500)

Důležitým aspektem stabilńı a efektivńı numerické simulace je volba relaxačńıch para-
metr̊u v kolizńı matici S = diag(S0, S1, S2, S3, S4, S5, S6, S7, S8)−1. Při numerické simulaci
prouděńı s volnou hladinou docháźı k rychlé změně proudového pole vedoućı k nume-
rickým nestabilitám, a proto autoři Lallemand a Luo [21] představili tvar kolizńı matice,
pro který byla dokázána vysoká stabilita. Kolizńı matice má tvar

S = diag(1, 100/163, 50/57, 1, 25/48, 1, 25/48, τ, τ)−1, (3.3.3)

kde hodnota relaxačńıho času τ je volena v intervalu (0.5; 2〉. Zde je nutno poznamenat, že
hodnota τ by měla být volena takovým zp̊usobem, aby byla splněna rovnice (2.7.9) a al-
goritmus byl stabilńı. Z d̊uvodu požadavku vyšš́ı stability algoritmu je pro obě numerické
simulace tato hodnota zvolena vyšš́ı viz tabulka 3 a 4.
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Diskuze numerických výsledky

Na obr. 17 a 18 je znázorněna časová závislost výšky volné hladiny v mı́stě A a B.
Numerické výsledky źıskané vlastńım programovým skriptem LBM VOF jsou zvýrazněny
fialovou a černou barvou. Numerické a experimentálńı výsledky publikované v literatuře
[3] jsou znázorněny modrou a červenou barvou.

Z uvedených graf̊u jsou od určitého okamžiku (cca. 0.15 s) zřejmé neshody nume-
rických výsledk̊u s experimentálńımi daty. Hlavńım d̊uvodem těchto neshod je časový
úsek v pr̊uběhu inicializace experimentu, po jehož dobu byla odstraňována vodńı hráz.
Experimentálńı data jsou od numerických výsledk̊u zpožděna o cca. 0.1 s.

Přestože je v literatuře [3] použita modifikace lattice Boltzmannovy metody pro tur-
bulentńı prouděńı, je pomoćı této modifikace dosaženo pouze relativně dobré shody s ex-
perimentálńımi daty. Porovnáńım LBM VOF př́ıstupu s turbulentńım modelem je zřejmá
lepš́ı shoda turbulentńıho modelu s experimentálńımi daty v časových okamžićıch, kdy
výška volné hladiny dosahuje nejvyšš́ıch hodnot.

Porovnáńım graf̊u źıskaných vlastńım programovým skriptem LBM VOF pro řidš́ı
a hustěǰśı výpočetńı śıt’ s numerickými a experimentálńımi výsledky dostupnými v lite-
ratuře je v bodech A a B patrná relativně dobrá shoda.
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Obr. 17: Srovnáńı experimentálńıch a numerických hodnot výšky hladiny v bodě A
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Obr. 18: Srovnáńı experimentálńıch a numerických hodnot výšky hladiny v bodě B

Časové okamžiky numerické simulace a experimentálńıho měřeńı zachycuje obr. 19.
Jednotlivé časy, v nichž je zobrazeno prouděńı s volnou hladinou během experimentálńıho
měřeńı (a) jsou znázorněny s ohledem na zpožděńı zp̊usobené odstraňováńım vodńı hráze.

Série obrázk̊u s označeńım (b) a (c) zobrazuj́ı časové okamžiky prouděńı s volnou
hladinou při použit́ı výpočetńı śıtě (600,300) a (1000,500).
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Obr. 19: a - pohyb volné hladiny experimentu, b - pohyb volné hladiny LBM VOF
výpočtové śıtě (600,300), c - pohyb volné hladiny LBM VOF výpočtové śıtě (1000,500)
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4 Prouděńı v mikrokanálu

Neustálý technologický vývoj výroby polovodič̊u a jejich modifikaćı pro použit́ı v mikro-
elektromechanických zař́ızeńıch (MEMS) rozšǐruje oblast použit́ı těchto zař́ızeńı v mnoha
r̊uzných oblastech. Zař́ızeńı MEMS se stávaj́ı ned́ılnou součást́ı medićıny, biotechnologíı,
chemického výzkumu ale i výroby běžných domáćıch elektrospotřebič̊u. Z d̊uvodu mi-
niaturizace se snižuje cena MEMS zař́ızeńı a t́ım i jejich dostupnost. V mnoha MEMS
zař́ızeńıch se lze setkat př́ıpady proud́ıćı tekutiny, která má např. chladićı nebo trans-
portńı účely. Správná simulace tohoto prouděńı může vést ke zlepšeńı konstruováńı těchto
zař́ızeńı a výzkumu nových technologických možnost́ı. V literatuře [28] je provedeno po-
rovnáńı experimentálńıch měřeńı v zař́ızeńıch velikosti 0.5 µm s numerickými simulacemi
zkoumaného prouděńı. V této literatuře je zároveň dokázáno, že se experimentálńı data
neshoduj́ı s numerickými výsledky prouděńı pro určité rozměry měřeného zař́ızeńı. Toto
zjǐstěńı vytvář́ı prostor pro vývoj nových metod pro simulaci mikroprouděńı, které od-
straňuj́ı limitace uvedené v literatuře [28].

Pro lepš́ı představu řešené problematiky uvažujme 2D kanál na jehož vstupu a výstupu
je předepsaný tlak Pin a Pout viz obr. 20. Kanál má velikost výšky H řádově v µm.

Obr. 20: Uvažovaná oblast mikroprouděńı ve 2D kanálu

Standardńımi metodami pro simulaci prouděńı tekutin jsou numerická řešeńı NS rov-
nic. Numerické výsledky źıskané těmito metodami jsou platné pro takové př́ıpady prouděńı,
kdy lze proud́ıćı tekutinu uvažovat jako kontinuum, nikoli jako tekutinu složenou z jednot-
livých částic. Mikroskopické prouděńı tekutiny lze rozdělit podle velikosti výšky kanálu
H a středńı volné dráhy molekul λ na určité režimy prouděńı. Tyto režimy charakterizuje
bezrozměrné Knudsenovo č́ıslo, pro které plat́ı

Kn =
λ

H
. (4.0.1)

Prouděńı v mikrokanálu lze rozdělit do čtyř režimů viz obr. 21. Kontinuálńı prouděńı
(Kn < 0.001), skluzové prouděńı (0.001 < Kn < 0.1), přechodové prouděńı (0.1 < Kn <
10) a volné molekulárńı prouděńı (Kn > 10). V režimu kontinuálńıho prouděńı je středńı
volná dráha molekul v poměru k výšce kanálu mnohonásobně menš́ı a proud́ıćı tekutinu
lze považovat za kontinuum, tud́ıž lze aplikovat klasické NS rovnice. V režimu volného
prouděńı molekul je středńı volná dráha molekul v porovnáńı s výškou kanálu velká, proto
jsou dominantńı srážky se stěnou kanálu. Tento režim lze popsat tzv. Knudsenovou difuźı
(také nazývanou jako Knudsen̊uv tok). Interval Knudsenových č́ısel na obr. 21 je uprostřed
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rozdělen na režimy skluzového prouděńı a přechodového prouděńı. Skluzové prouděńı lze
popsat NS rovnicemi s aplikaćı skluzových okrajových podmı́nek prvńıho řádu na stěnách
[2], zat́ımco přechodové prouděńı je stále předmětem výzkumu.

Obr. 21: Režimy prouděńı v mikrokanálu a tloušt’ka Knudsenovy vrstvy v závislosti na
Knudsenově č́ısle

Na obr. 21 je červeně znázorněn postupný vliv tloušt’ky tzv. Knudsenovy vrstvy
v závislosti na velikosti středńı volné dráhy molekul resp. Knudsenova č́ısla. Touto vrst-
vou je označen region v bĺızkosti pevné stěny, kde je středńı volná dráha molekul mno-
hem menš́ı než středńı volná dráha molekul uprostřed kanálu. K tomuto efektu docháźı
vlivem převažuj́ıćıch srážek s pevnou stěnou oproti zanedbatelným srážkám mezi moleku-
lami. Tloušt’ka Knudsenovy vrstvy je přibližně stanovena jako tloušt’ka jedné nebo dvou
mezńıch vrstev a pro vyšš́ı Knudsenova č́ısla muśı být zohledněna.

Na obr. 22 je znázorněno mikroprouděńı v oblasti pevné stěny. Při numerické simulaci
mikroprouděńı pomoćı NS rovnic, pro nějž nelze zanedbat tloušt’ku Knudsenovy vrstvy
docháźı k nepřesné numerické simulaci skluzové rychlosti. Použit́ım bezskluzové nebo
skluzové okrajové podmı́nky se neńı možné numericky přibĺıžit hodnotě skutečné rychlosti
tekutiny na stěně, což je dokázáno v literatuře [2].
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Obr. 22: Vliv Knudsenovy vrstvy na numerický výpočet rychlosti na stěně

Správná numerické simulace rychlosti na stěně neńı jediným úskaĺım prouděńı v mi-
krozař́ızeńıch. Vlivem viskózńıho prouděńı docháźı k nelineárńımu pr̊uběhu tlaku podél
mikrokanálu, tud́ıž ke stlačováńı proud́ıćı tekutiny. Nelze proto použ́ıt relaxačńı čas τ od-
vozený v odstavci 2.4 pro nestlačitelnou kapalinu, ale je potřeba modifikovaný tvar tohoto
relaxačńıho času.

Kromě lattice Boltzmannovy metody uved’me metodu DSMC, pomoćı ńıž jsou v li-
teratuře [7] numericky simulovány př́ıpady mikroprouděńı. Př́ımá simulace Monte Carlo
(DSMC) zachycuje pohyb molekul tekutiny a interakce s pevnou stěnou nebo jinými mo-
lekulami. Z d̊uvodu velkého množstv́ı molekul obsažených v objemu velikosti mikrometr̊u
vyžaduje DSMC velké množstv́ı výpočetńı paměti. Tento nedostatek bráńı efektivńımu
použ́ıváńı DSMC v př́ıpadě rozsáhleǰśıho mikroprouděńı. Alternativńı metodou k DSMC
je př́ımé řešeńı Boltzmanovy rovnice, avšak pro rozsáhleǰśı mikroprouděńı má tato metoda
stejný nedostatek jako DSMC.

V následuj́ıćım odstavci je popsán zvolený model lattice Botzmannovy metody následo-
vaný formulaćı algoritmu LBM pro numerickou simulaci mikroprouděńı. V posledńım od-
stavci jsou uvedeny numerické výsledky vybraného testovaćıho př́ıpadu mirkoprouděńı
a jejich diskuze.
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4.1 Volba LBM modelu

Pro numerickou simulaci prouděńı v mikrokanálu pomoćı LBM je zvolen následuj́ıćı model.
Mějme diskretizovanou Boltzmannovou rovnici ve fázovém prostoru a čase s MRT kolizńım
operátorem ve tvaru

fi(r + eiδt, t+ δt) = fi(r, t)− (M−1SM)(fi(r, t)− f eqi (r, t)). (4.1.1)

Konkrétńı hodnoty relaxačńıch čas̊u kolizńıho operátoru jsou uvedeny v odstavci 4.3.
Rovnovážná distribučńı funkce f eqi je rovna

f eqi = wiρ

(
1 +

3eiu

c2
+

9(eiu)2

2c4
− 3u2

2c2

)
, (4.1.2)

kde c = δx/δt. Rovnice (4.1.1) je diskretizována pro př́ıpad D2Q9 modelu. Rychlostńı
směry jsou tedy rovny

ei = (0, 0), pro i = 0,

ei = c(cos((i− 1)
π

4
), sin((i− 1)

π

4
)), pro i = 1, 2, 3, 4, (4.1.3)

ei =
√

2c(cos((i− 1)
π

4
), sin((i− 1)

π

4
)), pro i = 5, 6, 7, 8,

s př́ıslušnými hodnotami vah

w0 = 4/9,

w1...4 = 1/9,

w5...8 = 1/36.

(4.1.4)

Makroskopické veličiny hustota a rychlost jsou definovány rovnicemi (2.3.17) a (2.3.18)

ρ(r, t) =
∑
i

fi(r, t), (4.1.5)

ρ(r, t)u(r, t) =
∑
i

eifi(r, t). (4.1.6)

4.2 Algoritmus LBM pro př́ıpad mikroprouděńı

Sled postupných krok̊u algoritmu LBM pro př́ıpad prouděńı v mikrokanálu je téměř ana-
logický k algoritmu uvedenému v odstavci 2.8 s výjimkou pořad́ı některých krok̊u. Stejně
jako v př́ıpadě algoritmu prouděńı s volnou hladinou, i zde je třeba algoritmus modifikovat
podle potřeb numerické implementace. Modifikace provedené v této práci jsou založeny
na literatuře [23],[4],[34].

Algoritmus LBM je inicializován definováńım výpočetńı śıtě o počtu Nx a Ny uzl̊u
v horizontálńım a vertikálńım směru. Společně s výpočetńı śıt́ı je třeba definovat pole
hustot ρ(r, t) a rychlost́ı u(r, t). Jako testovaćı př́ıpad je v této práci zvolen rovný 2D
mikrokanál s předepsanými hodnotami tlaku na vstupu a výstupu viz obr. 20. V zájmu
úspory výpočtového času lze definovat počátečńı rozložeńı tlaku resp. hustoty jako lineárńı

52



funkci, na jej́ıž konćıch jsou hodnoty předepsaných tlak̊u resp. hustot. Rozložeńı pole rych-
lost́ı nelze takto predikovat, a proto je ve fázi inicializace nulové. Rovnovážné distribučńı
funkce jsou definovány podle rovnice (2.3.16).

Je-li dokončena inicializace algoritmu, nastává časový cyklus. Ihned po zahájeńı časového
cyklu je provedena kolize distribučńıch funkćı ř́ızená MRT kolizńım operátorem. V této
práci je stejně jako v př́ıpadě prouděńı s volnou hladinou, zvolen tvar kolizńı matice ve
tvaru [21]

S = diag(1, τe, 50/57, 1, τqx , 1, τqy , τ, τ)−1, (4.2.1)

s výjimkou relaxačńıch čas̊u τe, τqx , τqy a τ . Relaxačńı čas τe je skrze rovnici (2.5.12) spjat
s objemovou viskozitou. Z d̊uvodu dominantńı tloušt’ky Knudsenovy vrstvy vzhledem
k výšce kanálu se v př́ıpadech mikroprouděńı neuplatńı vliv objemové viskozity a relaxačńı
čas τe lze zvolit libovolně z intervalu (0.5; 2〉.

Prouděńım tekutiny v mikrokanálu docháźı ke stlačováńı tekutiny a vzniku skluzové
rychlosti na stěnách. Relaxačńı časy τqx , τqy a τ proto nelze zvolit podle rovnice (2.5.11),
ale je potřeba jejich přesněǰśıho určeńı. Nejprve je nutné stanovit relaci mezi relaxačńım
časem τ a středńı volnou dráhou molekul resp. Knudsenovým č́ıslem. Obecně lze relaxačńı
čas vyjádřit rovnićı [11]

δt(τ − 1

2
) =

λ

c∗
, (4.2.2)

kde λ je středńı volná dráha molekul a c∗ je určitá pr̊uměrovaná rychlost molekul, jej́ıž
hodnotu je třeba stanovit. Alternativně lze relaxačńı čas vyjádřit pomoćı tlaku p a dyna-
mické viskozity µ jako

ν = c2
sδt(τ −

1

2
),

δt(τ − 1

2
) =

ν

c2
s

,

δt(τ − 1

2
) =

µ

p
.

(4.2.3)

Z těchto rovnic lze vyjádřit pr̊uměrovaná rychlost molekul

c∗ =
pλ

µ
. (4.2.4)

Pro plyny, jejichž prouděńı je věnována tato část práce, je z kinetické teorie stanovena
přibližná hodnota středńı volné dráhy a dynamické viskozity jako

λ =
m√

2πρβ2
, (4.2.5)

µ = 1.016
5m

16β2

√
RT

π
≈ 1

2
ρcλ, (4.2.6)

kde m hmotnost molekul, β je poloměr molekul a c =
√

8RT/π je středńı molekulová
rychlost. Pro pr̊uměrovanou rychlost plat́ı

c∗ =
2RT

c
=

√
πRT

2
. (4.2.7)
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Z rovnic (4.2.4) a (4.2.7) lze vyjádřit středńı volnou dráhu molekul

λ =
µ

p

√
πRT

2
, (4.2.8)

a následně vztah mezi relaxačńım časem τν a středńı volnou dráhou molekul
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+
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,
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2
+

1
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√
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δt

√
2

π

1

cs
λ,

τ =
1

2
+

1

δt

√
6

π
λ.

(4.2.9)

Nebo mezi relaxačńım časem a Knudsenovým č́ıslem

τ =
1

2
+

1

δt

√
6

π
KnH, (4.2.10)

kde H je výška kanálu.
Zde je nutné poznamenat, že odvozené vztahy pro viskozitu a středńı volnou dráhu

molekul jsou platné pouze pro molekuly plynu ve volném prostoru nebo v dostatečné
vzdálenosti od pevné stěny. Jestli že jsou např. v mikrokanálu molekuly plynu obklopeny
pevnými stěnami, molekuly do nich narážej́ı a jejich středńı volná dráha je kratš́ı, než je
definována rovnićı (4.2.8). Z toho d̊uvodu je zavedena tzv. efektivńı středńı volná dráha
λeff . Efektivńı středńı volnou dráhu molekul plynu obklopeného stěnami lze vyjádřit jako
λeff = λΨ(Kn), kde λ je středńı volná dráha molekul plynu bez vlivu okolńıch stěn
a Ψ(Kn) je tzv. korekčńı faktor. V literatuře [25] a [5] je navržen korekčńı faktor ve tvaru

Ψ(Kn) =
1

1 +Kna
, (4.2.11)

kde a je neznámá konstanta. V literatuře [25] je provedena studie závislosti jevu zkra-
cováńı středńı volné dráhy molekul vlivem př́ıtomnosti pevných stěn na viskozitě při
použit́ı DSMC metody. Na obr. 23 jsou znázorněny numericky źıskané hodnoty parame-
tru a v závislosti na velikosti Knudsenova č́ısla.
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Obr. 23: Závislost parametru a na Knudsenově č́ısle [25]

Hodnoty parametr̊u a jsou pro širokou škálu Knudsenových č́ısel rovny přibližně 2.
Stejná hodnota je uvažovaná při numerických simulaćıch mikroprouděńı v této práci.
Relaxačńı čas uvedený v rovnici (4.2.9) resp. (4.2.10) je použit́ım efektivńı středńı volné
dráhy molekul modifikován na tvar

τ =
1

2
+

√
6

π

KnH

1 +Kna
, (4.2.12)

kde a = 2. Knudsenovo č́ıslo je ve výpočtové oblasti závislé na tlaku a lze jej definovat
podle předepsaného Knudsenova č́ısla Knout a tlaku na výstupu pout kanálu jako

Kn =
Knoutpout
p(x)

, (4.2.13)

kde p(x) je tlak podél středové čáry kanálu.
Vrát́ıme-li se k určeńı relaxačńıch čas̊u kolizńı matice, zbývá určit relaxačńı čas τqx .

Jelikož je tento relaxačńı čas spjat s použit́ım skluzové okrajové podmı́nky, je jeho určeńı
popsáno dále v tomto odstavci.

Před procesem přenosu je potřeba stanovit okrajové podmı́nky na vstupu a výstup.
K definované výpočetńı śıti Nx, Ny je potřeba v oblasti vstupu a výstupu mikrokanálu
definovat dodatečný sloupec uzl̊u, který ovšem neńı součást́ı výpočtové oblasti. V těchto
sloupćıch jsou extrapolovány distribučńı funkce z výpočtové oblasti, které procesem přenosu
vstupuj́ı do výpočtové oblasti a nahrazuj́ı neznámé distribučńı funkce na vstupu a výstupu
viz obr. 24.
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Obr. 24: Okrajová podmı́nka na vstupu kanálu následovaná procesem přenosu dis-
tribučńıch funkćı

Jsou-li dodatečné sloupce situované v mı́stech [y, 0] (vstup) a [y,Nx + 1] (výstup), kde
y ∈ (1, Ny), pak pro extrapolované distribučńı funkce plat́ı

fi(y, 0) = 2fi(y, 1)− fi(y, 2), i = 1, 5, 8 (4.2.14)

fi(y,Nx + 1) = 2fi(y,Nx)− fi(y,Nx − 1). i = 3, 6, 7 (4.2.15)

Nyńı lze uskutečnit proces přenosu distribučńıch funkćı. Hodnoty pole hustot v mı́stech
ρ(y, 1) a ρ(y,Nx) lze po procesu přenosu źıskat součtem distribučńı funkćı, avšak tyto
hodnoty nemuśı odpov́ıdat předepsaným hodnotám tlaku resp. hustoty. Následuj́ıćı po-
stup má za ćıl přepoč́ıtat hodnoty pole hustoty, aby jejich pr̊uměrná hodnota odpov́ıdala
předepsaným hodnotám tlaku resp. hustoty. Nové pole hustoty je rovno

ρ(y, 1) = K1ρ(y, 1),

ρ(y,Nx) = K2ρ(y,Nx),
(4.2.16)

kde pro konstanty K1 a K2 plat́ı

K1 =
Nyρin∑Ny
y=0 ρ(y, 1)

,

K2 =
Nyρout∑Ny

y=0 ρ(y,Nx)
.

(4.2.17)

Výhodou této okrajové podmı́nky je plynulý přechod tlakového a rychlostńıho pole z ob-
lasti okrajových podmı́nek vstupu a výstupu do vnitřku výpočtové oblasti.

Proces přenosu distribučńıch funkćı následuje určeńı okrajových podmı́nek na pevné
stěně. Aby bylo možné pomoćı LBM numericky simulovat mikroprouděńı v režimu sklu-
zového a přechodového prouděńı, kdy je použita efektivńı středńı volná dráha, je potřeba
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zvolit vhodnou skluzovou okrajovou podmı́nku. V této práci je použita skluzová okrajová
podmı́nka druhého řádu [1]

us = A1σνλe
∂u

∂n
|stěna − A2λ

2
e

∂2u

∂n2
|stěna, (4.2.18)

kde n je vnitřńı normála stěn, σν = (2 − σ)/σ kde σ je tzv. akomodačńı koeficient
a A1, A2 jsou skluzové koeficienty. Koeficient σ určuje kvalitu stěny. Pro drsnou stěnu
je jeho hodnota rovna σ = 0.5 naopak pro dokonale hladkou stěnu, která je uvažována
v této práci je rovna σ = 1. V literatuře [24] je zkoumán vliv koeficientu A1 na přesnost
skluzové okrajové podmı́nky. Na základě této literatury je v této práci zvolena hodnota
A1 = (1 − 0.1817σ). Hodnota koeficientu A2 je d̊uležitá v simulaćıch mikroprouděńı pro
relativně vysoká Knudsenova č́ısla. V této práci je zvolena hodnota A2 = 0.8. Pomoćı
takto zvoleného koeficientu lze źıskat numerické hodnoty pr̊utoku, které jsou ve velice
dobré shodě s numerickými výsledky pr̊utoku linearizované Boltzmannovy rovnice [23].
V rámci LBM neńı tato okrajová podmı́nka př́ımo implementována rovnićı (4.2.18), ale
je implicitně zajǐstěna pomoćı odrazu distribučńıch funkćı na stěně. Skluzová okrajová
podmı́nka na spodńı stěně má tvar

f2 = f4,

f5 = rf7 + (1− r)f8,

f6 = rf8 + (1− r)f7.

(4.2.19)

V těchto rovnićıch je d̊uležitý parametr r pro správné numerické určeńı rychlosti na stěně.
Následuj́ıćı definováńı parametru r je včetně okrajové podmı́nky (4.2.19) uvedeno na
základě literatury [1].

Vztah mezi skluzovou rychlost́ı na stěně a okrajovou podmı́nkou pro hladkou stěnu
lze vyjádřit jako

us =
4(1− r)

r

√
6

π
Kn+

32(τqx − 0.5)

π(τ − 0.5)
Kn2. (4.2.20)

Pro analytické řešeńı skluzové okrajové podmı́nky plat́ı

us = 4A1Kn+ 8A2Kn
2. (4.2.21)

Porovnáńım člen̊u před Knudsenovými č́ısly Kn a Kn2 lze vyjádřit hledané vztahy pro
parametr r a relaxačńı čas τqx jako

r =
1

1 +
√

π
6
A1

, (4.2.22)

τqx = τqy =
1

2
+
πA2(2τ − 1)2 + 3

8(2τ − 1)
. (4.2.23)

Relaxačńı čas τqx = τqy je použit při volbě relaxačńıch čas̊u kolizńı matice.
Posledńım krokem LBM algoritmu prouděńı v mikrokanálu je vypoč́ıtáńı makrosko-

pických veličin a poté se časový cyklus opakuje.
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4.3 Numerické výsledky

V tomto odstavci jsou popsány výsledky numerické simulace LBM v př́ıpadě prouděńı
stlačitelné vazké tekutiny ve 2D mikrokanálu. Nejprve jsou popsány parametry mikro-
kanálu v LBM prostoru. Jelikož jsou dosažené numerické výsledky validovány s výsledky
uvedenými v dostupné literatuře, kde jsou prezentovány v bezrozměrném tvaru, nejsou
v tomto př́ıpadě uvedeny konverzńı faktory pro převod veličin mezi fyzikálńım a LBM pro-
storem. Dále jsou uvedeny hodnoty nejd̊uležitěǰśıch parametr̊u numerické simulace LBM,
tzn. relaxačńı časy τ, τqx , τqy a hodnota skluzového koeficientu r. V závěru tohoto odstavce
je provedeno porovnáńı a diskuze numerických výsledk̊u źıskaných vlastńım nástrojem
LBM s numerickými výsledky uvedenými v dostupné literatuře.

Z d̊uvodu široké škály využit́ı v zař́ızeńıch MEMS a na základě dostupné literatury
je zvolen testovaćı př́ıpad prouděńı plynu ve 2D mikrokanálu. Uvažujme 2D mikrokanál
tvořený rovnými nepropustnými stěnami, v němž proud́ı plyn viz obr. 25.

Obr. 25: Schématické naznačeńı řešeného problému prouděńı ve 2D mikrokanálu

Mikrokanál je diskretizovaný výpočetńı śıt́ı o počtu Nx uzl̊u ve směru x a Ny uzl̊u
ve směru y. Aby byla zachována kompatibilita s validovanými numerickými výsledky
v dostupné literatuře, je zvolena výpočetńı śıt’ o velikost (Nx, Ny) = (2000, 20) uzl̊u. Na
vstupu a výstupu mikrokanálu jsou předepsány hodnoty tlak̊u pin a pout. Pro hodnoty
těchto tlak̊u plat́ı pin > pout a tvoř́ı tzv. tlakový spád, jehož d̊usledkem je prouděńı plynu
z mı́sta vyšš́ıho tlaku do mı́sta nižš́ıho tlaku. V této práci jsou provedeny celkem tři
numerické simulace s odlǐsnou hodnotou výstupńıho Knudsenova č́ısla Knout a tlakového
spádu. Parametry těchto numerických simulaćı jsou uvedeny v následuj́ıćı tabulce.

Knout 0.194 0.388 1.128
Π = pin

pout
2 2 3

výpočtová śıt’ (2000,20) (2000,20) (2000,20)

Tab. 5: Knudsenovo č́ıslo, tlakový spád a velikost výpočetńı śıtě provedených numerických
simulaćı

Ke stabilńı a co nejv́ıce přesné numerické simulaci LBM je potřeba určit relaxačńı
časy a skluzový koeficient podle rovnic (4.2.12), (4.2.23) a (4.2.22). Jejich hodnoty pro
jednotlivé numerické simulace jsou uvedeny v tabulce 6.
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Knout 0.194 0.388 1.128

τ , τqx = τqy
τ = 2.8077, τqx =
τqy = 2.0312

τ = 4.5535, τqx =
τqy = 3.0932

τ = 7.9295, τqx =
τqy = 5.1933

r 0.6281 0.6281 0.6281

Tab. 6: Hodnoty relaxačńıch čas̊u a skluzových koeficient̊u provedených numerických
simulaćı

Diskuze numerických výsledk̊u

Na obr. 26 je znázorněn normalizovaný pr̊uběh tlaku podél 2D mikrokanálu pro Knud-
senovo č́ıslo 0.194. Rozložeńı tlaku klesá nelineárně z mı́sta vyšš́ıho tlaku p/pout = 2
do mı́sta nižš́ıho tlaku p/pout = 1. Pro lepš́ı představu nelineárńıho tlakového spádu je
červenou přerušovanou čarou znázorněn lineárńı tlakový spád. Z pr̊uběhu tlakového pole
je také zřejmá neměnnost tlaku podél výšky kanálu (souřadnice y). Nelinearita tlakového
pole záviśı na souřadnici x, tedy na mı́stě podél délky kanálu.

Obr. 27 znázorňuje parabolické rozložeńı rychlostńıho pole ve 2D mikrokanálu pro
Knudsenovo č́ıslo 0.194. Rychlostńı pole je normalizováno maximálńı rychlost́ı umax vy-
skytuj́ıćı se podél středové čáry na výstupu mikrokanálu. Z rozložeńı rychlosti podél stěn
je patrná nenulová skluzová rychlost, která společně s rychlost́ı uvnitř mikrokanálu ne-
lineárně stoupá směrem k výstupu z mikrokanálu. Tento jev je zp̊usobený platnost́ı zákona
zachováńı hmoty při nelineárńım poklesu tlaku podél mikrokanálu.

Obr. 26: Normalizované rozložeńı nelineárńıho tlakového pole ve 2D kanálu pro Knout =
0.194
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Obr. 27: Normalizované rozložeńı nelineárńıho rychlostńıho pole ve 2D kanálu pro Knout =
0.194

Na obr. 28a až 30a jsou znázorněny normalizované parabolické rychlostńı profily na
výstupu mikrokanálu podél souřadnice y źıskané vlastńım programovým skriptem LBM.
Rychlostńı profily jsou normalizovány hodnotou maximálńı rychlosti umax vyskytuj́ıćı se
podél středové čáry na výstupu mikrokanálu. Źıskané normalizované rychlostńı profily
jsou porovnány s rychlostńımi profily uvedenými v dostupné literatuře. V př́ıpadech nu-
merických simulaćı s výstupńım Knudsenovým č́ıslem 0.194 a 0.388 jsou normalizované
rychlostńı profily porovnány s normalizovanými rychlostńımi profily źıskanými použit́ım
numerických metod DSMC,

”
information preservation“ IP a řešeńım nelineárńıho systému

NS rovnic se skluzovými okrajovými podmı́nkami prvńıho řádu [29], [31]. Pro př́ıpad nu-
merické simulace s výstupńım Knudsenovým č́ıslem 1.128 nejsou v dostupné literatuře
uvedeny rychlostńı profily źıskané metodou IP a řešeńım NS rovnic, a proto je normalizo-
vaný rychlostńı profil porovnán pouze s rychlostńım profilem źıskaným použit́ım metody
DSMC [9]. Porovnáńım rychlostńıch profil̊u nálež́ıćıch numerickým simulaćım s Knudse-
novým č́ıslem 0.194 a 0.388 je patrná velice dobrá shoda. V př́ıpadě Knudsenova č́ısla
1.128 je zřejmá velice dobrá shoda rychlostńıch profil̊u v oblasti vzdálené od pevné stěny,
avšak skluzová rychlost źıskaná LBM má v porovnáńı s DSMC metodou vyšš́ı hodnotu.

Obr. 28b až 30b znázorňuj́ı odchylku nelineárńıho pr̊uběhu tlakového spádu od lineárńıho
podél středové čáry mikrokanálu. Pro odchylku tlaku plat́ı rovnost (p(x)−pl)/pout, kde pl
je lineárńı pr̊uběh tlakového spádu viz obr. 26. Porovnáńı odchylek nelineárńıch tlakových
spád̊u s dostupnou literaturou je provedeno pro stejná Knudsenova č́ısla a numerické me-
tody (DSMC,IP, řešeńı NS rovnic) jako porovnáńı normalizovaných rychlostńıch profil̊u.
Z uvedených graf̊u nelineárńıch tlakových odchylek je patrná dobrá shoda pouze v př́ıpadě
Knudsenova č́ısla 0.194. Pro Knudsenovo č́ıslo 0.388 je dosaženo dobré shody s metodou
IP, zat́ımco pr̊uběh odchylky nálež́ıćı metodě DSMC je mı́rně odkloněn směrem ke vstupu
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do mikrokanálu. Pro Knudsenovo č́ıslo 1.128 je dosaženo relativně dobré shody s meto-
dou DSMC, avšak pr̊uběh odchylky źıskaný metodou LBM je mı́rně odkloně směrem ke
vstupu do mikrokanálu. Ze źıskaných graf̊u nelineárńıch tlakových odchylek lze usoudit,
že velikost tlakového spádu Π a Knudsenova č́ısla má významný vliv na mı́ru odchylky
nelineárńıho tlakového spádu od lineárńıho a na jej́ı sklon směrem ke vstupu nebo výstupu
mikrokanálu.
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Obr. 28: Knout = 0.194
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Obr. 29: Knout = 0.388
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Obr. 30: Knout = 1.128
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Závěr

V této diplomové práci byly uvedeny výchoźı rovnice dynamiky tekutin tvoř́ıćı nelineárńı
systém Navierových - Stokesových rovnic doplněný o stavovou rovnici pro ideálńı plyn,
dále principy kinetické teorie plyn̊u, na jej́ıž základech byla odvozena lattice Boltzman-
nova metoda. Následně byly popsány fundamentálńı rovnice a principy lattice Bolt-
zmannovy metody včetně časové a fázové diskretizace Boltzmannovy rovnice, Chapman-
nova - Enskongova rozš́ı̌reńı, kolizńıch operátor̊u, implementace počátečńıch a okrajových
podmı́nek a obecného algoritmu lattice Boltzmannovy metody. Ve třet́ı kapitole byl de-
tailně popsán algoritmus lattice Boltzmannovy metody pro př́ıpad prouděńı s volnou
hladinou ve 2D, včetně formulace okrajových podmı́nek volné hladiny, které tvoř́ı stěžejńı
část vyv́ıjeného algoritmu. Následně byl vyvinutý algoritmus poč́ıtačově implementován
ve výpočtovém prostřed́ı MATLAB pro př́ıpad numerického řešeńı náhlého protržeńı vodńı
hráze. Dosažené numerické výsledky byly porovnány s experimentálńımi a numerickými
daty dostupnými v literatuře. Pomoćı vlastńıho vytvořeného programového skriptu bylo
dosaženo relativně dobré shody i přes to, že byl použit základńı MRT - LBM model
bez daľśıch modifikaćı, zat́ımco dostupná numerická data byla źıskána užit́ım modelu
turbulence. Ve čtvrté kapitole byl popsán algoritmus lattice Boltzmannovy metody pro
př́ıpad mikroprouděńı ve 2D mikrokanálu. Byl prezentován zp̊usob modifikace relaxačńıho
času pro př́ıpad stlačitelného prouděńı plynu a zp̊usob implementace skluzových okra-
jových podmı́nek 2. řádu na pevné nepropustné stěně mikrokanálu. Numerické výsledky
źıskané pomoćı vlastńıho vyvinutého programového skriptu byly i v tomto př́ıpadě po-
rovnány s numerickými výsledky dostupnými v literatuře. Porovnáńım vlastńıch nume-
rických výsledk̊u s numerickými výsledky publikovanými v literatuře a źıskanými pomoćı
metod př́ımé simulace Monte - Carlo nebo metod

”
information preservation“ je zřejmé,

že bylo dosaženo dobré shody ve všech simulovaných př́ıpadech.
Př́ınosem této práce je ukázka variability a jednoduché implementace algoritmu lattice
Boltzmannovy metody v diametrálně odlǐsných př́ıpadech prouděńı ve 2D, stejně tak jako
detailńı popis odvozeńı ř́ıd́ıćı rovnice lattice Boltzmannovy metody a jej́ı diskretizace
ve fázovém prostoru a čase. Za hlavńı př́ınos této diplomové práce je možné považovat
použit́ı lattice Boltzmannovy metody pro řešeńı úlohy mikroprouděńı v režimech cha-
rakterizovaných Knudsenovým č́ıslem Kn ∈ (0.1; 10), kdy již selhává aplikace klasického
kontinuálńıho př́ıstupu popsaného nelineárńım systémem Navierových - Stokesových rov-
nic doplněných o skluzové okrajové podmı́nky prvńıho řádu. Numerické simulace prezen-
tované v této práci jasně ukázaly, že př́ıstup založený na lattice Boltzmannově metodě
rozš́ı̌rený o skluzové okrajové podmı́nky druhého řádu dokáže lépe a přesněji zachytit
proudové pole než klasický př́ıstup založený na Navierových - Stokesových rovnićıch se
skluzem.
Na úplný závěr uved’me možná rozš́ı̌reńı navazuj́ıćı na obsah této diplomové práce.
Algoritmus lattice Boltzmannovy metody pro prouděńı s volnou hladinou lze rozš́ı̌rit
o vhodný turbulentńı model, který by umožnil modelovat reálněǰśı př́ıpady turbulentńıho
prouděńı. Za zvážeńı stoj́ı také modifikace výpočetńı śıtě, jej́ıž uzly lze v problema-
tických mı́stech výpočtové oblasti dynamicky zhušt’ovat. Lattice Boltzmannovu metodu
pro př́ıpad prouděńı v mikrokanálu je rovněž možné implementovat pro komplexněǰśı geo-
metrie včetně zahrnut́ı drsnosti stěn mikrokanálu. Daľśı možné vylepšeńı je v paralelizaci
algoritmu lattice Boltzmannovy metody za účelem efektivněǰśı numerické simulace z hle-
diska výpočtového času.
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[27] Reichl, J. and Všetička, M. (2006). Encyklopedie fyziky. Praha: c2006-2011
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