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ABSTRAKT

Predklddand bakaléiska prace se zaméfuje na matematické modelovéani a dyna-
mickou analyzu kmitdni bistabilnich mechanickych soustav. Uvodni kapitola shr-
nuje motivaci pro studium téchto soustav s ukazkou piikladi béZnych bistabilnich
soustav. Ndsledné je teoreticky pfibliZena problematika nelinedrnich jevl v dy-
namickych systémech. Tato kapitola probird teorii nelinedrnich dynamickych sys-
témd a jsou zde predstaveny metody pro posuzovani chovani téchto systémi. Dale
je pozornost ziZena na vybrané modely bistabilnich mechanickych soustav pro
které jsou odvozeny pohybové rovnice. V akpitole Dynamické analyza je pozor-
nost vénovana pozorovani a rozboru chovani téchto vybranych modeli s uvazo-
vanim kinematického buzeni. Pro jednotlivé soustavy jsou zobrazeny bifurkacni
diagramy obsahujici oblasti chaotické odezvy. Tyto oblasti jsou doplnény o zob-
razeni prislusnych Poincarého fezl. Posledni ¢dst popisuje, jakym zptisobem byl
navrzen a vyroben demonstrator bistabilni soustavy - kyvadla s permanentnimi
magnety. Na zakladé parametrti demonstratoru byly voleny parametry odpovida-
jicich vypoctovych modeld.

Klicova slova: bistabilita, kmitani, nelinerita, chaos, dynamické systémy, von
Missesovo vzpéradlo.



ABSTRACT

The presented bachelor thesis focuses on mathematical modeling and dynamic
analysis of oscillations of bistable mechanical systems. The introductory chapter
summarizes the motivation for the study of these systems enriched with examples
of common bistable systems. Subsequently, the problem of nonlinear phenomena
in dynamical systems is theoretically approached. Second chapter discusses the
theory of nonlinear dynamical systems and presents methods for assessing the be-
havior of these systems. Furthermore, attention is narrowed to chosen models of
bistable mechanical systems for which the equations of motion are derived. The
chapter Dynamic analysis is devoted to the observation and analysis of the beha-
vior of these selected models with consideration of kinematic excitation. Bifur-
cation diagrams containing areas of chaotic response are displayed for individual
systems. These areas are complemented with the respective Poincaré sections.
The last part deals with the physical implementation of a bistable system which
is formed by a pendulum with permanent magnets. The particular parameters of
the computational models were chosen based on the real parameters of the real
system.

Keywords: bistability, vibration, nonlinearity, chaos, dynamical systems, von
Misses truss.
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Kapitola 1
Uvod

V soucasné dobé jsou intenzivné studovany dynamické vlastnosti tzv. bistabil-
nich soustav. Tato prace se zaméfuje na modelovani a dynamickou analyzu tako-
vychto soustav pii vynuceném kmitani. Jednim z cild je poukazat na skutecnost,
Ze 1 v obycejnych soustavach miZe byt skryto vice neZ se na prvni pohled mize
zdat. Mechanickou soustavou rozumime takovou soustavu, kterd je schopna ko-
nat pouze mechanickou prici. Za bistabilni mechanickou soustavu povazujeme
takovou soustavu, kterd md dvé stabilni rovnondZné polohy. Na stabilitu soustavy
miZeme nahliZet z toho pohledu, kdy soustava po malém vychyleni (pertrubaci)
z rovnovazné polohy v kone¢ném Case zaujme opét rovnovaznou polohu.

1.1 Bistabilni soustavy jako nelinearni oscilatory

V této praci se omezime na tfi vybrané piipady bistabilnich mechanickych sou-
stav. Prvnim bude ilustrativni pfiklad mechanické soustavy. Dale budou nésle-
dovat soustavy obsahujici permanentni magenty ve dvou ruiznych konfiguracich.
Tyto vybrané soustavy jsou dostate¢né ndzorné a nékteré vysledky z nich ziskané
je mozné zobecnit. Pfi studiu té€chto soustav Ize spatfit jistou inspiraci v pozoru-
hodném chovani tzv. Duffingova oscilatoru, jehoZ matematicky model je vyjadien
ve tvaru

&+ i 4+ ax + Ba® = § cos wt. (1.1

Jednd se o velmi zobecnény matematickym model vibraci vznikajicich cho-
dem motoru. Pro sezndmeni je mozné si jednotlivé parametry predstavit nasle-
dovné: a znadi vratnou silu napt. v pruziné, S vnasi do oscildtoru nelinearitu, 7y je



tlument, ¢ vyjadfuje amplitudu buzeni a w kruhovou frekvenci buzeni. Tuto rov-
nici odvodil kolem roku 1918 némecky fyzik, mechanik Georg Duffing(1861 —
1944) [1].

Obrazek 1.1: Zobrazeni trajektorie Duffingova oscilatoru ve fazové roviné (vlevo) a pri-
slugného Poincarého fezu pro hodnoty o = 1.5, 3 = 12,y =100, = 0.025 aw =4

Vznik Duffingova oscildtoru miizeme pripisovat Duffingovu zdjmu o motory
a brzdy pohonnych jednotek. Byl fascinovéan vibracemi, které byly vybuzeny brz-
dénim a vibracemi samotného chodu motoru. Jakozto inZenyr védél, Ze takové
vibrace sniZuji ucinnost motoru. Zacal tim, Ze se pokusil samotny jev vibraci
motoru co nejvice abstrahovat. Postupoval velmi sofistikovanou a systematickou
cestou, kterou se mu podafilo problém podchytit. Do roku 1917 mél o tomto
problému nashromadéno dost teoretickych i experimentdlnich vysledkt, Ze mohl
v roce 1918 publikovat svoji mistrovskou prici Erzwungene Schwingungen bei
verdnderlicher Eigenfrequenz [1]. Jednalo se o velmi systematickou analyzu riiz-
nych nelinedrnich jevl v oscildtorech. Toto notné akademické dilo napsané neaka-
demikem udélalo z Duffinga synonymum pro jeden z nejikonictéjSich oscilatori
v moderni dynamice. Na Obr. 1.1 je moZné vidét trajektorii pohybu Duffingova os-
cilatoru ve fazové roviné€ a prislusny Poincarého fez. Oba tyto pojmy spolu s tim
co vypovidaji o modelu bude detailné popsano v nasledujici kapitole. Chovani
ve fazové roviné na Obr. 1.1 je 1 bez predchozi znalosti problematiky na pohled
neusporddané. S timto chovanim se lze ve zna¢né mife setkat pfi zkoumani bis-
tabilnich soustav. Pravé v téchto pfesné definovanych soustavach lze najit skryty
chaos. Tato bakalarska prace poklada zaklad snahy o popsani této vyznacné vlast-
nosti bistabilnich soustav a jeji vyuziti. Na otazku vyuZziti je mozné hledat odpo-
véd v tzv. Energy haverstingu, tedy sbéru ztratové energie. Tyto harvestery stoji
na velmi jednoduché myslence - pretvoreni ztratové energie napi. vznikajici od



s vz

vibraci motoru na napdjeni Casti pfistroje kterym miizeme tento motor zkoumat.
Prikladem miZe byt napdjeni ¢idla vibraci pomoci vibraci stroje. Ukazuje se, Ze
dimyslnym pouzitim vlastnosti bistabilnich soustav by principienlné bylo mozné
generovat dostatecny elektricky naboj.[2] JelikoZ jde o vcelku nové zkoumanou
oblast mohla by tato prace v budoucnu pomoci ke komerénimu vyuZiti v oblasti
energy harvesterd.

1.1.1 Priklady bistabilnich soustav
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Obrazek 1.2: Priklady riiznych bistabilnich soustav

Zde je mozné vidét nékolik prikladl obycejnych bistabilnich soustav. Hned
prvnim, klasickym piikladem je vypinac. Jak po mechanické tak po elektrické
strance je schopen zaujmou pouze dva stavy. Vypnuto a zapnuto, preklopeno a ne-
preklopeno. Dédle zde miizeme vidét oboustranné vetknuté, osove predepnuté nos-
niky, které pti ptisobenti sily ve stfedu délky, jsou téZ schopné zaujmou dvé stabilni
polohy. Zbytek piikladi je zaloZzen na ohebnych metalickych paskéach, které ma-
Zeme vychylovat pomoci magnetickych sil. Pfikladem bistabilni soustavy miize
byt i bimetalovy pédsek. Pfi jeho zahtivani, diky rozdilné tepelné roztaznosti pii-
tomnych kovd, se vychyli pasek z vodorovné polohy do polohy zakiivené. Tato



vlastnost se s oblibou vyuziva v klasickych elektrickych troubach, kdy pfi prekro-
Ceni kritické teploty pasek rozpoji obvod a zamezi dalSimu zahfivani.
1.2 Cile prace
Cile této bakalarské prace jsou nasledujici:
» Zékladni principy a vyuZiti bistabilnich mechanickych soustav.
* Modelovani bistabilnich soustav a jejich dynamické projevy.

* Dynamické analyza vybranych konfiguraci bistabilni soustavy.

* Sestrojeni fyzického modelu odpovidajici matematickému modelu vybrané
bistabilni soustavy.
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Kapitola 2

Projevy nelinearit v dynamickych
systémech

V tvodni kapitole byly predstaveny bézné modely bistabilnich soustav a kde se
s nimi Ize setkat. Pfi hledani matematickych modeli té€chto soustav, by bylo zjis-
t€no, Ze vétSina modell bude obsahovat urcity druh nelinearity. Oproti béZné po-
uzivanym a zkoumanym linedrnim modeliim jsou ty nelinerdni méné piimocaré a
pfi jejich studiu a prici s nimi je nutnd velkd obezfetnost. Tato kapitola se zaméf{
na zdkladni charakteristiky nelinedrnich soustav a na jejich projevy tak, aby je
bylo mozné identifikovat pii dynamické analyze. Detailné¢jSim rozborem neline-
arnich dynamickych systéma a nelinearniho kmitani se obecné zabyvaji napiiklad
monografie [3], [4]. Teorie nelinearnich dynamickych systému otevira dvefe vy-
svétleni doposud neprobadanych problémt, nebo téch, které byly mnohdy i mylné
chapany.

Principielné I1ze kazdy mechanicky systém chépat jako sytém dynamicky. Po-
kud jsou v matematickém modelu mechanického systému obsaZeny vlivy mate-
ridlovych nebo geometrickych nelinearit, pak jej I1ze klasifikovat jako nelinedrni
dynamicky systém, ktery je charakterizovdn, tim, Ze:

* muze dojit k ndhlé zméné stavu pii spojité zméné parametrli systému,

* miZe dojit ke vzniku nestabilniho chovani, pfi némz je predvidatelnost vy-
voje systému silné omezena,

* neexistuje obecné analytické feSeni v uzavieném tvaru.

11



Matematicky model obecného deterministického dynamického systému, ktery
je spojity v Casové oblasti, 1ze popsat obecné ve tvaru

x = f(t,x,7), (2.1

kde t € R je Cas, x = [x1, o, ..., T2,|T je stavovy vektor definujici stav systému
ve stavovém prostoru. Pokud stavovy prostor obsahuje jako zobecnéné sourad-
nice vychylky a rychlosti (zobecnéné hybnosti), mluvime o tvz. fazovém prostoru.
Vektor v € RP predstavuje vektor fidicich parametri systému a vektor funkci
f = [f1, fo, -, fon]T € R? urcuje vztahy pro budouci vyvoj systému. Obecny
matematicky model nelinearniho systému muize byt zapsan ve stavovém prostoru
ve tvaru

x = Ax(t) + p(t,x), (2.2)
kde A je systémova matice popisujici linedarni ¢ast systému. Transformovany vek-
tor buzeni p(t, x) zahrnuje jak linedrni tak nelinedrni vn&jsi i vnitini sily sytému.
Na zdkladé nalezeného feSeni x(¢) soustavy diferencidlnich rovnic pro dané po-
¢atecni podminky x(t9) = x¢ 1ze vyvoj systému znazornit ve stavovém prostoru
spojitou parametrickou kfivkou (kde parametrem je Cas), tzv. trajektorii systému,
jak je uvedeno na Obr. 2.1 (vlevo) a trajektorii ve fazové roving 2.1 (vpravo), coz
je projekce parametrické kiivky do roviny 5.

X2 A X2 A

x(H)

0)
i x(0)

>

X1 X1

v v

Obrazek 2.1: Znazornéni trajektorie systému v rozsifeném stavovém prostoru (vlevo) a ve
fazovém prostoru (vpravo)

Ustéleny stav nelinedrniho sytému je charakterizovan tzv. limitni mnoZinou
(atraktorem) bodi ve stavovém prostoru. Zakladni limitni mnoziny lze klasifikovat
nasledovné:

* limitni bod, je bod (mnoZina bodi) ve stavovém prostoru, k némuz se blizi
trajektorie v Case t — o0,
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* [imitni cyklus - uzaviena trajektorie systému ve stavovém prostoru (tzv. or-
bit) reprezentujici pohyb s kone¢nou periodou,

* kvaziperiodicky atraktor - sloZit€j$i mnoZina trajektorii systému ve stavo-
vém prostoru s nekonecné dlouhou periodou,

* chaoticky atraktor - nejsloZitéjsi limitni mnoZina, zpravidla nekompaktni,
ktera se vyznacuje nestabilnim chovanim.

Limitni bod odpovida statickému rovnovaznému stavu systému, limitni cyk-
lus zase koresponduje s periodickym chovanim systému. Ustdli-li se systém do
limitnitho bodu ¢i limitniho cyklu, 1ze mluvit také o staciondrnim stavu systému,
tedy v ¢ase neménném stavu. Kvaziperiodické chovani je zvlaSni mnoZinou na
rozhrani mezi periodickou a aperiodickou odezvou. Chaoticky aktraktor je velmi
slozity dtvar s komplikovanou vnitini strukturou, jehoZz vystizné zndzornéni je ob-
tizné.

A A A

Y
Y

X1 X1

(a) Limitni bod (b) Limitni cyklus (c) Chaoticky atraktor

Obréizek 2.2: Zndzornéni limitnich mnoZin v dvojrozmérném fazovém prostoru

Na Obr. 2.2¢ je proto znazornén jen pomoci své obalky. Mnozina vSech bodu
ve stavovém prostoru, pro které plati, Ze trajektorie, kterymi prochazeji jsou za-
chyceny danou limitni mnoZinou, se nazyva bazén pfitazlivosti této limitni mno-
Ziny. Pokud zndme vSechny bazény pfitazlivosti ve stavovém prostoru, vime, jaké
pocatecni podminky jsou zapotiebi pro dosazeni zvolené limitni mnoZiny. U prv-
nich tif typd atraktord miizeme zkoumat jejich stabilitu. Pfipady zndzornéné na
Obr. 2.2a a 2.2b odpovidaji stabilnim limitnim mnoZindm. Tteti limitni mnno-
Zina, tedy chaoticky atraktor miize diky své sloZitosti vykazovat vnitini fraktalni
strukturu. V takovém piipadé mluvime o tzv. podivném aktraktoru.

Fraktalni mnoZiny jsou velmi zvl4Stni matematické objekty spadajici do tzv.
Fraktdlni geometrie. Fraktdl z lantinského adjektiva fraktus, které znamena "rozla-
many nebo rozbity". Tyto "rozldmané"dtvary byly pojmenované a popularizované
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roku 1977 polskym matematikem Benoit Mandelbrotem [5]. Fraktalni mnoZiny
mohou vyjadfovat nekonecnou hrubost povrchu ¢i odpovidat na otdzku spojitého
pfechodu mezi jednotlivymi rozméry. Vyznacnd vlastnost fraktdlnich mnoZin je,
Ze nékteré z nich jsou si sobépodobné. Predstavme si tuto vlastnost jako piipad,
kdy pribliZenim jisté oblasti se naskytne pohled na oblast, ze které bylo pribliZzo-
vani zapocato atd. Fraktdlni mnoZiny mohou téz tvofit rozhrani bazént pritazli-
vosti, v jejichz "blizkém"okoli nemusi existovat jednoznacné urceni cilové limitni
mnoZziny. Je podivuhodné, Ze z velmi jednoduchych pravidel dokdZi vzniknout na
pohled tak slozité utvary. Podobné jako jednoduchd mechanicka soustava mize
vykazovat slozity chaoticky pohyb.

(a) Mandelbrotova mnozina v kom- (b) Barnsleyho kapradi
plexnf roviné

Obrazek 2.3: Ukazka dvou fraktalnich mnozin

U nelinedrnich systémt je chapani pohybu odlisné. Mluvi-li se o stavu neline-
arniho systému, neni tim myS$len okamzity stav systému v daném casovém oka-
mZiku, ale stav pohybu tohoto systému. V extrémnim piipad¢ je samotny staticky
stav chdpan jako rovnovazny vysledek pohybu. Déle jsou uvedeny nejcastéjsi pro-
jevy, se kterymi je mozné se setkat pri sledovani chovani nelinearnich systémd.
Jednim z charakteristickych projevi nelinedrnich dynamickych systéma jsou bi-
furkace.

Ty vznikaji pfi spojité zméné odpovidajicich fidicich parametra tak, Ze pri
piechodu tzv. bifurka¢niho bodu [x., v,| v rozsifeném stavovovém prostoru dojde
ke kvalitativni zméné feSeni. Systém se v okoli bifurkacniho bodu projevuje ne-
stabilné. Lokélni bifurkace lze klasifikovat jako statické (sedlo uzlova bifurkace,
vidlickov4 bifurkace, transkritickd bifurkace) a dynamické (Hopfova bifurkace).
Bifurkace jsou zaznamendny predevS§im pomoci zmén staciondrnich stavli a zna-
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zornuji se v tzv. bifurka¢nim diagramu. Chovani systému v okoli bifurkace sedlo-
uzel je zndzornéno na Obr. 2.4. Pocatek odpovida statickému bifurka¢nimu bodu,
ze kterého vychdzi stabilni a nestabilni vétev feSeni, jechZ maji v bifurkacnim
bodé stejnou smérnici tecny.

Bifurkace zndzornénd na Obr. 2.5 se nazyvd vidlickova bifurkace, protoze
v bifurkacnim bod¢ vznikaji netrividlni feSeni geometricky podobné vidlim. Bi-
furkace na Obr. 2.5 (vlevo) pfedstavuje superkritickou vidlickovou bifurkaci a na
Obr. 2.5 (vpravo) je zndzornéna subkritické bifurkace. V pfipadé superkritické
vidlickové bifurkace existuje lokdlné vétev stabilnich feSeni na jedné strané bi-
furkacniho bodu a dvé stabilni vétvé stabilnich feSeni a jedna vétev nestabilnich
feSeni na druhé strané bifurka¢niho bodu. V pripadé subkritické vidlickové bifur-
kace je situace opacnd. V tomto piipadé pak vSechny vétve feSeni nemaji v bifur-
kacnim bodé€ stejnou smérnici tecny.

— stabilni

————— neStabilni/'
X Y

Obrazek 2.4: Znazornéni statické sedlo-uzlova bifurkace

— stabilni — stabilni

----- nestabilni 4\"" nestabiln{
X | X ‘/ 7

Y Y

Obréazek 2.5: Znazornéni superkritické vidlickové bifurkace (vlevo) a subkritické vidlic-
kové bifurkace (vpravo)

Transkritickd bifurkace je charakteristickd tim, Ze existuje trividlni a netri-
vidlni vétev feSeni a v bifurka¢nim bod¢ dojde k zdméné stabilitty mezi t€mito
reSenimi.

Hopfova bifurkace provazi vznik ¢i zanik limitniho cyklu z limitniho bodu.
Ilustrace superkritického (vlevo) a subkritického (vpravo) typu Hopfovy bifurkace
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— stabilni
""" nestabilni

Y

Obrazek 2.6: Znazornéni transkritické bifurkace

je uvedené na Obr. 2.7. Vyskyt Hopfovy bifurkace lze najit napiiklad u vzpéru
idedlniho prutu. Mdme-1i podélné tuhy prut zatiZeny osovym periodicykym zati-
Zenim, pak pfi nizké honoté zatiZeni bude staciondrnim stavem limitni bod od-
povidajici pfimému tvaru prutu. Dosdhne-li zatizeni urcité vyssi hladiny (odpovi-
dajici kritické sile), pak jiz pfimy tvar nebude stabilni a dojde ke zrodu limitniho
cyklu, ktery odpovidd podkritickému kmitani prutu. Piipadné ji 1ze najit v chovani
hydrodynamickych loZisek.

— stabilni — stabilni
----------------- nestabilni

A A

X1

Obrézek 2.7: Znazornéni Hopfovy bifurkace ve dvojrozmérném fdzovém prostoru — zrodu
limitniho cyklu z limitniho bodu v zdvislosti na parametru systému

Dile jsou uvedeny nékteré pripady bifurkaci, které se vyskytuji, existuji-li
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periodickd feSeni. Bifurkace zdvojenim periody, jak jiz ndzev napovidd, zplisobi
zdvojeni periody limitni mnoZiny. Plivodni mnoZina se ndhle rozstépi (limitni cyk-
lus na Obr. 2.8), pricemz rozstépené Casti trajektorie se od sebe rychle lokdlné
vzdali.

%2 A

X1

Obrazek 2.8: Znazornéni bifurkace zdvojenim periody v rozsifeném stavovém prostoru

Systému, v nemzZ existuje periodické feSeni a v némZ existuje superkriticka
a vidlickova bifurkace, odpovida chovani v okoli bifurka¢niho bodu uvedené na
Obr. 2.9. Dojde-li u dynamického systému k této bifurkaci, pak feSeni prejde do
jedné ze dvou stabilnich vétvi po prekroceni bifurkacniho bodu. I tento typ bifur-
kace 1ze demostrovat na prikladu vzpéru prutu. Méjme idedlni prut zatiZzeny ve
vzpéru v Case neproménou silou. Necht’ je na prutu také jiné napf. harmonické
zatiZeni, pusobici pfi¢né (dochdzi k ohybu prutu). Situace na Obr. 2.9, pak miiZe
odpovidat dosazeni kritické hodnoty vzpérné sily (v ¢ase neproménnd). Bude-li
prut vzhledem k vzpérné sile v podkritickém stavu, pak se ustali do jediného li-
mitniho cyklu. Prekrocil-li tato sila kritickou hodnotu, pak dojde k vyboceni prutu
s tim, Ze prut miiZze nadéle kmitat na jedné ¢i na druhé strané (rovinny piipad) vli-
vem stdle plisobiciho dostate¢né malého pfi¢ného harmonického zatizeni.

Limitni mnoZiny dynamickych systémi mohou vznikat ¢i zanikat pfi zmé-
nach parametrd. PfiCiny a pribéh t€chto zmén mohou byt rizné. To, co je spojuje,
byva dramaticky nastup a pribeh takového déje. Dostava-li se systém k takovému
bodu, ztraci svou stabilitu. Vznik ¢i zdnik limitni mnoZiny je Casto doprovazen
hystrézni smyckou. Jde o situaci, kdy v systému existuji pro jisté hodnoty fidi-
ciho parametru zaroven dvé limitni mnoziny. Pfi zvySovani hodnoty parametru
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%2 A

Obrazek 2.9: Znazornéni superkritické bifurkace ve dvojrozmérném fazovém prostoru

systému je mozné zmapovat prechod prvni mnoZiny na druhou a naopak snizZo-
vanim parametru zmapujeme prechod druhé mnoZiny na prvni. JelikoZ pro urcity
interval fidictho parametru existuji ob€ mnoZiny zaroven, dostdvame hysterézni
smycku. Na Obr. 2.10 (vlevo) ukazuje obecny scéndr hystereze pti prechodu mezi
dvéma limitnimi mnoZinami. Na témZe obrdzku vpravo je zndzornén tvar hys-
terézni smycky, ktery je typickym napiiklad pro tlumeny oscildtor s progresivni
tuhostni charakteristikou.

Obrazek 2.10: Znazornéni hystereze pii prechodech mézi dvéma limitnimi mnoZinami

Kaskdda bifurkaci reprezentuje jednu z moznosti prechodu periodického fe-
Seni nelinedrniho systému do chaotického stavu. Lze ji popsat jako posloupnost
bifurkaci jednoduché limitni mnoZiny pfi zméné parametru systému, jak je sché-
maticky uvedeno na Obr. 2.11 (vlevo). V zahrani¢ni literatufe [6] je tento déj
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oznacovan jako vyvoj systému zdvojovanim period. Limitni mnoZina opakovanou
bifurkacni zdvojndsobuje svoji periodu a mize prejit v kvaziperiodickou limitni
mnoZzinu a posléze v chaoticky atraktor.

“A

X - populace

) 2 22 24 26 28 3 32 34 36 38 4
Y A - koeficient ristu

Obrazek 2.11: Kaskada bifurkaci (vlevo) a pribéh populace logistické rovnice v zavislosti
na koeficientu ristu (vpravo)

Navic pro celou tfidu nelinedrnich systémt, v jejichZ chovani se objevuje dvo-
jeni periody popfipadé kaskada bifurkaci, se ukazuje, ze délka intervalu mezi po
sobé jdoucimi bifurkacnimi body kaskady bifurkaci tvofi konvergujici posloup-
nost. Podil délek dvou nasledujicich intervali je roven Feigenbaumovu ¢islu, které
ma piiblizné hodnotu § = 4.66292. Na Obr. 2.11 (vpravo) je mozné vidét zobra-
zeni vyvoje stabilnich feSeni iteraéni populacni rovnice

Lpt1 = )\xk(xk - 1) (23)

v zavislosti na koeficientu ristu A. Jedna se o diskrétni systém ve kterém je
kaskdda bifurkaci také pritomna. Mitchell Feingenbaum zacal své kroky ke kon-
stanté nesouci jeho jméno pravé na tomto modelu.

Chaotické chovdni deterministického dynamického sytému miZe vzniknout
u spojitych dynamickych systému pouze v pripad€, obsahuje-li jeho stavovy pro-
stor tfi a vice proménnych a je charakterizovdno zvlastnimi vlastnostmi. Zkou-
manim chaotickych atraktort, tzv. podivnych limitnich mnoZin, 1ze ovSem zjistit,
7e vykazujf jistou formu uspofddanosti. ProZe je chaotické chovani nestabilni, tak
nelze jednoduchym zpisobem rozhodovat o stabilité numerickych metod pro fe-
Seni odpovidajictho dynamického systému. Libovolné mald zména jakéhokoliv
vstupu (pocatecni podminky, metoda feSeni, zplisobu reprezentace Cisel, atd.) ne-
vyhnutelné vede k odlisnym vysledkiim. Pokud chceme posoudit stabilitu feSeni
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pfi chaotickém pohybu, je tieba sledovat strukturu samotného atraktoru. Neméni-
li se jeho struktura pfi zméné vstupil, pak 1ze usuzovat na stabilitu feseni. Sku-
tecnost praktické neopakovatelnosti a nepiedvidatelnosti trajektorif pfi pohybu na
chaotickém atraktoru vede k algoritmickym obtizim s jeho identifikaci. Pfi ana-
lyze konkrétniho systému je ucelné zaméfrit se na dilci ¢4sti tohoto procesu. Z hle-
diska typu ziskanych informaci o sytému je mozZné provést podle ndro¢nosti tilohy

ndsledujici klasifikaci:

* sledovani systému pro jeho jedinou konfiguraci - zavislost chovani systému
na pocatecnich podminkéch,

* vyvoj ustdlenych stavli systému pii zméné parametrii - hledani bifurkaci,
chaotického chovani atd.,

* sledovani prechodovych déji - ustalovani systému, stabilita ustdlenych stavi,
apod.

Vétsina metod pro sledovani systému vyuziva prostor vS§ech moznych stavi
systému, kde se jeho vyvoj zobrazuje jako spojitd a parametricka kfivka - trajekto-
rie. Vyhoda tohoto pfistupu spociva v tom, Ze pro sledovani systému ve fazovém
prostoru lze vyuZit zkuSenosti ze zkoumdni chovéni systému s jednim stupném
volnosti. Metody zobrazovani, které budou déle popsany, 1ze rozdélit na:

* metody, které dovoluji sniZit dimenzi zobrazované trajektorie.
* metody, které slouzi pro identifikaci zmén chovani dynamického systému.

Projekce trajektorie predstavuje zdkladni zobrazovaci prostfedek, ktery dovo-
luje snizit dimenzi zobrazované trajektorie. Necht' je ddn 2n-dimenziondlni dy-
namicky systém, jehoZ trajektorii x(¢) chceme zobrazit na dvou dimenziondln{
plochu. Pak stai vybrat dvé stavové proménné napft. x.,.(t) a z4(t), které budou
reprezentovany dvéma osami zobrazovaci plochy. Lze definovat projekci X(t) tra-
jektorie x(t)

%(t) = l‘”r(t)] . kde r,se1,2 .. 2n, (2.4)
s(t)
kterou vyneseme do zobrazovaci plochy. Zpravidla jsou voleny takové stavové
proménné, které maji nejveétsi vypovidajici hodnotu o chovéni systému.

Poincarého zobrazeni je nastrojem umoziujicim jistym zpusobem zobrazo-
vat pohyb dynamického systému, urCovat stablitu periodickych feSeni, pfipadné
analyzovat chaoticky pohyb.
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Poincarého rez je definovan jako nadrovina ve stavovém prostoru, ktery pri-
slusi dynamickému systému (2.1). Orientace této nadroviny je volena tak, aby
vzdy protinala cely svazek trajektorii systému. V kontextu s definici neautonomni-
ho dynamického systému (2.1) 1ze podminku fezu formulovat skalarnim souc¢inem

n” (x(t))f(t,x,7) # 0, (2.5)

kde n”'(x(t)) je normalovy vektor fezu S umistény v bodé& x(t), (¢, x, ) je vek-
torové pole posisujici tok. Vyvoj pohybu dynamického systému je pak mozné
sledovat na zakladé té€chto fezl s vhodné€ zvolenou nadrovinou.

Necht’ je ddan autonomni dynamicky systém, tedy systém, ktery nezdvisi ex-
plititné na Case. Ddle jsou respektovany pouze ty Poincarého fezy, pro neZ ma
skaldrni soucin (2.5) stejné znaménko. Vyviji-li se trajektorie v 2n-rozmérném
prostoru, Poincareho fez je pak definovan (2n—1)-rozmérnou nadrovinou a kazdy
fez je urCen 2n — 1 soufadnicemi.

Transformaci zobrazujici stavajici priisecik na nasledujicim Poincarého fezu
se nazyva Poincarého zobrazeni. Toto (2n — 1)-rozmérné zobrazeni lze popsat
soustavou rovnic

Xmi1 = P(Xm), kde m € Z. (2.6)

Pro 2n-rozmérny neautonomni systém je Poincarého fezem 2n-rozmérnd ro-
vina a piislusné zobrazeni P je rovnéz 2n — 1-dimenziondalni.

Na Obr. 2.12 jsou uvedeny ukazky konstrukce Poincareho fezu pro autonomni
systém. Pfipad (a) zobrazuje Poincarého fez trajektorii v trojrozmérném stavo-
vém prostoru. Zbylé dvé situace predstavuji fezy periodickych fazovych trajek-
torii s jednim (b) nebo dvéma (c) priseciky. Pro neautonomni periodicky buzené
systémy je perioda odpovidajici periodické fazové trajektorii vétSinou explicitné
dana. Predpoklddejme, Ze vektorové pole f v (2.1) je periodické v Case s perio-
dou 7', pak feSeni modelu (2.1) je periodické a jeho perioda je bud’ celoCiselnym
nasobkem nebo celoc¢iselnym podilem zakladni periody 7°, kterou miiZeme pouZit
ke konstrukci Poincarého fezu, jak uvadi Obr. 2.13. Poincarého fez pak neni dan
pouze jednou nadrovinou ale nekonecnou fadou nadrovin, jejichZ normély maji
stejny smer.

Neautonomni systém lze zavedenim dal$i nové stavové proménné n = 2%75
(mod 27), tedy vyloucenim explicitniho vyjadieni Casu, prevést na systém auto-
nomni. Poincarého fez je pak definovan ihlem nato¢nef 7, kolem zvolené osy, jak
ilustruje Obr. 2.13 (vpravo).

Pro vizualizaci Poincarého fezu mnohodimenziondlntho dynamického sys-
tému lze s vyhodou uZit projektivni zobrazeni, které nazveme Poincarého mapou
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A

(a) (b)
Obrézek 2.12: Konstrukce Poincarého fezu autonomniho systému

A

X2

\

X1 X1

Obrézek 2.13: Konstrukce Poincarého fezu neautonomniho systému

a které Ize s vyhodou vyuZit k identifikaci limitni mnoZiny systému. Na Obr. 2.14
jsou zobrazeny charakteristické Poincarého mapy vybranych limitnich mnoZin.

Bifurkacni diagram slouZi jako néstroj pro zobrazeni a identifikaci zmén cho-
vani dynamického systému pii zméné navrhovanych nebo provoznich parametri.
Pro jeho konstrukci se Casto vyuzivd Poincarého zobrazeni. Bifurkacni diagram
je geometricky usporddand mnozina (graf) Poincarého fezl pro rtizné spojité se
meénici parametry systému.

Pii numerické simulaci milize nastat situace, kdy je konstrukce Poincarého
fezi v presné danych ¢asovych okamZicich numericky obtizné proveditelna. Pak
je mozné bifurkace feSeni identifikovat sledovanim extrému fazovych trajektorii
ustdleného feseni. Touto cestou 1ze spolehlivé odhalit zménu periody feseni, tedy
i zdvojeni periody a kaskddu bifurkaci spolu s chaotickym chovanim systému.
Nevyhoda spociva v nemoZnosti identifikace chaotického atraktoru. Bifurkac¢ni
diagram lIze konstruovat za riznych podminek:
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; //.
\ .
(a) Limitn{ cyklus (b) Kvaziperiodicky atraktor  (c) Chaoticky atraktor

Obréazek 2.14: Poincarého mapy fazovych trajektorii ziskané numerickym feSenim mo-
delu von Missesova vzpéradla, detaily uvedeny v kapitole 3

* Pro kazdou zménu paramteri startuje novy systém se stdle stejnymi poca-
teCnimi podminkami.

* Pohybujici se systém je podroben malé zméné parametru, aniZ by byl znovu
spoustén - provedeni zmén "za chodu".

* Systém je pro kazou zménu parametrd spustén mnohokrat s riznymi (zpra-
vidla ndhodné generovanymi) poc¢ate¢nimi podminkami.

Pouziti vyse uvedenych pfistupt pro generovani bifurka¢niho diagramu pro
celou trajektorii je znaéné nepiehledné. Proto nejcastéji pouzivanym je bifurkacni
digram ustdleného chovéni systému. Zaméfime-li se na konstrukci bifurkaéniho
diagramu pouze pro ustdleny stav, miizeme daleko pfehlednéji sledovat bifurkace
limitnich cykll, kaskady bifurkaci, ndhlé zmény stavu ¢i vznik a rozvoj chao-
tického chovani. Pfi pouZiti numerické simulace pro feSeni kmitani disktrétnich
mechanickych nelinearnich soustav 1ze problém ustédleni feSeni kompenzovat do-
statné dlouhou simulac¢ni dobou, béhem které se systém ustaluje. Slovnim spo-
jenim "dostaéné dlouhd doba"je mysSlen takovy Casovy interval, jehoZ zkraceni
vyznamné neovlivni tvar bifurka¢niho diagramu. Jedn4 se tedy o ovéfeni konver-
gence. V nékterych piipadech miZzeme dosahnout lepsich vysledki a sniZeni Ca-
sové naro¢nosti uzitim vhodného ukazatele ustdleni nebo jinych parametri, které
umoZziuji vhodné srovndvat a klasifikovat chaotické atraktory. Druhy nelinearit,
které jsou pfitomné v matematickych modelech lze rozd€lit na slabé nelinearity,
mezi néZ miZeme zaradit materidlové tuhostni a tlumici charakteristiky s malou
odchylkou od linearni charakteristiky dané Hookovym zdkonem a silné nelinea-
rity, které reprezentuji napf. tuhostni a tlumici charakteristiky vazeb s viillemi a su-
chym tfenim.
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Kapitola 3

Vybrané modely bistabilnich soustav

Jak jiz bylo patrné z Gvodu, modelt bistabilnich mechanickych soustav je nespo-
cet. Zde bude pozornost ziizena na vybrané modely bistabilnich mechanickych
soustav. Prvotnim krokem k analyze téchto modelii je navrZzeni vhodného matema-
tického modelu. Takovy model by mél spolehlivé popisovat vyvoj soustavy v Case
a jeji charakter. V pripadé modelovani disktrétnich mechanickych soustav je mo-
del urCen piisluSnymi obycejnymi diferencidlnimi rovnicemi. V této kapitole bu-
dou tyto obycejné diferencidlni rovnice odvozeny pro vSechny vybrané soustavy.
Vzhledem k tomu, Ze maji vSechny vybrané modely jeden stupeii volnosti, bude
jim néleZet pouze jedna diferencidlni rovnice.

3.1 Metody sestavovani pohybovych rovnic

Pro sestaveni pohybovych rovnic existuje fada metod napt. pfimé uZiti Newtonova
pohybového zdkona, D’ Alembertliv princip, metoda redukce, princip virtudlnich
praci, Lagrangeovy rovnice obycejného typu atd. Zde budou pouzity vyhradné
dvé metody a to Lagrangeovy rovnice obycejného typu a D’ Alemberttv princip.

Prvni jmenovand metoda spadd do oblasti analytické mechaniky. Ta narozdil
od vektorové mechaniky pracuje pouze se skaldrnimi veliCiny. Jak bude patrné
uziti této metody je velmi vyhodné k nalezeni pohybové rovnice vybraného mo-
delu. Lagrangeovy rovnice obycejného typu budeme uvazovat ve tvaru pro mode-
lovani diskrétnich mechanickych soustav [7]

d (OF OF OR OF
(’“) . +52=Q, (3.1)

#\0a) 99 "oqa " q
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kde Fj, a F, znali kinetickou a potencidlni energii t€lesa, I? je Rayleighova disi-
pacni funkce, q(t) = [¢:(t)] € R" je vektorem zobecnénych soufadnic a Q(t) =
[Q:(t)] € R™ je vektorem zobecnénych vnéjsich sil.

Druhy zpisob sestaveni pohybovych rovnic bude uziti D’ Alembertova prin-
cipu. Hlavni myS$lenka D’ Alembertova principu je zavedeni tzv. setrvacného ucin-
ku. JelikoZ nasledujici modely budeme uvaZzovat jako télesa v roviné budou prin-
cipy pro uréeni jednotlivych setrva¢nych tcinki objasnény pfimo v aplikacich.

3.2 von Misesovo vzpéradlo

Von Misesovo zpéradlo na Obr. 3.1 (vlevo) je sloZené ze dvou rotané spojenych
tuhych nosniki vazanych rota¢n€ k ramu. Tyto tuhé nosniky budou nahrazeny li-
nedrnimi pruzinami a do spojnicového bodu pruZin bude priddna hmota. Touto
nihradou pfejde von Miseovo vzpéradlo v bistabilni mechanicky model s geome-
trickou nelinearitou (vpravo). Pivod bistability je skryt ve spojeni obou volnych

o v S v z 7 A z 0 . V. A
koncu pruzin. Pii1 uvazovani modulu pfedepnuti 5 > 1 jsou pruziny predem stla-
¢ené a to zpusobi, Ze vznikne v pruzindch tzv. kladnd vratna sila. Tato sila zapficini
vychylileni hmotného bodu z nestabilni rovnovazné polohy do jedné ze stabilnich
rovnovaznych poloh. Diky tomuto vychyleni se miiZzeme v zahrani¢ni literatufe

setkat také s terminem "snap-through"mechanismus [8]. Model je pak schopen
zaujmout bud’ jednu stabilni rovnovdZnou polohu nebo druhou. Pokud bychom

uvazovali modulu pfedepnuti 2 <1 soustava by byla monostabilni.

Uvazujeme téZ pohyb hmotného bodu ve vodorovném vedeni. Diky tomu je
kompenzovana vlastni tiha soustavy a ta tak ziskd jeden stupenl volnosti. Pohyb
soustavy bude tak popsdn pouze jednou diferencidlni rovnici. K odvozeni po-
hybovych rovnic budou pouzity Lagrangeovy rovnice obycejného typu popsany
vztahem (3.1). Jako zobecnéna souradnice bude zvolena vychylka z rovnovdzné
polohy z.

Kinetickd energie soustavy md tvar

1
E, = 5ma‘sz, (3.2)

kde m je hmotnost hmotného bodu. Dédle se pfedpoklddd, Ze soustava obsahuje

linedrni visk6zni tlumenti, které je tmérné rychlosti spojnicového hmotného bodu.
Toto tlumeni respektuje napt. vliv okolniho prostiedi. Lze zavést Rayleighovu
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Obrazek 3.1: Schéma von Misesova vzpéradla (vlevo) s piislusnym ndhradnim poddajnym
bistabilnim modelem (vpravo)

disipacni funkci ve tvaru

1
R = §b:i:2, (3.3)

kde b je koeficient tlumeni. Potencidlni energie soustavy je dana souctem defor-
macni energie pruZin ve tvaru

E, = k(Va2 + h? — y)?, (3.4)

kde k je tuhost pruzin, h znaci vzdéalenost vazeb a [, je volna délka pruzin. Zde bu-
dou uvazovany identické tuhosti obou ptuZin k a vzdalenost obou pruzin od vazeb
h téz identické. PouZitim Lagrangeovych rovnic obycejného typu (3.1) ziskame
pohybovou rovnici ve tvaru

kxl
mi + bt + kx — o Fysin(wt), (3.5)

N
kde uvazujeme harmonickou budici silu ve tvaru F(t) = Fysin(wt). Zvolenim

b k
bezrozmérnych konstant — = 2DQ, — = 20% a £& = f, kde D je pomérny

m m m
utlum a Fj je amplituda buzeni. Pejde rovnice do tvaru

lo
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Rovnice (3.6) je vyslednou pohybovou rovnici von Misesova vzpéradla. Se zna-
losti rovnice (3.4) je moZné zobrazit zavislost potencidlni energie £, na modulu

l
predepnuti EO a na vychylce x.

Potencialni energie E

Vychylka x

l
Obriazek 3.2: Zavislost potencidlni energie F, na modulu pfedepnuti EO ana vychylce

Tim je ziskdno zobrazeni viz Obr. 3.2 na kterém je vidét charakteristicky znak
bistabilnich soustav.

3.3 Model kyvadla se dvéma magnety

Nasledujici model bistabilni mechanické soustavy obsahuje magnetické sily per-
manetnich magnetl. Jednd o matematicky model fyzikdlniho kyvadla s vzdjem-
nym pusobenim mezi pdly permanentnich magneti. Kyvadlo modelujeme jako
homogenni tyCku s pfipevnénym permanentnim magnetem na jeho konci. Bistabi-
lita této soustavy je podminénd vzdjemnym plisobenim mezi p6ly permanentnich
magnetd v ramu a na konci kyvadla. Pro tuto soustavu byl sestrojen fyzicky pro-
téjSek a tak byly nékteré parametry stanoveny experimentalné. V tomto modelu
se dvéma permanentnimi magnety jsou poly magnetd nastavené tak, aby se vza-
jemné odpuzovaly. Diky tomu je fyzikdlni kyvadlo vZdy vychyleno do jedné ze
stabilnich rovnovéaznych poloh. V modelu jsou obecné pfitomny tfi rovnovazné
polohy. Dvé stabilni a jedna nestabilni, kterd leZi mezi nimi. Nestabilni rovno-
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vazné polohy lze dosdhnout pouze teoreticky. Diky vyrobnim nepresnostem se
praktické realizaci této polohy nepodatilo dosdhnout.
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Obrazek 3.3: Schéma modelu kyvadla se dvéma permanentnimi magnety

V modelu je uvazovano vzajemné pusobeni magnetickych sil. Tyto sily je
nutné tyto stanovit na zdkladé geometrickych a magnetickych vlastnosti perma-
nentnich magnett a jejich vzdjemné poloze. Magnetickou silu budeme uvazovat
podle Gilbertova modelu [9], kterd urena vztahem

2 1 1 2
F,=—BS*| =+ — , 3.7
——" <p2 (b + 2)? <p+cz>2> G7)
BQZ%M, (3.8)

kde p znaci vzdéalenost mezi pdly magneti, S je plocha priifezu magnetu, d je
délka magnetu, 1y je permeabilita vakua, By vyjadiuje magnetickou indukci na
koncich magnett a M je magnetizace magnetd. Tento model magnetickych sil je
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spolehlivy pouze pro vétsi vzdalenosti vzhledem k délce strany magnetu. To je v
nasem pripadé splnéno jelikoZ uvazujeme magnety malych rozmeéra.

Piidanim permanentniho magnetu na konec kyvadla byl zménén moment setr-
vacnosti kyvadla k ose rotace prochazejici bodem A. Tato skute¢nosti se projevi ve
vysledném momentu setrvacnosti kyvadla k ose rotace. Tato skutecnost 1ze popsat
nasledujicim vztahem

1
Iy =1Ia, + i, = gmkyvﬂ + Minag 2. (3.9)

kde Mmyyy. @ Myyqq. znaci hmotnost kyvadla a hmotnost magnetu a [ je délka kyva-
dla.

K sestaveni pohybové rovnice soustavy bude pouZita metoda uvoliovani spolu
s D’ Alembertovym principem. Pomoci metody uvoliiovdni myslené uvolnime ky-
vadlo od rdamu a zakreslime na néj vSechny ak¢ni, reakcni a setrvacné pusobici
ucinky. Jak jiz bylo zminéno soustava je schopna konat pouze rotacni pohyb
okolo osy prochazejici bodem A a tak ma pouze jeden stupein volnosti. Kyva-
dlo je k rdmu pfipojeno rotacni vazbou, kterd odebira dva stupné volnosti, takze
miZeme ocekdvat reakce R4, a R4,. Smér téchto reakci miizeme libovolné zvolit.
Jejich redlny smér vyjde z vyfeSeni rovnic. Pfi rotacnim pobybu okolo hlavni osy
setrvacnosti budou pritomné tii setrvaéné ucinky pusobici na téleso. Jedna se o se-
trvaény dvojicovy moment, teCnou slozku setrvacné sily a normalovou slozku se-
trvacné sila (odstfediva sila). Te€nou a odstfedivou setrvacnou silu premistime do
stiedu rotace tedy do bodu A. Timto premisténim podle zdkladni véty statiky mu-
sime ptidat pfisluSny dvojicovy setrvaény moment. Bude uvazovéano kinematické
buzeni, které je dané piedepsanym pohybem rdmu, k némuZ je kyvadlo vdzané
rotacni vazbou. Kinematické buzeni je uvazovana ve tvaru

u(t) = U cos wt, (3.10)

Unasivy posuvny pohyb vyvold piislusny setrvaény ucinek pusobici ve stie-
disku hmotnosti kyvadla spolu s vlastni tihou kyvadla mg.

Po zakresleni vSech ptisobicich sil bude pfikroceno k samotnému sestaveni
pohybové rovnice. Téleso v roviné ma obecné 3 stupné volnosti a jsou tedy nutné
tfi podminky dynamické rovnovédhy. Vzhledem k tomu, Ze se jednd o soustavu
s jednim stupném volnosti je vlastni pohybovi rovnice soustavy uréena pouze mo-
mentovou podminkou rovnovédhy. V nasSem pripadé neni nutné vypocitat reakce ve
vazbdch, takze slozkové podminky dynamické rovnovahy budou zanedbéany. UZi-
tim D’Alembertova principu bude sestavena momentovd podminka dynamické
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Obrazek 3.4: Uvolnéné kyvadlo od ramu

rovnovahyk bodu A
l [
Tap + mgs sin p — F,,l cosYsing — mw2U§ coswtsing = 0, (3.11)

osamocenim ¢lenu ¢ pfejde rovnice do tvaru

[ E, . l .
o+ Z}QA sinp = T, cos Psing + 2mIAW2U cos wtsiney, (3.12)
mgl 5 I v is ey .
volbou —— = Q°, — = f,,, Ucoswt = u(t) a pfiddanim Clenu, ktery od-
214 I

povida viskéznimu tlumeni 2D¢2, kde D je pomérny ttlum. Nabude rovnice vy-
sledny tvar

30



Q2
G+ 2D+ Q% sinp = f,,l cospsing + u(t)—w?sing. (3.13)
g

V rovnici (3.13) se vyskytuje Clen cos ¢, ktery zajist'uje primét magnetické
sily do tecného sméru ke trajektorii pohybu kyvadla. K vyjadieni tohoto ¢lenu je
nutné urcit kinematické zdvislosti mezi dhlem ¢ a 1. Uhel ¥ nebude vyjadfen

Yev s

explicitngé, nybrz v kosinovém tvaru pro snadnéjs$i manipulaci

s h— /1 — (Isinp)?

cosyY = — = ,
p  Vh?2+ 1?2 —2hlcosyp
kde h je vzdalenost vazeb a [ je délka kyvadla s magnetem.
Stoji za povSimnuti, Ze ve vysledné vlastni pohybové rovnici (3.13) roste am-
plituda buzeni s kvadratem budici frekvence. Tento poznatek bude hrat vyznam-

nou roli ve vlastnim experimentu.

(3.14)

3.4 Model kyvadla se tremi magnety

Tento model je charakterem obdobny pfedeslému modelu. Hlavni rozdil mezi té-
mito modely je v konfiguraci magnetd. Zde uvaZzujeme tii permanentni magnety.
Bistabilita soustavy je téZ zpisobena vzdjemnym pusobenim magnetd mezi ra-
mem a kyvadlem, ale zde bude uvazovédno, Ze se magnety vzajemné pfitahuji.
Snadno si Ize predstavit, Ze timto zpisobem lze vytvofit libovolné krat stabilni
magnetickou soustavu. Priddnim dal$ich magnetii pifimo umérn€ zvysime pocet
stabilnich poloh kyvadla. I pro tento model vznikl fyzicky protéjSek. Jako v pre-
deslém modelu i v této soustavé existuje tfeti rovnovazna poloha nestabilniho cha-
rakteru mezi dvéma vazanymi magnety. Zde se, ale podatilo tuto polohu realizovat
na svém fyzickém protéjsku.

Magnetickd sila mezi magnety bude uvaZzovana ve stejném tvaru jako v pred-
chozim pripadé (3.7). Moment setrvacnosti kyvadla k ose prochazejici bodem A
téZ zlistdva nezménén.

K sestaveni pohybové rovnice soustavy bude opét pouzita metoda uvoliiovani
spolu s D’ Alembertovym principem. Postup sestaveni pohybové rovnice je iden-
ticky s predchozim prikladem. Kinematického buzeni uvazujeme ve stejném tvaru
jako predeslém pripadu (3.10).

Po zakresleni vSech pusobicich sil bude prikro¢eno k samotnému sestaveni
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Obrazek 3.5: Schéma modelu se tfemi permanentnimi magnety

pohybové rovnice

l
Ta+ mgs sin p + F,, [ cos asing
] (3.15)
+ Fn,l cos Bsing — m§w2U coswtsing = 0,

osamocenim ¢lenu ¢ prejde rovnice do tvaru

54 mgl . El ‘
— SIn = —— COS asin
R I, ©

F,

ma2

(3.16)

[
cos Bsinp + M U cos wtsing,
A 214

Fm m e s s, v ~ v
volbou —— = Q2, f,,, = —/*, fm, = —= a priddnim ¢lenu, ktery piedsta-
214 14 I
vuje viskdézni tlumeni 2 D2 nabude rovnice vysledny tvar

mgl
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v Fry

Obrazek 3.6: Uvolnéné kyvadlo od rdmu

¢+ 2DQ 4+ O sinp = — fo,, [ cos asing

0?2 (3.17)
— fimyl cos Bsing + —w?U cos wtsing.
g

Vztah lze prepsat do prehlednéjsi formy zvolenim ( f,,, + fin, )l sin ¢ = M, jako
moment magnetickych sil a buzeni u(t) = U coswt

QQ
¢+ 2DQ + Q% sin o = —M,, (cos a + cos ) + u(t);chsingo. (3.18)
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Ve vysledné vlastni pohybové rovnici (3.18) se opét setkdvame s priméty
magnetickych sil do te€ného sméru k trajektorii pohybu kyvadla. Uréime jednot-
livé kinematické zavislosti mezi tfemi thly «, 3 a . Opét bude s vyhodou pouZzit
kosinovy tvar

v w_
cos o = 5o 2 o5y , (3.19)
D1 \/(h—lcosgo)Q—i—(lsingp—%)?

st 5 +lcosp
cos 3 = =

D2 \/(h—lcos¢)2+(lsin<p+%)2
kde w je vzajemna vzdéalenost poli obou magnett, [ je délka kyvadla s magnetem

a h znaci vzdalenost vazeb. Pro sestaveni (3.19) a (3.20) a spolehlivost vysledné
pohybové rovnice (3.18) musi platit

, (3.20)

Isin ¢ < % (3.21)

I v tomto modelu roste amplituda buzeni s kvadratem budici frekvence.
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Kapitola 4

Dynamicka analyza vybranych
modelu

Tato kapitola je zaméfena na analyzu dynamickych projevil vybranych modelt
bistabilnich soustav. Na zakladé téchto projevi lze soustavy rtizné klasifikovat.
Pohybové rovnice sestavené pro jednotlivé modely z predeslé kapitoly budou fe-
Seny numericky pomoci vypoctového programu MATLAB. Jedn4 se o feSeni neli-
nedrnich diferencidlnich rovnic druhého fadu. V softwaru je poté pouzit MATLAB
resic¢ ode45, ktery pracuje na metodé Runge-Kutta. Jedn4 se o jednokrokovy fesic,
ktery pro vyc¢islend z(t,,) potiebuje pouze feseni predchazejiciho kroku x(,_1).

V prvé fad€ bude zkoumdno volné kmitani jednotlivych modelti. Provedenim
numerické simulace feSeni bude ziskan pro zvoleny Casovy interval vektor vychy-
lek a rychlosti x(t) pro dané pocate¢ni podminky. Zobrazenim vychylek a rych-
losti do fazové roviny Ize posoudit kvalitu feSeni. V této fazové roviné lze iden-
tifikovat o jaky druh kmitani se jedna a lze napt. posoudit stabilitu rovnovaZnych
poloh pro dané pocatecni podminky.

Nésledné bude uvaZzovana nenulovd amplituda a kruhova (tihlovd) frekvence
buzeni, tim bude zkouméno vynucené kmitdni. Pro toho kmit4ni budou sestrojeny
bifurkacni diagramy. Tyto diagramy budou ziskany na zakladé sledovani extrému
vychylek v ustdlené Casové oblasti. Zobrazenim téchto extrémil v zdvislosti na
proménné kruhové frekvence buzeni budou ziskdny ndsledovné bifurkaéni dia-
gramy. Ty lze pouZit k identifikaci oblasti s nelinearnimi projevy a je mozné je
poté klasifikovat. Pro tyto oblasti bude opét vyuZita fizova rovina k nizornému
zobrazeni charakteru kmit4ni. Bifurkacni diagramy mohou odkryt i oblasti, kde je
pritomna chaotickd odezva. Tato odezva je velmi slozitd na posouzeni vzhledem
ke své nepredvidatelnosti. Aby bylo mozné tyto oblasti analyzovat, budou vyuzity
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tzv. Poincarého fezy aplikované na chaotické odezvy soustavy. Tyto fezy budou
sestrojeny podle postupu popsaného v kapitole 2. Diky tomu lze ziskat zobrazent,
které vypovidd o charakteru chaotické odezvy a jak se tato odezva méni v zdvis-
losti na kruhové frekvenci buzeni.

4.1 Analyza von Misesova vzpéradla

Tento model obsahuje geometrickou nelinearitu. Parametry modelu byly postupné
voleny takovych zpisobem, aby byl model rozmérové podobny modelim kyvadel

s permanentnimi magnety. Modul predepnuti Eo byl volen tak, aby hodnota vy-

chylky v rovnovazné poloze byla v okoli vychylek rovnovaznych poloh modelu
kyvadel s permanentnimi magnety. JelikoZ se jednd o zcela rozdilny model neni
pfimé srovnani modeld mozné.

Tabulka 4.1: Zvolené parametry pro model von Misesova vzpéradla

’ Veli¢ina \ Znaceni \ Hodnota \ Jednotky ‘
Hmotnost hmotného bodu m 0,1 [kg]
Voln4 délka pruzin lo 0,107 [m]
Vzdalenost vazeb h 0,105 [m]
Tuhost pruzin k 42 [Nm™']
Pomérny dtlum D 0,01 [-]

Tihové zrychleni g 9,81 [ms™?]
Amplituda buzeni fo 1 [-]

4.1.1 Rovnovazné polohy

V prvé fadé bude urcena rovnovazna poloha systému. V rovnovazné poloze plati,
Ze rychlost hmotného bodu spojujicitho obé pruziny je nulova. Tedy i zrychleni
tohoto bodu musi byt nulové. Z rovnice (3.6) proto dostaneme

lo
Va2 + h?

Tato rovnice je splnénd pro dva piipady, z = 0 nebo (1 —

20%z(1 — )= 0. (4.1)

lo
v =

Z prvniho prfipadu je vidét, Ze ziskdvame prvni rovnovaznou polohu z,, = 0.

36



Z druhého pripadu dostaneme zbylé dvé rovnovazné polohy. Po tpravé ziskdme

x? = /I3 — h2. 4.2)

Zbylé dvé rovnovdzné polohy maji po vycisleni hodnotu z,, = 0.0206 m
a r,, = —0.0206 m. Byly ziskany tii rovnovazné polohy, z nichZ dv¢ jsou symet-
rické podle osy prochdzejici vazbami pruZin k ramu.

4.1.2 Volné kmitani

Volnym kmitdnim je rozuména analyza matematického modelu bez pravé strany,
tedy bez vnéjSiho buzeni. V modelu bude uvazovan pomérnym utlum a budou
provedeny nasledné simulace.

g

0.1

Rychlost spojnicového bodu v [m - S‘I]

Rychlost spojnicového bodu v [m - s ‘I]

0.1

b wom e oo a0 ows o 0 0010015 B0z 0025 003

Vychylka x [m] Vychylka x [m]

Obrazek 4.1: Zobrazeni trajektorii von Misesova vzpéradla ve fazové roviné pro pocatecni
vychylky zp = —0.03 m (vlevo) a xp = 0.03 m (vpravo).

0.05

0.05

0.1

Rychlost spojnicového bodu v [m - s‘t]

0.2
Do3 002 001 o 001 002 003 004
Vychylka x [m]

Obrazek 4.2: Zobrazen{ trajektorie von Misesova vzpéradla ve fdzové roviné pro pocatecni
vychylku zg = £0.032 m.
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Choviéni soustavy ve fadzové roviné prfi pocatecCnich podminkach zy = 40.03
m Ize vidét na Obr. 4.1. Z tohoto chovén{ 1ze usuzovat, Ze vychylka soustavy se pfi
téchto podminkdch ustaluje na hodnotich z,, a z,,. Pfi malém zvySeni pocatecni
vychylky hmotny bod piekmitne a vychylka soustavy se ustdli na hodnoté x,,, jak
lze vidét na Obr. 4.2. Lze tedy usuzovat, Ze obé rovnovazné polohy z,,,, z,, jsou
stabilni. Soustavu je tedy moZné nazyvat bistabilni soustavou.

4.1.3 Vynucené kmitani

Uvazovanim nenulové amplitudy f, a w kruhové (idhlové) frekvence kinematic-
kého buzeni ptejde soustava z volného kmitani okolo rovnovaznych poloh do sou-
stavy s vynucenym kmitdnim. Ridicim parametrem vynuceného kmitani je kru-
hova frekvence buzeni w.

0.05

0.04

0.03

0.02

Extrémy vychylek x [m]

15 20 25 30

Uhlova frekvence buzeni o [rad/s]

Obrazek 4.3: Bifurkacn{ digram vychylky von Misesova vzpéradla pro amplitudu fy = 1
m.

Pro identifikaci nelinarnich projevii modelu von Misesova vzpéradla bude s vy-
hodou vyuzit bifurkacni diagram. V tomto diagramu na Obr. 4.3 je zndzornéna
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zavislost extrémi vychylek hmotného bodu v ustdleném stavu na kruhové frek-
venci buzeni. Jednotlivé extrémy jsou barevné odliSeny. Modrd barva ndlezi mi-
nimu vychylky a zelend barva ndlezi maximu vychylky. Tento bifurkacni diagram
byl vykreslen pro celé spektrum kruhovych frekvenci buzeni. Pies cetné simu-
lace pro rtizné dlouhé spektrum bylo zjisténo, Ze pro w > 30 rad/s je soustava
schopna konat pouze periodicky kmitavy pohyb okolo nestabilni rovnovazné po-
lohy. Nejsilnéjsi nelinedrni projevy byly nalezeny pravé v tomto vybraném spek-
tru w € (0;30) rad/s. Diky vhodné volbé parametrti je toto spektrum frekvenci
pouzito i v nasledujicich modelech.
V bifurkacnim diagramu na Obr. 4.3 jsou obsaZeny oblasti

* periodické odezvy, kde je pritomné kmitani okolo jedné rovnovazné polohy,
* periodické odezvy, kde je pfitomné kmitani okolo vice rovnovaznych poloh,
* chaotické odezvy, kde je kmitdni popsdno chaotickym atraktorem.

Pozornost bude nejprve zaméfena na oblast periodické odezvy pro w € (6;12)
rad/s. V této oblasti je mozné pozorovat periodickou odezvu na harmonické bu-
zeni. Jednd se o kmitdni okolo rovnovadzné polohy, kdy vychylka ustidlené odezvy
postupné roste az do hodnoty rezonance, kterd nastadva okolo hodnoty w = 12.5
rad/s. Kmitdni v této oblasti je zndzornéno na Obr. 4.4.

Rychlost spojnicového bodu v [m - s‘l]

)

4
005 004 003 002 001 0 001 002 003 004 005
Vychylka x [m]

Obrazek 4.4: Zobrazeni trajektorie von Misesova vzpéradla ve fazové roviné (vlevo) pro

amplitudu fo = 1 m a kruhovou frekvenci buzeni w = 6, 2 rad/s.

Dal3i ndpadnou oblasti periodické odezvy je pro w € (16,5;21,5) rad/s.
V této oblasti si 1ze v§imnout kmitdni okolo dvou rovnovaznych poloh nasledo-
vané kratkym zdvojenim periody. Po tomto zdvojeni zaCne soustava kmitat v Sesti
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extrémech. Posledni oblasti periodické odezvy je oblast pro w € (23;30) rad/s.
V této oblasti nastdvd kmitdni okolo jedné rovnovazné s postupné se sniZujici vy-
chylkou nésledované zdvojenim periody. Po oblasti zdvojeni periody nasleduje
oblast kdy soustava kmit4 pouze kolem jedné rovnovazné polohy s kontantni vy-
chylkou. Pfi dal$sim zvySovanim w by tato vychylka ztstala naddle konstantni.

Dale 1ze v bifurkacnim diagramu na Obr. 4.3 spatfit pét vyznamnych chaotic-
kych oblasti. Ty se od sebe 1i$i svou §ifi a hodnotou maximalni vychylky. V prvni
takové oblasti pro w € (0, 3) rad/s 1ze spatfit periodickou oblasti, kterd postupné
prechézi do kvaziperiodické a ndsledné do chaotické oblasti. Z této oblasti bude
vybran nasledujici priklad.

Rychlost spojnicového bodu v [m - s‘t]
Vychylka x [m]

004 0.03 002 001 0 001 002 003 004 50 55 0 65

70 75 &0 85 90 95 100
Vychylka x [m] Cas t [s]

Obréazek 4.5: Zobrazeni trajektorie von Missesova vzpéradla ve fazové roviné (vlevo)
s prislusnou Casovou trajektorii (vpravo)pro amplitudu fy = 1 m a kruhovou frekvenci
buzeni w = 0, 35 rad/s.

Zde na Obr. 4.5 mizeme vidét jev, ktery se v zahranicni literatuie nazyva
"bursting oscillations"[10]. Jednd se o druh kmitani, pti kterém dochézi ke kmitani
okolo jedné rovnovéazné polohy s postupné se snizujici vychylkou. Toto sniZzeni
v8ak neni ndsledovdno ustdlenim v rovnovazné poloze nybrz prekmitem a ndsled-
nym kmitdni okolo druhé rovnovazné polohy. Tento cyklus se periodicky opakuje.

Malym zvySenim w se odezva zméni na kvaziperiodickou. Charakter zlstava
stejny, ale d¢j se stiva méné predvidatelnym. Na Obr. 4.6 lze vidét stejny charak-
ter odezvy ve fdzové roviné jako na Obr. 4.5. K této odezvé je pripojen piisluSny
Poincarého fez, ktery je ve formé uzavieného obrazce.

Pokud budeme nadéle zvySovat w dostaneme se do CiSté chaotické oblasti,
kde odezva pozbyva predvidatelnosti a pfisluSnym Poincarého fezem je chaoticky
atraktor. Tato struktura zlistadvd neménnd az do w = 6 rad/s. Po této oblasti nastiava
J1Z zminénd rezonancni oblast. Na Obr. 4.4 je zobrazeno kmitdn{ v této oblasti.
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Rychlost spojnicového bodu v [m - 5|

Rychlost spojnicového bodu v [m - s‘t]
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Obrazek 4.6: Zobrazeni trajektorie von Missesova kyvadla ve fazové roviné (vlevo) s pri-
slusnym Poincarého fezem (vpravo) pro amplitudu fy = 1 m a kruhovou frekvenci buzeni
w = 1rad/s.
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Obrazek 4.7: Zobrazeni trajektorie von Missesova vzpéradla ve fazové roviné (vlevo)
s prislusnym Poincarého fezem (vpravo) pro amplitudu fy = 1 m a kruhovou frekvenci
buzeni w = 3, 7 rad/s.

Posledni vyznamnou oblasti je chaotickd oblast okolo w = 15 rad/s. Kde pfi-
slusnd trajektorie ve fazové roviné je zobrazena na Obr. 4.8 (vpravo) a pfislusny
Poincarého fez na Obr. 4.8 (vlevo). Jak jiZ bylo zminéno pfi dalSim zvySovani
parametru w zacne model von Misesova vzpéradlo kmitat kolem své nestabilni
rovnovazné polohy. Charakter tohoto kmitani tak zistané pro vyssi hodnoty w
neménny.
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Obrazek 4.8: Zobrazeni trajektorie von Missesova vzpéradla ve fazové roviné (vlevo)
s prislusnym Poincarého fezem (vpravo) pro amplitudu fy = 1 m a kruhovou frekvenci

buzeni w = 15 rad/s.

4.2 Analyza kyvadla se dvéma magnety

Nelinearita tohoto modelu je zptisobend jak samotnym kyvadlem (sin ¢ v pohy-
bové rovnici (3.13)) tak nelinearitou pasobicich magnetickych sil (prava strana
pohybové rovnice (3.13)). Parametry tohoto modelu byly voleny v sousvislosti
s parametry redlného modelu. Mnohé parametry tak byly pfimo naméteny na redl-
ném modelu. V kapitole 5 je predstaven zptsob jakym byla napf. zjiSténa hodnota
magnetizace permanentniho magnetu.

Tabulka 4.2: Zvolené parametry pro model kyvadla se dvéma magnety

’ Veli¢ina \ Znaceni \ Hodnota \ Jednotky ‘
Hmotnost kyvadla Miyo 0,00589 [kg]
Délka kyv. a mag. l 0,082 [m]
Vzdalenost vazeb h 0,105 [m]
Pomérny tdtlum D 0,078 [-]
Tihové zrychleni g 9,81 [ms™?]
Amplituda buzeni U 0,015 [m]
Hmotnost magnetu 72,44 0,001 [kg]
Plocha prifezu mag. S 0,000025 [m]
Délka hrany mag. d 0,005 [m]
Permeabilita vakua 1,256637 -107% [Hm™!]
Magnetizace mag. M 2,22121- 105 [Am™!]

42



4.2.1 Rovnovazné polohy

V prvé fadé bude uréena rovnovaznd poloha soustavy. V rovnovazné poloze plati
Ze rychlost spojnicového bodu je nulova. Tedy i zrychleni tohoto bodu musi byt
nulové. Z rovnice (3.13) proto dostaneme

2D + Q% sin ¢ = f,,1 cos Psing, (4.3)
po dosazeni za cos 1) rovnice piejde v tvar

2P0+ Psing— i VEZUsinel o (4.4)
z=dm Vh? + 12 —2hlcos ¢ 7 ’

Misto fesSeni rovnice (4.4) pro hodnotu ¢ se zde miZzeme odkdzat na redlny
model. Pro obecnost je nutné podotknout, Ze existuje jeSt€ rovnovaznd poloha
proy,, = 0°, kterd je v redlném modelu nedosaZitelnd. Hodnota dalSich dvou
vychylek redlného modelu byla piimo zvolena jako ¢, = 15° a ¢,, = —15°. Zde
se ukazuje vyhodnost redlného modelu. Pokud zajistime na tomto modelu kyzené
chovani je moZzné parametry jako napf. vychylka v rovnovdzné poloze libovolné
ménit.

4.2.2 Volné kmitani

Analyzou volného kmitani bude zjisténo, zda zméfené vychylky v rovnovazné po-
loze redlného modelu odpovidaji vychylkdim matematického modelu. Uvazujeme
matematicky model bez buzeni se zavedenym pomérnym utlumem.

-

L \

: / 7
NS @’/

Uhlova rychlost w [rad - 57
Uhlova rychlost w [rad - 57

J)j//

16 s FERREERT B 4 s
Vichylka ¢ [] Vychylka ¢ [°]

\\
I

Obrazek 4.9: Zobrazeni trajektorie kyvadla se dvéma magnety ve fazové rovin€ pro poca-
tecni vychylky @9 = —10° (vlevo) a ¢y = 10° (vpravo).
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Chovani soustavy ve fazové roviné pii pocatecnich podminkéich ¢, = +10°
1ze vidét na Obr. 4.9. Z tohoto chovani Ize usuzovat, Ze vychylka soustavy se pii
téchto pominkdach ustaluje na hodnotdch ¢,, tak ¢,,. Pfi malém zvySeni pocatecni
vychylky koncovy bod kyvadla prekmitne a vychylka soustavy se ustdli na hod-
noté x,, jak lze vidét na Obr. 4.10. Lze tedy usuzovat, Ze obé rovnovazné polohy
©pss Pps JsOU stabilni. Soustavu je tedy mozné nazyvat bistabilni soustavou.

4

\@/\ |

o ,
20 45 10 5 0 5 20 2

0 5
Vichylka ¢ [']

vé rychlost w [rad - 5]

Uhloy

Obrazek 4.10: Zobrazeni trajektorie kyvadla se dvéma magnety ve fdzové roviné pfi
prekmitu pro pocatecni vychylku o = 29, 595°.

Uhlové rychlost w [rad - 57"

5 10 15 20 25 0 05 1 15

Vychylka ¢ [7] Cast[s]

Obrazek 4.11: Zobrazeni trajektorie kyvadla se dvéma magnety ve fazové rovin€ pii jevu
"pozdrZeni"kyvadla (vpravo) s piislusnou trajektorii (vlevo) pro pocatecni vychylku g =
29, 59°.

V chovéani modelu kyvadla se dvéma magnety je mozné spatfit velmi zajimavy
déj. Jedna se tzv. "pozdrZeni"vychylky kyvadla. Vzdjemnym ptisobenim magnett
miZe nastat pri spravnych podminkdach situace, kdy se magnety velmi té€sné pri-
blizi. Tato situace muze vyustit ve dva zavéry. Prvni nastane, kdyZ ma kyvadlo do-
state¢nou energii na prekmit a po tésném pribliZzeni magnety odpudi koncovy bod
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kyvadla pfes nestabilni rovnovaznou polohu, jak je patrné na Obr. 4.10. V druhém
pfipadé doje ke zminénému jevu pozdrZzeni. Kyvadlo nema dostateCnou energii

na prekmit a tak se na okamzit "pozdrzi"v tésné blizkosti nestabilni rovnovazné
polohy a poté se vrati na zpét. Tento jev je zobrazen na Obr. 4.11.

4.2.3 Vynucené kmitani

Uvazovanim nenulové amplitudy U a kruhové frekvence w buzeni pfejdeme k pri-
padu vynuceného kmitani. Ridicim parametrem ziistdva kruhova frekvence buzeni
w. I zde bude s velkou vyhodou pouzit bifurkaéni diagram pro identifikaci neline-
arnich projevii modelu kyvadla se dvéma magnety. Tento diagram budeme zobra-
zovat pro spektrum budicich frekvenci w shodnych s predeslym piikladem. Toto
spektrum bylo voleno ze stejného divodu jako u pfipadu modelu von Misesova
vzpéradla. Vzhledem k existenci redlného modelu bylo tieba volit takové spek-
trum frekvenci, které by dokdzal vyvinout redlny motor. Bifurkac¢ni diagram byl
sestrojen identickym zptisobem jako v predeslém pripadé.

80 T T T T T
60 7

401 7

Extrémy vychylek @ [°]

60 F

R0 1 1 | 1 1
0 5 10 15 20 25 30

Uhlova frekvence buzeni w [rad/s]

Obrazek 4.12: Bifurkacni digram vychylek kyvadla s dvéma magnety pro amplitudu bu-
zeni U = 0,015 m.

V bifurkacnim diagramu na Obr. 4.12 jsou obsaZeny oblasti
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* periodické odezvy, kde je pfitomné kmitani okolo jedné rovnovazné polohy,

* periodické odezvy, periodické odezvy, kde je pritomné kmitdni okolo vice
rovnovaznych poloh,

* chaotické odezvy, kde je kmitini popsdno chaotickym atraktorem.

Nejprve se zaméfime na oblasti s periodickou odezvou. Prvni nastdva pro
w € (0;10) rad/s. Mizeme zde pozorovat kmitdni okolo jedné rovnovazné po-
lohy. Po této oblasti je patrnd kvalitativni zména. Kmitétni je stile periodické, ale
probiha okolo nestabilni rovnovazné polohy. Se zvySujicim se w rostou i vychylky
koncového bodu kyvadla az do hodnoty rezonance. Ta nastdva pro odpovidajici
linearizovany model soustavy pfi hodnoté w = 11,79 rad/s. Dalsi oblast s peri-
odickou odezvou nastdva pro w € (15;19) rad/s. Zde si mizeme v§imnout dvou
pripadd. Na Obr. 4.13 je zobrazeno pribliZeni této oblasti.

l\(ll T T T T T T T T

Extrémy vychylek ¢ [°]

40

60
14.5 15 15.5 16 16.5 17 17.5 IR 18.5 19

Uhlova frekvence buzeni w [rad/s]

Obrazek 4.13: Bifurkacni digram vychylek kyvadla se dvéma magenty pro U = 0,015 m
v oblasti w € (14, 5; 19) rad/s.

V této oblasti 1ze detailnéji vysledovat mechanismus zaniku "smycek", resp.
zobrazit zménu, kterd vede k bifurkaci (snizeni poctu extrému odezvy v ramci

jedné periody). Na Obr. 4.14 je tento déj zobrazen.
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Obrazek 4.14: Zobrazeni trajektorie kyvadla se dvéma magnety ve fazové rovin€ pro am-
plitudu U = 0,015 m pro echanismus zdniku "smycek".

Za touto oblasti se nachdzi dalsi oblast periodické odezvy, kde kmitani probihd
okolo jedné rovnovadzné polohy s pfekmitnutim do druhé rovnovdzné polohy. Tyto
dvé oblasti jsou od sebe odéleny kratkou chaotickou oblasti. Pokud zvySime w,
dostaneme se do oblasti pro w € (20; 27), ktera je téz oddélena kratkou chaotickou

oblasti. V této oblasti periodické odezvy nastdva pripad kmitdni zobrazeni na Obr.
4.15

Uhlova rychlost w [rad - :"]

=30 =20 =10 \:S.:hy](l’(ﬂ . [‘] 10 20 30
Obrazek 4.15: Zobrazeni trajektorie kyvadla se dvéma magnety ve fazové roviné pro am-
plitudu U = 0,015 m a kruhovou frekvenci buzeni w = 25 rad/s.

vV s

Nyni se zaméfime na oblasti chaotické odezvy. Konrétné na nadrezonancéni
oblast zobrazenou na Obr. 4.16.

V této oblasti bude predstavena trajektorie ve fdzové roviné hned za periodic-
kou oblasti. Jedna se o kvaziperiodickou odezvu zobrazenou na Obr. 4.17.

V bifurka¢nim diagramu této oblasti si je moZné v§Simnout dominantni kaskady
bifurkaci. Pokud bychom prochézeli diagram z leva do prava, tedy sniZovali hod-
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Obrazek 4.16: Bifurkacni digram vychylky kyvadla se dvéma magnety pro U = 0,015 m
v nadrezonanéni oblasti.
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Obrazek 4.17: Zobrazeni trajektorie kyvadla se dvéma magnety ve fazové roviné (vlevo)
pro amplitudu U = 0,015 m a kruhovou frekvenci buzeni w = 11,7 rad/s s pfisluSnym
Poincarého zobrazenim (vpravo).

notu w. Odezva by zdvojovala svou periodu, dokud by nepresla v chaotickou ode-
zvu a poté by znovu presla v periodickou odezvu. Jak je patrné, jednotlivé perio-
dické odezvy zkracuji svou $ifi a od w = 12 rad/s mizeme mluvit o chaotickém
fezimu. V tomto rezimu, ktery nastdva mezi periodickymi odezvami, miizeme
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identifikovat stejny tvar Poincarého fezu na Obr. 4.18.

10

Uhlova rychlost w [rad - <“J

L L
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Vychylka ¢ [°]

Obrazek 4.18: V chaotickych oblastech se zachovava tento atraktor, v tomto ptipadé pro
w = 13,7 rad/s.

Mezi témito chaotickymi odezvami miZeme pozorovat odezvu s periodickou
strukturou (periodicitu lze klasifikovat z ohledem na pocet cykld v ramci jedné
periody odezvy, to lze identifikovat z poctu extrému v bifurkaénim diagramu).
Charakterové jsou si mezi sebou podobné. Na Obr. 4.19 jsou tyto periodické ode-
zvy zobrazeny.

rychlostw [rad - 5]

Uhlova
Uhlové rychlost w [rad - s™']

=
5

) T F—"
Vychylka ¢ [°] Vychylka ¢ [°]

(a) w = 12 rad/s (b) w = 13 rad/s (¢) w = 13.5 rad/s

Obrazek 4.19: Zobrazeni trajektorie kyvadla se dvéma magnety ve fazové rovin€ pro am-
plitudu U = 0,015 m pro nadrezonancni oblast s periodickou odezvou.

Nejjasnéjsi chaotickou odezvou se jevi odezva pii w = 14,5 rad/s kterd je
zobrazena na Obr. 4.20.

Poslednim piikladem bude velmi mald chaotickd oblast okolo w = 19,28
rad/s.

49



uhlova rychlost w [rad/s]

Uhlové rychlost w [rad - s"]

=50 40 230 - -10 o l 20 30 40 50 1 0.5 0

Vychylka ¢ [°] Vychylka ¢ [°]
Obrazek 4.20: Zobrazeni trajektorie kyvadla se dvéma magnety ve fazové rovin€ (vlevo)
pro amplitudu U = 0,015 m a kruhovou frekvenci buzeni w = 14, 5 rad/s s pfisluSnym
Poincarého fezem (vpravo).
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Obrazek 4.21: Zobrazeni trajektorie magnetického kyvadla ve fazové roviné pro ampli-
tudu A = 0.015 m a kruhovou frekvenci buzeni w = 19.28 rad/s s pfislusnym Poincarého
zobrazenim.

4.3 Analyza kyvadla se tfremi magnety

Tento model je druhym vybranym modelem kyvadla s pertmanentnimi magnety.
Bude zde pouzito mnoho zavért z prechodziho modelu.

Tento model slouZzi jako alternativa k predeslému modelu a bude s nim porov-
navan. [ v tomto modelu je nelinearita dvojiho druhu. Nelinearita od samotného
kyvadla (sin ¢ v pohybové rovnici (3.18))a nelinearita ptisobicich magnetickych
sil (prava strana pohybové rovnice (3.18)). Pro tento model byly zvoleny parame-
try stejnym zptisobem jak v predeselém piipadu.
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Tabulka 4.3: Zvolené parametry pro model kyvadla se tfemi magnety

’ Veli¢ina \ Znaceni \ Hodnota \ Jednotky ‘
Hmotnost kyvadla Mgyo 0,00589 [kg]
Délka kyv. a mag. l 0,082 [m]
Vzdalenost vazeb h 0,105 [m]
Vzdélenost poli mag w 0,066 [m]
Pomérny dtlum D 0,078 [-]
Tihové zrychleni g 9,81 [ms?]
Amplituda buzeni U 0,015 [m]
Hmotnost magnetu Mimag 0,001 [kg]
Plocha priifezu mag. S 0,000025 [m]
Délka hrany mag. d 0,005 [m]
Permeabilita vakua i 1,256637-107% [Hm™']
Magnetizace mag. M 2,12421-105 [Am™1]

4.3.1 Rovnovazné polohy

Jako v ptfedchozich ptikladech bude nejprve uréena rovnovdzna poloha systému.
I zde bude vyuzito existence fyzického protéjsku. Méfenim ziskame vychylku
v ronovazné poloze. V tomto modelu je téZ pritomna nestabilni rovnovaznd poloha
©p, = 0°. T¢€ je oproti pfedeslému modelu mozné dosdhnout v redlném modelu.
Ostani zmétfené vychylky jsou ve shodé s hodnotami pro pfedchozi model, tedy
Yp, = 15° a p,, = —15°. Tato shoda neni nahodil4, konfigurace magnetd byla
zamérné zvolena pro shodu. Diky tomu Ize oba modely 1épe porovnat.

4.3.2 Volné kmitani

Pro pfipad volného kmitdni se odkdZeme na predchozi model. Ustédleni vychylky
ve fazové roviné je charakterem obdobné a mizeme tvrdit, Ze i zde jsou obé rov-
novazné polohy ¢, a p,,, stabilni. Zména nastava pro charakter prekmitu kyvadla.
Na Obr. 4.22 je zobrazen prekmit koncového bodu kyvadla.

Lze si vSimnout, Ze oproti pfedchozimu modelu je charakter rozdilny. Kon-
covy bod kyvadla pfekondvé nestabilni polohu mnohem snédze a nenastiva zde
ostry bod s nulovou rychlosti. Tento pfekmit také nastdva pro mnohem mensi vy-
chylku ¢y = 20°. Lze tedy tvrdit, Ze kyvadlo potfebuje k prekmitu méné energie.

Jev popsany v modelu kyvadla se dvéma magnety, tedy "pozdrZzeni kyvadla"je
i v tomto modelu pfitomné. Na Obr. 4.23 Ize vidé€t tento jev. Oproti predchozimu
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Obrazek 4.22: Zobrazeni trajektorie kyvadla se tfemi magnety pfi prekmitu pro pocatecni
vychylku ¢o = 20°.

modelu je vidét ostiejsi bod "pozdrzeni"znacici delsi trvani tohoto jevu.
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Obrazek 4.23: Zobrazeni trajektorie kyvadla se tfemi magnety ve fdzové roviné pii jevu
"pozdrzeni"kyvadla (vpravo) s pfislusnou casovou trajektorii (vlevo) pro pocatecni vy-
chylku g = 19, 5°.

4.3.3 Vynucené kmitani

Uvazovanim nenulové amplitudy U a kruhové frekvence w buzeni pfejdeme k pfi-
padu vynuceného kmitdni. Ridicim parametrem zstdvd kruhova (Ghlovd) frek-
vence buzeni w. I zde bude s velkou vyhodou pouZit bifurkacni diagram pro iden-
tifikaci nelinedrnich projevii modelu kyvadla se tfemi magnety. Tento diagram
budeme zobrazovat pro spektrum budicich frekvenci w shodnych s predeSlymi pfi-
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klady. Bifurkacni diagram byl sestrojen identickym zpisobem jako v predeslych
piipadech.
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Obréizek 4.24: Bifurkacni digram vychylky kyvadla se tfemi magnety pro amplitudu bu-
zeniU = 0,015 m

V tomto bifurkanim diagramu na Obr. 4.24 jsou obsaZeny oblasti
* periodické odezvy, kde je pritomné kmitani okolo jedné rovnovazné polohy,

* periodické odezvy, periodické odezvy, kde je pfitomné kmitini okolo vice
rovnovaznych poloh,

* chaotické odezvy, kde je kmitdni popsdno chaotickym atraktorem.

Na prvni pohled je zfejmé, Ze tento bifurkacni diagram je velmi podobny pii-
padu kyvadla se dvéma magnety. Lze si v§imnout, Ze v tomto diagramu doSlo
k rozsiteni Site chaotickych oblasti. Oblasti periodické odezvy také nezlistaly beze
zmény. MiZzeme pozorovat mensi zastoupeni oblasti od w € (0, 5) rad/s, tedy kmi-
tani okolo rovnovdzné polohy. To je ndsledované kvalitativni zménou pro w = 5
rad/s. Po této zméné je patrny prudky nartst vychylky az do bodu rezonance.
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Odpovidajici linearizovany model soustavy md vlastni frekvenci shodnou s pre-
deslym modelem w = 11,79 rad/s. Nadrezonancni chaotickd oblast se posunula

Vv VYV,

k vy$sim hodnotdm w. Zaméfime se nyni na tuto chaotickou oblast.

Extrémy vychylek ¢ [°]

14 14.5 15 155 16 16.5 17 17.5 18 18.5 19
Uhlova frekvence buzeni w [rads/s]

Obréazek 4.25: Bifurkacni digram magnetického kyvadla se tfemi magnety pro U = 0,015
maw € (14;19) rad/s

Predesld kaskada bifurkacni skoro vymizela a je zastoupena silnym chaotic-
kym rezimem. Oblasti periodické odezvy mezi témito fezimy maji vSak stejny
charakter jako v predeslém piipadé€. Na Obr. 4.26 1ze vidét tyto odezvy ve fazové
roving.

Zaméiime se zde na vyznacnou frekvenci w = 14, 5 rad/s, kde jsme pro pred-
chozi pripad dostali kvaziperiodickou odezvu. Na Obr. 4.27 je vidét trajektorie ve
fazové roviné pro danné w s piislusSnym Poincarého fezem. Kvaziperiodickd ode-
zva byla nahrazena plné chaotickou odezvou a pfislusny Poincarého fez je zcela
odli$ny od predeslého piipadu.

Jednotlivé chaotické oblasti na Obr. 4.25 sdileji velmi podobny chaoticky
atraktor. Na Obr. 4.28 lze vidét vyvvoj tohoto chaotického atraktoru. Charakte-
rové€ jsou si velmi podobné, ale se zvySujicim w postupné zanikaji "ramena"téchto
atraktora.
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Obrazek 4.26: Zobrazeni trajektorie kyvadla se tfemi magnety ve fadzové rovin€ pro am-
plitudu U = 0,015 m a kruhovou frekvenci buzeni w = 16, 1 rad/s (vlevo) aw = 17,5
rad/s (vpravo).
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Obréizek 4.27: Zobrazeni trajektorie magnetického kyvadla ve fdzové roviné pro ampli-
tudu U = 0,015 m a kruhovou frekvenci buzeni w = 14,5 rad/s (vlevo) a prislusného
Poincarého fezu (vpravo).

Vv s

Zaméiime-li se na oblast pro w € (21, 5; 23, 5) 1ze spatfit posledni vyzna¢nou
chaotickou oblast zobrazenou na Obr. 4.15.

Poincarého fez této chaotické oblasti je dalSim pokracovani predchozich cha-
otickych oblasti. Zanikne tak dalSi "rameno"a odezva ziskd nasledovny tvar

Pii dalSim zvySovéani w prekro¢ime chaotickou oblast a dostaneme se do ob-
lasti periodické odezvy kde je patrné zdvojovani periody. Trajektorie ve fazové
rovin€ na Obr. 4.31 z pohledu kmitani shodna s trajektorii predeslého modelu na
Obr. 4.15. V tomto pfipadé nastavé o 3 rad/s pozdéji.
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Obrazek 4.28: Zobrazeni Poincarého fezi pii amplitudé U = 0,015 m pro rizné hodnoty
w.
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Obrazek 4.29: Bifurkacni diagram vychylky kyvadla se tfemi magenty pro U = 0,015 m
prow € (21,5;23,5).
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Obrazek 4.30: Poincarého fez pro U = 0,015 m pfi w = 22 rad/s.
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Obrazek 4.31: Zobrazeni trajektorie magnetického kyvadla ve fazové roviné pro ampli-
tudu U = 0,015 m a kruhovou frekvenci buzeni w = 23,9 rad/s (vlevo) a w = 28 rad/s
(vpravo).
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Kapitola 5

Experiment

Vyskyt chaotické odezvy u nelinedarnich mechanickych systémi dokaze velmi
znesnadnit praci s témito systémy. Miize byt proto velmi vyhodné mit mozZnost
porovndni matematického modelu s redlnym objektem. Diky tomuto porovnani
je mozné se velmi efektivné priblizovat spolehlivym parametrim zkoumaného
modelu. Matematicky model nejprve navrhneme s libovolné zvolenymi parame-
try, pti kterych model vykazuje kyZené jevy. Tyto parametry poté porovndmame
s redlnym modelem a zjiSt'ujeme, které z nich jsou v redlném modelu spolehlivé.
Timto obousmérnym porovnavanim a ladénim lze dojit k velmi spolehlivym para-
metriim pro které vime, Ze jak matematicky tak redlny model bude vykazovat ky-
Zené jevy. Nad ramec této bakalarské prace vznikl vySe zminovany redlny model
kyvadla s permanetnimi magnety v obou konfiguracich. Pfi ndvrhu tohoto modelu
bylo dbano na snadné ovladini a zdroven zajiSténi prostoru pro budouci vyvoj.
Tento model umoziiuje ménit amplitudu buzeni, ménit konfiguraci permanentnich
magnetd a regulovat frekvenci buzeni.

5.1 Navrh realného modelu

Prvnim krokem bylo navrzeni desky s pfipevnénym pohyblivym kyvadlem. To je
pevné prilepené k loZisku, které je s deskou spojeno dfevénym kolikem zatlace-
nym v dife desky. Neodymové magnety jsou volné pfipojeny na desce pomoci
hlavicek hiebikil v desce, na kterych diky své magnetizaci drZi. Na konci kyvadla
je téZ volné pripojen magnet. Na desku byla pfiddna stupnice thlovych vychylek
pro rychlé odecteni thlii roznovaznych poloh a analyzu pohybi pfi riznych poca-
tecnich podminkach. Na Obr. 5.1 1ze vidét rozméry desky a umisténi magnett.
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Obrézek 5.1: Schéma rdmu s kyvadlem

Po navrZeni zdkladni desky s kyvadlem bylo nutné tuto desku uvést do pohybu.
JelikoZ bylo uvaZovédno kinematické buzeni, bylo nutné vyvinout vratny posuvny
pohyb desky. Optimalni feSeni poskytoval kulisovy mechanismus, ktery tranfor-
muje rotacni pohyb na pohyb vratny posuvny. Na Obr. 5.2 a 5.3 je vidét navrh
¢asti mechanismu s prisluSnymi rozmeéry.

Disk na Obr. 5.2 je pripojeny k motoru, ktery Zene posuvnik mechanismu.
K disku je pfiSroubovan Cep o délce 15 mm, ktery spojuje disk s posuvnikem.
Vzhledem k velké hmotnosti desky i mechanismus je tfeba pocitat s velkym odpo-
rem proti pobyhu hnaciho motoru. Pro tento motor bylo nutné navrhnout robustni
drzdk, ktery poskytne dostateCnou oporu pfi uvedeni soustavy do pohybu. Tento
drzak byl navrzen v softwaru pro tvorbu vykresi a byl posléze realizovan pomoci
technologie 3D tisku.
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Obrazek 5.2: Schéma disku kulisového mechanismu
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Obrézek 5.3: Schéma posuvniku kulisového mechanismu

5.2 Realizace

K realizace kulisového mechanismu byla pouZita hlinikova deska z niZ byly jed-
notlivé ¢asti vyfiznuty. Hlinik byl vybrdn na zdkladé malé hmotnosti a vysoké
tvrdosti. Diky vysoké tvrdosti se pii provozu minimalizovalo riziko deformace
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Obrazek 5.4: Schéma drzaku

Obrazek 5.5: Ukazka navrzeného drzdku na motor pripraveného na 3D tisk

mechanismu. Na Obr. 5.6a a 5.6b Ize vidét vyslednou realizaci mechanismu.
Disk je obohacen ekvidistantné rozmisténymi dérami se zavitem ve dvou vzda-
lenostech od stfedu otdceni. To dovoluje ménit amplitudu buzeni mezi U; = 0.015
m a U = 0.02 m. Posuvnik je t€Z doplnén dérami, ale v tomto pfipadé slouZzi
pouze k odlehceni ¢asti. K desce je posuvnik pfipevnén Sroubovou vazbou. Diky
této vazbé odpadd potfeba posuvnik podepirat. Pfiddnim hmoty na jedné strané
desky doslo ke statickému nevyvaZeni a deska se stala nestabilni. Pfi zkuSebnich
chodech soustavy bylo zjisténo, ze pri vysSich otackach kond deska kyvavy po-
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(a) Disk (b) Posuvnik

Obrazek 5.6: Vysledna realizace posuvniku a disku kulisového mechanismu

hyb, ktery roste se zvySujicimi otdCkami. Tento problém byl vyfeSen pridanim
Sir$i zdkladny na desku, diky niZ se hmota lépe rozprostiela a deska se stala sta-
ticky stabilni. Deska se posouva na valcové listé jak je vidét na Obr. 5.6a. Pro
zajisténi plynulého pohybu byl na spodni ¢ast zdkladny ptidan Zelezny plét, ktery
minimalizuje kontakt s valcovou liStou. Na Obr. 5.6a jsou vidét zarazky, které
musely byt pfidany po strandch védlcové liSty k zamezeni vyboceni desky. Drzak
motoru byl po 3D tisku pfipevnén k desce pevnou vrutovou vazbou.

Obrazek 5.7: Pohled ze zadnf strany

Samotny motor byl vybrdn na zdkladé potfeby vysokého nomindlniho krou-
tivého momentu k hnani soustavy. Jelikoz bylo v dynamické analyze uvazovano
buzeni do w = 30 rad/s bylo nutné vybrat takovy motor, ktery dosdhne na poZado-
vané nomindlni otdcky. ZvySovanim nomindlnich oticek motoru se sniZuje jeho
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nomindlni kroutivy moment. Bylo tedy nutné najit sprdvné optimum mezi otacky
a kroutivym momentem. Vyhovujicim motorem se stal stejnosmérny elektromo-
tor, ktery je uveden na Obr. 5.8 spolu s techickymi paramtery. Jednd se o motor
s prevodem 15:1. K chodu tohoto motoru je pouZity stabilizovany stejnosmérny
zdroj.

Prevodovy pomér 1001 | 151
Jm. moment [kg-cm] 1,0 2,7
Jm. rychlost [ot/min] | 519 321
Jm. moment [kg-cm)] 1,0 26
Jm. rychlost [ot/min] | 530 | 340

Vaha [g] 330 336

Obrazek 5.8: DC motor série SGS430 s Celni prevodovkou

Na fotografiich 5.9, 5.10, 5.11 Ize vidét celkovou soustavu.

Obrézek 5.9: Celni pohled
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Obrazek 5.10: Pohled shora

Obrazek 5.11: Pohled na realizaci kulisového mechanismu
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5.3 Meéreni

Vzhledem k velmi malé period€ kyvu kyvadla s permanetnimi magnety je kmi-
tani kyvadla velmi rychlym déjem. Snaha o pfesné métfeni bez pouZiti sofistiko-
vané techniky je neplodnd. Na zdkladé méfeni deseti period kyvu byl stanoven
hruby odhad pomérného utlumu. Tento odhad je vSak pouze prvotnim pribliZe-
nim, které bude ndsledovano v budoucnu presnéjSim meéfenim. Toto méfeni bude
uskutecného v budoucim vyvoji redlného modelu. K méreni vychylky kyvadla
budou pouzity fotografické metody zpracovani obrazu se kterymi chyba méreni
vyrazné klesne. Diky ziskané relativni vychylce bude mozné redlny model ¢iselné
porovnat s vypoctovym modelem. Redlny model bude téZ obohacen o oticko-
meér, ktery bude sledovat a zaznamenévat otacky elektromotoru. V sou€asné verzi
redlného modelu mohlo byt provedeno pouze jedno presné meteni a to méteni ve-
likosti magnetické sily. Velikost vychylky kyvadla v rovnovazné poloze je zndma.
Vyjdeme ze vztahu pro model s dvéma magnety

l El
Zﬁsingp = HCOS@/}Singp, (5.1)
upravou prejde rovnice do tvaru
1 1
F, = -mg——, 52
2 g cos 5-2)

po dosazeni parametrii z kapitoly 3 ziskdme velikost magnetické sily modelu
s dvéma magnety
F,, =0,03741N. (5.3)

Vzhledem k pouziti shodnych magnetti pro oba modely predpokladame stej-
nou velikost magnetické sily pro oba modely. Poté 1ze vypocitat velikost magne-
tizace pouzitych neodymovych magnetl ze vztahu pro velikost magnetické sily
(3.7) a nasledného vyjadreni

M ~2,05334-10° Am™!, (5.4)

vzhledem k sloZitosti pouzitych vztahd a chybdm v méfeni se po dosazeni této
hodnoty matematicky model neustdly na presné hodné . Bylo proto nutné veli-
kost magnetizace ru¢né upravit, aby byla vyslednd vychylka v souladu s mérenim.
Vysledna velikost magnetizace bylo stanovena na

Moy ~ 2,22121-105 Am™! pro model s dvéma magnety, (5.5
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My ~2,12421-10° Am™' pro model s tfemi magnety. (5.6)

Diky existenci redlného modelu predstaveného v této kapitole je mozné simu-
lovat pohyb pro rizné budici frekvence v redlném case. To je vyhodné zejména
pro svou nazornost a moznost pozorovat tyto nelinearni projevy pouhym okem.
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Kapitola 6
Zaver

PredloZend bakalarskd prace je vénovand tématu bistabilnich soustav, jejichz dy-
namické vlastnosti jsou v soucasné dobé predmétem vyzkumu a to jak v oblasti
s energy harvestigu, tak a v oblasti tlumeni vibraci.

Prace je obsahuje tii ¢éasti. Prvni Cast (kapitoly 1 a 2) predstavuje zakladni
principy bistabilnich soustav a déle se vénuje problematice spojené s analyzou
nelinedrnich soustav. Jsou predstaveny zakladni metody pro identifikaci nelinear-
nich projevi, véetné sestrojeni chaotickych atraktord.

V druhé, teoretické, Césti jsou sestaveny matematické modely vybranych bis-
tabilnich soustav. Na zdkladé téchto modelu jsou pak vytvoreny vypoctové mo-
dely v systému MATLAB. Tyto modely jsou vyuZzity pro vypoctovou analyzu
dynamického chovdni, které je odezvou na vnéjsi kinematické buzeni. Z vypo-
Ctovych analyz je patrné, Ze pfitomnost bistability vyznamné ovliviiuje dynamic-
kou odezvu. Podafilo se identifikovat fadu nelinedrnich jevil, zejména skokové
zmény v odezvé, bifurkace zdvojenim periody prechdzejici do rezimu chaotické
odezvy. S vyuzitim odpovidajicich nastroji byly identifikovany (zobrazeny) cha-
otické atraktory ve vybranych reZimech kmitani.

Soucasti prace je navrh a sestaveni tzv. demonstratoru bistabilni soustavy, coz
je popséno v posledni, teti ¢asti prace. Jedna se o fyzikdlni kyvadlo, kde je bis-
tabilita zajiSténa pritomnosti permanentnich magnetii ve dvou zakladnich konfi-
guracich. Vnéjsi kinematické buzeni je zajiSt€no externim elektrickym pohonem.
Tato soustava dovoluje demonstrovat rizné nelinedrni typy kmitani v zavislosti na
frekvenci buzeni. Parametry vypoctovych modelt jsou voleny na zdklade€ redlnych
parametrii demonstratoru.

V nésledujicich krocich autor planuje provést sérii detailnich experimentd s ci-
lem presné identifikace jak parametrti, tak dynamické odezvy.
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