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Úvod

Téma diplomové práce �et¥zové zlomky a n¥které typy kvadratických diofantických rovnic

jsem si zvolila s vizí moºnosti prohloubení mých dosavadních znalostí v oblasti diofantic-

kých rovnic. Jde o rovnice, které °e²íme pouze v oboru celých £ísel.

S termínem diofantické rovnice jsem se seznámila v pr·b¥hu mého bakalá°ského studia

na pedagogické fakult¥ Západo£eské univerzity v rámci p°edm¥tu Elementární algebra,

v zimním semestru akademického roku 2017/2018. Tehdy jsme se zabývali lineárními dio-

fantickými rovnicemi o dvou neznámých ve tvaru ax+ by = c.

P°i zadání rovnice £i slovní úlohy, která vedla na °e²ení diofantické rovnice, jsme vºdy

nejprve °e²ili otázku, zda je zadaná rovnice °e²itelná, tedy zda je spln¥na nutná a zárove¬

posta£ující podmínka °e²itelnosti rovnice. Daná podmínka konstatuje, ºe nejv¥t²í spole£ný

d¥litel D koe�cient· a, b musí d¥lit i celé £íslo c. Pokud rovnice °e²ení m¥la, nabízela

se nám pro stanovení hledaných uspo°ádaných celo£íselných dvojic [x, y] °ada metod: ex-

perimentální metoda �pokus � omyl�, gra�cké °e²ení, metoda s uºitím Euklidova algoritmu

nebo kongruence a metoda vyjád°ení £lenu s nejmen²ím koe�cientem.

A£koliv jsem se v²ak s termínem diofantické rovnice poprvé setkala aº b¥hem studia

vysoko²kolské matematiky, samotné rovnice jsem °e²ila bez mého v¥domí po celý ºivot.

�e²í ji totiº nev¥domky po celém sv¥t¥ dennodenn¥ miliardy lidí v rámci platby v hotovosti,

p°i hledání vhodných mincí a bankovek pro zaplacení dané £ástky.

S jednou diofantickou rovnicí jsme se také setkali jiº na druhém stupni základní ²koly.

S kvadratickou rovnicí o t°ech neznámých, která se mnoha lidem zapsala do pam¥ti na celý

ºivot. A o které rovnici tedy vlastn¥ mluvíme? �e£ je o rovnici ve tvaru a2 + b2 = c2, jeº

je uvád¥na v u£ebnicích matematiky pro osmé ro£níky v rámci Pythagorovy v¥ty. S °e²ením

jiných diofantických rovnic krom¥ °e²itel· matematických olympiád b¥ºní ºáci základních

a st°edních ²kol do styku nep°ichází.

Napadá m¥ tak otázka, zda tomu tak bylo vºdy, nebo zda se n¥kdy t°eba jen na krát-

kou dobu vyskytla v pr·b¥hu historie ²kolství éra, za níº se s danou problematikou ºáci

b¥ºn¥ potýkali mnohem více. Já osobn¥ jsem se s °e²ením jiné kvadratické diofantické

rovnice krom¥ jiº zmín¥né Pythagorovy rovnice nikdy nesetkala. Pokud v²ak tedy dove-

deme pom¥rn¥ snadno vy°e²it lineární diofantické rovnice, je v na²ich silách vy°e²it i dal²í

diofantické rovnice druhého stupn¥? Existují matematické v¥ty, s jejichº znalostí bychom

je dovedli vy°e²it, aniº bychom nevyuºili matematických program·? Existují v·bec pro-

gramy, které dovedou tyto rovnice °e²it? A kdy se vlastn¥ diofantické rovnice v myslích

matematik· zrodily a obohatily tak oceán de�nic, v¥t a rovnic? Kdo byl onen muº, jehoº

jméno nesou? Cílem mé diplomové práce je nalézt odpov¥di na dané otázky a s jejich
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znalostí tak proniknout do námi prozatím neprobádané oblasti matematiky.
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1 �et¥zové zlomky

1.1 Základní terminologie

De�nice 1.1.1 (racionální £íslo)

Kaºdé £íslo, které lze zapsat jako podíl dvou £ísel a, b, kde a je d¥lencem z oboru celých

£ísel a b je d¥litelem z oboru £ísel p°irozených, je £íslo racionální.

Z vý²e uvedené de�nice je zjevné, ºe kaºdé desetinné £íslo £i £íslo s nekone£ným peri-

odickým rozvojem lze zapsat ve tvaru zlomku. Se zlomky i s desetinnými £ísly se poprvé

seznamují ºáci jiº b¥hem prvního stupn¥ základních ²kol.

De�nice 1.1.2 (°et¥zový zlomek)

M¥jme výraz ve tvaru

u1 +
v1

u2 +
v2

u3 +
v3

u4 +
v4

u5 + . . .

, (1)

kde uj a vj pro j ∈ 1, 2, . . . , n náleºí oboru reálných £i komplexních £ísel, nebo jsou

funkcemi jedné £i více prom¥nných. Daný výraz s prvky uj a vj nazýváme °et¥zový

zlomek. [9, s. 60] �ísly u1,u2...un rozumíme neúplné podíly nebo prvky °et¥zového zlomku.

[46, s. 6]

V literatu°e se p°eváºn¥ zapisují °et¥zové zlomky výpisem n-prvk· v hranaté závorce,

p°i£emº první prvek nese index nula, tj. [u0, u1, u2, u3, . . . , un]. My je v²ak budeme zapiso-

vat pomocí kulaté závorky a prvky dle de�nice 1.1.2 budeme indexovat mnoºinou kladných

celých £ísel neboli £ísly náleºející N, tedy oboru p°irozených £ísel neobsahující nulu. Tudíº

je budeme zapisovat jako uspo°ádanou n-tici £ísel (u1, u2, u3 . . . , un). [46, s. 10]

Pro vytvo°ení p°ehledu celistvé terminologie °et¥zových zlomk· si uve¤me odborné

pojmosloví v rámci jejich roz°azení. V závislosti na po£tu neúplných podíl· rozli²ujeme

°et¥zové zlomky na kone£né a nekone£né. Kone£né °et¥zové zlomky mají kone£ný po£et

neúplných podíl·, nekone£né °et¥zové zlomky mají neúplných podíl· nekone£n¥ mnoho.

[9, s. 60-61]
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De�nice 1.1.3 (kone£ný pravidelný °et¥zový zlomek)

Kone£ný °et¥zový zlomek ve tvaru

u1 +
1

u2 +
1

u3 +
1

u4 +
1

u5 + . . .+
1

un

, (2)

kde je kaºdý £itatel roven jedné a kaºdý jmenovatel náleºí oboru p°irozených £ísel, nazý-

váme pravidelným.

Pí²eme: °et¥zový zlomek je pravidelný ⇔ u1 ∈ N0, u(1 + j) ∈ N ∧ vj = 1, j ∈ 1, 2, . . . , n.

[46, s. 6]

Dle de�nic v literatu°e není neúplný podíl u1 pravidelného °et¥zového zlomku striktn¥

vymezen ur£itou spo£etnou mnoºinou. Pavel Vít ve své knize [46] zmi¬uje, ºe v de�nici

pravidelného °et¥zového zlomku £asto dochází k p°edpokladu náleºitosti neúplného podílu

u1 mnoºin¥ celých £ísel. Nicmén¥ pro na²e ú£ely se z°etelem k náplni této diplomové práce

jsme si jej v de�nici 1.1.3 mohli dovolit omezit na uº²í spo£etnou mnoºinu. Nech´ tedy

dle de�nice 1.1.3 neúplným podílem u1 rozumíme prvek °et¥zového zlomku náleºející oboru

p°irozených £ísel v£etn¥ nuly, tzn. u1 ∈ N0.

P°ibliºme si nyní nov¥ nabytý pojem kone£ný pravidelný °et¥zový zlomek v konkrétních

p°íkladech.

P°íklad 1.1.1

P°eve¤te °et¥zový zlomek do základního tvaru:

3 +
1

1 +
1

3 +
1

2

�e²ení

1. Dle de�nice 1.1.3 má daný °et¥zový zlomek £ty°i neúplné podíly (u1, u2, u3, u4):

u1 = 3; u2 = 1; u3 = 3, u4 = 2. Úpravu °et¥zového zlomku zapo£neme sou£tem

neúplného podílu u3 se zlomkem 1/u4, tzv. se tedy zam¥°íme na výraz 3 + 1
2
. Na£eº
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se ekvivalentní úpravou zbavíme sloºeného zlomku ve jmenovateli.

3 +
1

1 +
1

3 +
1

2

= 3 +
1

1 +
1
7

2

= 3 +
1

1 +
2

7

2. Upravíme jmenovatel 1 +
2

7
.

3 +
1

1 +
2

7

= 3 +
1
9

7

3. Sloºený zlomek ekvivalentní úpravou p°evedeme do základního tvaru a posléze jiº

dané s£ítance se£teme.

3 +
1
9

7

= 3 +
7

9
=

27

9
+

7

9
=

34

9

V následujících p°íkladech upravíme °et¥zové zlomky obdobnými kroky.

P°íklad 1.1.2

P°eve¤te °et¥zový zlomek do základního tvaru:

1

2 +
1

1 +
1

4 +
1

5

�e²ení:

1

2 +
1

1 +
1

4 +
1

5

=
1

2 +
1

1 +
1
21

5

=
1

2 +
1

1 +
5

21

=
1

2 +
1
26

21

=
1

2 +
21

26

=
1
73

26

=
26

73
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P°íklad 1.1.3

P°eve¤te °et¥zový zlomek do základního tvaru:

2 +
1

2 +
1

1 +
1

1 +
1

5

�e²ení:

2 +
1

2 +
1

1 +
1

1 +
1

5

= 2 +
1

2 +
1

1 +
1
6

5

= 2 +
1

2 +
1

1 +
5

6

= 2 +
1

2 +
1
11

6

= 2 +
1

2 +
6

11

=

= 2 +
1
28

11

= 2 +
11

28
=

56

28
+

11

28
=

67

28

Úvodní p°íklady by jist¥ mohli zvládnout v rámci u£iva základních matematických

operací se zlomky i ºáci základních ²kol, pro které není matematika jen jedním z °ady

povinných p°edm¥t·, nýbrº je pro n¥ jistou zálibou £i jakýmsi rébusem, v n¥mº je nutno

dopátrat se kýºeného výsledku. Pozorní £tená°i si jist¥ v²imli, ºe jsme postupnou úpra-

vou v²ech vý²e °e²ených kone£ných pravidelných °et¥zových zlomk· vºdy dovedli dosp¥t

ke spln¥ní zadání p°íklad·, tzn. k jejich p°evedení na zlomky v základním tvaru, kdy jsou

£itatel s jmenovatelem nesoud¥lnými £ísly. Tento poznatek v²ak není platný pro jakýkoliv

°et¥zový zlomek, pon¥vadº zlomek v základním tvaru lze získat pouze p°evodem kone£-

ného °et¥zového zlomku. Nekone£ný °et¥zový zlomek bychom nikdy ani p°es sebev¥t²í úsilí

do základního tvaru p°evést nedokázali.

V¥ta 1.1.1

Úpravami kone£ného pravidelného °et¥zového zlomku získáme zlomek v základním tvaru.

D·kaz v¥ty 1.1.1 je proveden v druhé podkapitole Chin£inovy knihy [25].

Po uvedení terminologie °et¥zových zlomk· plynule p°ejd¥me do druhé podkapitoly,

v níº se seznámíme s dal²ím matematickým termínem, jeº nás bude provázet v pr·b¥hu

°e²ení p°íklad· páté a ²esté kapitoly.
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1.2 Sblíºené zlomky °et¥zových zlomk·

Jak je jiº z názvu druhé podkapitoly patrné, budeme se nyní zabývat tzv. sblíºenými

zlomky. Sblíºené zlomky jsou nedílnou sou£ástí °e²ení kvadratické diofantické rovnice ne-

soucí název Pellova rovnice, jeº je st¥ºejním bodem této diplomové práce. Jak najít ony

nám prozatím neznámé sblíºené zlomky °et¥zových zlomk· si prozradíme v nadcházejícím

p°íkladu.

P°íklad 1.2.1

Navra´me se k °et¥zovému zlomku (3, 1, 3, 2) z p°íkladu 1.1.1:

3 +
1

1 +
1

3 +
1

2

Nejprve si jednotlivé £ásti zlomku op¥t ozna£íme indexovanou prom¥nnou u (u1, u2, u3, u4),

tzv. si vypí²eme neúplné podíly:

u1 = 3; u2 = 1; u3 = 3; u4 = 2

Poté p°epí²eme neúplný podíl u1 do zlomku, který posléze ozna£íme jako podíl pro-

m¥nných A1/B1 :

u1 =
u1

1
=

A1

B1

3 =
3

1
=

A1

B1

Následn¥ získáme ekvivalentními úpravami druhý podíl prom¥nných A2/B2 se£tením

s£ítanc· °et¥zového zlomku u1 + 1/u2 . Posléze získáme podíl A3/B3 z °et¥zového zlomku

obsahující první t°i prvky °et¥zového zlomku, tj. u1, u2, u3 a nakonec zlomek A4/B4 obsa-

hující v²echny prvky, tj. u1, u2, u3, u4.

Pro nalezení zlomk· A2/B2, A3/B3, A4/B4 vyuºijeme krom¥ b¥ºné metody, na niº jsme

zvyklí, také algoritmus uºitý na sedmé stran¥ Vítovy knihy [46]. Nám známá b¥ºná metoda

pro nás bude zp¥tnou kontrolou.

1. Získání zlomku A2/B2.

a) Uºití algoritmu:

u1 +
1

u2

=
u1u2 + 1

u2

=
A2

B2
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3 +
1

1
=

3 · 1 + 1

1
=

4

1
=

A2

B2

b) Uºití b¥ºné metody:

3 +
1

1
= 3 + 1 = 4 =

4

1
=

A2

B2

2. Získání zlomku A3/B3.

(a) Uºití algoritmu:

u1 +
1

u2 +
1

u3

=
u1u2u3 + u1 + u3

u2u3 + 1
=

A3

B3

3 +
1

1 +
1

3

=
3 · 1 · 3 + 3 + 3

1 · 3 + 1
=

9 + 6

3 + 1
=

15

4
=

A3

B3

(b) Uºití b¥ºné metody:

3 +
1

1 +
1

3

= 3 +
1
4

3

= 3 +
3

4
=

15

4
=

A3

B3

3. Získání zlomku A4/B4.

(a) Uºití algoritmu:

u1 +
1

u2 +
1

u3 +
1

u4

=
u1u2u3u4 + u1u2 + u1u4 + u3u4 + 1

u2u3u4 + u2 + u4

=
A4

B4

3+
1

1 +
1

3 +
1

2

=
3 · 1 · 3 · 2 + 3 · 1 + 3 · 2 + 1

1 · 3 · 2 + 1 + 2
=

18 + 3 + 6 + 6 + 1

6 + 1 + 2
=

34

9
=

A4

B4

(b) Uºití b¥ºné metody:

3 +
1

1 +
1

3 +
1

2

= 3 +
1

1 +
1
7

2

= 3 +
1

1 +
2

7

= 3 +
1
9

7

= 3 +
7

9
=

34

9
=

A4

B4
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Získané zlomky ve tvaru A1/B1, A2/B2, A3/B3, A4/B4 jsou námi hledané sblíºené zlomky.

A1

B1

=
3

1
= 3

A2

B2

= 3 +
1

1
=

4

1
= 4

A3

B3

= 3 +
1

1 +
1

3

=
15

4

A4

B4

= 3 +
1

1 +
1

3 +
1

2

=
34

9

Pro nalezení £itatel· a jmenovatel· sblíºených zlomk· Aj/Bj , kde j > 3 ∧ j ∈ N,
tzn. pro nalezení sblíºených zlomk· °et¥zového zlomku o t°ech a více prvcích, m·ºeme

rovn¥º vyuºít vztahy vyplývající z nadcházející v¥ty, jejíº d·kaz je uveden ve t°etí kapitole

první £ásti zvané Racionální £ísla Vítovy knihy [46].

V¥ta 1.2.1

Nech´ jsou dány sblíºené zlomkyAj/Bj , kde j > 3∧j ∈ N, °et¥zového zlomku (u1, u2, u3 . . . , un).

Potom platí:

Aj = ujAj−1 + Aj−2 (3)

Bj = ujBj−1 +Bj−2 (4)

[46, s. 24]

Uºitím vztah· uvedených ve v¥t¥ 1.2.1 si nalezení t°etího a £tvrtého sblíºeného zlomku

z p°íkladu 1.2.1 znateln¥ usnadníme.

A3 = u3 � A2 + A1 → A3 = 3 � 4 + 3 = 15

B3 = u3 �B2 +B1 → B3 = 3 � 1 + 1 = 4

}
A3

B3

=
15

4

A4 = u4 � A3 + A2 → A4 = 2 � 15 + 4 = 34

B4 = u4 �B3 +B2 → B4 = 2 � 4 + 1 = 9

}
A4

B4

=
34

9
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V této chvíli nás jiº matematici vyslovením pojmu °et¥zový zlomek z míry jist¥ nevy-

vedou. Nejenºe se nám vmºiku zobrazí v hlav¥ p°edstava onoho zlomku, ale dokáºeme jej

i p°evést do základního tvaru, a dokonce k n¥mu nalézt i náleºející sblíºené zlomky.

Abychom ov²em neusnuli na vav°ínech, navra´me se ve svých vzpomínkách do ²kolních

lavic. Existencí moºnosti navzájem ekvivalentního p°evodu mezi zlomkem a desetinným

£íslem jsme jiº obeznámeni z výukových hodin matematiky povinné ²kolní docházky. Na-

bízí se tedy otázka, zda bychom mohli p°evád¥t na desetinná £ísla i kone£né pravidelné

°et¥zové zlomky, jimiº jsme se doposud zabývali, £i nikoliv. Pro odpov¥¤ nahlédn¥me

do druhé kapitoly.
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2 Zápis kladných racionálních £ísel ve tvaru °et¥zového

zlomku

2.1 Celá £ást £ísla

Abychom dokázali zapsat kladné racionální £íslo ve tvaru °et¥zového zlomku, je nutné

zavést pojem celá £ást £ísla. S tímto pojmem se mnozí z nás jist¥ seznámili v úvodu pro-

blematiky matematické analýzy £i algebry. Ti, kterým se daný pojem nevybavuje, nebo

se s ním dosud nesetkali, si v²ak rozhodn¥ nemusí zoufat, nebo´ se jedná o velmi banální

záleºitost. Vºdy´ se souslovím �celá £ást� p°icházejí do styku dennodenn¥ i malé d¥ti, nap°.

kdyº zbude poslední kus dortu a rodi£e jim sd¥lí, ºe se p°ece musí rozd¥lit a nesníst jej celý

samy. Nebo kdyº se vás zeptám: �Kolik kolob¥ºek mohu mít, kdyº mámkdispozici 21 kole-

£ek?�, bleskurychle odpovíte: �Samoz°ejm¥ jen 10 kolob¥ºek a jedno kole£ko zbude.� Nebo´

pro jeºd¥ní pot°ebujeme celou kolob¥ºku, s jedním kole£kem bychom daleko nedojeli...

Pokud tedy budeme chtít celou £ást kladného reálného £ísla, nebudou nás zajímat £ísla

za desetinnou £árkou. Neboli pro celou £ást kladného reálného £ísla bude platit nerovnost

[x] ≤ x, kde [x] je celá £ást £ísla x. Nap°íklad celou £ástí £ísla 1,125 je 1 a celou £ástí

iracionálního £ísla p je 3. Pro celou £ást záporného reálného £ísla platí téº nerovnost

[x] ≤ x, z £ehoº v²ak plyne, ºe na rozdíl od celé £ásti £ísel kladných nesta£í pouze odstranit

£ísla za desetinnou £árkou, nýbrº bude rovna zápornému celému £íslu, které bude men²í

nebo rovno reálnému £íslu x.

Pojem celá £ást £ísla ov²em nesmíme zam¥nit s pojmy dolní celá £ást £ísla a horní

celá £ást £ísla, s nimiº se mohli mnozí z vás setkat b¥hem studia matematiky £i infor-

matiky v rámci oboru programování. Dolní celou £ástí reálného £ísla je nejv¥t²í celé £íslo,

jenº jemen²í nebo rovno x, tzn. platí nerovnost⌊x⌋ ≤ x. Horní celou £ástí £ísla x je nejmen²í

celé £íslo, jeº je v¥t²í nebo rovno x, tzn. platí nerovnost ⌈x⌉ ≥ x. V programovacím jazyku

se pro jejich zápis uºívají p°íkazy obsahující slova �oor a ceil. [24, 26, 37] Kup°íkladu v pro-

gramovém systému LaTeX zapisujeme dolní celou £ást £ísla p°íkazem \�oor{<argument>}

a horní celou £ást p°íkazem \ceil{<argument>}. [16, s. 98] V p°íkazech (tj. tagy) zna£kova-

cího jazyka HTML pro tvorbu webových stránek uºíváme znak & (tzn. &ceil a &�oor). [18,

s. 865] Samoz°ejm¥ se téº nabízí moºnost b¥ºného aritmetického zaokrouhlení, pro které

se v programovacím jazyku uplat¬uje p°íkaz obsahující slovo round. [26, 37, 24] Av²ak daný

p°ípad je omezen z hlediska pravidla aritmetického zaokrouhlování, tj. nap°íklad p°i °e²ení

£ísla 1,3 bude p°íkaz obsahující slovo round k uºitku pouze v p°ípad¥ pot°eby nalezení

jeho celé £ásti £i dolní celé £ásti, nikoliv v²ak horní celé £ásti.
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De�nice 2.1.1 (celá £ást £ísla)

�Nejv¥t²í celé £íslo nep°evy²ující reálné £íslo x se nazývá celá £ást £ísla x a zna£í se [x].

Znamená to, ºe [x] je to (jediné) celé £íslo spl¬ující nerovnosti [x] ≤ x < [x]+1.� [21, s. 229]

Pro lep²í p°edstavu si nerovnost z de�nice zobrazme na £íselné ose.

Obrázek 2.1: De�nice celé £ásti £ísla

P°íklad 2.1.1

Nalezn¥te a zobrazte na £íselné ose celou £ást £ísla:

a) x = 1, 6

b) x = −1, 4

�e²ení:

a) Pro celou £ást £ísla x = 1, 6 musí dle de�nice 2.1.1 platit nerovnosti:

[x] ≤ x < [x] + 1

a zárove¬ platí: [x] ∈ Z. Musíme odstranit £íslo za desetinnou £árkou, tzn. £íslo 6, které

je na míst¥ desetin. Celá £ást £ísla x = 1, 6 je tedy £íslo 1, pí²eme: [x] = 1. Pro kontrolu

dosa¤me do rovnice:

[1, 6] ≤ 1, 6 < [1, 6] + 1

1 ≤ 1, 6 < 1 + 1

1 ≤ 1, 6 < 2

Dosazením [x] = 1 a následnými ekvivalentními úpravami jsme získali platné nerovnosti

a splnili tak nutnou podmínku pro [x]. �e²ení si nyní m·ºeme zobrazit na £íselné ose.

Obrázek 2.2: �e²ení p°íkladu 2.1.1 a)

13



b) Pro celou £ást £ísla x = −1, 4musí dle de�nice 2.1.1 platit nerovnosti: [x] ≤ x < [x]+

1 a zárove¬ platí: [x] ∈ Z. Op¥t musíme odstranit £íslo za desetinnou £árkou, tzn. £íslo 4,

které je na míst¥ desetin. S ohledem na nutnou podmínku z de�nice v²ak celá £ást £ísla x =

−1, 4 nebude £íslo -1, nýbrº £íslo -2, pí²eme: [x] = −2. Pro kontrolu dosa¤me do rovnice:

[−1, 4] ≤ −1, 4 < [−1, 4] + 1

−2 ≤ −1, 4 < −2 + 1

−2 ≤ −1, 4 < −1

Dosazením [x] = −2 a následnými ekvivalentními úpravami jsme získali platné nerov-

nosti, a splnili tak nutnou podmínku pro [x]. �e²ení si nyní m·ºeme zobrazit na £íselné

ose.

Obrázek 2.3: �e²ení p°íkladu 2.1.1 b)

V zájmu nabytí dostate£ných v¥domostí nezbytn¥ nutných pro zapsání kladných raci-

onálních £ísel ve tvaru °et¥zového zlomku je pro nás nezbytnou nutností de�novat pojem

lomená £ást £ísla.

De�nice 2.1.2 (lomená £ást £ísla)

�íslo, jehoº se£tením s celou £ástí £ísla [x] vyjád°íme reálné £íslo x, se nazývá lomená

£ást £ísla x. Lomenou £ást £ísla x budeme zna£it x. Pí²eme:x = [x] + x. [46, s. 11]

2.2 Vyjád°ení pomocí neúplných podíl·

De�nicí 2.1.2 jsme dosp¥li k dosaºení znalosti pot°ebného zbývajícího pojmu, £ímº jsme

zdolali poslední p°ekáºku bránící k poznání zp·sobu zapsání kladných racionálních £ísel

ve tvaru °et¥zového zlomku. K onomu kýºenému rozvoji na²ich matematických schopností

nám m·ºe pomoci docílit nap°íklad Pavel Vít zcela dosta£ujícím podrobným popisem

ve své knize [46], v n¥mº jsou uplatn¥ny t°i základní pojmy z jiº vý²e uvedených de�nic,

tj. neúplné podíly (de�nice 1.1.2), celá £ást £ísla (de�nice 2.1.1) a lomená £ást £ísla

(de�nice 2.1.2).
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�Bu¤ dáno kladné racionální £íslo x, x /∈ N. Poloºme u1 = [x], x1 = 1/x . Z°ejm¥

pak platí

x = u1 +
1

x1

, (5)

kde x1 > 1, x1 ∈ Q. Odtud plyne

x1 =
1

x− u1

. (6)

Pro x1 celý postup opakujeme. De�nujeme tedy £íslo

u2 = [x1] =

[
1

x− u1

]
(7)

a £íslo

x2 =
1

{x1}
. (8)

Pak platí

x1 = u2 +
1

x2

, (9)

kde x2 > 1,x2 ∈ Q. Z posledního vztahu dostáváme:

x2 =
1

x1 − u2

. (10)

a op¥t de�nujeme podobným zp·sobem £ísla u3, x3, u4, x4, . . .

Postup se zastaví, jakmile je n¥které xn−1 celé £íslo; pak je un = [xn−1] poslední prvek

°et¥zového zlomku racionálního £ísla x.� [46, s. 12-13]

Vít·v postup nyní aplikujme v následujícím p°íkladu.

P°íklad 2.2.1

Vyjád°ete racionální £íslo 34/9 ve tvaru °et¥zového zlomku.

�e²ení:

1. Nejprve si vyjád°íme první neúplný podíl u1:

u1 = [x] =

[
34

9

]
= 3
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2. Pro získání £ísla x1 dosadíme u1 do rovnosti x = u1 +
1

x1

, viz následující úpravy:

34

9
= 3 +

1

x1

|·(−3)

34

9
− 3 =

1

x1

34

9
− 27

9
=

1

x1

7

9
=

1

x1

∣∣∣∣∣∣∣·
x1

7

9

x1 =
9

7

3. Vyjád°íme druhý neúplný podíl u2:

u2 = [x1] =

[
9

7

]
= 1

4. P°epí²eme indexy v rovnosti x = u1+
1

x1

a nalezneme £íslo x2, viz následující úpravy:

x1 = u2 +
1

x2

9

7
= 1 +

1

x2

|·(−1)

9

7
− 1 =

1

x2

9

7
− 7

7
=

1

x2

2

7
=

1

x2

∣∣∣∣∣∣∣·
x2

2

7

x2 =
7

2
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5. Vyjád°íme t°etí neúplný podíl u3:

u3 = [x2] =

[
7

2

]
= 3

6. Pro získání £ísla x3 postupujeme obdobn¥ jako v druhém a £tvrtém kroku, viz ná-

sledující úpravy:

x2 = u3 +
1

x3

7

2
= 3 +

1

x3

|·(−3)

7

2
− 3 =

1

x3

7

2
− 6

2
=

1

x3

1

2
=

1

x3

∣∣∣∣∣∣∣·
x3

1

2

x3 = 2

7. Jelikoº £íslo x3 náleºí oboru celých £ísel, u4 bude posledním neúplným podílem ra-

cionálního £ísla
34

9
, tedy platí:

u4 = [x3] = [2] = 2

Nyní jen sta£í dosadit získané neúplné podíly do výrazu (u1, u2, u3, u4) nebo do tvaru

°et¥zovému zlomku.

34

9
= (3, 1, 3, 2) = 3 +

1

1 +
1

3 +
1

2

Pozorným £tená°·m jist¥ neuniklo, ºe jsme racionální £íslo 34/9 získali úpravou °et¥zo-

vého zlomku jiº v úvodním p°íkladu podkapitoly 1.1. Výsledný °et¥zový zlomek se shoduje

se zadáním tohoto p°íkladu, £ímº jsme ov¥°ili, ºe jsme se v pr·b¥hu °e²ení nedopustili

chyby.
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2.3 Vyjád°ení pomocí Euklidova algoritmu

Dal²í moºnou alternativou zji²t¥ní prvk· °et¥zového zlomku je uplatn¥ní Euklidova al-

goritmu, jehoº nej£ast¥ji uºívanou nejelementárn¥j²í a nejznám¥j²í funkcí je nalezení nej-

v¥t²ího spole£ného d¥litele dvou £ísel. S danou problematikou jsou studenti obeznámeni

v elementární algeb°e.

P°estoºe rámcový vzd¥lávací program pro základní vzd¥lávání Euklid·v algoritmus

nezahrnuje, mohl by být za°azen pro nadané ºáky se speciálními vzd¥lávacími pot°ebami

jako prohloubení u£iva d¥litelnosti p°irozených £ísel v rámci o£ekávaného výstupu hledání

nejv¥t²ího spole£ného d¥litele.

V¥ta 2.3.1

�Ke kaºdé uspo°ádané dvojici celých £ísel (a, b), kde b ̸= 0, existuje práv¥ jedna taková

uspo°ádaná dvojice celých £ísel (u1, r1), ºe platí

a = bu1 + r1, 0 ≤ r1 < |b|.

�íslu u1 °íkáme neúplný podíl (pro r1 = 0 je to �úplný� podíl), £íslu r1 zbytek.�

[46, s. 17];

P°i £tení uvedené v¥ty by se jist¥ °ada jedinc· cht¥la zeptat, jak najít dle tohoto

algoritmu v²echny neúplné podíly. Odpov¥¤ na jejich otázku není nikterak sloºitá. Pokud

bude zbytek r1 r·zný od nuly, aplikujeme daný algoritmus na £ísla (b, r1), tzn. bude platit

rovnost b = ru2+r2, p°i£emº platí 0 ≤ r2 < |r1|. Jestliºe bude zbytek r2 téº r·zný od nuly,

uºijeme algoritmus na dvojici £ísel (r1, r2). Výpo£et dokon£íme ve chvíli, kdy bude zbytek

rn nulový.

Neº p°ejdeme k vyjád°ení kladného racionálního £ísla ve tvaru °et¥zového zlomku,

p°ipome¬me si vy°e²ením jednoho p°íkladu, jak najít nejv¥t²ího spole£ného d¥litele dvou

£ísel práv¥ pomocí Euklidova algoritmu.

P°íklad 2.3.1

Nalezn¥te nejv¥t²ího spole£ného d¥litele D(738,558).

�e²ení:

P°íklad vy°e²íme uºitím Euklidova algoritmu dle v¥ty 2.3.1.

a = bu1 + r1 → 738 = 558 · 1 + 180

18



b = r1u2 + r2 → 558 = 180 · 3 + 18

r1 = r2u3 + r3 → 180 = 18 · 10 + 0

�íslo 18 je nejv¥t²ím spole£ným d¥litelem £ísel 738 a 558, pí²eme D(738, 558) = 18.

P°íklad 2.3.2

Vyjád°ete racionální £íslo 34/9 ve tvaru °et¥zového zlomku pomocí Euklidova algoritmu.

�e²ení:

1. A£koliv nemáme dle zadání najít nejv¥t²ího spole£ného d¥litele D(34,9), budeme

postupovat analogicky. V °e²eném algoritmu si v²echna u a k nim p°íslu²ná £ísla

vyzna£íme modrou barvou.

a = bu1 + r1 → 34 = 9 · 3 + 7

b = r1u2 + r2 → 9 = 7 · 1 + 2

r1 = r2u3 + r3 → 7 = 2 · 3 + 1

r2 = r3u4 + r4 → 2 = 1 · 2 + 0

2. Nejv¥t²ím spole£ným d¥litelem D(34, 9) je tedy £íslo 1. Vypi²me nyní v²echny rov-

nosti pro barevn¥ vyzna£ené u vycházející z 1):

u1 = 3;u2 = 1;u3 = 3;u4 = 2.

Vypsaná £ísla jsou námi hledanými neúplnými podíly:

34

9
= (u1, u2, u3, u4) = (3, 1, 3, 2) = 3 +

1

1 +
1

3 +
1

2
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Vysv¥tlení:

Z Euklidova algoritmu lze vypsat tyto rovnosti:

34÷ 9 = 3 (zb. 7)

9÷ 9 = 1 (zb. 2)

7÷ 2 = 3 (zb. 1)

2÷ 1 = 2 (zb. 0)

V²imn¥me si, ºe v²echna u jsou algoritmem postupn¥ získané podíly.
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3 Zápis druhých odmocnin ve tvaru °et¥zového zlomku

3.1 Historie

Aº dosud jsme plachtili v klidných vodách oboru racionálních £ísel. Nastala chvíle prozkou-

mat námi prozatím neprobádané oblasti £ísel iracionálních, konkrétn¥ druhých odmocnin,

na které se v této diplomové práci zam¥°íme, nebo´ budou v následujících kapitolách ne-

dílnou sou£ástí diofantických rovnic, a zodpov¥d¥t si tak n¥kolik otázek. Kup°íkladu kdy

byly prvky z daného £íselného oboru £lov¥kem poprvé vyuºity £i jak dlouho poté lidé pro-

z°eli a objevili existenci nekone£ného desetinného neperiodického rozvoje. Pro zodpov¥zení

t¥chto otázek musíme proplout °ekou £asu do dávné minulosti, do dob, z nichº se docho-

valy záznamy dokazující uºívání druhých odmocnin spadajících do oboru iracionálních

£ísel jiº p°ed tisíci lety.

Nacházíme se v t°etím tisíciletí p°ed Kristem ve Starov¥kém Egypt¥, v období zvaném

Stará °í²e za vlády Dºosera, panovníka t°etí dynastie, jenº nechal postavit první pyramidu

na sv¥t¥. [13] Zdej²ím stavitel·m slouºí k vym¥°ování ty£ky, jejichº délky jsou v pom¥ru

1 :
√
5. [28, s. 21] A£koliv matematika není samostatným v¥dním oborem, pro výstavbu

pyramid jsou sloºité matematické formule nezbytností. I v jednadvacátém století po Kristu

z·stává existence t¥chto staveb záhadou.

Nyní se posuneme po £asové ose na jih Mezopotámie, do první poloviny osmnáctého

století p°ed Kristem, tedy do období vlády Chammurapiho, nejvýznamn¥j²ího panovníka

Starobabylonské °í²e. Kdekomu z nás je známý onen Chammurapiho zákoník, jehoº nej-

proslulej²ím zákonem je zákon odplaty �oko za oko, zub za zub�. Av²ak v¥domí o rozsahu

matematických znalostí zdej²ích obyvatel mají p°eváºn¥ jen lidé, kte°í se rozhodli v¥novat

studiu vysoko²kolské matematiky. Rozhodn¥ nesmíme opomíjet jejich výpo£ty opírající se o

Pythagorovu v¥tu. V¥tu, jeº je pojmenována po £lov¥ku, který se narodí za více neº 1100

let. V¥tu, s níº lze téº získat druhé odmocniny p°irozených £ísel, jako tomu bylo vEgypt¥.

[28, s. 27]

P°ed návratem do jednadvacátého století na²eho letopo£tu je²t¥ na chvíli zakotv¥me

v antickém �ecku, zhruba na p°elomu ²estého a pátého století p°ed Kristem. Do dne²ního

dne zdej²í myslitelé pokládali v²echny libovolné úse£ky za soum¥°itelné, coº znamená,

ºe délky kaºdé dvojice úse£ek lze vyjád°it v pom¥ru dvou p°irozených £ísel. Pythagorejci

dnes poprvé objevili existenci nesoum¥°itelnosti, £ímº nastává první krize matematiky

a objev iracionálních £ísel. [4, s. 13-16] �ísel, která jiº nelze vyjád°it jako podíl prom¥nných

a/b, kde a náleºí oboru celých £ísel a b oboru £ísel p°irozených. Druhé odmocniny p°iro-

zených £ísel, které nelze zcela vy£íslit a nalézt tak jejich kone£nou periodicitu. �e£tí ma-

tematici se objevem nesoum¥°itelnosti najednou ocitají v novém neznámém sv¥t¥, v n¥mº
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v²echny jejich dosavadní matematické znalosti ztratily znenadání hodnotu. Jist¥ si v¥t²ina

z nich p°ijde bezradn¥ a bezmocn¥, nebo´ ve²keré jejich v¥domosti spadají pouze do vod

oboru kladných racionálních £ísel.

Nechme nyní �eky lámat si hlavy nad °e²ením svízelného hlavolamu a vra´me se

do jednadvacátého století, prozkoumejme nyn¥j²í moºnosti vyjád°ení druhých odmocnin

°adících se mezi £ísla iracionální. Kdybychom m¥li nutkání dopo£ítat se posledního £ísla

jejich desetinného rozvoje £i nalézt jakoukoliv periodu, bylo by to stejn¥ prosp¥²né, jako

bylo bájné Sisyfovo valení balvanu do kopce. Stále bychom £ekali na okamºik vít¥zství,

který by v²ak nep°i²el ani s posledním tlukotem srdce. Jist¥ v²ichni budete souhlasit, ºe

ºivot lze promarnit mnohem lépe. Jak tedy ale lidé po£ítali s t¥mito £ísly p°ed rozmachem

po£etních stroj·, tzv. kalkulátor·? Vycházely jim nep°esné výsledky vlivem zaokrouhlo-

vání v pr·b¥hu výpo£tu, nebo se odmocniny staly pomyslnými konstantami? Neboli lze

°íct, ºe se spokojili, °ekn¥me nap°íklad s výsledkem 50
√
3− 17

√
7
√
13?

Moºná vás p°ekvapí skute£nost vypovídající o znalostech ºák· st°edních ²kol, kte°í jiº

v devatenáctém století s pomocí tzv. periodických pravidelných °et¥zových zlomk· dokázali

tyto odmocniny �obelstít�. D·kazem tohoto tvrzení je u£ebnice [43], která byla vydána

roku 1879.

Obrázek 3.1: U£ebnice z roku 1879 [18, s. 141]
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Obrázek 3.2: U£ebnice z roku 1879 [18, s. 142]

3.2 Základní terminologie

De�nice 3.2.1 (iracionální £íslo)

Kaºdé reálné £íslo, které nenáleºí oboru racionálních £ísel, je £íslo iracionální.

Jak jiº bylo °e£eno, druhé odmocniny lze vyjád°it pomocí tzv. periodických pravidel-

ných °et¥zových zlomk·. S ohledem na pojem periodické je dozajista patrné, ºe se jedná

o zlomky nekone£né, nebo´ mají vzhledem k existenci periody nekone£n¥ mnoho prvk·. V

matematice rozli²ujeme periodické pravidelné °et¥zové zlomky na ryze periodické a neryze

periodické. 25, s. 93] U ryze periodických za£íná zpravidla perioda jiº od prvního prvku

u1, kdeºto u neryze periodických za£íná od libovolného n-tého prvku un pro n ≥ 2.

V literatu°e se téº m·ºeme setkat s obdobným rozd¥lením i u desetinných zlomk·, tj.

ryze periodické a neryze periodické desetinné zlomky. [41, s. 53]

Druhé odmocniny jsou vºdy vyjád°eny zlomky neryze periodickými. P°esto si v²ak s

ohledem na ucelení terminologie de�nujme oba termíny.
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De�nice 3.2.2 (ryze periodický pravidelný °et¥zový zlomek)

Pravidelný °et¥zový zlomek s k-prvkovou periodou ve tvaru

u1 +
1

u2 +
1

...+
1

uk−1 +
1

uk +
1

u1 +
1

u2 + . . .

,

kde k ∈ N a prvky °et¥zového zlomku u1, . . . , uk−1, uk_k tvo°í periodu, nazýváme ryze

periodickým. Pí²eme: pravidelný °et¥zový zlomek je ryze periodický.

⇔ (u1, u2, . . . , uk−1, uk), kde u1 ∈ N0, u1+j ∈ N, k ∈ N, j ∈ 1, 2, . . . , k − 1, k. [14, s. 33;

46, s. 88-89]

De�nice 3.2.3 (neryze periodický pravidelný °et¥zový zlomek)

Pravidelný °et¥zový zlomek s (n− k)-prvkovou periodou ve tvaru

u1 +
1

. . .+
1

uk +
1

uk+1 +
1

. . .+
1

un +
1

uk+1 + . . .

,

kde k ∈ N a prvky °et¥zového zlomku uk+1. . . ,un tvo°í periodu, nazýváme neryze

periodickým.

Pí²eme: pravidelný °et¥zový zlomek je neryze periodický

⇔ (u1, . . . , uk, uk+1, . . . un),

kde u1 ∈ N0, u1+j ∈ N ∧ k ∈ N, k + 1 ≤ n, j ∈ {1, . . . , k, k + 1, . . . , n}. [25, s. 93]

Uspo°ádanou skupinou k prvk· (u1, u2, . . . , un) rozumíme tzv. p°edperiodu a skupinou

(n−k) prvk· (uk+1, ..., un) rozumíme periodu neryze periodického °et¥zového zlomku. [46,

s. 107]

Pomocí takto de�novaného °et¥zového zlomku je moºné vyjád°it nap°íklad druhou

odmocninu rovností
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√
2 = 1 +

1

2 +
1

2 +
1

2 +
1

2 + . . .

,

tzn. platí rovnost
√
2 = (1, 2̄). [46, s. 69]

3.3 Algoritmus °e²ení

V následujících p°íkladech si vyjád°íme n¥kolik druhých odmocnin. Postupovat budeme

analogicky jako u p°íkladu 2.2.1 v podkapitole 2.2.

P°íklad 3.3.1

Vyjád°i iracionální £íslo
√
5 ve tvaru °et¥zového zlomku.

�e²ení

1. První neúplný podíl u1 je roven celé £ástí
√
5:

u1 = [x] = [
√
5] = 2

2. Neúplný podíl u1 dosadíme do rovnosti x = u1+
1

x1

, z níº získáme x1, viz následující

úpravy:
√
5 = 2 +

1

x1

|·(−2)

√
5− 2 =

1

x1

∣∣∣∣· x1√
5− 2

x1 =
1√
5− 2

∣∣∣∣∣·
√
5+2√
5 + 2

x1=
√
5 + 2

3. Vyjád°íme druhý neúplný podíl u2:

u2 = [x1] = [
√
5 + 2] = 4
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4. P°epí²eme indexy v rovnosti x = u1+
1

x1

a nalezneme £íslo x2, viz následující úpravy:

x1 = u2 +
1

x2

√
5 + 2 = 4 +

1

x2

|−4

√
5− 2 =

1

x2

∣∣∣∣· x2√
5− 2

x2 =
1√
5− 2

∣∣∣∣∣·
√
5 + 2√
5 + 2

x2 =
√
5 + 2

Jelikoº platí rovnost x1 = x2 =
√
5 + 2, dal²í neúplné podíly budou rovny u2. Hledaným

zlomkem je tedy zlomek (2, 4̄) s jednoprvkovou periodou, tzn. platí rovnost
√
5 = (2, 4̄).

P°íklad 3.3.2

Vyjád°i iracionální £íslo
√
10 ve tvaru °et¥zového zlomku.

�e²ení:

1. První neúplný podíl u1 je roven celé £ásti
√
10:

u1 = [x] = [
√
10] = 3

2. Neúplný podíl u1dosadíme do rovnosti x = u1+
1

x1

, z níº získáme x1, viz následující

úpravy:
√
10 = 3 +

1

x1

|−3

√
10− 3 =

1

x1

∣∣∣∣· x1√
10− 3

x1 =
1√

10− 3

∣∣∣∣∣·
√
10 + 3√
10 + 3

x1 =
√
10 + 3
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3. Vyjád°íme druhý neúplný podíl u2:

u2 = [x1] = [
√
10 + 3] = 6

4. P°epí²eme indexy v rovnosti x = u1+
1

x1

a nalezneme £íslo x2, viz následující úpravy:

x1 = u2 +
1

x2

√
10 + 3 = 6 +

1

x2

|−6

√
10− 3 =

1

x2

∣∣∣∣· x2√
10− 3

x2 =
1√

10− 3

∣∣∣∣∣·
√
10 + 3√
10 + 3

x2 =
√
10 + 3

Jelikoº op¥t platí rovnost x1 = x2 =
√
10 + 3, periodu jsme jiº na²li. Hledaným zlomkem

je tedy zlomek (3, 6̄) s jednoprvkovou periodou, tzn. platí rovnost
√
10 = (3, 6̄).

P°íklad 3.3.3

Vyjád°i iracionální £íslo
√
7 ve tvaru °et¥zového zlomku.

�e²ení:

1. První neúplný podíl u1 je roven celé £ásti
√
7:

u1 = [x] = [
√
7] = 2

2. Neúplný podíl u1 dosadíme do rovnosti x = u1+
1

x1

, z níº získáme x1, viz následující

úpravy:
√
7 = 2 +

1

x1

|−2

√
7− 2 =

1

x1

∣∣∣∣· x1√
7− 2

x1 =
1√
7− 2

∣∣∣∣∣·
√
7 + 2√
7 + 2
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x1 =

√
7 + 2

3

3. Vyjád°íme druhý neúplný podíl u2:

u2 = [x] =

[√
7 + 2

3

]
= 1

4. P°epí²eme indexy v rovnosti x = u1+
1

x1

a nalezneme £íslo x2, viz následující úpravy:

x1 = u2 +
1

x2

√
7 + 2

3
= 1 +

1

x2

|−1

√
7 + 2

3
− 1 =

1

x2

√
7− 1

3
=

1

x2

∣∣∣∣· 3x2√
7− 1

x2 =
3√
7− 1

∣∣∣∣∣·
√
7 + 1√
7 + 1

x2 =
3(
√
7 + 1)

6

x2 =

√
7 + 1

2

5. Jelikoº x1 ̸= x2, nebude se tentokrát jednat o zlomek s jednoprvkovou periodou.

Jsme tak nuceni vyjád°it t°etí neúplný podíl u3, tj.:

u3 = [x2] =

[√
7 + 1

2

]
= 1

6. Pro získání £ísla x3 postupujeme obdobn¥ jako v druhém a £tvrtém kroku, viz ná-

sledující úpravy:

x2 = u3 +
1

x3

√
7 + 1

2
= 1 +

1

x3

|−1
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√
7 + 1

2
− 1 =

1

x3

∣∣∣∣· 2x3√
7− 1

x3 =
2√
7− 1

∣∣∣∣∣·
√
7 + 1√
7 + 1

x3 =
2(
√
7 + 1)

6

x3 =

√
7 + 1

3

7. Vyjád°íme £tvrtý neúplný podíl u4:

u4 = [x3] =

[√
7 + 1

3

]
= 1

8. Analogicky dle p°edchozích krok· nalezneme £íslo x4, viz následující úpravy:

x3 = u4 +
1

x4

√
7 + 1

3
= 1 +

1

x4

|−1

√
7 + 1

3
− 1 =

1

x4

√
7− 2

3
=

1

x4

∣∣∣∣· 3x4√
7− 2

x4 =
3√
7− 2

∣∣∣∣∣·
√
7 + 2√
7 + 2

x4 =
3(
√
7 + 2)

3

x4 =
√
7 + 2

9. Vyjád°íme pátý neúplný podíl u5:

u5 = [x4] = [
√
7 + 2] = 4
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10. Analogicky dle p°edchozích krok· nalezneme £íslo x5:

x4 = u5 +
1

u5

√
7 + 2 = 4 +

1

x5

|−4

√
7− 2 =

1

x5

∣∣∣∣· x5√
7− 2

x5 =
1√
7− 2

∣∣∣∣∣·
√
7 + 2√
7 + 2

x5 =

√
7 + 2

3

�íslo x5 je rovno £íslu x1, tzn. periodu tvo°í £ty°i neúplné podíly u2, u3, u4, u5. Druhou

odmocninu ze sedmi je tedy moºné vyjád°it pravidelným °et¥zovým zlomek s £ty°prvkovou

periodou, tzn. platí rovnost
√
7 = (2, 1114).

Pokud se podíváme na výsledný °et¥zový zlomek prozatím posledního p°íkladu, snadno

post°ehneme vztah mezi prvky u1 a u5. Neboli je platné tvrzení, ºe je poslední prvek peri-

ody dvojnásobkem prvního prvku u1, £ímº jsme objevili novou vlastnost daných °et¥zových

zlomk·.

Dále si zp¥tn¥ prohlédn¥me v²echny dosud vyjád°ené druhé odmocniny:

√
5 = (2, 4̄),

√
10 = (3, 6̄),

√
7 = (2, 1114).

Jejich porovnáním zjistíme, ºe perioda v²ech získaných zlomk· vºdy po£ínala prvkem

u2. Zvídaví £tená°i by mohli nahlédnutím do Vítovy knihy �et¥zové zlomky [19], v níº je

uvedena tabulka 43 °et¥zových zlomk· pro N ≤ 50, zjistit, ºe i periody v²ech t¥chto perio-

dických °et¥zových zlom· po£íná téº prvkem u2. Je nutné podotknout, ºe daná vlastnost se

vztahuje na v²echny periodické °et¥zové zlomky vyjad°ující druhé odmocniny p°irozených

£ísel.

De�nice 3.3.1 (kvadratické iracionality)

V²echna iracionální £ísla ve tvaru
C ±

√
H

D
, kde C, D ∈ Z∧

√
H ∈ I (tzn. H není kvadrá-

tem p°irozeného £ísla) nazýváme kvadratické iracionality. [14, s. 35; 46, s. 91]
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V¥ta 3.3.1

Pro °et¥zový zlomek kvadratické iracionality
√
H, kde H ∈ N∧H není kvadrátem p°iroze-

ného £ísla, platí rovnost
√
H = (u1, u2, u3, . . . , u3, u2, 2u1).

[46, s. 98]

D·kaz v¥ty 3.3.1 je uveden ve dvanácté kapitole Vítovy knihy �et¥zové zlomky [46, s.

99-102].

3.4 Lagrangeova v¥ta

Nade²el £as vrátit se zp¥t do antického �ecka a zodpov¥d¥t si, jak se zdej²í Pythagorejci s

první krizí matematiky vypo°ádali. Nesoum¥°itelnost zap°í£inila rozvrácení jejich p°esv¥d-

£ení o vzájemném vztahu mezi £ísly a geometrickými veli£inami. Theodoros z Kyrény (asi

460 aº 399 p°.n.l.) [4, s. 8] na²el zp·sob, jak zkonstruovat druhé odmocniny p°irozených

£ísel od
√
2 aº po

√
17. [36, s. 27] Jistý Archytás z Tarentu (asi 428 aº 365 p°.n.l.) [4, s.

8] zjistil, ºe jsou iracionální v²echny £íselné výrazy ve tvaru
√

n(n+ 1) [36, s. 28], poté

p°i²el jeho ºák Eudoxos z Knidu (asi 408 aº 355 p°.n.l.) [4, s. 8] s teorií proporcí. [36, s.

28] Postupem £asu do²lo k rozvoji °ecké geometrie, k rozmachu eukleidovských úloh a téº

ke vzniku úloh, které Eukleidovými konstrukcemi vy°e²it nelze.

V pr·b¥hu historie matematiky bylo vymy²leno mnoho zp·sob·, jak se k numerickým

hodnotám kvadratických iracionalit co s nejp°esn¥j²í aproximací p°iblíºit, kup°íkladu lze

uºít metodu te£en £i Newtonovu metodu. P°elom v problematice vyjád°ení kvadratických

iracionalit v²ak nastal aº s velmi významnou Lagrangeovou v¥tou. Daná v¥ta konsta-

tuje, ºe pro v²echny druhé odmocniny z oboru iracionalit lze nalézt periodický pravidelný

°et¥zový zlomek. �ili nám jiº nebude £init problém vyjád°it nezávisle na kalkulátoru ja-

koukoliv druhou odmocninu v kone£ném tvaru s velmi p°esným racionálním p°iblíºením.

D·kaz Lagrangerovy v¥ty je proveden v t°inácté kapitole Vítovy knihy [46] nebo v desáté

podkapitole Chin£inovy knihy [25].

V¥ta 3.4.1 (Lagrangeova v¥ta)

�Kaºdou kvadratickou iracionalitu, tj. výraz tvaru
C ±

√
H

D
(kde C,D jsou celá £ísla,

H nenulové p°irozené £íslo takové, ºe
√
H je iracionální £íslo) lze vyjád°it periodickým

°et¥zovým zlomkem. Kaºdý periodický zlomek je hodnota n¥jaké kvadratické iracionality.�

[14, s. 35]
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P°íklad 3.4.1

Uprav iracionální £íslo
√
47 do tvaru °et¥zového zlomku.

�e²ení:

1. První neúplný podíl u1 je roven celé £ásti
√
47:

u1 = [x] = [
√
47] = 6

2. Neúplný podíl u1dosadíme do rovnosti x = u1+
1

x1

, z níº získáme x1, viz následující

úpravy:
√
47 = 6 +

1

x1

|−6

√
47− 6 =

1

x1

∣∣∣∣· x1√
47− 6

x1 =
1√

47− 6

∣∣∣∣∣·
√
47 + 6√
47 + 6

x1 =

√
47 + 6

11

3. Vyjád°íme druhý neúplný podíl u2:

u2 = [x1] =

[√
47 + 6

11

]
= 1

4. P°epí²eme indexy v rovnosti x = u1+
1

x1

a nalezneme £íslo x2, viz následující úpravy:

x1 = u2 +
1

x2

√
47 + 6

11
= 1 +

1

x2

|−1

√
47 + 6

11
− 1 =

1

x2

√
47− 5

11
=

1

x2

∣∣∣∣· 11x2√
47− 5
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x2 =
11√

47− 5)

∣∣∣∣∣·
√
47 + 5√
47 + 5

x2 =
11(

√
47 + 5)

22

x2 =

√
47 + 5

2

5. Vyjád°íme t°etí neúplný podíl u3:

u3 = [x2] =

[√
47 + 5

2

]
= 5

6. Pro u£ení £ísla x3 postupujeme obdobn¥ jako v druhém a £tvrtém kroku, viz násle-

dující úpravy:

x2 = u3 +
1

x3

√
47 + 5

2
= 5 +

1

x3

|−5

√
47 + 5

2
− 5 =

1

x3

√
47− 5

2
=

1

x3

∣∣∣∣· 2x3√
47− 5

x3 =
2√

47− 5

∣∣∣∣∣·
√
47 + 5√
47 + 5

x3 =
2(
√
47 + 5)

22

x3 =

√
47 + 5

11

7. Vyjád°íme £tvrtý neúplný podíl u4:

u4 = [x3] =

[√
47 + 5

11

]
= 1

8. Analogicky dle p°edchozích krok· nalezneme £íslo x4, viz následující úpravy:

x3 = u4 +
1

x4
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√
47 + 5

11
= 1 +

1

x4

|−1

√
47 + 5

11
− 1 =

1

x4

√
47− 6

11
=

1

x4

∣∣∣∣· 11x4√
47− 6

x4 =
11√
47− 6

∣∣∣∣∣·
√
47 + 6√
47 + 6

x4 =
11(

√
47 + 6)

11

x4 =
√
47 + 6

9. Vyjád°íme pátý neúplný podíl u5:

u5 = [x4] = [
√
47 + 6] = 12

Stejn¥ jako v p°edchozím p°íkladu má hledaný prvek £ty°prvkovou periodu. Dle v¥ty 3.3.1

£íslo x5 jiº vyjad°ovat nemusíme, nebo´ je prvek u5 roven dvojnásobku u1, tzn. platí

rovnost u5 = 2u1. Zárove¬ se potvrdila o£ekávaná symetri£nost, kterou jsme zaznamenali

rovností u4 = u2 (viz 3. a 7. krok °e²ení). �e²ením tohoto p°íkladu je tedy rovnost
√
47 =

(u1, u2, u3, u2, 2u1)= (6, 1, 5, 1, 12)= (6, 15112).

V nadcházející kapitole si nejprve nade�nujeme matematický pojem kongruence spa-

dající do elementární algebry. Cílem je pochopení toho, co nám cht¥jí matematici sd¥lit

o vztahu dvou £ísel, nazvou-li je kongruentními. �tvrtou kapitolu této diplomové práce

poté následn¥ zavr²íme lineární kongruencí, p°i jejímº °e²ení dosp¥jeme k dal²ímu moº-

nému uºití °et¥zových zlomk·.
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4 Kongruence

4.1 Uvedení do problematiky

De�nice 4.1.1 (kongruence)

Je dáno p°irozené £íslo m, které má minimáln¥ dva r·zné d¥litele. Pro kaºdou dvojici

celých £ísel a, b, jejichº rozdíl je d¥litelný daným £íslem m, tj. m|(a− b), platí tvrzení, ºe

a je kongruentní s b podle modulo m.

Pí²eme:∀a, b ∈ Z,m ∈ N ∧m ≥ 2 : a ≡ b(modm) ⇔ m|(a− b). [10, s. 29]

Pro p°iblíºení nov¥ de�novaného pojmu budeme v následujícím p°íkladu pracovat místo

prom¥nných a, b s numerickými hodnotami.

P°íklad 4.1.1

Nalezn¥te nejmen²í moºné modulo m:

a) pro a = 7 a b = 2

b) pro a = 11 a b = 9

c) pro a = −10 a b = −3

�e²ení:

a) Pokud je a = 7 a b = 2, modulo m získáme dosazením do de�nice 4.1.1:

a = 7, b = 2,m ∈ N ∧m ≥ 2 : 7 ≡ 2(modm) ⇐⇒ m|(7− 2)

Pro p°ehlednost si z de�nice ekvivalenci p°epi²me:

7 ≡ 2(modm) ⇔ m|5.

Dle pravé strany ekvivalence je hledané modulo m d¥litelné p¥ti. �e²ením je proto

m = 5.

b) Pokud je a = 11 a b = 9, modulo m získáme dosazením do de�nice 4.1.1:

a = 11, b = 9,m ∈ N ∧m ≥ 2 : 11 ≡ 9(modm) ⇐⇒ m|(11− 9)

Pro p°ehlednost si z de�nice ekvivalenci p°epi²me:

11 ≡ 9(modm) ⇔ m|2.
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Dle pravé strany ekvivalence je hledané modulo m d¥litelné dv¥ma. �e²ením je proto

m = 2.

c) Pokud je a = −10 a b = −3, modulo m získáme dosazením do de�nice 4.1.1:

a = −10, b = −3,m ∈ N ∧m ≥ 2 : −10 ≡ −3(modm) ⇔ m|[−10− (−3)].

Pro p°ehlednost si z de�nice p°epi²me ekvivalenci:

−10 ≡ −3(modm) ⇐⇒ m|(−7).

Dle pravé strany ekvivalence je hledané modulo m d¥litelné minus sedmi. A£koliv je

d¥litel záporný, modulo m bude vzhledem k de�nici op¥t kladné. �e²ením je proto

m = 7.

P°estoºe si jiº dovedeme pomocí de�nice najít modulo m, stále jsme prozatím nenalezli

k pojmu kongruence slovo, které by vystihlo hlavní my²lenku této matematické operace.

Abychom jej objevili, musíme v získaných °e²eních najít jejich kontinuitu. Pro usnadn¥ní

si je v²echna vypi²me.

a) a = 7, b = 2 :

7 ≡ 2(modm) ⇔ m|5

m = 5

b) a = 11, b = 9 :

11 ≡ 9(modm) ⇔ m|2

m = 2

c) a = −10, b = −3 :

−10 ≡ −3(modm) ⇔ m|(−7)
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m = 7

V zadání a) bylo modulom rovno p¥ti, v²imn¥me si, ºe vyjde jak po d¥lení 7/5, tak i po

d¥lení 2/5 neúplný podíl se zbytkem rovným dv¥ma. V zadání b) bylo modulo m rovno

dv¥ma, pokud op¥t vyd¥líme prom¥nné a, b, tzn. vypo£teme 11/2 a 9/2, oba neúplné

podíly budou se zbytkem jedna. Stejný zbytek po d¥lení vyjde i v zadání c). Objevili jsme

tak touºebnou kontinuitu a tím i význam kongruence. Pokud je zbytek po d¥lení modulo

m u dvou r·zných £ísel stejný, °ekneme, ºe jsou tato £ísla kongruentní.

P°íklad 4.1.2

Nalezn¥te zbytek po d¥lení 15112 £íslem 26.

�e²ení:

152 = 225

152 ≡ 17(mod 26) |2

154 ≡ 172(mod 26)

154 ≡ 3(mod 26) |4

1516 ≡ 34(mod 26)

1516 ≡ 3(mod 26) |7

15112 ≡ 37(mod 26)

15112 ≡ 3(mod 26)

Zbytkem po d¥lení 15112 £íslem 26 je £íslo 3.
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4.2 �e²ení lineární kongruence uºitím °et¥zových zlomk·

De�nice 4.2.1 (lineární kongruence o jedné neznámé)

Je dána dvojice celých £ísel a, b a p°irozené £íslo m, které má minimáln¥ dva r·zné d¥litele.

Lineární kongruencí o jedné neznámé x je kongruence ax ≡ b(modm), kde dané £íslem

m není d¥litelem celého £ísla a, tj. m∤a.
Pí²eme: ∀a, b ∈ Z,m ∈ N ∧m ≥ 2 ∧m ∤ a : ax ≡ b(modm). [21, s. 188]

V²imn¥me si, ºe jiº nebudeme °e²it vztah dvou £ísel nýbrº rovnici s neznámou x,

coº je klí£ový rozdíl mezi matematickými pojmy kongruence (de�nice 4.1.1) a lineární

kongruence. Navaºme na p°edchozí podkapitolu a uv¥domme si, ºe matematický zápis

ax ≡ b(modm) £te korektn¥ kaºdý matematik jako ax je kongruentní s b podle modulo

m. P°i£emº po d¥lení ax a b modulo m získáme stejný zbytek.

D°íve neº za£neme °e²it konkrétní p°íklady lineární kongruence, popi²me si postupné

kroky, díky nimº se prodereme k hledané numerické hodnot¥ neznámé x. Nejprve po-

t°ebujeme vyjád°it sblíºené zlomky podílu m/a, k £emuº vyuºijeme znalosti získané v

podkapitole 2.3. Poté si v²echny jmenovatele spolu s £itateli sblíºených zlomk· v£etn¥

v²ech neúplných podíl· zapí²eme do p°ehledné tabulky.

Tabulka 4.1: Tabulka prom¥nných uj,Aj,Bj

u1 u2 u3 . . .
A1 A2 A3 . . .
B1 B2 B3 . . .

Následn¥ uºijeme v¥tu 4.2.1, jiº uvádí v£etn¥ d·kazu Pavel Vít ve své knize [46, s.

32-33, s. 129-130]

V¥ta 4.2.1

�e²ení kongruence ve tvaru ax ≡ b(modm) je rovno

a) pro x ∈ 0, 1, . . . ,m− 1 výrazu x ≡ (−1)n−1An−1(modm),

b) pro x /∈ 0, 1, . . . ,m− 1 výrazu x0 = x+mt, kde t ∈ Z.

Z uvedené v¥ty je zjevné, ºe z vyjád°ených sblíºených zlomk· budeme pot°ebovat

jmenovatel An−1, kde hodnota n uvádí po£et neúplných podíl· spolu se zmi¬ovanými sblí-

ºenými zlomky. I p°esto si v²ak vyjad°me skute£n¥ v²echny sblíºené zlomky, abychom tak

pracovali s v¥t²ím p°ehledem a neud¥lali zbyte£nou chybu. Po vy°e²ení lineární kongruence

si své výpo£ty ov¥°íme zkou²kou.
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P°íklad 4.2.1

Vy°e²te kongruenci 21x ≡ 13(mod 83).

�e²ení:

1) Uºitím Euklidova algoritmu získáme neúplné podíly zlomku 83/21.

m = au1 + r1 → 83 = 21 · 3 + 20

a = r1u2 + r2 → 21 = 20 · 1 + 1

r1 = r2u3 + r3 → 20 = 1 · 20 + 0

Námi hledané neúplné podíly zlomku 83/21 jsou tedy: u1 = 3, u2 = 1, u3 = 20.

83

21
= (3, 1, 20)

2) Ze získaných neúplných podíl· vyjád°íme t°i sblíºené zlomky.

u1 =
u1

1
=

A1

B1

→ 3 =
3

1
=

A1

B1

u1 +
1

u2

=
u1u2 + 1

u2

=
A2

B2

→ 3 +
1

1
=

3 · 1 + 1

1
=

4

1
=

A2

B2

A3 = u3A2 + A1 → A3 = 20 · 4 + 3 = 83

B3 = u3B2 +B1 → B3 = 20 · 1 + 1 = 21

}
⇒ A3

B3

=
83

21

3) Jmenovatele spolu s £itateli sblíºených zlomk· v£etn¥ neúplných podíl· zapí²eme do

tabulky 4.1.

Tabulka 4.2: Tabulka prom¥nných uj,Aj,Bj zlomku 83/21

3 1 20 . . .
3 4 83 . . .
1 1 21 . . .

39



4) Nyní uºijeme v¥tu 4.2.1, tzn. vyjád°íme x z výrazu x ≡ (−1)n−1An−1(modm).

x ≡ (−1)2A2b (modm)

x ≡ 4 · 13 (mod 83)

x ≡ 52 (mod 83)

Dle v¥ty 4.2.1 je x = 52 °e²ením kongruence 21x ≡ 13(mod 83), tzn. x ∈ 0, 1, . . . , 82.

5) Správnost na²eho postupu ov¥°íme podílem vycházejícím z de�nice kongruence (de�nice

4.1.1).

ax− b

m
=

(21 · 52)− 13

83

ax− b

m
=

1092− 13

83

ax− b

m
=

1079

83

ax− b

m
= 13

P°íklad 4.2.2

Vy°e²te kongruenci 32x ≡ 7(mod 105).

�e²ení:

1) Uºitím Euklidova algoritmu získáme neúplné podíly zlomku 105/32.

m = au1 + r1 → 105 = 32 · 3 + 9

a = r1u2 + r2 → 32 = 9 · 3 + 5

r1 = r2u3 + r3 → 9 = 5 · 1 + 4

r2 = r3u4 + r4 → 5 = 4 · 1 + 1

40



r3 = r4u5 + r5 → 4 = 1 · 4 + 0

Námi hledané neúplné podíly zlomku 105/32 jsou tedy: u1 = 3, u2 = 3, u3 = 1, u4 =

1, u5 = 4.

105/32 = (3, 3, 1, 1, 4)

2) Ze získaných neúplných podíl· vyjád°íme p¥t sblíºených zlomk·.

u1 =
u1

1
=

A1

B1

→ 3 =
3

1
=

A1

B1

u1 +
1

u2

=
u1u2 + 1

u2

=
A2

B2

→ 3 +
3

1
=

3 · 3 + 1

3
=

10

3
=

A2

B2

A3 = u3A2 + A1 → A3 = 1 · 10 + 3 = 13

B3 = u3B2 +B1 → B3 = 1 · 3 + 1 = 4

}
⇒ A3

B3

=
13

4

A4 = u4A3 + A2 → A4 = 1 · 13 + 10 = 23

B4 = u4B3 +B2 → B4 = 1 · 4 + 3 = 7

}
⇒ A4

B4

=
23

7

A5 = u5A4 + A3 → A5 = 4 · 23 + 13 = 105

B5 = u5B4 +B3 → B5 = 4 · 7 + 4 = 32

}
⇒ A5

B5

=
105

32

3) Jmenovatele s £itateli sblíºených zlomk· v£etn¥ neúplných podíl· zapí²eme do tabulky

4.1.

Tabulka 4.3: Tabulka prom¥nných uj,Aj,Bj zlomku 105/32

3 3 1 1 4 . . .
3 10 13 23 105 . . .
1 3 4 7 32 . . .

4) Nyní uºijeme v¥tu 4.2.1, tzn. vyjád°íme x z výrazu x ≡ (−1)n−1An−1(modm).

x ≡ (−1)4A4b (modm)

x ≡ 23 · 7 (mod 105)
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x ≡ 161 (mod 105)

5) Vzhledem ke skute£nosti, ºe nalezené x nenáleºí mnoºin¥0, 1, . . . ,m− 1, °e²ením bude

x0, které obdrºíme z výrazu x0 = x+mt, kde t ∈ Z.

x0 = 161 + 105 · (−1)

x0 = 56

6) Správnost na²eho postupu ov¥°íme podílem vycházejícím z de�nice kongruence (de�nice

4.1.1).

ax− b

m
=

(32 · 56)− 7

105

ax− b

m
=

1792− 7

105

ax− b

m
=

1785

105

ax− b

m
= 17
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5 Pellova rovnice

5.1 Diofantické rovnice

Pellova rovnice, o níº druhá kapitola pojednává, je speciálním typem tzv. kvadratické

diofantické rovnice.

De�nice 5.1.1 (diofantická rovnice)

�Diofantickou rovnicí o n neznámých se rozumí algebraická rovnice s celo£íselnými koe�-

cienty s n neznámými, které mohou nabývat pouze celo£íselných hodnot.� [7, s. 42]

De�nice 5.1.2 (kvadratická diofantická rovnice o dvou neznámých)

�Kvadratickou diofantickou rovnicí o dvou neznámých x, y rozumíme rovnici

ax2 + bx+ cxy + dy + ey2 = f,

kde a, b, c, d, e, f ∈ Z
�e²ením rovnice je kaºdá uspo°ádaná dvojice [x, y] ∈ Z2.� [15, s. 81]

Diofantos, po n¥mº jsou rovnice nazvány, ºil v t°etím století na²eho letopo£tu v Ale-

xandrii ve starov¥kém Egypt¥. [11, 13, 32, 40] Diofantos se navºdy zapsal do d¥jin jako

Otec algebry. [11, 12, 32] Poloºil základy algebry, významn¥ p°isp¥l k teorii £ísel [32, 40]

a dle dochovaných zdroj· byl prvním, kdo zavedl symboly pro matematické operace a

prom¥nné. [12, 32] Stále mu v²ak chyb¥ly symboly pro obecné metody, nap°. pro operaci

násobení. [12] V nejstar²ích dochovaných kopiích jeho nejslavn¥j²ího a sou£asn¥ nejvý-

znamn¥j²ího díla Aritmetika je symbolem neznámých °ecké písmeno sigma s p°ízvukem c'.

[11] Z p·vodních 13 knih Aritmetiky se v Evrop¥ dochovalo pouhých ²est, teprve roku 1968

byly objeveny dal²í 4 knihy v arabském p°ekladu matematika Qust.	a ibn L	uq	a z devátého

století. [40]

V Aritmetice je sepsáno mnoho nových ojedin¥lých my²lenek a pozoruhodných úloh

v£etn¥ zna£ného po£tu záhad dodnes neroz°e²ených. [28, s. 53] Pojednává o numerických

°e²eních determinovaných i neur£itých rovnic. Neur£ité rovnice jsou polynomiální rov-

nice, v nichº po£et prom¥nných p°evy²uje po£et zadaných rovnic. [11, 12, 32] Diofantos

v úlohách nevyuºíval ºádné obecné komplexní metody °e²ení a zárove¬ neuvedl postupné

kroky, jimiº se k výsledku dopracoval. [12] A£koliv se sám Diofantos zabýval výhradn¥

pouze kladnými racionálními £ísly, dnes de�nujeme diofantickou rovnici jako neur£itou,

jejímº °e²ením jsou £ísla celá. [11, 12, 40]
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Diofantos °e²il jak rovnice prvního a druhého stupn¥ (tj. lineární a kvadratické), tak

i stup¬· vy²²ích. [40] My svou pozornost zam¥°íme p°edev²ím na dva typy kvadratických

diofantických rovnic, tj. na Pellovu rovnici a její zobecn¥ní.

5.2 Historie Pellovy rovnice

De�nice 5.2.1 (Pellova rovnice)

x2 −Hy2 = 1,

kde x, y náleºí oboru celých £ísel a H oboru £ísel p°irozených, p°i£emº není druhou moc-

ninou.

Pí²eme: H ∈ N ∧H ≠ n2, kden ∈ N. [5, s. 194]

Pellova rovnice. . . jiº víme, ºe jde o jistou kvadratickou diofantickou rovnici. Ale ne-

tu²íme nic o metod¥ jejího °e²ení ani o po£tu moºných °e²ení. Má Pellova rovnice vºdy

jen jedno °e²ení, nebo nastávají p°ípady, kdy má °e²ení více? �i naopak existují i ta-

kové Pellovy rovnice, které nemají °e²ení ºádné? Kdo byl onen muº, po n¥mº je rovnice

pojmenována? A zaslouºil se daný muº svými pracemi o tu £est, aby rovnice nesla jeho

jméno?

Op¥t nastaly otázky, které nás navád¥jí k navrácení se na palubu lodi, s níº jsme pluli

°ekou £asu. Jak uº to tak v oceánu de�nic, v¥t a rovnic ob£as bývá, Pell nikdy nebyl

muºem, který by se jakkoliv zaslouºil o p°ivlastn¥ní rovnice svým jménem o nic více neº

jiní. Kvadratickou diofantickou rovnici x2−Hy2 = 1 (kde H není kvadrátem a náleºí oboru

celých £ísel) nazval Pellovou Leonard Euler. [47, s. 1] Metodu °e²ení v²ak tehdy popsal

matematik lord Brouncker. Pellovi Euler rovnici myln¥ p°ipsal na základ¥ studiaWallisovy

algebry, k níº p°isp¥li oba jmenovaní. Pell se sice rovnicí zabýval, ale nebyl tím, kdo by

uvedl metody °e²ení. [47, s. 2]

Nej£ast¥ji zmi¬ovanou úlohou pracující s Pellovou rovnicí je proslulá Archimédova

úloha o býcích, která se zaobírá otázkou po£tu býk· a krav £ty° barev ve stádu. �Úloha se

p°evádí na hledání celo£íselných °e²ení rovnice t2 − 4 729 494n2 = 1.� [28, s. 52-53] Pova-

ºuji za nezbytné zmínit velmi pozoruhodnou skute£nost vypovídající o relativn¥ krátkém

£asovém úseku mezi Diofantovým odchodem z na²eho sv¥ta a p°íchodem Archiméda. Ar-

chimédes ze Syrakus, autor zmi¬ované úlohy, se dle dostupných zdroj· narodil z°ejm¥ jen

pár let po Diofantov¥ smrti. [28, s. 52]

S tvrzením konstatujícím, ºe °e²ení rovnice x2−Hy2 = 1 jsou celo£íselná a je jich neko-

ne£n¥ mnoho, p°i²el jako první Pierre de Fermat (1601-1665) [42, s. 105, 244], francouzský

právník z Toulouse [42, s. 98]. Jeho tvrzení v²ak bylo dokázáno aº v druhé polovin¥ sedm-
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desátých letech 18. století matematikem italsko-francouzského p·vodu, Josephem Louisem

Lagrangem (1736-1813) [42, s. 118, 134; 48, s. 90].

Kdo byl v²ak prvním °e²itelem na²í obecné rovnice? Pro odpov¥¤ musíme proplout

£trnáct století, £ímº tak sm¥°ujeme do sedmého století po Kristu. Za kým? Za astro-

nomem a ortodoxním hinduistou [20], který se nejvíce proslavil sepsáním textu zvaném

Br	ahma-sphuta-siddh	anta. [31; 44, s. 36] Jak je jiº z názvu tohoto velkolepého díla více neº

patrné, jeho autorem je ctihodný Brahmagupta. Ve zmi¬ované práci v¥noval matematice

n¥kolik kapitol. [20] Byl to práv¥ on, kdo zavedl nulu a kdo sepsal pravidla pro aplikaci

aritmetických operací v rámci vztahu mezi kladnými a zápornými £ísly (tj. mezi �majet-

kem� a �dluhem�). [20; 28, s. 80; 31] V oblasti geometrie nejvíce p°isp¥l v trigonometrii

[20, 31, 45], dále nap°íklad zavedl vzorec pro výpo£et obsahu t¥tivového £ty°úhelníku, tj.

S =
√

(s− a)(s− b)(s− c)(s− d)), kde je prom¥nná s rovna polovin¥ jeho obvodu, tj.

s = (a+ b+ c+ d)/2 = o/2. [19, s. 5; 28, s. 82] Ukázal, jak lze nalézt °e²ení Pellovy rovnici

ve tvaru ax2 + 1 = y2 pomocí rovnice ax2 + b = y2. Brahmagupta v²ak vºdy nalezl pouze

jedno celo£íselné °e²ení. Pozd¥j²í °e²itelé, tj. �r	�pati, Bh	askara II. a N	ar	ayan. a ale objevili,

ºe rovnice má °e²ení nekone£n¥ mnoho. [44, s. 37]

Podrobn¥ji se jiº historií Pellovy rovnice zabývat nebudeme. Zvídaví £tená°i se mohou

o osudu Pellovy rovnice v myslích ctihodných indických matematik· do£íst v £lánku [44].

My se nyní navra´me zp¥t do sou£asného století. Zatímco tehdej²í matematici museli

v²e pracn¥ vypo£ítat, dnes v 21. století jsou pro nás samotná °e²ení mnoha rovnic díky roz-

machu vývoje v oblasti matematických program· v rámci informa£ní technologie pouhou

banalitou. Ov²em matematickým program·m se budeme v¥novat aº v poslední kapitole.

Nyní se zam¥°me na pochopení postupu, s ním °e²ení Pellovy rovnice získáme bez sebe-

men²í pomoci jakéhokoliv programu. Pro zp¥tnou kontrolu na²ich °e²ení se mohou £tená°i

prozatím obrátit k vý£tu celo£íselných °e²ení, která jsou vypsána v mnoha textech. Velkou

oporou se m·ºe stát nap°. kniha [29], v níº jsou v tabulce TABLE X. vypsána celo£íselná

°e²ení pro H = 2 aº po H = 1003 [29, s. 437-444].

5.3 Algoritmus °e²ení

D°íve neº se za£neme zabývat obecným °e²ením Pellovy rovnice, uv¥domme si, co lze o

rovnici °íci uº nyní. Na první pohled je z°ejmé, ºe se jedná o popis hyperboly v kartézské

soustav¥ sou°adnic se st°edem S = [0, 0] a hlavními vrcholy A = [−1, 0], B = [1, 0], které

jsou zárove¬ triviálními °e²eními této diofantické rovnice. Jestliºe nalezneme alespo¬ jednu

dvojici [x, y], kdy x, y ∈ N jsou °e²ením rovnice, pak dal²ími °e²eními jsou uspo°ádané

dvojice [x,−y], [−x, y], [−x,−y].
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Tabulka 5.1: Tabulka prom¥nných uj, Aj0 , Bj0

u1 u2 u3 . . .
A0 A1 A2 A3 . . .
B0 A1 B2 B3 . . .

Dále lze mnoho£len na levé stran¥ rovnice rozloºit podle vzorce a2−b2 = (a−b)(a+b):

x2 −Hy2 = (x− y
√
H)(x+ y

√
H)

Jelikoº budeme hledat pouze kladné dvojice [x, y] vyhovující dané rovnici, z námi roz-

loºeného mnoho£lenu je patrné, ºe v²echna hledaná °e²ení zapí²eme jako sou£et sou°adnice

x a sou£inu sou°adnice y s kvadratickou iracionalitou
√
H (de�nice 1.4.4), tj. x + y

√
H.

[5, s. 194]

Prvním krokem k nalezení °e²ení Pellovy rovnice bude vyjád°ení kvadratické iraciona-

lity
√
H °et¥zovým zlomkem. Poté uºijeme znalost nabytou jiº v úvodu diplomové práce

(viz podkapitola 1.2) ohledn¥ výpo£tu sblíºených zlomk· Aj0/Bj0 , kde j0 ∈ N0. Následn¥ si

vytvo°íme tabulku, jeº bude obsahovat v²echny jmenovatele a £itatela sblíºených zlomk·,

kde A0 = 1 a B0 = 0 a neúplné podíly u1, u2, . . . , un, kde n ∈ N.
K zji²t¥ní nejmen²ího kladného °e²ení nám pak jiº posta£í znalost v¥ty uvedené v

nacházející podkapitole, jiº cituji z Bicanova £lánku [2, s. 195].

5.4 Nejmen²í kladné °e²ení

V¥ta 5.4.1

Nech´ existuje nekone£ný °et¥zový zlomek s periodou k p°íslu²ný kvadratické iracionalit¥√
H. Potom je nejmen²í kladné °e²ení Pellovy rovnice ve tvaru:

a) j = x+ y
√
H = Ak +Bk

√
H, pro k sudé,

b) j = x+ y
√
H = A2k +B2k

√
H, pro k liché.

P°íklad 5.4.1

Nalezn¥te nejmen²í kladné °e²ení rovnice x2 − 10y2 = 1.

�e²ení:

1) K °et¥zovému zlomku p°íslu²nému £íslu
√
10 jsme jiº dosp¥li ve £tvrté kapitole v p°íkladu

3.3.2. Lze proto p°ímo napsat rovnost
√
10 = (3, 6̄) , tzn. do tabulky 4 pozd¥ji zapí²eme

dva neúplné podíly: u1 = 3, u2 = 6.
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2) Nalezneme první dva sblíºené zlomky.

u1 =
u1

1
=

A1

B1

→ 3 =
3

1
=

A1

B1

u1 +
1

u2

=
u1u2 + 1

u2

=
A2

B2

→ 3 +
1

6
=

3 · 6 + 1

6
=

19

6
=

A2

B2

3) Jmenovatele s £itateli sblíºených zlomk· v£etn¥ neúplných podíl· zapí²eme do tabulky

5.1.

Tabulka 5.2: Tabulka prom¥nných uj, Aj0 , Bj0 £ísla
√
10

3 6 . . .
1 3 19 . . .
0 1 6 . . .

4) Nejmen²í kladné °e²ení nalezneme pomocí v¥ty 5.4.1 �et¥zový zlomek p°íslu²ný £íslu√
10 má jednoprvkovou periodou, tj. k = 1. Z uvedené v¥ty tedy uºijeme výraz ur£ený pro

lichou periodu.

j = A2k +B2k

√
H

j = A2 +B2

√
H

j = 19 + 6
√
10

Nejmen²ím kladným °e²ením rovnice x2 − 10y2 = 1 je tedy j = 19 + 6
√
10, odkud

[x, y] = [19, 6].

P°íklad 5.4.2

Nalezn¥te nejmen²í kladné °e²ení rovnice x2 − 7y2 = 1.

�e²ení:

1) K °et¥zovému zlomku p°íslu²nému k £íslu
√
7 jsme jiº téº dosp¥li ve £tvrté kapitole,

a to v p°íkladu 3.3.3 (viz str. 26). Lze tedy p°ímo napsat rovnost
√
7=(2,1114), tzn. do

tabulky 4 zapí²eme tentokrát p¥t neúplných podíl·: u1 = 2, u2 = 1, u3 = 1, u4 = 1, u5 = 4.

2) Nalezneme p¥t sblíºených zlomk·.
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u1 =
u1

1
=

A1

B1

→ 2 =
2

1
=

A1

B1

u1 +
1

u2

=
u1u2 + 1

u2

=
A2

B2

→ 2 +
1

1
=

2 · 1 + 1

1
=

3

1
=

A2

B2

A3 = u3A2 + A1 → A3 = 1 · 3 + 2 = 5

B3 = u3B2 +B1 → B3 = 1 · 1 + 1 = 2

}
⇒ A3

B3

=
5

2

A4 = u4A3 + A2 → A4 = 1 · 5 + 3 = 8

B4 = u4B3 +B2 → B4 = 1 · 2 + 1 = 3

}
⇒ A4

B4

=
8

3

A5 = u5A4 + A3 → A5 = 4 · 8 + 5 = 37

B5 = u5B4 +B3 → B5 = 4 · 3 + 2 = 14

}
⇒ A5

B5

=
37

14

3) Jmenovatele s £itateli sblíºených zlomk· v£etn¥ neúplných podíl· zapí²eme do ta-

bulky 5.1.

Tabulka 5.3: Tabulka prom¥nných uj, Aj0 , Bj0 £ísla
√
7

2 1 1 1 4 . . .
1 2 3 5 8 37 . . .
0 1 1 2 3 14 . . .

4) Nejmen²í kladné °e²ení nalezneme pomocí v¥ty 5.4.1. �et¥zový zlomek p°íslu²ný

£íslu
√
7 má £ty°prvkovou periodou, tj. k = 4. Z uvedené v¥ty tedy uºijeme výraz ur£ený

pro sudou periodu.

j = Ak +Bk

√
H

j = A4 +B4

√
H

j = 8 + 3
√
7

Nejmen²ím kladným °e²ením rovnice x2 − 7y2 = 1 je tedy j = 8+ 3
√
7, odkud [x, y] =

[8, 3].
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5.5 V²echna kladná °e²ení

V této chvíli se je²t¥ zam¥°me na poslední úskalí Pellovy rovnice, tj. zji²t¥ní v²ech dal²ích

kladných °e²ení. Pro poko°ení tohoto úskalí nám budou nápomocny dal²í dv¥ v¥ty, s nimiº

lze dosp¥t k výsledku dv¥ma zp·soby. Ob¥ metody °e²ení vychází z Bicanových v¥t (v¥ta

5.5.1 a v¥ta 5.5.2) [5, s. 195]. Ob¥ metody vzáp¥tí uºijeme pro jiº °e²ené rovnice (5.4.1,

5.4.2).

V¥ta 5.5.1

Nech´ j = x + y
√
H je nejmen²í kladné °e²ení Pellovy rovnice, pak jn, kde n ∈ N, jsou

práv¥ v²echna kladná °e²ení této rovnice.

V¥ta 5.5.2

Nech´ j = x+ y
√
Hje nejmen²í kladné °e²ení Pellovy rovnice, pak platí rovnost:

j(n+2) = 2xj(n+1) − jn,

kde n ∈ N.

Do vzorce v¥ty 5.5.2 budeme za prom¥nnou x dosazovat Ak £i A2k, tedy celé £íslo z

nejmen²ího kladného °e²ení (viz v¥ta 5.4.1). V²echna získaná °e²ení dosadíme pro p°ehled-

nost do tabulky, kde x0 = A0 = 1,y0 = B0 = 0.

Tabulka 5.4: Tabulka uspo°ádaných dvojic °e²ení [xj0 , yj0 ]

x0 x1 x2 x3 . . .
y0 y1 y2 y3 . . .

P°i °e²ení následujících p°íklad· rozd¥líme t°etí a £tvrtý krok na dv¥ £ásti a) a b), kdy

v a) uºijeme v¥tu 5.5.1 a v b) v¥tu 5.5.2.

P°íklad 5.5.1

Nalezn¥te £ty°i nejmen²í kladná °e²ení rovnice x2 − 10y2 = 1.

�e²ení:

1) Nejmen²í kladné °e²ení jsme jiº nalezli v p°íkladu 5.4.1.

j = 19 + 6
√
10
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2) Pro dal²í krok vyjád°íme j0. K uºití v¥ty 5.5.1 posta£í nejmen²í kladné °e²ení Pellovy

rovnice j = 19 + 6
√
10.

j0 =
(
19 + 6

√
10
)0

j0 = 1

3) Vyjád°íme j2. Pro metodu b) je prom¥nná x rovna A1, tj. x = A1 = 19.

a) K uºití v¥ty 5.5.1 posta£í nejmen²í kladné °e²ení Pellovy rovnice j = 19 + 6
√
10.

j2 = (19 + 6
√
10)2

j2 = 361 + 228
√
10 + 360

j2 = 721 + 228
√
10

b) Uºijeme v¥tu 5.5.2.

j2 = 2x1j − j0

j2 = 2 · 19 · (19 + 6
√
10)− 1

j2 = 722 + 228
√
10− 1

j2 = 721 + 228
√
10

4) Dal²í dv¥ °e²ení najdeme op¥t umocn¥ním £i dosazením do vzorce.

a) Dle v¥ty 5.5.1 op¥t umocníme nejmen²í kladné °e²ení.

j3 = (19 + 6
√
10)3

j3 = (19 + 6
√
10) · (19 + 6

√
10)

j3 = (721 + 228
√
10) · (19 + 6

√
10)

j3 = 13 699 + 4 326
√
10 + 4 332

√
10 + 13 680

j3 = 27 379 + 8 658
√
10

j4 = (19 + 6
√
10)4

j4 = (19 + 6
√
10)3 · (19 + 6

√
10)
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j4 = (27 379 + 8 658
√
10) · (19 + 6

√
10)

j4 = 520 201 + 164 274
√
10 + 164 502

√
10 + 519 480

j4 = 1039 681 + 328 776
√
10

b) Dle v¥ty 5.5.2 najdeme dal²í dv¥ °e²ení op¥t dosazením do vzorce j(n+2) = 2xj(n+1)−
jn, p°i£emº prom¥nná x je stále rovna £itateli sblíºeného zlomkuA1.

j3 = 2x1j
2 − j

j3 = 2 · 19 · (721 + 228
√
10)− (19 + 6

√
10)

j3 = 27 398 + 8 664
√
10− 19− 6

√
10

j3 = 27 379 + 8 658
√
10

j4 = 2x1j
3 − j2

j4 = 2 · 19 · (27 379 + 8 658
√
10)− (721 + 228

√
10)

j4 = 1040 402 + 329 004
√
10− 721− 228

√
10

j4 = 1039 681 + 328 776
√
10

5) Nyní jiº v²echny uspo°ádané dvojice [x, y] p°epí²eme do tabulky 5.4.

Tabulka 5.5: Tabulka uspo°ádaných dvojic °e²ení [xj0 , yj0 ]rovnice x2 − 10y2 = 1

1 19 721 27 379 1 039 681
0 6 228 8 675 328 776

P°íklad 5.5.2

Nalezn¥te £ty°i nejmen²í kladná °e²ení rovnice x2 − 7y2 = 1.
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�e²ení:

1) Nejmen²í kladné °e²ení jsme jiº nalezli v p°íkladu 5.4.2.

j = 8 + 3
√
7

2) Pro dal²í krok vyjád°íme j0. K uºití v¥ty 5.5.1 posta£í nejmen²í kladné °e²ení Pellovy

rovnice j = 8 + 3
√
7.

j = 8 + 3
√
7

j0 = 1

3) Vyjád°ímej2. Pro metodu b) je prom¥nná x rovna A4, tj. x = A4 = 8.

a) K uºití v¥ty 5.5.1 posta£í nejmen²í kladné °e²ení Pellovy rovnice j = 8 + 3
√
7.

j2 = (8 + 3
√
7)2

j2 = 64 + 48
√
7 + 63

j2 = 127 + 48
√
7

b) Uºijeme v¥tu 5.5.2.

j2 = 2x1j − j0

j2 = 2 · 8 · (8 + 3
√
7)− 1

j2 = 128 + 48
√
7− 1

j2 = 127 + 48
√
7

4) Dal²í dv¥ °e²ení najdeme op¥t umocn¥ním £i dosazením do vzorce.

a) Dle v¥ty 5.5.1 op¥t umocníme nejmen²í kladné °e²ení.

j3 = (8 + 3
√
7)3

j3 = (8 + 3
√
7)2 � (8 + 3

√
7)

j3 = (127 + 48
√
7) � (8 + 3

√
7)

j3 = 1016 + 381
√
7 + 384

√
7 + 1 008
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j3 = 2024 + 765
√
7

j4 = (8 + 3
√
7)4

j4 = (8 + 3
√
7) · (8 + 3

√
7)

j4 = (2 024 + 765
√
7) · (8 + 3

√
7)

j4 = 16 192 + 6 072
√
7 + 6 120

√
7 + 16 065

j4 = 32 257 + 12 192
√
7

b) Dle v¥ty 5.5.2 najdeme dal²í dv¥ °e²ení op¥t dosazením do vzorce jn+2 = 2xjn+1−jn,

p°i£emº prom¥nná x je stále rovna £itateli sblíºeného zlomku A1.

j3 = 2x1j
2 − j

j3 = 2 · 8 · (127 + 48
√
7)− (8 + 3

√
7)

j3 = 2032 + 768
√
7− 8− 3

√
7

j3 = 2024 + 765
√
7

j4 = 2x1j
3 − j2

j4 = 2 · 8 · (2 024 + 765
√
7)− (127 + 48

√
7)

j4 = 32 384 + 12 240
√
7− 127− 48

√
7

j4 = 32 257 + 12 192
√
7

5) Nyní jiº v²echny uspo°ádané dvojice [x, y] p°epí²eme do tabulky 5.4.
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Tabulka 5.6: Tabulka uspo°ádaných dvojic °e²ení [xj0 , yj0 ]rovnicex
2 − 7y2 = 1

1 8 127 2 024 32 257
0 3 48 765 12 192

Doposud jsme si °e²ení Pellovy rovnice roz£lenili do po sob¥ jdoucích p°íklad·. Poj¤me

si proto nyní jednu Pellovu rovnici vy°e²it celistv¥, tzn. od samotného hledání °et¥zového

zlomku p°íslu²ného k
√
H, aº po nalezení více kladných °e²ení.

P°íklad 5.5.3

Nalezn¥te ²est nejmen²ích kladných °e²ení rovnice x2 − 24y2 = 1.

�e²ení:

1) Vyjád°íme
√
24 ve tvaru °et¥zového zlomku.

a) První neúplný podíl u1 je roven celé £ásti
√
24.

u1 = [x] = [
√
24] = 4

b) Neúplný podíl dosadíme do rovnosti x = u1 +
1

x1

, z níº získáme x1.

√
24 = (4 +

1

x1

) |−4

√
24− 4 =

1

x1

∣∣∣∣· x1√
24− 4

x1 =
1√

24− 4

∣∣∣∣∣·
√
24 + 4√
24 + 4

x1 =

√
24 + 4

8

c) Vyjád°íme druhý neúplný podíl u2.

u2 = [x1] =

[√
24 + 4

8

]
= 1

d) P°epí²eme indexy v rovnosti x = u1 +
1

x1

a nalezneme £íslo x2.
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x1 = u2 +
1

x2

√
24 + 4

8
= 1 +

1

x2

|−1

√
24 + 4

8
− 1 =

1

x2

√
24− 4

8
=

1

x2

∣∣∣∣· 8x2√
24− 4

x2 =
8√

24− 4

∣∣∣∣∣·
√
24 + 4√
24 + 4

x2 =
8(
√
24 + 4)

8

x2 =
√
24 + 4

e) Vyjád°íme t°etí neúplný podíl u3.

u3 = [x2] = [
√
24 + 4] = 8

S ohlédnutím na v¥tu 3.3.1 jiº nemusíme dále po£ítat, nebo´ víme, ºe pro v²echny kvad-

ratické iracionality platí rovnost
√
H = (u1, u2, u3, . . . , u3, u2, 2u1). Hledaným zlomkem je

tedy zlomek (4, 18) s dvouprvkovou periodou, tj.
√
24 = (4, 18). Do tabulky tedy pozd¥ji

zapí²eme t°i neúplné podíly: u1 = 4, u2 = 1, u3 = 8.

2) Nalezneme t°i sblíºené zlomky.

u1 =
u1

1
=

A1

B1

→ 4 =
4

1
=

A1

B1

u1 +
1

u2

=
u1u2 + 1

u2

=
A2

B2

→ 4 +
1

1
=

4 · 1 + 1

1
=

5

1
=

A2

B2

A3 = u3A2 + A1 → A3 = 8 · 5 + 4 = 44

B3 = u3B2 +B1 → B3 = 8 · 1 + 1 = 9

}
⇒ A3

B3

=
44

9

3) Jmenovatele s £itateli sblíºených zlomk· v£etn¥ neúplných podíl· zapí²eme do ta-

bulky 5.1.
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Tabulka 5.7: Tabulka prom¥nných uj, Aj0 , Bj0 £ísla
√
24

4 1 8 . . .
1 4 5 44 . . .
0 1 1 9 . . .

4) Nejmen²í kladné °e²ení nalezneme pomocí v¥ty 5.4.1. �et¥zový zlomek p°íslu²ný

£íslu
√
24 má dvouprvkovou periodou, tj. k = 2. Z uvedené v¥ty tedy uºijeme výraz

ur£ený pro sudou periodu.

j = Ak +Bk

√
H

j = A2 +B2

√
H

j = 5 + 1
√
24

j = 5 +
√
24

Nejmen²ím kladným °e²ením rovnice x2−24y2 = 1 je tedy j = 5+
√
24, odkud [x, y] = [5, 1].

5) Pro dal²í krok vyjád°íme j0.

K uºití v¥ty 5.5.1 posta£í nejmen²í kladné °e²ení Pellovy rovnice j = 8 + 3
√
7.

j0 = (8 + 3
√
7)0

j0 = 1

6) Vyjád°íme j2. Pro metodu b) je prom¥nná x rovna A2, tj. x = A2 = 5.

a) K uºití v¥ty 5.5.1 posta£í nejmen²í kladné °e²ení Pellovy rovnice j = 5 +
√
24.

j2 = (5 +
√
24)2

j2 = 25 + 10
√
24 + 24

j2 = 49 + 10
√
24

b) Uºijeme v¥tu 5.5.2.

j2 = 2x1j − j0
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j2 = 2 · 5 · (5 +
√
24)− 1

j2 = 50 + 10
√
24− 1

j2 = 49 + 10
√
24

7) Dal²í °e²ení najdeme op¥t umocn¥ním £i dosazením do vzorce.

a) Dle v¥ty 5.5.1 op¥t umocníme nejmen²í kladné °e²ení.

j3 = (5 +
√
24)3

j3 = (5 +
√
24)3(5 +

√
24)

j3 = (49 + 10
√
24)(5 +

√
24)

j3 = 245 + 49
√
24 + 50

√
24 + 240

j3 = 485 + 99
√
24

j4 = (5 +
√
24)4

j4 = (5 +
√
24)3(5 +

√
24)

j4 = (485 + 99
√
24)(5 +

√
24)

j4 = 2425 + 485
√
24 + 495

√
24 + 2 376

j4 = 4801 + 980
√
24

j5 = (5 +
√
24)5

j5 = (5 +
√
24)4(5 +

√
24)

j5 = (4 801 + 980
√
24)(5 +

√
24)
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j5 = 24 005 + 4 801
√
24 + 4 900

√
24 + 23 520

j5 = 47 525 + 9 701
√
24

j6 = (5 +
√
24)6

j6 = (5 +
√
24)5(5 +

√
24)

j6 = (47 525 + 9 701
√
24) � (5 +

√
24)

j6 = 237 625 + 47 525
√
24 + 48 505

√
24 + 232 824

j6 = 470 449 + 96 030
√
24

b) Dle v¥ty 5.5.2 najdeme dal²í dv¥ °e²ení op¥t dosazením do vzorce

jn+2 = 2xjn+1 − jn, p°i£emº prom¥nná x je stále rovna £itateli sblíºeného zlomku A1.

j3 = 2x1j
2 − j

j3 = 2 · 5 · (49 + 10
√
24)− (5 +

√
24)

j3 = 490 + 100
√
24− 5−

√
24

j3 = 485 + 99
√
24

j4 = 2x1j
3 − j2

j4 = 2 · 5 · (485 + 99
√
24)− (49 + 10

√
24)

j4 = 4850 + 990
√
24− 49− 10

√
24

j4 = 4801 + 980
√
24

58



j5 = 2x1j
4 − j3

j5 = 2 · 5 · (4 801 + 980
√
24)− (485 + 99

√
24)

j5 = 48 010 + 9 800
√
24− 485− 99

√
24

j5 = 47 525 + 9 701
√
24

j6 = 2x1j
5 − j4

j6 = 2 · 5 · (47 525 + 9 701
√
24)− (4 801 + 980

√
24)

j6 = 475 250 + 97 010
√
24− 4 801− 980

√
24

j6 = 470 449 + 96 030
√
24

8) Nyní si jiº v²echny uspo°ádané dvojice [x, y] dosadíme do tabulky 5.4.

Tabulka 5.8: Tabulka uspo°ádaných dvojic °e²ení [xj0 , yj0 ]rovnice x2 − 24y2 = 1

1 5 49 485 4 801 47 525 470 449
0 1 10 99 980 9 701 96 030
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6 Zobecn¥ná Pellova rovnice

6.1 Úvodní terminologie

De�nice 6.1.1 (zobecn¥ná Pellova rovnice)

Zobecn¥ná Pellova rovnice je neur£itá (diofantická) rovnice ve tvaru

x2 −Hy2 = C,

kde H náleºí oboru p°irozených £ísel, p°i£emº není druhou mocninou, a kde C náleºí

oboru celých £ísel. Pí²eme: H ∈ N ∧H ≠ n2 ∧ C ∈ Z, kde n ∈ N. [6, s. 258-259]
Zatímco námi jiº známá Pellova rovnice x2 − Hy2 = 1 má vºdy nekone£n¥ mnoho

°e²ení, zobecn¥ná Pellova rovnice x2 − Hy2 = C má n¥kdy nekone£n¥ mnoho °e²ení, ale

pro n¥které hodnoty C m·ºe nastat situace, kdy u dané zobecn¥né Pellovy rovnice nebude

existovat °e²ení ºádné. Dále samoz°ejm¥ nesmíme opomenout skute£nost, ºe se jedná o

diofantickou rovnici, coº op¥t vymezuje °e²ení pouze na obor celých £ísel jako tomu bylo u

Pellovy rovnice. Abychom problematice zobecn¥né Pellovy rovnice co nejvíce porozum¥li,

vypi²me si nyní jednotlivá zna£ení, která musíme pro °e²ení této rovnice bezpodmíne£n¥

znát. [6, s. 258-259]

Poznámka 1 � zna£ení uºitá v pr·b¥hu °e²ení zobecn¥né Pellovy rovnice

� nejmen²í kladné °e²ení Pellovy rovnice: j = x+ y
√
H

� inverzní nejmen²í kladné °e²ení Pellovy rovnice: j−1 = x− y
√
H

� libovolné °e²ení zobecn¥né Pellovy rovnice: α = x+ y
√
H

� absolutní hodnota °e²ení a: |α| = |x|+ |y|
√
H

� levé °e²ení α : αj−1

� pravé °e²ení α : αj

� série °e²ení rovnice: {α, |αj−1}∞n=0 nebo {ajn}∞n=0 (viz Poznámka 2)

Jak jiº bylo poznamenáno, zobecn¥ná Pellova rovnice m·ºe mít nekone£n¥ mnoho °e²ení

nebo nemá °e²ení ºádné. Poj¤me si proto obecn¥ projít v²echny situace, která mohou u

°e²ení dané rovnice nastat. [6, s. 258]
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Poznámka 2 � druhy °e²ení zobecn¥né Pellovy rovnice

Kone£né °e²ení zobecn¥né Pellovy rovnice se odvíjí v závislosti na °e²ení α. Jestliºe je

°e²ení α = x+ y
√
H

1. nezáporné, pak posloupností °e²ení rozumíme posloupnost {αjn}∞n=0,

2. kladné a levé °e²ení αjj−1 je záporné, pak dvojicí posloupností °e²ení {α, |αj−1}∞n=0

rozumíme sérii °e²ení rovnice,

3. nezáporné a zárove¬ není kladné, tzv. je alespo¬ jedna sou°adnice z dvojice celých

£ísel (x, y) rovna nule, a levé °e²ení αj−1 je záporné, pak je sérií °e²ení posloupnost

{αjn}∞n=0.

6.2 Algoritmus °e²ení

V této chvíli, kdy jsme jiº obeznámeni dostate£ným kvantem pojmosloví a v²emi situa-

cemi, které mohou v pr·b¥hu °e²ení nastat, plynule p°ejd¥me k celistvému °e²ení libovolné

zobecn¥né Pellovy rovnice. Prvním krokem °e²ení zobecn¥né Pellovy rovnice bude nalezení

nejmen²ího kladného °e²ení Pellovy rovnice (viz v¥ta 5.4.1), £ímº vyuºijeme námi nabyté

znalosti v p°edchozí kapitole této diplomové práce. V druhém kroku nám bude nápomocná

následující v¥ta 6.2.1, jeº byla uvedená Ladislavem Bicanem v £lánku [6].

V¥ta 6.2.1

Nech´ jsou dány nejmen²í kladné °e²ení Pellovy rovnice ve tvaruj = x+ y
√
H a nejmen²í

nezáporné °e²ení zobecn¥né Pellovy rovnice α = x+ y
√
H. Potom platí:

a) y ≤
√

C(x− 1)

2H
, pro C > 0,

b)

√
− C
H

≤ y ≤
√

−C(x+ 1)

2H
, pro C < 0.

Dle v¥ty 6.2.1 tedy v druhém kroku nalezneme pro sou°adnici y kone£nou mnoºinu

celých £ísel. Pracovat budeme s numerickými hodnotami H a C, které vy£teme ze zadané

zobecn¥né Pellovy rovnice, v£etn¥ sou°adnice x vyjád°ené v nejmen²ím °e²ením Pellovy

rovnice, tj. j = x+ y
√
H.

V následujícím kroku v²echna celá £ísla ze získané spo£etné mnoºiny náleºející sou°ad-

nici y postupn¥ dosadíme do rovnice α = x + y
√
H, p°i£emº ov²em musí i prom¥nná x

náleºet oboru £ísel celých. Pokud nebude ºádné x na²i podmínku spl¬ovat, daná zobecn¥ná

Pellova rovnice nebude mít samoz°ejm¥ °e²ení ºádné. Jestliºe budou existovat uspo°ádané

dvojice celo£íselných °e²ení [x, y], ke kaºdému °e²ení utvo°íme sérii {α, |αj−1|}∞n=0, £ímº

získáme v²echna nezáporná °e²ení.
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P°íklad 6.2.1

Vy°e²te rovnici x2 − 10y2 = 27.

�e²ení:

1. Nejmen²í kladné °e²ení Pellovy rovnice x2−10y2 = 1 jsme jiº získali v druhé kapitole

v p°íkladu 5.4.1:

j = 19 + 6
√
10, odkud [x, y] = [19, 6].

2. Dle v¥ty 6.2.1 najdeme mnoºinu celých £ísel pro sou°adnici y z nerovnosti a), pro

C > 0.

y ≤
√

C(x− 1)

2H

y ≤
√

27 · (19− 1)

2 · 10

y ≤
√

486

20

y ≤
√

24, 3 < 5

3. Pro v²echna y ∈ 1, 2, 3, 4 vyjád°íme x z výrazu α = x+ y
√
H.

y1 = 1 ⇒ x1 =
√
27 + 10y12

x1 =
√
27 + 10 · 12

x1 =
√
37

y2 = 2 ⇒ x2 =
√
27 + 10y22

x2 =
√
27 + 10 · 22

x2 =
√
67

y3 = 3 ⇒ x3 =
√
27 + 10y32

x3 =
√
27 + 10 · 32

x3 =
√
117
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y4 = 4 ⇒ x4 =
√
27 + 10y42

x4 =
√
27 + 10 · 42

x4 =
√
187

�ádné námi vyjád°ené x nenáleºí oboru celých £ísel, z £ehoº vyplývá, ºe uvedená zobecn¥ná

Pellova rovnice x2 − 10y2 = 27 nemá °e²ení ºádné.

P°íklad 6.2.2

Vy°e²te rovnici x2 − 10y2 = 81.

�e²ení

1. Nejmen²í kladné °e²ení Pellovy rovnice x2−10y2 = 1 jsme jiº získali v druhé kapitole

v p°íkladu 5.4.1:j = 19 + 6
√
10, odkud [x, y] = [19, 6].

2. Dle v¥ty 6.2.1 najdeme mnoºinu celých £ísel pro y z nerovnosti a), pro C > 0.

y ≤
√

C(x− 1)

2H

y ≤
√

81 · (19− 1)

2 · 10

y ≤
√

1 458

20
< 9

y ≤
√

72, 9 < 9

3. Pro v²echna y ∈ 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8 vyjád°íme x z rovnice α = x+ y
√
H.

y1 = 1 ⇒ x1 =
√

81 + 10y21

x1 =
√
81 + 10 · 12

x1 =
√
91

y2 = 2 ⇒ x2 =
√

81 + 10y22
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x2 =
√
81 + 10 · 22

x2 =
√
121

x2 = 11

y3 = 3 ⇒ x3 =
√

81 + 10y23

x3 =
√
81 + 10 · 32

x3 =
√
171

y4 = 4 ⇒ x4 =
√

81 + 10y24

x4 =
√
81 + 10 · 42

x4 =
√
241

y5 = 5 ⇒ x5 =
√

81 + 10y25

x5 =
√
81 + 10 · 52

x5 =
√
331

y6 = 6 ⇒ x6 =
√

81 + 10y26

x6 =
√
81 + 10 · 62

x6 =
√
441

x6 = 21

y7 = 7 ⇒ x7 =
√

81 + 10y27

x7 =
√
81 + 10 · 72

x7 =
√
571
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y8 = 7 ⇒ x8 =
√

81 + 10y28

x8 =
√
81 + 10 · 82

x8 =
√
721

Sou°adnice x2a x6 náleºí oboru celých £ísel, tudíº jsme nalezli dv¥ uspo°ádané dvojice

celých £ísel [x2, y2] = [11, 2] a [x6, y6] = [21, 6]. �e²ením zobecn¥né Pellovy rovnice

x2 − 10y2 = 81 jsou tedy proto výrazy: α1 = 11 + 2
√
10 a α2 = 21 + 6

√
10.

4. Utvo°íme dv¥ série {α, |αj−1}∞n=0, kde α1 = 11 + 2
√
10, α2 = 21 + 6

√
10 a inverzní

nejmen²í kladné °e²ení Pellovy rovnice je výraz j−1 = 19− 6
√
10.

α1j
−1 = (11 + 2

√
10)(19− 6

√
10)

α1j
−1 = 209− 66

√
10 + 38

√
10− 120

α1j
−1 = 89− 28

√
10

α2j
−1 = (21 + 6

√
10)(19− 6

√
10)

α2j
−1 = 399− 126

√
10 + 114

√
10− 360

α2j
−1 = 339− 12

√
41

Vyjád°ením obou sérií °e²ení zobecn¥né Pellovy rovnice x2− 10y2 = 81 jsme dosáhli v²ech

kýºených nezáporných °e²ení:

{
α1, |α1j

−1|
}∞
n=0

=
{
11 + 2

√
10, 89− 28

√
10
}∞

n=0

{
α2, |α2j

−1|
}∞
n=0

=
{
21 + 6

√
10, 339− 12

√
41
}∞

n=0

Abychom si uv¥domili, jak moc podstatné je v závislosti na v¥t¥ 3.3.1 uv¥dom¥ní

si v druhém kroku °e²ení, zda je C kladné £i záporné, poj¤me si te¤ vy°e²it rovnici

x2−10y2 = C, kde bude celé £íslo C opa£ným £íslem k C = 81, tj. rovnici x2−10y2 = −81.

P°íklad 6.2.3

Vy°e²te rovnici x2 − 10y2 = −81.
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�e²ení:

Zkonstatujme si jiº námi vypo£tené hodnoty, pot°ebné k získání touºeného °e²ení. Nejmen-

²ím °e²ením Pellovy rovnice x2−10y2 = 1 je výraz j = 19+6
√
10. Celé £íslo C je záporné,

tj. C < 0. Pro nalezení mnoºiny celých £ísel, které náleºí sou°adnice y, tedy proto uºijeme

z v¥ty 6.2.1 nerovnost b). √
−C

H
≤ y ≤

√
−C(x+ 1)

2H√
−81

10
≤ y ≤

√
−−(−81)(19− 1)

2 · 10√
−81

10
≤ y ≤

√
1 458

20

√
−8, 1 < 3 ≤ y ≤

√
72, 9 < 9

Novou mnoºinu celých £ísel, které náleºí sou°adnice y, je tedy mnoºina 3, 4, 5, 6, 7, 8.

Podíváme-li se tak nyní vý²e na p°edchozí p°íklad, zjistíme, ºe pro vyjád°ení v²ech °e-

²ení zobecn¥né Pellovy rovnice x2−10y2 = −81 posta£í pouze jedna série °e²ení {α, |αj−1|}∞n=0 :

{α, |αj−1|}∞n=0 =
{
21 + 6

√
10, 339− 12

√
41
}∞
n=0

P°íklad 6.2.4

Vy°e²te rovnici x2 − 7y2 = 37.

�e²ení:

1. Nejmen²í kladné °e²ení Pellovy rovnice x2 − 7y2 = 1 jsme jiº získali v páté kapitole

v p°íkladu 5.4.2:

j = 8 + 3
√
7, odkud [x, y] = [8, 3].

2. Dle v¥ty 6.2.1 najdeme mnoºinu celých £ísel pro y z nerovnosti a), pro C > 0.

y ≤
√

C(x− 1)

2H

y ≤
√

37(8− 1)

2 · 1

66



y ≤
√

259

14

y ≤
√

18, 5 < 5

3. Pro v²echna y ∈ 1, 2, 3, 4 vyjád°íme x z rovnice α = x+ y
√
H.

y1 = 1 ⇒ x1 =
√
37 + 7y21

x1 =
√
44

y2 = 2 ⇒ x2 =
√
37 + 7y22

x2 =
√
65

y3 = 3 ⇒ x3 =
√
37 + 7y23

x3 =
√
100

x3 = 10

y4 = 4 ⇒ x4 =
√
37 + 7y24

x4 =
√
149

Sou°adnice x3 náleºí oboru celých £ísel, tudíº jsme nalezli uspo°ádanou dvojici celých

£ísel [x3, y3] = [10, 3] a °e²ením zobecn¥né Pellovy rovnice x2−7y2 = 37 je tedy proto

výraz α = 10 + 3
√
7.

4. Utvo°íme sérii {α, |αj−1|}, kde α = 10 + 3
√
7 a j−1 = 8− 3

√
7.

αj−1 = (10 + 3
√
7)(8 + 3

√
7)

αj−1 = 80− 30
√
7 + 24

√
7− 63

αj−1 = 17− 6
√
7

Vyjád°ením dané série °e²ení zobecn¥né Pellovy rovnice x2 − 7y2 = 37 jsme dosáhli

v²ech kýºených nezáporných °e²ení:

{
α, |αj−1|

}
= 10 + 3

√
7, 17− 6

√
7.
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7 Více o diofantických rovnicích

7.1 Pythagorejská rovnice

V oceánu de�nic, v¥t a rovnic se proudem nese samoz°ejm¥ nekone£n¥ mnoho kvadratic-

kých diofantických rovnic. V rámci speciálních kvadratických diofantických rovnic si je²t¥

nesmíme dovolit opomenout homogenní rovnici druhého stupn¥ (tzn. v²echny £leny rov-

nice mají druhý stupe¬), se kterou pracují i b¥ºní ºáci ve výukových hodinách matematiky

v rámci povinné ²kolní docházky. O zmi¬ované rovnici se poprvé dozvídáme v u£ebnicích

matematiky pro osmé ro£níky základních ²kol p°i studiu tzv. Pythagorovy v¥ty. V rámco-

vém vzd¥lávacím programu pro základní vzd¥lávání je daná v¥ta uvedena v u£ivu zvaném

metrické vlastnosti v rovin¥.

Stejný tvar jako uvedená Pythagorova v¥ta o pravoúhlém trojúhelníku má diofantická

rovnice zvaná pythagorejská. Vý£et jejích °e²ení uvádí následující v¥ta. Zvídaví £tená°i se

mohou prodrat jejím odvozením v knize [49, s. 48-51].

V¥ta 7.1.1

Rovnice a2 + b2 = c2 má práv¥ tato celo£íselná °e²ení:

a = t(u2 − v2), b = 2tuv, c = t(u2 + v2),

kde t, u, v ∈ N a £ísla u, v jsou nesoud¥lná s opa£nou paritou a zárove¬ u > v. [49, s.

49, 51]

N¥kte°í se moºná p°i £tení v¥ty pozastavili nad souslovím �r·zná parita�. Abychom

mohli o dvou £íslech °íci, ºe mají r·znou paritu, musí být jedno z daných £ísel sudé a

druhé liché. Nejznám¥j²ím °e²ením rovnice a2 + b2 = c2 je trojice £ísel {3, 4, 5}. Pro dané

°e²ení je u = 2 a v = 1. Danou trojici °e²ení jiº znali haperdonapté (tzv. napína£i lan) ºijící

ve starov¥kém Egypt¥. Uºívali ji prost°ednictvím svázaného lana, které bylo rozd¥leno 12

uzly na 12 stejných úsek·, k vyty£ování pravých úhl· p°i stavb¥ pyramid a chrám·. [39,

50]

My se v²ak nyní navra´me ke kvadratickým diofantickým rovnicím o dvou neznámých.

Seznámili jsme se s Pellovou rovnicí a jejím zobecn¥ním. Pro dal²í typy kvadratických

diofantických rovnic existují r·zné algoritmy, které v²ak jiº nevyuºívají pouze °et¥zové

zlomky, ale i r·zné substituce a jiné matematické operace.
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Obrázek 7.1: Hyperdonapté [50]

7.2 Evoluce diofantických rovnic

V sou£asnosti rámcový vzd¥lávací program dal²í typy kvadratických diofantických rov-

nic neobsahuje. Do po£átku 20. století se b¥ºn¥ vyu£ovaly ve vy²²ích reálných ²kolách a

gymnáziích. Poté nastala v letech 1908-1910 reforma ²kolství, po níº zbyly v u£ebnicích

matematiky pouze lineární diofantické rovnice. Od druhé poloviny 20. století se v²ak uº

ani lineární diofantické rovnice v u£ebnicích nevyskytují. [15, s. 81]

V u£ebnici [30] se objevuje v p°íkladech diofantická rovnice ve tvaru ky = a+ bx+ cx2.

Daná rovnice je autorem °e²ena pomocí kvadratických zbytk· modulo m (tj. zbytek po

d¥lení £ísla m kvadrátem celého £ísla). [15, s. 84] V u£ebnici jsou dále °e²eny i diofantické

rovnice ve tvaru ax2 + bx + cxy + dy + e = f . Rovnice se také objevují v u£ebnici [34].

Podrobný postup jejich °e²ení je v daných u£ebnicích uveden. [15, s. 86-87]

Dnes se ºáci základních a st°edních ²kol s diofantickými rovnicemi mohou setkat jen

v rámci úloh matematické olympiády. N¥které úlohy vedoucí k °e²ení diofantických úloh

jsou spolu s °e²ením uvedeny v £lánku [15, s. 87-92].

7.3 Desátý Hilbert·v problém

23. ledna roku 1862 se v pruském Königsbergu, dne²ním Kaliningradu náleºejícímu Rusku,

u Baltského mo°e soudci Ottu Hilbertovi a Marii Therese Erdtmann narodil syn. [27, 35]

Chlapec, který své vlohy a nad²ení pro matematiku projevil na gymnáziu, kam nastou-

pil roku 1879 do posledního ro£níku. Zdej²í u£itelé podporovali jeho originalitu zp·sobu

my²lení. [35] Z°ejm¥ tak práv¥ díky nim na²el David Hilbert sám sebe. Zanícením pro
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matematiku se sou£asn¥ podobal své matce, kterou fascinovala astronomie, prvo£ísla a

�loso�e. [8, 35]

Matematika jej provázela od onoho posledního ro£níku gymnázia celým ºivotem. V¥-

noval se teorii invariant·, algebraické teorii £ísel, geometrii, problém·m integrálních rovnic

a £ást svého ºivota v¥noval téº aplikaci matematiky pro druhý velmi váºený p°írodov¥dný

obor, fyziku. [27, 35] 8. srpna roku 1900 p°edná²el na sv¥tovém matematickém kongresu

v Pa°íºi. Prezentoval zde tzv. dvacet t°i Hilbertových problém·, kterými pokryl v²echny

významné oblasti matematiky. [8, 23, 27, 35] Desátý problém se zabýval otázkou ohledn¥

°e²itelnosti na²ich diofantických rovnic. [18, 23]

K °e²ení lineárních a kvadratických diofantických rovnic o dvou neznámých dosp¥t

dovedeme. Na lineární diofantické rovnice posta£í najít nejv¥t²ího spole£ného d¥litele, a

pokud má daná rovnice °e²ení, je jich nekone£n¥ mnoho. Speciální kvadratická diofantická

rovnice zvaná Pellova rovnice má °e²ení vºdy nekone£n¥ mnoho. Zobecn¥ná Pellova rovnice

má bu¤ nekone£ný po£et °e²ení, anebo ºádné. Pro dané rovnice se uplat¬ují nám jiº dob°e

známé algoritmy. Sta£í ale malá zm¥na znaménka a ze zobecn¥né Pellovy rovnice vznikne

rovnice eliptického typu x2 +Hy2 = 1, kde H je p°irozené £íslo ned¥litelné £tvercem a c

je £íslo p°irozené. Takováto rovnice jiº z°ejm¥ nem·ºe mít nekone£n¥ mnoho °e²ení, ale

k jejich nalezení (pokud v·bec existují) je nutné uºít jiné algoritmy neº ty vyuºívající

°et¥zové zlomky.

David Hilbert p°edpokládal, ºe univerzální postup pro °e²ení v²ech diofantických rovnic

existovat nebude. Uvedením desátého problému se tudíº zabýval nalezením postupu, který

by umoºnil zjistit pro kaºdou diofantickou rovnici s libovolným po£tem prom¥nných, zda

°e²ení má, £i nikoliv. [18, 23]

Zpo£átku se sice zdálo, ºe by se mohl nalézt postup uplat¬ující se alespo¬ pro niº²í

stupn¥ rovnic. Na po£átku 20. let v²ak je²t¥ matematici nem¥li dostate£né mnoºství zna-

lostí a prost°edk·, aby mohli existenci daného postupu potvrdit, £i naopak vyvrátit. [18,

23] Teprve ve t°icátých letech za£ali matematici vytvá°et pojem algoritmus s jakousi p°ed-

zv¥stí vzniku po£íta£·. Vytvo°ili teorii algoritm· a postupem £asu se pak za£ali od my²-

lenky moºné existence hledaného algoritmu desátého Hilbertova problému odvracet. [18,

23] K °e²ení problému p°isp¥li nejvíce matematici z Ameriky. [18] Úlohu v²ak do°e²il roku

1970 matematik z Leningradu, nejlep²í °e²itel mezinárodní matematické olympiády z roku

1964, Jurij Vladimirovi£ Matijasevi£. Dokázal, ºe °e²ení desátého Hilbertova problému

skute£n¥ neexistuje. Tedy neexistuje algoritmus, s jehoº pomocí bychom mohli zjistit, zda

je p°edloºená diofantická rovnice °e²itelná. [18, 23]

A£koliv byl Hilbert·v desátý problém pro matematiky svízelný po mnoho desetiletí,

p°i²el Matijasevi£ s pom¥rn¥ snadným d·kazem a vyuºil p°edev²ím vlastnosti Fibonacci-
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ových £ísel. [18, 23] David Hilbert v²ak bohuºel zem°el ve svých 81 letech s v¥domím

nedo°e²eného problému a nikdy se tak o jeho vy°e²ení ruským matematikem nedozv¥d¥l.

[8, 27, 35]

7.4 �e²ení diofantických rovnic v sou£asnosti

Poslední podkapitolou této diplomové práce si spl¬me slib vy°£ený v °ádcích podkapitoly

5.2. Tedy nahlédn¥me do oblasti matematických program· a kalkulátor·, které nám mohou

být v sou£asnosti nápomocny k °e²ení mnoha úloh.

Velmi dobrým nástrojem nám m·ºe být nap°íklad program Wolfram Mathematica,

který se vyvíjí ve �rm¥ Wolfram Research. Zakladatelem �rmy je jedna²edesátiletý Brit

Stephen Wolfram, jak uvedeno na webu http://www.scinet.cz/, si uº jako malý chlapec

vyslouºil od okolí p°ezdívku �malý Einstein�. P°ed rozmachem po£íta£· byl jeho £as za-

sycen zájmem o fyziku. Po£íta£e za£al vyuºívat roku 1973 a za pouhých p¥t let za£al

pracovat na vývoji algebraického systému SMP (Symbolic Manipulation Program), který

byl uveden na trh roku 1981.

Od roku 1980 se Stephen Wolfram zabývá programy, které se samy vyvíjejí. Pomocí

t¥chto program· by mohl vzniknout matematický model objektu jakkoliv sloºitého. Firma

Wolfram Mathematica byla zaloºena roku 1987 a krom¥ zmi¬ovaného programu vyvíjí

pro v¥du i jiné aplikace. My si te¤ pomocí daného programu nejprve vygenerujeme druhé

odmocniny. Poté zam¥°íme svou pozornost na °e²ení kvadratických diofantických rovnic a

zobrazení jejich graf·.

Pro vygenerování druhých odmocnin ve tvaru °et¥zového zlomku zvolíme p°íkaz Conti-

nuedFraction. V daném p°íkazu je nutné zadat p°esný po£et prvk·, které chceme zobrazit.

Hledanou periodu tedy musíme vy£íst ze zobrazeného vý£tu prvk·. V obrázku 7.2 byl vºdy

poºadován vý£et 10 prvk·. S ohledem na v¥tu 3.3.1 nalezneme poslední prvek periody bez

v¥t²ích obtíºí.
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Obrázek 7.2: Druhé odmocniny ve Wolfram Mathematice

Pro nalezení °e²ení kvadratické diofantické rovnice o dvou neznámých zvolíme p°íkaz

Reduce, v kterém budeme nuceni omezit prom¥nné x,y na uzav°ené intervaly. Zkusme si

nap°. vy°e²it zobecn¥nou rocnici x2 − 10y2 = 81,kterou jsme jiº °e²ili v p°íkladu 6.2.2.

Obrázek 7.3: �e²ení rovnice x2 − 10y2 = 81 v programu Wolfram Mathematica

Na daném screenshotu m·ºeme vid¥t, ºe s desetinásobným roz²í°ením intervalu jsme

získali pouze o t°i uspo°ádané dvojice[x, y] více. Nabízí se tedy otázka, jak moc velký

interval bychom museli zadat, abychom získali výrazn¥ v¥t²í po£et °e²ení. Seznamme se

proto s dal²ím výpo£etním programem, u n¥hoº nejsme limitováni nutnou podmínkou

zadání ur£itého intervalu.

Velmi nápomocným kalkulátorem pro °e²ení kvadratických diofantických rovnic o dvou

neznámých je také kalkulátor zvaný Alpertron, který je narozdíl od Wolframu voln¥ do-

stupný na webové stránce [1].

Zakladatelem tohoto kalkulátoru je dvaapadesátiletý inºenýr Argentinec Dario Alejan-

dro Alpern, který programuje od roku 1983. Na webové stránce je voln¥ p°ístupný program

pracující s prvo£ísly a také programy, které vygenerují na ur£itý po£et desetinných míst

£íslo p, log2 a Eulerovo £íslo e. Také je na webu kup°íkladu mnoho procesor·, videí a

aplikací v£etn¥ her.

Webové stránky jsou vskutku velmi osobité. Jsou na nich dokonce vyobrazeny dv¥

fotogra�e, na nichº je autor a jeho nejbliº²í, tj. milovaná ºena a syn. Zárove¬ je lze moºnost
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autorovi napsat a také mu dobrovoln¥ p°isp¥t. V²echny programy a informace jsou voln¥

dostupné bez jakéhokoliv poplatku, coº je velmi obdivuhodné a srde£né. �tená°·m v°ele

doporu£uji, aby na webovou stránku alespo¬ nahlédli a obohatili tak své dny.

My se samoz°ejm¥ v tuto chvíli zam¥°íme na vyuºití kalkulátoru (tj. calculadoras) na-

zvaném jako �e²ení kvadratické rovnice ve dvou celo£íselných prom¥nných (tj. Resolución

de ecuaciones cuadráticas en dos variables enteras). Abychom mohli daný kalkulátor po-

rovnat s Wolframem, vy°e²me v n¥m stejnou zobecn¥nou Pellovu rovnici, tj.x2−10y2 = 81.

Kalkulátor krom¥ °e²ení zobrazených v nadcházejícím obrázku vygeneroval dal²í uspo-

°ádané celo£íselné dvojice °e²ení [x, y]:

[−21, 6], [21,−6], [21, 6], [−21,−6], [−11, 2], [11,−2], [11, 2], [−11,−2].

Dále také vygenereloval 4 rekurentní °e²ení:

xn+1 = 19xn + 60yn, yn+1 = 6xn + 19yn, xn+1 = 19xn − 60yn a yn+1 = −6xn + 19yn.

Obrázek 7.4: �e²ení rovnice x2 − 10y2 = 81 v programu Alpertron

Lze tedy °íci, ºe je oproti Wolframu, nám kalkulátor snáze vygeneruje více °e²ení, aniº

bychom museli zvolit metodu �pokus-omyl�.

Námi dosud °e²ené kvadratické diofantické rovnice m¥ly bu¤ nekone£n¥ mnoho °e²ení,

nebo ºádné. Ucelenou problematiku kvadratických diofantických rovnic o dvou neznámých

samoz°ejm¥ °e²it jiº v tuto chvíli nebudeme, nebo´ bychom ji museli v¥novat samostat-

nou odbornou práci. Nahlédn¥me v²ak alespo¬ na jeden dal²í typ kvadratické diofantické

rovnice o dvou neznámých. Konkrétn¥ na rovnici eliptického typu ve tvaru x2 + 2y2 = 1

a porovnejme ji s rovnicí hyperboly ve tvaru x2 − 2y2 = 1. Ob¥ rovnice si proto gra�cky

znázorn¥me. Op¥t budeme pracovat s programem Wolfram Mathematica, av²ak z d·vodu
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jeho nedostupnosti ²iroké ve°ejnosti si zkusme vyjád°it grafy také v Geogeb°e, jeº je stejn¥

jako Alpertron voln¥ dostupná na webové stránce [22].

Obrázek 7.5: Gra�cké °e²ení rovnice x2 + 2y2 = 1 v programu Wolfram Mathematica

Obrázek 7.6: Gra�cké °e²ení rovnice x2 − 2y2 = 1 v programu Wolfram Mathematica
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Obrázek 7.7: Gra�cké °e²ení rovnice x2 + 2y2 = 1 v programu Geogebra

Obrázek 7.8: Gra�cké °e²ení rovnice x2 − 2y2 = 1 v programu Geogebra

V²imn¥me si, ºe elipsa je uzav°ená kuºelose£ka. Tedy na uzav°ené k°ivce musí nutn¥

existovat kone£ný po£et uspo°ádaných dvojic °e²ení. Zatímco hyperbola m·ºe mít °e²ení

nekone£n¥ mnoho. V záv¥ru práce jsme se tak tedy je²t¥ seznámili s kvadratickou diofan-

tickou rovnicí o dvou neznámých, která oproti Pellov¥ rovnici a jejímu zob¥cn¥ní, nikdy

nekone£n¥ mnoho °e²ení m·t nebude.

ro zajímavost si je²t¥ dané °e²ené rovnice zobrazme v programu Matlab ve 3D prostoru.

V gra�ckém °e²ení rovnic bude pr·nik roviny o rovnici s elipsoidem £i hyperboloidem.
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Obrázek 7.9: Gra�cké °e²ení rovnice x2 + 2y2 = 1 v programu Matlab

Obrázek 7.10: Gra�cké °e²ení rovnice x2 − 2y2 = 1 v programu Matlab
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8 Záv¥r

Diplomová práce si kladla za cíl prozkoumat problematiku kvadratických diofantických

rovnic o dvou neznámých.

V práci jsme se zmínili o matematikovi, po kterém jsou tyto rovnice pojmenovány. Di-

ofantos, zvaný téº otec algebry, významn¥ p°isp¥l k teorii £ísel a dal²ích oblastí matema-

tiky. Jako d·kaz m·ºe poslouºit jeho dílo Aritmetika. V rámci kvadratických diofantických

rovnic o dvou neznámých jsme se zabývali Pellovou rovnicí a zobecn¥nou Pellovou rov-

nicí, £ímº jsme se dostali k rozboru historie zkoumaného tématu, kdy bylo konstatováno,

ºe obecné °e²ení Pellovy rovnice bylo poprvé provedeno Brahmaguptou v sedmém století

poKristu.

Nau£ili jsme se algoritmy °e²ení obou zmín¥ných typ· speciálních rovnic, a to pomocí

p°íslu²ných matematických v¥t a °et¥zových zlomk·. Zlomk·, díky nimº byla v jistém

slova smyslu zdolána první krize matematiky, nebo´ jimi lze vyjád°it druhé odmocniny

spadající do oboru £ísel iracionálních, a to v kone£ném tvaru, nebo´ zde jde o zlomky

periodické. �et¥zové zlomky jsme téº vyuºili k °e²ení lineární diofantické rovnice o dvou

neznámých a rovn¥º i k °e²ení lineární kongruence.

Dále jsme dosp¥li k zji²t¥ní, ºe se kvadratické diofantické rovnice d°íve objevovaly

v u£ebnicích matematiky pro st°ední reálné ²koly a gymnázia aº do reformy ²kolství, která

prob¥hla v letech 1908-1910. Oproti tomu se pouze jedna jediná kvadratická diofantická

rovnice zvaná pythagorejská vyu£uje v nep°ímé form¥ dodnes s tím, ºe ºáci post°ehnou

n¥která b¥ºná °e²ení, jako nap°. pythagorejské trojice {3, 4, 5} £i {5, 12, 13}.
K záv¥ru práce byl zmín¥n desátý Hilbert·v problém, zaobírající se otázkou existence

jednotného postupu pro zji²t¥ní, zda existuje °e²ení u v²ech diofantických rovnic o libo-

volném stupni s libovolným po£tem prom¥nných. Vzáp¥tí jsme zjistili, ºe °e²ení daného

problému neexistuje. Tudíº u kaºdé diofantické rovnice je nutné k objasn¥ní moºné exis-

tence °e²ení vyuºít odli²né algoritmy. U n¥kterých diofantických rovnic ani nemusíme být

schopni °íci, zda °e²ení existuje.

Poslední podkapitola této diplomové práce byla v¥nována matematickým program·m

a aplikacím, s jejichº pomocí dovedeme snadno vyjád°it druhé odmocniny spadající do oboru

iracionálních £ísel ve tvaru °et¥zového zlomku. Zárove¬ jsme dosp¥li k faktu, ºe díky roz-

machu t¥chto aplikací a program· m·ºe získat °e²ení kvadratických diofantických rovnic

o dvou neznámých, které byly st¥ºejním tématem p°edkládané práce, prakticky kdokoliv

nehled¥ na rozsah jeho matematických dovedností.

S ohledem postupného napl¬ování cíle, kdy jsme pluli °ekou £asu nap°í£ d¥jinami, jsme

potkali mnoho zajímavých osobností, které významn¥ p°isp¥ly k rozvoji matematiky. �i-
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votu Diofanta z Alexandrie, který ve svém díle zanechal odkaz neur£itých rovnic, n¥kterých

dodnes nedo°e²ených, jsme se ale nev¥novali. O jeho ºivot¥ se mnoho záznam· nedochovalo

a jediným výchozím zdrojem jeho zásadních milník· je Diofantem sepsaný epitaf vedoucí

k lineární diofantické rovnici. �e²ení rovnice nám poskytuje vý£et nejvýznamn¥j²ích oka-

mºik· nap°í£ jeho 84letou cestou ºivotem.

V tuto chvíli se proto navra´me na palubu lodi, která nás naposledy odnese zp¥t

do t°etího století po Kristu, do starov¥ké Alexandrie, a v¥nujme poslední °ádky diplomové

práce práv¥ slov·m tohoto muºe.

�B·h mu dop°ál, aby byl hochem ²estinu svého ºivota a p°idav k této dob¥ dal²í dva-

náctinu, ozdobil jeho líce vousem. Po dal²í sedmin¥ prozá°il jeho ºivot sv¥tlem manºelství,

po dal²ích p¥ti letech pak daroval mu syna. V²ak b¥da! Sotva ubohé dít¥ dosáhlo poloviny

délky otcova ºivota, neúprosné sudi£ky vzaly si jej zp¥t. Kdyº B·h ut¥²il jeho ho°e u£ením

o £íslech, po dal²ích £ty°ech letech ukon£il dobu jeho ºití.� [38]
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Resumé

Diplomová práce se zabývá odmocninami a zp·soby usm¥r¬ování zlomk· s iracionálními

jmenovateli. Text je £len¥n do sedmi kapitol. V první kapitole se seznámíme se základní

terminologií °et¥zových zlomk· a se sblíºenými zlomky °et¥zových zlomk·.

V druhé kapitole si de�nujeme základní pojem celá £ást £ísla, bez jehoº znalosti bychom

nedokázali vy°e²it naprostou v¥t²inu uvedených p°íklad·. Dále je zde °e²ena problematika

vyjád°ení kladného racionálního £ísla pomocí Euklidova algoritmu a neúplných podíl·.

V t°etí kapitole se dozvídáme, jak lidé v pr·b¥hu evoluce matematiky nap°í£ historií

pracovali s druhými odmocninami. Dále jsou zde de�novány ryze periodické a neryze

periodické pravidelné °et¥zové zlomky, na£eº jimi vyjad°ujeme kvadratické iracionality.

�tvrtá kapitola je v¥nována základní de�nici kongruence a vyuºití °et¥zových zlomk·

p°i °e²ení lineární kongruence o jedné neznámé.

V páté a ²esté kapitole se seznamujeme s termínem diofantické rovnice a op¥t nahléd-

neme do historie, abychom zjistili, kdo byl onen Diofantos. Poté postupn¥ pracujeme se

dv¥ma speciálními typy kvadratických diofantických rovnic o dvou neznámých � Pellovou

rovnicí a zobecn¥nou Pellovou rovnicí. Zjistíme, jací matematici nap°í£ historií dané rov-

nice °e²ili a jakými algoritmy lze získat uspo°ádané celo£íselné dvojice [x,y], které jsou

hledaným °e²ením.

V poslední kapitole se dozvídáme o dal²í kvadratické diofantické rovnici, o historii

diofantických rovnic v rámci ²kolství a o °e²ení daných rovnic v sou£asnosti pomocí ma-

tematických aplikací a program·.
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Resume

This thesis deals with square roots and methods of expressing fractions with surd deno-

minators. The text is divided into 7 chapters. In the �rst chapter, we introduce the basic

terminology of continued fractions and their convergents.

The second chapter de�nes the whole part of the number as a term which is a requisite

for solving the majority of the proposed problems. Moreover, the chapter deals with the

determination of positive rational numbers using the Euclidean algorithm and incomplete

quotients.

The third chapter describes how people have been working with the square root during

the evolution of mathematics, de�nes purely periodic and purely non-periodic regular

continued fractions, and formulates its quadratic irrationality.

The fourth chapter outlines the de�nition of congruence and utilization of continued

fractions for solving the linear congruence of one unknown.

The two chapters introduce the term of the Diophantine equation and explains who

Diophantus was. Afterwards, we work with two special types of quadratic Diophantine

equations with two unknowns - the Pell equation and the generalized Pell equation. Then

this work goes through the history of the equation, which mathematicians were solving it

and which algorithms they were applied for �nding its solutions.

The last chapter presents another quadratic Diophantine equation, including its history

in education, and current solutions of given equations utilizing mathematical programs and

applications.
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