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SEZNAM ZKRATEK

SEZNAM ZKRATEK
DP — diplomova prace
INV(w)— kruhova inverze podle kruznice w
MBDV — mnozina bodud dané vlastnosti
MBKK — mocnost bodu ke kruznici
popf. — popfipadé
pozn. - poznamka
spol. — spole¢ny
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tj.—toje
tzn. —to znamenad
tzv. — takzvany
var. —varianta
VS — vysoka kola

ZS — zakladni $kola
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Historie kruhové inverze saha jiz do obdobi starovéku. Neni proto divu, Ze od té
doby bylo napsano mnoho knih, ¢lankl a jinych publikaci vénujicich se problematice, jejiz
téma jsme zvolili jako stéZejni pro obsah této diplomové prace. Mnohym zdjemcim o
matematiku miZe toto téma pripadat jako vyCerpané. Tato kvalifikacni prace vsak nahlizi
na téma kruhové inverze z trochu jiného pohledu a nabizi uréitou nadstavbu oproti jinym
textlm.

Pro soucasnou spolec¢nost jsou charakteristické rychlé a dynamické zmény, které
se odrazi v Zivoté kazdého z nas. Snad nejvétsi progres mizeme spatfit v rozvoji védy a
vyzkumu, jeZ se odrdzi at uz v lékarstvi (vyvoj Iékl), tak pfedevsim v rozvoji IT technologii.
Tyto technologie ndm mohou pomoci nejen ve vykonu kazdodennich Cinnosti, ale jako
ucitelé v nich miZeme nalézt velikou oporu a také skvélého pomocnika vyuZitelného
béhem vyucovaci hodiny. Védci a odbornici se neustdle podili na vyvoji novych aplikaci.
Mnoho z nich lze vyuzit v rdmci vzdélavani. Jednim ze znamych a hojné vyuzivanych
program( je software GeoGebra. Tento software dynamické geometrie si nalezl své misto
v pribéhu vyucovaciho procesu mnoha uditell, a proto jsme se rozhodli skloubit

problematiku kruhové inverze pravé s timto softwarem dynamické geometrie, ¢imz doslo

k vytvoreni souboru interaktivnich uloh.

Prvni kapitola DP je vénovana zakladnim definicim, vétdm a vybranym
vlastnostem kruhové inverze. Téchto nékolik Uvodnich stranek shrnuje nejdulezitési
informace vyuzitelné v prlibéhu reseni nékterych uloh. V zavéru prvni ¢asti dochazi
k propojeni kruhové inverze se stfedoskolskou matematikou, v ¢emz pokraCujeme i ve
druhé kapitole. Ta se vénuje tradi¢nim Apolloniovym ulohdam, Pappovym Uloham a také
konstrukcim reSitelnym na omezené ndkresné. Navic se zde zamérujeme na specialni

priklady feSené pomoci kruhové inverze.

7 v

Ve treti ¢asti soustfedime pozornost na kuzelosecky, jejichz zobrazenim ziskavame
nékteré méné zndmé krivky (napf. vyuzivame zavislosti na poloméru a poloze stfedu Kl).
V Uplném zavéru jsou dllezité informace shrnuty v prehledné tabulce. Ve cCtvrté Casti
doslo k zaméreni na vybrané kfivky (napf. na goniometrické funkce nebo kfivku rose).

Posledni pata kapitola obsahuje zakladni informace o softwaru GeoGebra a ,projektu”
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Kniha GeoGebra nabizejici ¢tenafi interaktivni interpretaci nékterych vét, prikladl a jinych
uloh. Jednu z podkapitol jsme vénovali propojeni kruhové inverze s progresivnim
softwarem Mathematica.

Celd prace je psana pomérné ctivym a nepfilis naroénym jazykem umoZiujici
snazsi pfistup k poznatkim o kruhové inverzi. | pfes to, Zze mnoho publikaci nabizi
komplexni pohledy na problematiku kruhové inverze, vyuZili jsme béhem psani této
kvalifikacni prace nékolika zdroji (véetné zahranicnich). Prace vSech autor(l uvedenych

v zavéru diplomové prace se stala velkou inspiraci.

Vsem ctendrim této prace, predevsSim tém, ktefi neznaji software GeoGebra,
doporucujeme precist 5. kapitolu. Nachazi se zde odkaz na knihu obsahujici interaktivni
podobu uloh, respektive nékterych souborll, se kterymi lze v rdmci jednotlivych kapitol

pracovat.
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Drive, neZ se v ramci této diplomové priace dostaneme na samotnou ¢ast vénujici
se souboru interaktivnich Uloh kruhové inverze, je zapotrebi se v prvni kapitole vénovat

dllezitym pojmam a definicim tykajici se problematiky kruhové inverze.

V prabéhu studia na stfedni a zakladni skole se v ramci geometrie zZaci setkavaji
predevsim s linedrnimi zobrazenimi (napf. osova a stfedova soumérnost, posunuti atd.).
Kruhovou inverzi fadime mezi nelinearni zobrazeni (Blazek, 1995), kdy napfiklad

v nékterych pfipadech dojde k zobrazeni pfimky na kruznici.

Autofi mnoha publikaci se vénuji této problematice v euklidovské roviné E,. Tvirci
novéjiich knih se této problematice vénuji nové v tzv. Mébiové® roviné M,, se kterou
pracujeme i v této diplomové praci. Dojde tim k urcitému ulehceni a zajistime tim, aby pro

kazdy bod zobrazeny v kruhové inverzi existoval jeho obraz.

Definice: Mébiovou rovinou rozumime rovinu E, rozsifenou o nevlastni bod P,
kterym prochazi kazda primka a nachazi se vné kazdé kruznice sestrojené v E,. Znacime ji
Mz, kdy

M, = E; U {Py}

Vlastnim bodem nazveme kazdy bod mnoziny E,. Pfimku roviny doplnénou o bod

Ps pojmenujeme jako rozsifenou primku (a;z, by, ¢, az, ...).

(Lavicka, 2002)

Obrazek 1: Mobitiv prostor (Lavicka, 2002)

! Néazev: August Ferdinand Mébius (1790-1868) — némecky astronom a matematik zabyvajici se
matematickymi vlastnostmi prostoru
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Definice: VSechny kruznice a pfimky pojmenujeme shodné jako kruhové krivky.

(Lavicka, 2002)

Na obrazku 1 vidime priklady kruhovych kfivek (az, bi, c1, az ...) v M,. Méjme

libovolné kruhové kfivky p, g, poté plati:

e jestlize p prochazi nevlastnim bodem P, pak ji nazveme rozsifenou pfimkou,
v opacném pripadé se jedna o kruznici
e pa gse protinaji alespon v 1 bodé, nejvyse vsak ve 2 bodech
e kruhova kfivka je jednoznacné urcena 3 body
1.1 DEFINICE A KONSTRUKCE KRUHOVE INVERZE
Nyni jiz vime, v jakém prostoru se pohybujeme, a proto se mlizeme podivat na

samotnou kruhovou inverzi.

Definice: Méjme Méobiovu rovinu M,, vniz je dana kruinice w se
stfredem Sa polomérem r;, a bod XS, P, jehoZ obrazem je bod X‘ndleZici polopfimce SX.

Poté je zobrazeni INV(w) dédno predpisem:

1. Bod S'se zobrazi do nevlastniho bodu Pe.
2. Nevlastni bod P se zobrazi do S.
3. Pro bod X“(obraz bodu X) plati, Ze:

|SX'| - |SX| = r?

V souvislosti se zobrazenim INV{w) uzivime ndsledujici pojmy:

INV(w) - kruhova inverze (inverze podle kruZnice w)
w — zakladni kruznice
S— stfed kruhové inverze

r°—koeficient kruhové inverze (mocnost kruhové inverze)

Ve vysSe uvedené definici jsme si zavedli kruhovou inverzi, pomoci niz bychom
mohli zobrazit jakykoliv objekt. Zobrazeni nevlastniho bodu P a stfedu Sje ziejmé
z definice. Nyni se zaméfime pouze na 3. bod z definice, kde zobrazime libovolny bod X

v kruhové inverzi INV(w).

2 Viechny konstrukce v této diplomové préci jsou provadény v programu GeoGebra. Soubory jednotlivych
ptikladii jsou dostupné na CD, které je piilozeno k tisténé podobé. Nékteré soubory nalezneme i v GeoGebra
knize.
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1.1.1 PRIKLAD
V kruhové inverzi INV(w) se stfedem S zobraz bod B, jeni se nachazi vné

kruznice w.
Rozbor:

V Uloze mame ddnu kruhovou inverzi INV(w) se stfedem Sa libovolnym
polomérem r tak, aby se bod B nachazel vné kruinice w. Béhem této konstrukce
vyuZijeme Euklidovy véty o odvésné (|SB| - |SB’| = |ST|? = r?), protoze trojuhelnik STR
s vySkou 7B je pravouhly.

Popis konstrukce:

1. w(§ r);bod B

2. ppBSep

3. t Bet tjete€nakruznice w
4. T'Tewnt

5. L Telnllp

6. B:Bepnl

Konstrukce:

Obrazek 2: Konstrukce bodu B v kruhové inverzi (Soubor 1)

Diskuze:

Pokud by byl zadany bod vnitfnim bodem, postupovali bychom obdobné. Obraz
takového bodu se zobrazi jako vnéjsi bod kruznice w. Pokud by hledany bod lezel na
kruznici, jednalo by se o samodruzny bod. Pro kazdy bod X zobrazeny v INV(w) existuje

vidy pravé jeden obraz X~
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1.2 VLASTNOSTI KRUHOVE INVERZE
Zvyse uvedeného prikladu vyvodime prvni ze zdkladnich vlastnosti kruhové

inverze plynouci pfimo z jeji definice.

Véta: Obraz bodu X (bod X) nalezi vnéjsku kruznice w pravé tehdy, kdyZ bod Xje

vnitfnim bodem. Tato véta plati i obracené.
Véta: Pokud bod X € w, plati, Ze bod Xse v INV(w) zobrazi do bodu X7 kde X=X"
Véta: Kruhovad inverze /NV(w) je involutorni zobrazeni. To znamend (X)' = X.

Dikaz: Z prvnich dvou bod( definice kruhové inverze je zfejmé, Ze pro stied
kruhové inverze Splati: S - P,, —» S. Obdobné tato Uvaha plati i pro nevlastni bod P.
Nyni musime dokazat, e X —» X' - X"'. Z definice vyplyvd, 7e body X a X’leZi na stejné
polopfimce pro kaidé 7%, tudiz uréuji stejnou polopfimku. Z tietiho bodu definice
dostavame |SX'|- |SX| =712 a [SX"|-|SX'| = r?. Tim dostavame |SX"| = |SX| tedy
X = X". (Janyska, 2020)

Jednou z dulezitych vlastnosti kruhové inverze je, Ze dokaze zachovdvat velikosti a

vlastnosti Uhld. Lavicka (2002) ve své knize uvadi nékolik situaci, jez mohou nastat.

Pfedevsim u prvni véty je dlleZité vnimat poradi bodl uvedenych ve vété.

Véta: Méjme danu kruznici w se stfedem Sa dva libovolné body Ka L rlizné od
stfedu Sa nevlastniho bodu Pw. Body Ka L se v /INV(w) zobrazi na body K“a L" Poté
plati, e |*SKL| = |&SL'K’|.

B =26.18°

Obrazek 3: Velikost ahlt (Soubor 2)

Dikaz: Z definice kruhové inverze vyplyva

ISK| - |SK'| = r?,|SL| - ISL'| = r?,
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proto plati, ze
|SK| - |SK'| = |SL| - |SL’|
Po Upravé dostavame

ISK| _ ISL|

ISLI — ISK'T

Z pfedpokladu  vyplyva |«LSK| = |<L'SK'| , potom A SKL~ASLK' .
Z podobnosti trojuhelniku podle véty (sus) vyplyva dokazovany zavér.

Na vySe uvedenou vétu se miZeme bliZze podivat v Souboru 2, kde si s pomoci
ukazovatka muizeme volit polohu bodi Ka L. Zelené vyznacené uhly jsou vidy stejné
veliké, at je umisténi zadanych bodl Ka L libovolné. Nyni se podivame na druhou vétu
tykajici se velikosti uhla.

Véta: Méjme danu kruZnici w se stfedem Sa tfi body K, L, M. Pro body Ka L plati,
e K L # S Pwoav INV(w) ptechazi na body K“a L’ Déle uvaiujme bod M# S, Pw, K, L
leZici na pfimce SL, ktery v INV(w) pfechazi v bod M"

1. Pokud M € SL, potom plati |<LKM| = |<L'K'M'|.
2. Pokud M € SL, potom plati, potom plati |<L'K'M’'| = 180° — |«<LKM|.?

Tato véta je ndzorné zobrazena na obrazku 4 (pro variantu 1) a na obrdzku 5 (pro
variantu 2). llustrace vychazi ze souboru 3, v némz si pomoci ukazovatka posuneme bod Z,

aby odpovidal varianté véty, jiz vénujeme pozornost. Dikaz uvadim pod obrazky.*

VK

Obrazek 4: Obrazek znazornujici 1. variantu véty (Soubor 3)

$SL znadi polopfimku opa¢nou k poloptimece SL
* Velikosti uhli si miizeme ovéfit primo v Souboru 3.

10
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r

Obrazek 5: Obrazek znazornujici 2. variantu véty (Soubor 3)

Dikaz: Dikaz vyplyva z véty, v niZ jsme dokazovali zachovani velikosti uhlu.

1. Na ptimce prochazejici bodem Sméjme usporadany body v potadi — S, L, M,

poté plati, ze |XLKM| = |<SKM| — |«SKL| = |aSM'K'| — |&SL'K’'| = |<L'K'M'|.

2. Na pfimce prochazejici bodem Sméjme usporadany body v poradi — L, S, M,

pak plati, e |<LKM| = |<SKM| + |«SKL| = |<SM'K’'| + |«SL'K'| = 180° — |<L'K'M'|.

V nasledujici ¢asti se zamérime na problematiku dvojpoméru usporadané ctvefice

bodu ve vztahu ke kruhové inverzi.

Véta: Méjme v kruhové inverzi body X # Sa X, které jsou navzajem inverzni a
razné. Dale necht jsou body A4, Bpruseciky prfimky X, X’s kruZnici w. Poté body 4, B, X, X*

nazveme harmonickou ¢tverici bodt pfimky. Neboli plati, Ze:
(ABXX') = —1

(Sedivy, 1987)

Obrazek 6: Dvojpomér usporadané ctverice bodl

11



1 KRUHOVA INVERZE — ZAKLADNI POJMY, DEFINICE A VLASTNOSTI

Dikaz: Dvojpomér (ABXX) muzZeme z definice délictho poméru upravit do tvaru

(ABX)
(ABX"Y

jako je uvadéno v obrazku 6. Nejprve si zvolme na pfimce AF soutfadnicovou soustavu

(ABXX') =

kde (ABX) a (ABX") jsou délici poméry bod( v nasledujicim poradi,

bodd s pocatkem v bodé S. Necht md bod X soufadnici x. To zapiSeme jako X[x], dale
X{x], Bl a A[-1],” potom

x+r x' +7r
(ABX) = ——,(ABX") = —
xX—r T

— x"

kde x # r, coz vyplyva z pfedpokladu Ze X # B, poté viak musi také platit, ze r # x”
a x # x. Zdefinice kruhové inverze dale plati, e xx’ = r2. Na zakladé nahrazeni

dvojpoméru pomoci dvou délicich poméra dostavame po dosazeni

xX+r

(ABX)(I) _ (ABX) _ x—r _xx’+T'x’—rx—r2 ~ rx,_rx_
_(ABX’)_ Xt o —rX trx—12 o —rx
x'—r

(Sedivy, 1987)

Vtomto dlkazu jsme dosli k zavéru, ze body A B X X’ skutecné tvori

harmonickou ¢tvefrici bodu.

1.3 ZOBRAZENI OBJEKTU V KRUHOVE INVERZI

V této kapitole se blize podivdme na zobrazovani jednotlivych objektld v INV(w).
Napriklad se zaméfime na zobrazovani kruznice a ptimky, jez se vlci zakladni kruznici a
jejimu stfedu nachazi ve specidlni poloze. Diky této zvlastni pozici maji obraz a vzor
specifické vlastnosti. Navic spolecné dojdeme k zavéru, zda v kruhové inverzi existuji

nékteré samodruzné objekty.

1.3.1 ZOBRAZENI KRUZNICE A PRIMKY

Jednou ze zdakladnich kapitol, objevujici se témér v kazdé literatufe zabyvajici se
nasi problematikou, je zobrazovani kruznice a pfimky v kruhové inverzi. Kruznice a pfimky
maji rdzné vlastnosti v zavislosti na tom, zda dany objekt prochazi stredem kruhové
inverze, ¢i s timto bodem neinciduje. Pro tuto kapitolu jsou vytvoreny specidlni soubory

v GeoGebre (Soubor 4 a Soubor 5), v nichZ si pomoci zaskrtavacich policek mlze ¢tenar

® r = polomér kruZnice w

12



1 KRUHOVA INVERZE — ZAKLADNI POJMY, DEFINICE A VLASTNOSTI

prepinat mezi jednotlivymi variantami. Nyni se podivdame na jednotlivé véty tykajici se

zobrazovani kruznic a pfimek v INV(w).

Véta: Obrazem pfimky p, jez prochazi stfedem kruhové inverze S, je v INV(w)

ptimka p=p (samodruzna pfimka).

Py Piimka neprochazi stftedem S
: :Pﬁ’mka jako se¢na
: Pfimka jako teéna

Piimka prochazi stfredem S
|v'| Piimka prochazejici bodem S

Obrazek 7: Pfimka prochazejici stredem S (Soubor 4)
Dikaz: Necht Xje libovolny vzor takovy, Ze Xepa X#S, Pw. Z definice pro obraz X*

plati X‘e SX c p. A vzhledem ktomu, ze v kruhové inverzi se bod P zobrazi na stfed

kruhové inverze .S (a naopak), je tato ¢ast véty dokazdna. (Lavicka, 2002)

Pro Uplnost musime dodat, Ze pfimky p a p“jsou skute¢né samodruzné. Nejedna

se vSak o pfimku samodruznych bodu.

Véta: Obrazem ptimky p, jeZ neprochazi sttedem kruhové inverze §, je v INV(w)

kruZnice p‘prochazejici bodem S.

Pfimka neprochazi stredem S
/| Pfimka jako sena
' :Pfimka jako teéna
: Pfimka jako vnéjsi pfimka
Pfimka prochazi sttedem S
| Pfimka prochazejici bodem S

Obrazek 8: Primka neprochazejici stredem S (Soubor 4)

13



1 KRUHOVA INVERZE — ZAKLADNI POJMY, DEFINICE A VLASTNOSTI

Dikaz: V nasledujici ¢asti nastinime dlikaz véty. Méjme bod P, kdy P je pata
kolmice vedené ze stfedu kruhové inverze na zadanou pfimku p. Dale predpokladejme, ze
X je bodem na pfimce p, pro néjz plati X=P a |«SPX| = 90°. Nyni vyuZijeme vétu, v niz
jsme potvrdili rovnost |«SKL| = |«SL'K’'|. V dikazu plati, Ze |<SPX| = |«SX'P'|. Z toho
vyplyva, Ze |&SX'P'| = 90°. Obraz bodu X (bod X) leZi tedy na Thaletové kruZnici
s primérem SP° Pro Uplnost zbyva pouze z definice doplnit, Ze bod P se zobrazi na

bod S. (Lavicka, 2002)

Véta: Obrazem kruZnice k&, jeZz prochazi stredem kruhové inverze S, je v INV(w)
pfimka k‘neprochazejici bodem S.
N ot

1

|v'] Kruznice prochazejici stfedem kruhové inverze

| | KruZnice neprochazejici stfedem kruhové inverze

Obrazek 9: Kruznice prochazejici sttedem S (Soubor 5)
Dikaz: Jiz drive jsme dokazali, Ze kruhova inverze patfi mezi involutorni zobrazeni.
Tato véta tedy bezprostiedné vychazi z predchazejici véty, kde jsme dokazovali zobrazeni

pfimky p neprochazejici bodem Sv INV(w).

Véta: Obrazem kruZnice k&, jeZ neprochazi sttedem kruhové inverze S, je v INV(w)

kruznice k‘neprochazejici bodem .

|| Kruznice prochazejici stredem kruhové inverze

/| Kruznice neprochazejici sttedem kruhové inverze

Obrazek 10: Kruznice neprochazejici stredem S (Soubor 5)
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1 KRUHOVA INVERZE — ZAKLADNI POJMY, DEFINICE A VLASTNOSTI

Dukaz: V nasledujicim dukazu vyuZijeme vlastnosti stejnolehlosti a mocnosti bodu

ke kruZnici. Nejprve vyjdeme z definice kruhové inverze, ve které plati |SX| - |SX'| = r2.
Méjme tedy body X eSX a X'eSX. Déle méjme bod Xi, pro ktery plati, Ze je druhym
z prasecika SX a kruznice k. (Viz obrazek 11.)

Podle véty o mocnosti bodu ke kruznici plati rovnost |SX|-|SX;| = |m]|.

Dosazenim této rovnosti do rovnosti vyplyvajici z definice kruhové inverze dostdvdme po

2
Upravach rovnost |SX'| = Ir— 15X, ].

m|

Obrazek 11: Diikaz - kruZnice neprochazejici stredem S (Soubor 6)
Vsechny body lezZici na polopfimce SX jsou kolinearni. Bod X miZieme tedy
r2

oznacit za obraz bodu X1 ve stejnolehlosti h(S; m).]estliie pohybujeme bodem X po

kruZnici &, pohybuje se po ni i bod Xi, protoZe ve stejnolehlosti je obrazem kruZznice opét

kruznice. Timto mGzZeme povazovat dikaz za ukonceny. (Kufina, 2002)

Nyni se podivdme na vétu zabyvajici se zobrazenim kruznice a pfimky, jez maji

spoleény bod dotyku 7. V tomto pfipadé dochazi k zachovani incidence.

Véta: Necht &, /jsou bud 2 kruZznice nebo kruZnice a pfimka, které se spolecné

dotykaji v bodé 7, a bod Sje stredem kruhové inverze /NV(w). Poté plati:

a) Jestlize se k, /dotykaji vbodé 7, kdy 7 # S, poté se i jejich obrazy dotykaji
v bodé T ktery je obrazem bodu 7T'v INV(w).

b) Jestlize se k, /dotykaji v bodé 7, kdy 7' = S, poté jsou jejich obrazem primky &*
a /; pro které plati k°|| /-

(Hasek, 2020)
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Pro tuto vétu jsme vytvofili Soubor 7, v némz si mizZeme prohlédnout vSechny 4
varianty, které mohou nastat. My zde v ramci diplomové prace uvadime obrdzky pouze

pro 2 vybrané priklady.

KruZnice a kruzZnice

V] a)T#s
[ |b)T=S
p‘ KruZnice a pfimka
- P
3 _ “ [ ]a)T=s
| b) T=5

Obrazek 12: Incidence v kruhové inverzi var. a) (Soubor 7)

KruZnice a kruZnice
[ Ja)T=s
| b) T=S
KruZnice a pfimka
[ Ja)T=s
V| b)T=8

Obrézek 13: Incidence v kruhové inverzi var. b) (Soubor 7)
Jiz v pfedeslych kapitolach jsme se seznamili s nékterymi samodruznymi objekty v
INV(w). Nejedna se v3ak o jediné mnoZiny bodu, jeZ se v kruhové inverzi zobrazi ,,samy

na sebe”. VSechny takové objekty ndm shrne nasledujici véta.

Véta: Necht /NV(w) je kruhova inverze v Mébiové roviné s kladnym koeficientem

kruhové inverze 2 a Sje stfed kruznice w. Pak pfi této kruhové inverzi jsou samodruzné:
a) vsechny body kruznice w
b) praveé ty prfimky, které prochazi sttedem inverze S

c) pravé ty kruznice k (pro které plati, Ze k # w), které jsou na kruznici w

kolmé (ortogondlni)

(Blazek, 1995)
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B =90°

Obrazek 14: Samodruzna kruznice (Soubor 8)
Nez se podivame na samotny duikaz tykajici se samodruzné kruznice, definujeme

pojem ortogonalni kruznice.

Definice: Dvé kruZnice nazveme vzajemné ortogonalni (kolmé), jestlize jsou tecny

sestrojené v jejich spole¢nych prisecicich vzajemné kolmé.

V nasledujicim dikazu se zaméfime pouze na dlikaz ¢dasti c), protoze dlkazy

predchdzejicich ¢asti —a), b), jsme jiz uvedli v predchazejicich kapitolach.

Dukaz (véty cdst c)): Dukaz provedeme ve dvou krocich. V prvnim kroku predpokladame,
Ze kruznice k(So, ) a w(S, r) jsou vzajemné kolmé. Chceme dokazat, Ze obraz kazdého
bodu kruznice kleZi opét na kruznici & (tj. jsou samodruzné). Body A, B, (prlseciky kruznic
w a k) jsou samodruzné, protoze plati A, Be w. Z kolmosti obou kruznic plyne SA L :5'07
(rovnéz plati SB L SyB ). Zvolme libovolny bod Xek a zéroven plati, e X+A4,B. Mocnost
bodu Svzhledem ke kruinici kje |SX|:|SX'| = |SA|?> = r%. Podle definice kruhové
inverze je bod X‘obrazem bodu Xv /INV(w).

Ve druhém kroku naopak predpoklddame, Ze obraz a vzor kruznice kv INV(w) jsou
totozné objekty. Chceme dokazat, Ze kruznice ka kruZznice w jsou ortogonalni. Jelikoz
kruznice kneni kruznici samodruznych bodi, musi obsahovat jak vnéjsi, tak vnitfni body
zakladni kruznice w(S, r). (Lavicka, 2002) Tim padem kruznice ka w maji 2 praseciky
(A, B). Jelikoz predpokladame, Ze kruznice ka k' jsou samodruzné, zobrazi se v kruhové
inverzi libovolny bod X#A4,B kruznice kna bod X’ ktery se bude rovnéZ nachazet na
kruznici k. Plati |SX]| - |SX'| = r2. Body 4 se nachazi na kruinici w, a proto je samodruzny

(A=A). Odtud plyne |SX|-|SX’| = |SA|?> =r%. Pfimka S4 ma skruinici w jediny
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spolecny bod (bod A), jedna se o te¢nu kruznice w. Plati tedy, Ze SA L SoA , z ¢ehoi plyne

k1l w. (Pro Uplnost dikazu staci doplnit, Ze pro bod B plati totéz, co pro bod A.)

(Lavicka, 2002)
1.4 VYUZITI KRUHOVE INVERZE

1.4.1 PTOLEMAIOVA VETA

V této kapitole se podivdme na moZnosti vyuZiti kruhové inverze. Ackoliv je
kruhova inverze pro vétsinu studentl stfednich skol mnohdy velkou nezndmou, mizZeme
ji vyuzit pti dokazovani nékterych vét, se kterymi se bézné béhem vyuky setkavaji. Jedna
z takovych vét se vénuje vzdjemnému vztahu délek uhlopricek a délek stran obecného
Ctyfuhelniku. Tento vztah je definovdn pomoci tzv. Ptolemaiovy véty. Leischner napftiklad

tuto vétu oznacuje jako Ptolemaiovu nerovnost.
Véta: Necht je dan ctyruhelnik ABCD, pak plati
|AC|-|BD| < |AB|-|CD| + |BC| - |AD|
Rovnost nastane, je-li ctyFuhelnik tétivovy®.
(Zamboj, 2021)

Dikaz: Pro dlikaz této véty vyuzijeme vhodné zvolené kruhové inverze. Méjme
obecny c¢tyfuhelnik ABCD. Dale zvolme kruhovou inverzi INV(w), kdy w je kruinice se

stfedem v bodé A a polomérem 1j, nebo-li w(4, 1j). Z véty plyne nerovnost:
|AC|-|BD| < |AB|-|CD| + |BC| - |AD]|

Déle zobrazme body B, ¢, Dv INV(w). Na obrazku 15 mame zndzornéno, jak by
vypadala modelova situace. MUzeme v ni vidét, Ze Uhel a je shodny pro trojuhelnik BACa

pro trojuhelnik B’AC"

® Tétivovému &tyfthelniku Ize opsat kruznici.
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Obrazek 15: Ptolemaiova véta (Soubor 9)

Proti Uhlu a leZi tedy strany BCa strany B’C" Protoze je Uhel a shodny pro stranu

BCistranu B’C; vyjadfime tyto strany pomoci kosinové véty.
|BC|? = |AB|? + |AC|?> — 2 |AB| - |AC| - cos a
|B'C'|? = |AB'|?> + |AC'|* — 2 - |AB'| - |AC'| - cos a
Z definice kruhové inverze plati nasledujici rovnosti, ze kterych vyjadfime |AB’'|

a|AC'|.

1
AB|-|AB'| =1*=1 > |AB'| = ——
|4B||AB'| =12 =1 ~ |AB'| = 7o

1
AC|-1AC' =12 =1 > |AC'| = ==
|AC| - |AC"| =T > 1AC =5

Tato vyjadreni nasledné dosadime do rovnic vyjadienych pomoci kosinové véty.

s 12 1 1 2cosa
|B'C'|* =

= + = .|AB|? - |AC|?
a5 Y TacE " iar-qac) / MABI1AC

|AB|? - |AC|? - |B'C'|?> = |AC|?> + |AB|?> — 2 |AB| - |AC| - cos a
Za pravou stranu dosadime z prvni kosinové véty. A po Upravach méjme:

|AB|? - |AC|* - |B'C'|* = |BC|?

B2 = |BC|?
~ |AB|2-|AC|¥

Nyni odmocnime. Stejnym zplsobem bychom mimo |B'C’| vyjadFili také hodnoty

|C'D'| a |B'D’l.
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Dostavame tedy:

|BC| |CD| |BD|

BC|=———F—,ICD'|=——=,|B'D'| = —————.
| | |AB| - |AC]| | | |AC| - |AD| | | |AB| - |AD]|

Nyni nam nastanou 2 moznosti. Prvni mozZnost nam uvadi, ze vSechny body ABCD
nelezi na kruZnici opsané ctyruhelniku. S vyuzZitim trojuhelnikové nerovnosti plati pro
trojuhelnik BC’D*

|B'D'| < |B'C'| + |C'D’|

ol IBcl 1D
|AB| - |AD| ~ |AB|-|AC| " |AC|-|AD]

/" |AB| - |AC| - |AD|

|AC| - |BD| < |BC|-|AD| + |CD| - |AB].

Druhou moznosti je, Ze by vSechny body ABCD lezely na kruZnici. V tomto ptipadé

by se jednalo o tétivovy ctyruhelnik ABCD. KruZnice prochazejici stfedem kruhové

4

inverze, bodem A4, se vsak v kruhové inverzi zobrazi na ptrimku. Tudiz by body B, C, D
byly kolinearni a platila by rovnost |B’D’| = |B'C’| + |C'D’|. Po Upravach bychom dostali:

|AC| - |BD| = |BC| - |AD| + |CD| - |AB|.

U c¢tyrahelniku jind moZnost nastat nemuUze. Vzhledem k tomu, Ze miZe nastat

situace, kdy ctyruhelniku bud'lze opsat kruznici, nebo nelze opsat kruznici, plati tedy:
|AC|-|BD| < |AB|-|CD| + |BC| - |AD|.
(Zamboj, 2021)

1.4.2 DUKAZ PYTHAGOROVY VETY

Pomoci Ptolemaiovy véty navic mGzeme dokazat Pythagorovu vétu. Méjme
obecny obdélnik ABCD. Kazdému obdélniku Ize opsat kruznici. Vzhledem k tomu, Ze
Uhlopficky jsou stejné dlouhé a protilehlé strany jsou rovnéz stejné dlouhé, dostavame po

Upravach:
|AC|-|BD| = |BC|- |AD| + |CD| - |AB]|
e? =a?+ b?,

kde a, bjsou strany obdélnika a e je Uhlopficka v ném. S trochou nadsazky bychom

mohli tedy fict, Ze pomoci kruhové inverze lze dokazat i Pythagorovu vétu.
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2 KRUHOVA INVERZE V PRIKLADECH

Ve druhé kapitole se zaméfime na vyuzZiti kruhové inverze v jednotlivych
geometrickych ulohach. Podivame se napf. na specidlni ulohy rfeSené pomoci kruhové
inverze. Dale se zaméfime na Apolloniovy a Pappovy ulohy. V nasledujici kapitole se

vénujeme problematice Uloh na omezené nakresné.

2.1 ULOHY NA OMEZENE NAKRESNE

Jeden z prvnich typ( uloh, na které se v této prakticky zamérené casti podivame,
jsou tzv. ulohy na omezené nakresné. Jedna se o takové ulohy, kdy musime pracovat
s objekty, které jsou pro nas nepf¥istupné’. Mizeme si je predstavit jako objekty, které se
nam ,nevejdou” na papir nebo jinou rysovaci plochu. K feSenim takovychto uloh ¢asto
vyuzivame konstrukci metodou geometrickych zobrazeni. Pod témito geometrickymi
zobrazenimi mlzeme napfiklad myslet stejnolehlost nebo kruhovou inverzi. Pomoci
téchto zobrazeni si pfevedeme ulohu na tzv. vnitfni dlohu, jiz vyreSime, a poté pomoci
geometrického zobrazeni ji prevedeme zpét na ptvodni ulohu. Pro lepsi predstavu se

podivame na par prikladu, které vyresSime s uzitim kruhové inverze.

2.1.1 PRIKLAD
Méjme dan nepfistupny bod X, jeZ je prGsecikem rlznobéznych pfimek p1 a p2, a
bod 4, ktery nelezi ani na jedné z pfimek p1 a po. Sestrojte pfimku p, prochazejici bodem

Xabodem A.
Rozbor:

V ramci feSeni pfikladu nejprve vhodné zvolime kruznici w, ktera bude mit stred
Aa libovolny polomér. Zavedenim /NV(w) prevedeme plvodni Ulohu na tzv. vnitfni
Ulohu. Pfimky p1 a p2 se v kruhové inverzi zobrazi na 2 r(izné kruznice, které maji spole¢ny
bod, a bod 4 se zobrazi na nevlastni bod P,,. Tento bod ozna¢ime X’ Pfimka X"A prochazi

stredem INV(w), je tedy samodruznd. Tato pfimka tedy prochazi nepfistupnym bodem X.
Popis konstrukce:

1. w; w(4, 1), kde rlibovolné

2. p1, po INV(w): p1— p'h, p2-p°

" Neptistupné objekty budou v obrazcich znazornény pomoci Sedé barvy.
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3. X{Xepinp?
4. p, XepN\Aep

Konstrukce:

P2

Pq
PQ'

Obrazek 16: Piiklad 2.1.1 (Soubor 10)

Diskuze:

Vzhledem k tomu, Ze 2 body (u nas body 4 a X} urcuji jedinou pfimku, ma tato

uloha pouze jedno reseni.

2.1.2 PRIKLAD
Necht aa b jsou dvé rlznobézky, jejichz prisecikem je nepfistupny bod V. Déle
méjme zadanou pfimku ta na ni bod 7. Sestrojte kruznici dotykajici se pfimky ¢ v bodé Ta

prochazejici bodem V.
Rozbor:

Nejprve vhodné zvolime kruhovou inverzi, jejimz stfedem bude jediny zndmy bod
(bod 7), polomér volime libovolné. Riiznobézné pfimky a, b se v kruhové inverzi zobrazi
jako kruznice. Bod V” je obrazem bodu Vv INV(w). Pfimka neprochazejici stfedem
kruhové inverze se zobrazi jako kruZnice prochazejici timto bodem. V té samé inverzi se
bod 7 zobrazi do nevlastniho bodu P,,. Vedeme-li bodem V*pfimku k‘jako rovnobézku
s pfimkou ¢ zajistime tim, Ze pro hledanou kruznici & bude ¢tecnou, a navic bude platit,

e Ve k Reeni vnitini Glohy pfevedeme pomoci /NV(w) na fedeni ptvodni dlohy.
Popis konstrukce:

1. w; w(7T, 1), kde rjelibovolné

2. al bt INV(w): a>a’ bob*
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3. V¢ Veanb’
4 K K| A Ve k
5. k INV(w): k>k

Konstrukce:

Obrazek 17: Priklad 2.1.2 (Soubor 11)

Diskuze:
Ve vhodné zvolené kruhové inverzi maji kruznice a“a b“2 prlseciky. Tyto dva body
nam urcuji jedinou p¥imku. Uloha mé tedy 1 Fedeni.

2.1.3 PRIKLAD
Jsou ddany raznobézky a, b, ¢ a jejich nepfistupné prlseciky AebNc, Beanc,

Ceanb. Sestrojte kruznici kprochazejici témito nepfistupnymi priseciky.
(Foltyn, 2013)
Rozbor:

Pomoci zakladni kruznice w se stfedem v libovolné zvoleném bodé Sa libovolnym
polomérem rprevedeme ulohu na vnitfni. ProtoZe pfimky a, b, cneprochazi sttedem S,
zobrazi se na kruznice a; b’ c¢’s praseciky po dvou A; B Ca spolecny prisecikem v bodé
S. Sestrojime kruznici k“opsanou bodim A4 B’ C* Tuto kruznici prevedeme pomoci

INV(w) na fedeni plvodni Ulohy — tedy na hledanou kruznici 4.
Popis konstrukce:
1. § Svolime libovolné

2. w; w(S, 1), kde rje libovolné
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2 KRUHOVA INVERZE V PRIKLADECH

a’, b, c; INV(w): ama, b—-b; c>c’

A, B, CiA'ebnc, Beanc, C'eanb’

oW

k% k’je kruznici opsanou bodim A4 B; C*
6. k INV(w): k=k

Konstrukce:

Obrazek 18: Priklad 2.1.3 (Soubor 12)

Diskuze:

Vzhledem ktomu, Ze pfimky a, b, ¢ jsou rUznobéiné, nejsou body A, B, C
kolinearni. Kruhova inverze je involutorni zobrazeni, tedy ani body A; B, C’ nejsou
kolinearni. Tyto body mohou tvofit vrcholy trojuahelnika. Kazdému trojuhelniku Ize opsat

pravé jedu kruznici. Uloha ma tedy praveé jedno feseni.
2.2 APOLLONIOVY ULOHY

2.2.1 DEFINICE A HISTORIE APOLLONIOVYCH ULOH

Jedno z dalSich mozZnosti vyuZiti kruhové inverze nalezneme v tzv. Apolloniovych
ulohach, které nesou jméno podle vyznamného reckého geometra a matematika

Apollonia z Pergy (262 — 190 pf. n. I.).

Apollonius z Pergy vsak nebyl prvnim z matematikd, ktery se vénoval problematice
kruznic. O dotyku kruznic udajné jiz dfive psal Archimédes. Ktomu se poji i legenda
spojena se smrti Archiméda. Ten byl zabit fFimskym vojakem béhem reseni jedné z uloh
spojenou s kruznici. Pfed smrti udajné pronesl vétu: ,Noli turbare circulos meos!”.

(Nocar, 2019) V prekladu: Nerus mé kruhy. Spisy Archiméda se vsak nedochovaly.
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2 KRUHOVA INVERZE V PRIKLADECH

Podobny problém nastal i u prace Apollonia — dilo ,,0 dotycich”. Tento dokument se

bohuZel nedochoval, nicméné o ném vime z dél Pappa z Alexandrie.

Pivodné byla Apolloniovou ulohou rozuménd takova uloha, v niz mél fesitel
sestrojit takovou kruZnici, jez by se dotykala 3 danych kruZnic. Takova uloha méla az
8 feseni®. Jedno z fedeni nalezl Francouz Frangois Viéte (1530 — 1603). K Feseni vyufil
stfedy stejnolehlosti tfi kruznic. O téchto bodech se zminoval jiz Pappos, nicméné objev
tohoto reseni se pfipisuje Francouzovi. (Blazek, 1995) Nyni maji takové ulohy mnohem

komplexnéjsi pojeti.

Definice: Apolloniovou utlohou rozumime takovou ulohu, v niz mame za ukol
sestrojit kruZnici dotykajici se 3 zadanych kruZnic. Vlastnosti a charakteristika
jednotlivych zadanych kruzinic jsou zavislé na jejich poloméru. O ,klasické” kruznici
hovofime, pokud se polomér nachazi v intervalu (0,00). Ma-li kruznice nulovy polomér,

mluvime o bodu. Jedna-li se o kruznici s nekone¢nym polomérem, hovotime o pfimce.

Z vyse uvedené definice je patrné, Ze doslo k rozsifeni pavodni ulohy o dalSich 9
Gloh. Celkem tedy hovofime o 10 ulohach®, kdy kazda ztéchto Uloh nese specifické
oznaceni. Toto oznaleni se opira o zadani ulohy. V tfimistném oznaceni vyuZivame
pismena B, p, k. Ty ndm znaci postupné B — bod, p — pfimku, k - kruZnici. Jestlize jsou
zadanymi objekty Apolloniovy ulohy bod a 2 pfimky, nese tato uloha oznaceni Bpp.
Nékteré ulohy fesi jiz Zaci na zakladni skole. Napf. dlohu BBB znaji Zaci spise jako ulohu,
Vv niz maji nalézt kruZnici opsanou trojuhelniku. Tu fesi predevsim s vyuzZitim MBDV

(mnoziny bodd dané vlastnosti).

My se na konkrétni feSeni uUloh podivame v nasledujici kapitole. Budeme se
postupné vénovat témto Ulohdm — BBB, BBp, Bpp, BBk, Bkk, Bpk ,ppp, ppk, pkk a kkk.
Kapitola bude rozdélena do jednotlivych podkapitol, v nichz se blize zaméfime na
jednotlivé typy uloh. U kazdého typu je uvedena prehlednd tabulka, u niz jsem se
inspiroval ve studijnim textu pani doktory Petry Pirklové (Pirklova, 2013). Vzhledem
k tomu, Ze je tato prdce orientovana na kruhovou inverzi, budou u vybranych uloh
vyreSeny typové priklady s uZitim kruhové inverze. Tyto ulohy zpracujeme v prostredi

GeoGebra, z néhoz uvedeme grafickou ukazku reseni. Pribéiné konstruované objekty

8 Zalezi na vzajemné poloze kruznic.
¥ Vytvaiime kombinace tieti t¥idy ze tii prvki s opakovanim.
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2 KRUHOVA INVERZE V PRIKLADECH

budou pro prehlednost zndzornény Sedé, zadané objekty Cerné, hlavni kruznice Cervené a
vysledné kruznice pro prehlednost zvyraznime pomoci modré barvy. VSechny soubory
vytvorené v aplikaci GeoGebra budou ctendrim pfristupné v prilohach a na CD, jeZ se

nachdzi u originalu této prace.

Pfed tim, neZ se budeme vénovat jednotlivym typlm Apolloniovych uloh, musime
upozornit na uvedené zkratky u jednotlivych metod reSeni. Nize uvadime prehlednou

tabulku s vysvétlenim jednotlivych zkratek.

Tabulka 1: Zkratky - metody ieSeni Apolloniovych tloh

ZKRATKA Metoda reSeni
INV kruhova inverze
STEJNO stejnolehlost
MBDV mnoziny bodU dané vlastnosti

Pappova uloha, kde je zaddn bod, kruznice a

Bkr v , . .
bod T leZici na zadané kruznici®®

MBKK mocnost bodu ke kruznici

Ve sloupci vénovanému poctu reSeni je uveden maximalni pocet rfeSeni pro danou

vzajemnou polohu prvk(. Maximalni pocet feseni je zvyraznén tucné.

2.2.2 ULoHATYPU BBB
Tabulka 2: Uloha typu BBB

Vzajemna poloha zadanych prvku Metoda feseni Pocet feseni
body A4, B, Cjsou kolinearni 0
body A4, B, Cnejsou kolinearni MBDV 1

10 7kratky obsahujici T v dolnim indexu odkazuji na tzv. Pappovy tlohy. Témto tloham vénujeme specialni
kapitolu, a proto nebudeme v tabulce uvadét jejich vSechny mozné zapisy.
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O uloze typu BBB jsme se zminovali jiz v pfedchazejici kapitole. ProtozZe se jedna o
jednu ze zakladnich uloh, pouzijeme ji jako vzorovy pfiklad. Na této varianté si ukazeme,

jak mlzZeme interpretovat informace z vyse uvedené tabulky.

Uloha typu BBB je zavisld na vzajemné poloze 3 bodd. Jsou-li body kolinearni,
nema Uloha Zadné feseni. Nelezi-li zadané body na spolec¢né pfimce, lze tuto uUlohu vyresit
pomoci MBDV (osa Usecky). Tato uloha ma maximalné jedno feseni. Jestlize zndme pravé

3 body kruznice, je tato kruZznice dédna jednoznacné.

GeoGebra obsahuje funkci, pomoci niz sestrojime kruznici opsanou pro 3 zadané
body. My uvedeme zkraceny postup uZitim MBDV, konkrétné s vyuZitim osy usecky.
Béhem konstrukce reseni sestrojime 3 Usecky — AB, BCa AC. Poté sestrojime osy téchto
usecek. Bod Sje prlsecikem zkonstruovanych os. Zaroven se jednd o stfed nasi hledané
kruznice / jejiz polomér je roven vzddlenosti bodu Sod jednoho ze zadanych bodi

(4, B, ().

AC

Obrazek 19: Uloha BBB (Soubor 13)

U dalSich typU Apolloniovych uloh se zaméfime na varianty, které jsou resitelné za
pomoci kruhové inverze. U téchto prikladd uvedeme rozbor, popis konstrukce, obrazek

konstrukce v GeoGebre a diskuzi.
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2.2.3 ULOHA TYPU BBP

Tabulka 3: Uloha typu BBp

Vzajemna poloha zadanych prvku

Metoda rfeSeni

Pocet feseni

{ABlcp 0
Aep Bép Bpr 1
body A4, Bleii
v opacnych 0
polorovinach urcenych
pfimkou p
body 4, B
AB ¢ p lezi ve ABlp MBDV 1
stejné
poloroviné
ucene ABtp Kl nebo MBKK 2
pfimkou p

Nyni se podivdme na feSeni vtabulce Sedé vyznacené varianty, jez jde fesit

s pomoci kruhové inverze. Re$enim této ulohy jsou dvé kruznice, které se dotykaji jedné

pfimky a prochazi dvéma zadanymi body.

2.2.3.1 PRIKLAD

Méjme danu pfimku p a body A4, B, které na ni nelezi. Zadané body lezi ve stejné

poloroviné uréené pfimkou p a navic plati, Ze pfimka p fAB. Sestroj kruznici /dotykajici se

zadané primky a prochazejici zadanymi body 4, 5.

Rozbor:

Pomoci vhodné zvolené kruhové inverze prevedeme ulohu na vnitini. Kruhova

inverze je dana kruznici w(A4; |AB|). Zadana ptimka p se nam v INV(w) zobrazi na kruznici

P Zbodu B sestrojime tecny (4', k) ke kruZnici p* ProtoZe tecny neprochazeji bodem 4,

zobrazi se nam v inverzi podle w jako hledané kruznice 4 a A.

Popis konstrukce:

1. w; w(4; |AB))

2.p4 INV(w): p-p°
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3.4 kY K, b - te¢ny z bodu Bk p*
4. h, b; INV(w): h'=h, b'>h

Konstrukce:

Diskuze:

Obrazek 20: Priklad 2.2.3.1 (Soubor 14)

Zbodu B lze ke kruznici p”sestrojit 2 te¢ny. Ty se v kruhové inverzi zobrazi jako

hledané kruznice. Proto ma tato uloha praveé 2 feseni.

2.2.4 ULOHA TYPU BPP

Tabulka 4: Uloha typu Bpp

Vzajemna poloha zadanych prvku Metoda feseni Pocet feseni
A vnéjsi oblast pasu 0
pfimek py, p»
I Alezina jedné 1
Pillp2 z ptimek py, p> PPT
A Ievzll uvnitf pasu MBDV a KI )
primek p1, p»
Aje prinikem primek 0
Pu P
Alezina jedné
- 2
pikpe z pfimek p1, p» PP
A nelevzll ani na jedné STEINO 2 KI )
z pfimek p1, p»
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Z tabulky vyplyva, ze ulohu typu Bpp lze vyresit také pomoci kruhové inverze.
Konkrétné se jedna o Sedé vyznacenou ulohu a my se na jeji feSeni podivdme v niZe

uvedeném pfrikladu.

2.2.4.1 PRIKLAD
Méjme ddany 2 rovnobéiné pfimky pi1, p» a bod A, ktery se nachdazi v pasu
vytvoreném pfimkami p1 a p». Sestrojte kruznici / kterd se dotyka obou zadanych pfimek

a prochazi bodem A.
Rozbor:

Zavedeme kruhovou inverzi se stftedem v jediném znamém bodé a libovolnym
polomérem. ProtoZze bod A nenadleZi ani jedné z pfimek, zobrazi se se tyto pfimky na
kruznice p1‘ a p'. Témto kruZnicim sestrojime tecny A‘ a k'. Tyto tecny se dotykaji kruznic
D1, p2' a obé prochazi nevlastnim bodem. Jestlize body vnitfni Ulohy prochazi nevlastnim
bodem, zajistime tim, Ze v plvodni Uloze budou tyto body prochazet bodem A (stfredem

kruhové inverze). Zobrazenim téchto te¢en v /INV(w) ziskavame hledané kruznice / a k.
Popis konstrukce:

1. w; w(4, ), kde rje libovolné

2. pi', p2'; INV(w): p1— pi',po— 2
3. 4 B LY, B - te€ny kruZnic pi',p’
4. h, b; INV(w): h'=h, b'=h

Konstrukce:

Obrazek 21: Priklad 2.2.4.1 (Soubor 15)
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Diskuze:

KruZnice pi‘a p2‘ se spole¢né dotykaji v bodé A. Takovym kruznicim Ize sestrojit tfi
te€ny. Jedna z téchto tecen by musela prochazet bodem A. Takovd tecna by se vsak
v INV(w) nezobrazila na kruZnici, ale na p¥imku rovnobéinou s pfimkami p1 a p.*'

Z toho vyplyva, Ze tato uloha ma 2 feseni.

Analogicky bychom vyresili obdobu této ulohy pro rliznobézné primky. Protoze se
tato uloha casto konstruuje na gymndziich s uzitim stejnolehlosti, uvddime alespon
samotnou konstrukci (bez podrobnéjsiho zapisu) pro porovnani vysledk( s predchozim

pfikladem 2.2.4.1.

Obrazek 22: Uloha Bpp (Soubor 16)

2.2.5 ULOHA TYPU BBK
Tabulka 5: Uloha typu BBk

Vzajemna poloha zadanych prvku Metoda Feseni Pocet feseni

{A,Byc k 0
Ae k B¢ k Bkr 1
AleZi vné kruznice &, 0

Blezi uvnitt kruznice k&

{AB} ¢ k body A4, Blezi oba vné
nebo oba uvnitf MBKK nebo KI 2

kruznice &

! Proto jsme primku p3 v ramci konstrukce ani blize nezmiiiovali. Pouze o ni informujeme v ramci diskuze,
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2.2.5.1 PRIKLAD
Zadané body A, Blezi uvnitt kruznice k. Sestrojte kruznici / prochazejici body A, B

a dotykajici se zadané kruznice k.
Rozbor:

Jeden ze zadanych bodu, v naSem pfipadé bod A4, jsme zvolili za stfed kruznice w o
libovolném poloméru. V INV(w) zobrazime kruZnici k, kterd se zobrazi na kruZznici k; a
bod B prejde v kruhové inverzi do bodu B’ Nalezneme feseni vnitini Ulohy tak, Ze z bodu
B’sestrojime tecny ke kruZnici k? Dostaneme tedy pfimky A‘a 4’ jei se v INV(w) zobrazi

na nase hledané kruznice 4 a A.
Popis konstrukce:

1. w; w(4, ), kde rje libovolné

2. B ki INV(w): B>B, k= k’

3. 4", b &', kb'jsou tecny z bodu B’ke kruznici k°
4. h, b; INV(w): h'=h, b'=k

Konstrukce:

Obrazek 23: Priklad 2.2.5.1 (Soubor 17)

Diskuze:

Zobrazenim kruZnice ka bodu Bv INV(w) dostavame kruznici k“a bod B* Z toho

bodu Ize vést ke kruznici k‘pravé 2 tecny. Proto ma nase uloha 2 rfeseni.
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2.2.6 ULOHA TYPU BKK

Uloha Bkk nabizi nejvétsi mnoZstvi variant zaddni ze véech Apolloniovych uloh. To
zpUsobuje vysoky pocCet mozZnosti vzajemné polohy 2 kruznic. Dale musime uvaZovat o
riznych polohach zadaného bodu A. Pro prehlednost uvddime tato zadani opét

v prehledné tabulce, kde jsou opét uvedeny vybrané metody reseni.

Tabulka 6: Uloha typu Bkk

Vzajemna poloha zadanych prvku Metoda resSeni Pocet resSeni
A uvnitf ki 0
Kruznice ki, ko Avné kb 0
soustfedné (rn<rn) Ack kkr 2
Av mezikruzi MBDV 4
.. A uvnitf ki 0
Kruzl'nce {(1, k Avné & 0
nesoustfedné (n<n), ) ; .
k1 UVNit k Ana jedné z kruznic kkrt 2
Avné ki, uvnitr k2 Kl 4
A bod dotyku kruznic o]
Ana jedné z kruznic kkrt 1
Kruznice ki, k Abud vné &k, nebo I 1
vnitini dotyk uvniti ki
Alezi uvnitt k, ale
vné ki 2 K 3
A bod dotyku kruznic o0
Kruznice kL, ko Ana jed.nvé.z kru’inic kkrt 1
vn&ji dotyk A uvnltrvje.dne z Kl 1
kruznic
A vné obou kruznic Kl 3
Abod prliniku kruznic
Kruinice &, ko Ana jedné z kruznic kkr 2
se protinaji A bl.,ld' vné obou.
kruznic, nebo uvnitf Kl 2
alespon jedné kruznice
A uvnitf jedné 0
KruZznice ki, k2 kruznice
vneé sebe Anajedné z kruznic kkrt 2
Avné obou kruznic Kl

Vramci této kapitoly se zaméfime na zadani vybranych uloh, které lze vyresit

pravé s pomoci kruhové inverze. Z tabulky je vidét, Ze az 7 uloh mGzeme vyresit za pomoci
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kruhové inverze. My se vSak zaméfime pouze na 2 vybrané ulohy. Prvni zvolena uloha ma

3 feSeni, u druhé varianty lze nalézt aZ 4 hledané kruZnice.

2.2.6.1 PRIKLAD
Jsou dany kruznice ki1, k> majici vnitini dotyk a bod A4, ktery lezi uvnitf kruznice k>,

ale neleZi uvnitf kruznice ki. Sestroj vSechny kruZnice /dotykajici se zadanych objekt(.
Rozbor:

Ulohu Fesime s uzitim kruhové inverze. Hlavni kruinice ma libovolny polomér ra
stfed v zadaném bodé A. Pomoci této Kl prevedeme ulohu na vnitfni Ulohu. Kruznice 41,
k> se v INV(w) zobrazi na kruznice ki, k2. Bod A se zobrazi na nevlastni bod. V rdmci
vnitini Ulohy sestrojime spolecné tecny (4°, £, B‘) kruinic ki‘, k'. Opétovna aplikace
kruhové inverze nam tyto tecny zobrazi na hledané kruznice (4, &, B).

Popis konstrukce:

1. w; w(4, 1), kde rje libovolné

2. k', ko' INV(w): ki— ki, k= k'

3. 4% kY B &', b, K jsou spolecné tecny kruznic ki, k'

4. h, b, B; INV(w): h'= h, b'— b, B'> A

Konstrukce:

Obrazek 24: Priklad 2.2.6.1 (Soubor 18)

Rozbor:

Kruznicim k', k' |ze sestrojit aZ 3 te€ny. Ty se v INV{(w) zobrazi na kruZnice. Proto

ma uloha 3 reseni.
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2.2.6.2 PRIKLAD
Necht kruZnice k1 a k2 leii vné sebe. Sestrojte kruZnici / dotykajici se obou

zadanych kruZnic a prochazejici bodem A, ktery leZi vné ki a k.
Rozbor:

Ulohu Fesime s uzitim kruhové inverze. Hlavni kruinice ma libovolny polomér ra
stfed v zadaném bodé A. Nyni feSime s pomoci Kl tzv. vnitini Ulohu. Zadané kruznice se
nam zobrazi opét na kruznice. Bod A se v kruhové inverzi zobrazi na nevlastni bod. Nové
vytvofenym kruznicim ki a k' sestrojime tecny. Pomoci stejné hlavni kruznice
prevedeme tecny zpét na feseni plvodni Ulohy. Timto feSenim budou hledané kruZnice

spliujici vlastnost v zadani.
Popis konstrukce:

1. w; w(4, r), kde rje libovolné

2. k' kY INV(w): ki—= k' k- k'

3.4 B B L' K B B L jsou spolecné tecny kruznic ki, k'
4. h, b, B Iy, INV(w): h'= L, b'= b, B'= B L'=

Konstrukce:

Obrazek 25: Priklad 2.2.6.2 (Soubor 19)

Diskuze:

Redeni se opird o to, Ze kruhova inverze je involutorni zobrazeni. Vzhledem
k vhodné zvolené Kl se nam zadané kruznice lezZici vné sebe zobrazi opét na kruznice lezici

vné sebe. Tyto kruznice maji celkem 4 tecny. V disledku toho ma uloha celkem 4 feseni.
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2.2.7 ULOHA TYPU BPK
Tabulka 7: Uloha typu Bpk

Vzajemna poloha zadanych prvku Metoda Feseni Pocet FeSeni

psecna k KI 2
A, kv téie
poloroving, 4 KI 3
vné k

ptecnak | A4, kvopacnych
polorovinach kkt 1
danych p
A& p A¢E k Auvniti k kkt 1
A, kve stejné
poloroviné KI 4
dané p, Avné k
A, kv opacnych
polorovindch 0
danych p
Auvnitt k

pVnéjsi
pfimka k

Ae p A¢ k kpt

A& p Ac k pkr

ptetna k
psetna k

o8 |vINv]|o

Aep Aek

2.2.7.1 PRIKLAD
Méjme dénu pfimku p, a poté v jedné poloroviné kruznici ka bod A. Kdy bod A

leZi vné k. Sestrojte kruZnici /prochazejici bodem A a dotykajici se pfimky p a kruZnice k.
Rozbor:

Nejdfive zavedeme kruhovou inverzi se stfedem vzadaném bodé A V této
kruhové inverzi zobrazime pfimku p (zobrazi se na kruznici p‘) a kruznici k (zobrazi se na
kruZnici X). V rdmci vnitini Ulohy sestrojime te¢ny ke kruznicim p‘ a X'. Tyto kruZznice maji

celkem 4 spolecné tecny. Ty se nam v /INV(w) zobrazi na hledané kruznice.
Popis konstrukce:

1. w; w(4, r), kde rje libovolné

2.K; INV(w): kK

3.05 INV (w): p—p

4. L', B B, L' K, B, B, L' jsou spole¢né tecny kruznic X, p'

5. ]1, ]2, ]3_ ]4; [NV(a)): ]1‘—> ]1, ]2'—> ]2, ]3‘—> /3, /4‘—>/4
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Konstrukce:

Obrazek 26: Priklad 2.2.7.1 (Soubor 20)

Diskuze:

Pfimka p je vnéjsi pfimka &, proto ani kruznice (p', X) z vnitfni Ulohy nemaji Zadny
spole¢ny bod — p‘ lezi vné k. Maximdalné mizZeme sestrojit 4 te¢ny kruznic p‘, K. Proto md
tloha maximalné 4 feseni.

2.2.8 ULOHA TYPU PPP

| pres to, Ze se uloha typu ppp nefesi bézné s uzitim kruhové inverze, uvadime pro

Uplnost tabulku, v niz mGzeme vidét moZné pocty feSeni pro jednotlivd zaddni. Tato

Apolloniova Uloha se fesi nejcastéji s uzitim MBDV.

Tabulka 8: Uloha typu ppp

Vzajemna poloha zadanych prvkut Metoda feseni Pocet Feseni
pillp2ll ps 0
primky se protinaji 0
PFimky p1, p2, p3 jsou v jednom spol. bodé
rdznobézné primky se protinaji ve
3 bodech MBDV 4
Pillpatt p3 MBDV 2

2.2.9 ULOHA TYPU PPK
Obdobné jako predchazejici uloha je na tom Apolloniova uloha typu ppk. Ta se

také béiné nefedi s uzitim kruhové inverze. Re$ime ji s uZitim STEJNO nebo MBDV. Pro
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Uplnost uvadime opét pouze tabulku s rGznymi moZnostmi fesenim ulohy v zavislosti na

vzajemné poloze zadanych prvka.

Tabulka 9: Uloha typu ppk

Vzajemna poloha zadanych prvkd Metoda resSeni Pocet resSeni
kvné pdsu prfimek 0
prap:
Svné pasu MBDV 1
p1nebo p; prap12
w. , | te€nou k | S uvnitf pdsu
p1, P2 rovnobézné MBDV 3
P1ap2
obé pfimky jsou tecnami MBDV 2
jedna z pfimek je secnou k& MBDV 2
obé primky jsou secnami k& MBDV 4
kleZi uvnitf pasu p1a p MBDV 4
pink=pank={} STEINO 4
pnk=R pPT 4
. vy kprotind p1 a p2 vnéjsi
, b o TEIN 4
D1, p2 ruznobézné ofimka STEJNO
kprotind p1 a dotyka se p» STEJNO 6
kprotind p1a p» STEJNO 8
2.2.10 ULOHA TYPU PKK
Tabulka 10: Uloha typu pkk
Vzajemna poloha zadanych prvku Metoda Feseni Pocet feseni
]{1, kz ve
stejné Kl 8
pnemas ki, k Jn? y
v ", | poloroviné
zadny spoleény T oy
kruZnice ki, k2 bod b2
Y opacné 0
nesoustfedné .
poloroviné
pmas ki, k2 1 spolecny bod (o)
pmas ki, k2 2 spolecné body 0
pmas ki, k> 3 spolecné body 0
kruZnice ki, k2 pje tétivou ki nebo k MBDV 4
soustfedné pki=pnk={} 0

MuZeme vidét, Ze existuje Uloha, kterd ma nekonecné mnoistvi feseni. U této

Ulohy hleddme mnoZzinu stfed( vSech kruznic. Takou mnoZinou je pfimka kolma na p. My

12,9 je stiedem zadané kruZnice k.
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se v dalsi ¢asti této prace zaméfime na nejobecnéjsi variantu Apolloniovy ulohy typu pkk,

kdy reSenim je 8 kruznic. NiZze uvadime zadani tohoto pfikladu.

2.2.10.1 PRIKLAD
Necht mame zadany 2 nesoustfedné kruznice k1 a k2 nachazejici se ve stejné
poloroviné vymezené pfimkou p. Méjme danu podminku, Ze pfimka p nema s kruznicemi

Zadny spolecny bod. Sestrojte kruznici /dotykajici se zadanych objektll p, k1 a k.
Rozbor:

Je potteba najit hlavni kruznici w, ve které se zadané kruznice k1 a k2 zobrazi na
soustiedné kruznice ki‘ a k:'. Dale pfimka p prejde na kruZnici p' nachazejici se
v mezikruzi ki‘ a k'. Poté resime specialni ulohu kkk pomoci MBDV. Vysledkem této
ulohy jsou kruznice 4, k', B', L', k', k', ', B'.V INV(w) pfevedeme kruZnice na hledané

kruznice (A4, &, B, Ih, K, &, I, B), jez se dotykaji zadanych objektu.
Popis konstrukce:

1. w; w zobrazi kruznice ki1 a k2 jako soustfedné
2.k, k' INV(w): ki—=k', k= k', ki', k' soustfedné kruZnice
3. p5 INV(w): p—p, p'leiiv mezikruZi soustfednych kruznic

a. k', b B, L Kk, B B K, B, B, LK, kK, B, B jsou FeSenim Apolloniovy
(vnitfni) dlohy kkk s objekty (p', &, k) pomoci MBDV

5.4, b, B, I, k, I, b, Is; INV(w): h'=h, b'=>hb, B'=>E, k'=h, 5'>k, '~k F'—h,
k'—k

Konstrukce:

Obrazek 27: Priklad 2.2.10.1 (Soubor 21)
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Diskuze:

Béhem konstrukce je potfeba vyresit vnitfni ulohu kkk. Ta ma 8 feseni (kruznice

L' B B I K B B B Proto ma nase uloha 8 feSeni.

2.2.11 ULOHA TYPU KKK

Tabulka 11: Uloha typu kkk

Vzajemna poloha zadanych prvku

Metoda rFeseni

Pocet feseni

ki, ko, k3 soustfedné, n< n<n; 0
k3 lezi
v mezikruZi 0
= 1];12 lf: g |k
k3 nelezi
ki, k» soustredné, v mezikruzi MBDV 8
n<n ki, ke
ki N k3 = Rnebo
b= R MBDV 6
k3 protina kz MBDV 4
k3 protind ki i k2 MBDV 4
kinks=k N k3 ={} Kl 8
ki, k
nesoustiedné, LA k?’,z,kz Nks=R KI 4
n<n ki1 protinad k2 ve dvou Kl 4

bodech

Pozn.: Méjme zaddny kruZnice ki(Sy, 1), ko( Sy, 12), k3(S3, 13).

2.2.111 PRIKLAD

Méjme dany 3 nesoustifedné kruznice ki, k», k3, které se protinaji v jednom

bodé R. Sestrojte kruznici / dotykajici se tfech zadanych kruznic.

Rozbor:

Jako stred kruhové inverze volime bod R. V této kruhové inverzi se ndm kruznice

ki, k2, ks zobrazi na ptimky ki‘, k', k3'. Tyto pfimky ndm tvofi trojuhelnik, ke kterému

vytvofime kruzZnici vepsanou (4°) a 3 kruznice pripsané (£, A‘, 4‘) — tyto kruZnice jsou

feSenim vnitfni Ulohy. Jestlize na kruznice A', k', A‘, L' znovu aplikujeme kruhovou inverzi,

dostavame hledané kruznice.

Popis konstrukce:

1. w; w(R, 1), kde rje libovolné

40




2 KRUHOVA INVERZE V PRIKLADECH

2.k, k', k3 INV(w): ki—= k' lo- k' k- k'
3. h'; K" je kruZnice vepsana trojuhelniku vymezeného pfimkami ki‘, k', k3’

4. b', B, L'; k', K, L' jsou kruZnice pfipsané trojuhelniku vymezeného pfimkami

kll, kZ’, kB‘
5.4, b, i, I INV(w): h'=h, b'=h, B'>h8, b'=k
Konstrukce:
Ky
Obrazek 28: Priklad 2.2.11.1 (Soubor 22)
Diskuze:

KruZnice prochazejici stfedem kruhové inverze se nam zobrazi na pfimky. Tyto 3
pfimky vymezuji trojuhelnik. Kazdému trojuhelniku lze pfipsat 3 kruZnice a vepsat pravé
jednu kruznici. Nové vytvorené kruznice A, k', k', L' se nam zobrazi opét na kruzZnice,

protoZe neprochazi bodem R. Proto ma tato uloha celkem 4 feseni.

2.2.11.2 PRIKLAD
Necht jsou zadany 3 kruznice ki, k2, k3, které nemaji zadny spole¢ny bod a jsou
nesoustfedné. Kazda kruZnice lezi vné jakékoliv zadané kruznice. Sestrojte kruznici

dotykajici se 3 zadanych kruznic.
Rozbor:

Nejprve sestrojime kruhovou inverzi, ve které se kruznice ki a k2 zobrazily na
soustredné kruznice. V této kruhové inverzi podle kruznice w se nam kruznice k3 zobrazi

do mezikruzi vytvoreného kruZznicemi ki‘, k2, ¢imz dostavame vnitfni ulohu. Tuto uUlohu
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Fedime pomoci MBDV. Redenim této Ulohy jsou kruznice 4, k', &', Ii', k', k', }', k', které se

v INV(w) zobrazi na hledané kruznice 4, bk, B, I1, k, Is, 7, k.
Popis konstrukce:

1. w; w zobrazi kruznice k1 a k2 jako soustfedné
2. k', ks INV(w): ki—= k', k= k', ki', k' soustfedné kruznice
3. k3 INV(w): ks— k3', k3" lezi v mezikruZi soustfednych kruznic

a. h', b, B, L', K k', K, B I, B, k', L', K', k', I, k' jsou feSenim Apolloniovy
(vnitini) alohy kkk s objekty (k1‘, k2‘,k3‘) pomoci MBDV

S5.h, b, B, I k, I, F, I INV(w): h'=h, b'=h, B'=hk, b'=h, '—k, '—=k, F'-Fh,
=k

Konstrukce:

Obrazek 29: Priklad 2.2.11.2 (Soubor 23)

Diskuze:

Nasi Ulohu prevadime na vnitfni ulohu, kdy mame 2 kruZnice soustfedné a jedna
kruznice le#i v jejich mezikru#i. Tuto ulohu kkk Ize Fedit pomoci MBDV. Redenim této

ulohy je 8 kruznic, proto ma i nase puvodni Uloha celkem 8 feseni.

2.2.12 PAPPOVY ULOHY
V predchozi kapitole jsme si mohli vSimnout, Ze nékteré specidlni pripady
Apolloniovych uloh odkazuji na feSeni pomoci tzv. Pappovych uloh. Proto si tyto ulohy

stru¢né definujeme a uvedeme si zde zakladni mozné varianty.
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Definice: Pappovou ulohou rozumime takovou ulohu, kdy mame zadany 3 rlzné
prvky (body, ptfimky, kruZznice) z nichZ alespon jeden je bod a alespon jeden je kruhova
kfivka (pfimka, kruZnice). Jejim ukolem je sestrojit kruznici prochazejici zadanymi body a

dotykajici se zadanych kruhovych kfivek.

Obecnou Pappovu ulohu Ize rozdélit na 6 poduloh. Podobné jako Apolloniovy
ulohy maiji i tyto podulohy specialni zkratky. Ty pro zménu uddavaji zadané objekty, z nichz
jeden je specidlni bod nachdzejici se na kruhové kfivce. Méjme zkratku ulohy Bpt —
zadany bod, pfimka, na které lezi dalsi bod. V kompletnim seznamu 6 poduloh nalezneme:

Bpr, ppr, kpt, Bkr, pkr, Kkr.

U kazdé ulohy musime uvaZovat rlznou vzajemnou polohu zadanych objekt(. Na
zdkladé zadanych vstupnich prvk( rozliSujeme i rizné metody fesSeni. Pappovy ulohy
nejcastéji reSime pomoci MBDV (napf. osa Usecky, osa pdsu, mnozina stfedd vsech

kruznic apod.) nebo s pomoci geometrickych zobrazeni (napf. stejnolehlosti).

2.3 SPECIALNI ULOHY RESENE POMOCI KRUHOVE INVERZE

2.3.1 PAPPOVA VETA O KRUZNICIiCH
V kapitole 2.2.12 jsme se vénovali Pappovym Ulohdam, jeZz nesou ndzev po Pappovi
z Alexandrie (290 — 350 n. |.). V nasledujici kapitole se budeme vénovat tzv. Pappové vété

o kruznicich zabyvajici se fetézcem kruZnic sestrojenych v arbelu.

Definice: Jestlize mame bod C nachdzejici se uvniti usecky AB, pak utvar
ohraniceny polokruznicemi m, n, kumisténymi po rfadé nad priiméry AB, ACa CBv téie

poloroviné s hrani¢ni pfimkou A5 nazveme arbelos ABC.

(Leischner, 2015)

Pro lepsi pfedstavu definice uvadime niZe obrazek 30.

Obrazek 30: Arbelos ABC
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Véta: Méjme zadany arbel ABC a vepiSme do néj kruznici ki, aby se dotykala
zadanych polokruznic m, n, ko, kde ko rozumime pulkruZnici sestrojenou nad useckou CB.
Dale vepiSme kruznici k2, aby se dotykala kruznic m, na ki. Tento postup dale analogicky
opakujme. Vytvorime tim fetézec kruznic ki, k2, k3, ka,..., kde body $1, Sz, $3, S% ... jsou po
fadé stredy téchto kruznic. Dale necht /1, h2, h3, ha ... jsou vzdalenosti stfed( téchto

kruznic od usecky AB a plati pro né:
h=d,h=2d, h3=3d, ha =4d,, ..,

kde di, db, ds, da, ... jsou priméry kruznic ki, ko, k3, ka, ... nachazejici se v arbelu.

Obrazek 31: Pappova véta o kruznicich

Dikaz: Pokud bychom chtéli béhem dikazu postupovat obdobné jako Pappos ve
svém dile, zabral by ndm dlkaz nékolik stranek. My vSak mame k dispozici programy

dynamické geometrie umozZiujici jednoduchou aplikaci kruhové inverze.

Zavedeme si INV(w) se sttedem v bodé A4, tak aby byla ortogonalini ke kruznici &
(pro nasi ukazku plati pro kruznici k2 Pappova fetézce). Touto kruhovou inverzi zajistime,
Ze kruZnice & bude samodruind (4 = k). Polokruznice ma nse v kruhové inverzi zobrazi
jako te¢ny kruznice &' a zarovei m' L AB, n' L AB" INV(w) zachovava body dotyku.
Zobrazime-li vtéto kruhové inverzi i ostatni kruZnice nachazejici se v Pappové fetézci,
dojde k vytvoreni fetézce shodnych kruznic s kruznici & lezicich v pasu uréeném pfimkami
m' a n'. Zobrazku mdzeme jednoduse vyvodit, Ze i = 2/ = jd. (Pro nasi ukdzku by

platily nasledujici rovnosti: i, = 2:2r» = 2d. Viz obrazek 32.)

(Leischner, 2015)

13 Zaroven tedy plati, ze m || #. Tyto piimKky vytvaii pas.
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Poloha bodu C
a=754
-
k1
(o} B
!
|

Obrazek 32: Diikaz Pappovy véty o kruznicich (Soubor 24)

V Souboru 24 si mizeme ovéfit, Zze dikaz vySe uvedené véty neplati pouze pro Az,
ale napfiklad plati i pro kruznice k3 nebo k. Staci vyuZit posuvnik, pomoci néhoz
dokdZeme ménit polohu bodu C'na usecce AB. Jednotlivé kruznice zobrazené v INV(w) si
odpovidaji jak popisem, tak dokonce i barevné. Carkované kruznice jsou postupné vzory

kruznic k1, ko, k3, ka.

2.3.2 PRIKLAD

Méjme zaddany kruznice ki, k2 se spole¢nymi prlseciky A, B. Uvazujme, Ze existuji
néjaké dvé kruinice A4, b, které maji vnitini dotyk s ki, vnéjsi dotyk s k&2 a navic se
spoleé¢né dotykaji v bodé X. Ukazite, Zze bod X lezi na pevné kruZnici nezavislé na volbé

kruznic 4 a b.
(Foltyn, 2013)
Rozbor:

VysSe uvedené zadani dokdzeme pomoci konstrukce s vyuzitim kruhové inverze.
Jako hlavni kruznici zavedeme kruznici w se stfedem v bodé A a libovolné zvolenym
polomérem. KruzZnice k1 a k2 se zobrazi na ptimky ki, k' se spoleénym prisecikem B.
Protoze kruznice A, b lezi uvnitf k1 a vhé ko, zobrazi se na kruznice 4, A* lezici uvnitf Ghlu
vymezeného primkami ki‘, k2'. Kazda z kruznic A°, &' se dotyka pfimek ki, k. Navic maji
tyto kruznice spole¢ny bod dotyku — bod X“lezZici na ose uhlu sevieného prfimkami ki‘, k"

Obrazem této osy v INV(w) je kruinice o'. Mnozina o' je nasi hledanou mnoZzinou.
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Popis konstrukce:

1. w; w(A4, 1), kde rje libovolné

2.k, k'; INV(w): ki= k', k= k'

3.4 b5 INV(w): h—= L', b=k

4. X Xe k' N k'

5. 0; oje osa Uhlu ptrimek ki, k2 a protind kruznice 4°, k'
6. 0 INV(w): 0—0"a Xeo

Konstrukce:

Obrazek 33: Piiklad 2.3.2 (Soubor 25)

Diskuze:

Pro danou polohu a rozméry kruznic 4 a A existuje pravé jedna mnozina o' (v

obrazku 33 — modrd). Dokazali jsme zadani ulohy.

2.3.3 PRIKLAD
Je dan pevny trojuhelnik ABC, bod D lezi na strané BC. Zjistéte, jakych hodnot
mUze nabyvat uhel svirany kruznici opsanou trojuhelniku ABD (kruznice ki) a kruznici

opsanou trojuhelniku ACD (kruZnice kz).
(Sdmal, 1996)
Rozbor:

Nejprve zavedeme kruhovou inverzi pomoci hlavni kruZznice se stfedem v bodé A4
s libovolnym polomérem r. V této kruhové inverzi zobrazime body B, C, D. KruZnice ki a

k2 se nam postupné zobrazi na pfimky k' (pfimka B’D) a k' (ptimka C’D). Uhel mezi

46



2 KRUHOVA INVERZE V PRIKLADECH

kfivkami se kruhovou inverzi zachovava. Proto je velikost zkoumaného uhlu stejnd jako
velikost Uhlu xB’D’C’ (Presnéji velikost zkoumaného Uhlu odpovidd minimu z Cisel

|<B’DC’| a180° - |<BDC).)

Méjme nyni ¢tyruhelnik AB’D’C”. Tomu lze opsat kruZnici, protoZe body A, B, Dleii
na primce, ktera se v INV(w) zobrazi na kruZnici opsanou c¢tyfuhelniku. Podle véty o
obvodovém Uhlu plati, Ze |<B’D’C] + |XBAC] = 180°. Body 4, B, B’jsou kolinearni. Tuto

vlastnost majii body A4, G C-
Popis konstrukce:

1. w; w(A4, 1), kde rje libovolné

2. k', ks INV(w): ki—= k', k= k'

3.B,C, D¢ INV(w): B>B, (=C, D»D’

4. ¢tyfuhelnik AB'D’C’

5. [ Ije kruZnice opsana ¢tyruhelniku AB’D’C’

Konstrukce:

Polomér kruZnice w

r=3
L

: :Uhel te€en kruznic opsanych

" JUnly BAC, BID'C'

Obrazek 34: Priklad 2.3.3 (Soubor 26)

Diskuze:

Na zakladé rozboru md hledany uhel tedy vidy stejnou velikost a to konkrétné

ZBAC| a 180° - | BAQ).

mensi z velikosti uhld

Popis konstrukce zachovava uplnost rfeSeni. Nejdulezitéjsi na tomto prikladu je
rozbor a diskuze samotného feSeni o velikosti hledaného Uhlu. V Souboru 26 nalezneme
posuvné meéfritko, ¢imZ si mizeme ovéfit, Ze polomér hlavni kruznice mizeme volit

libovolné. Pro ovéreni naseho vysledku navic miZzeme zobrazit nase hledané uhly. Jednu
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dvojici Uhld tvofi Uhly seviené teCnami 1 a £ protinajici se v bodé A. Druhou dvojici tvofi
Uhly <B’D’C’ a <« BAC. Vramci téchto dvou dvojic jsou velikostné si odpovidajici uhly
zndzornény stejnou barvou (zelend: @ = y, Cervend: f = J). Libovolné Ize volit i polohu

bodu D na usecce BC.

2.3.4 PRIKLAD
Necht je zadana kruznice ki(S1, 1), pfimka pa bod M, ktery nelezi ani na jedné ze
zadanych kruhovych krivek (kfivky k1, p). Sestrojte kruznici /prochazejici bodem M,

protinajici kruznici k1 ortogonalné a protinajici pfimku p pod zadanym dhlem «a.
(Sedivy, 1987)
Rozbor:

Pro nalezeni feSeni vyuzijeme kruhovou inverzi, pomoci niz ziskdme vnitfni Glohu.
Volime hlavni kruZnici w se stfedem bodé M a libovolnym polomérem. V /INV(w) se nam
kruZnice ki zobrazi jako kruZznice ki‘ a pfimka p na kruZnici p' prochazejici stfedem
kruhové inverze. Nase hledand kruznice /by se v kruhové inverzi zobrazila do pfimky /-
Vysledkem vnitini Ulohy bude tedy prfimka /; ktera je ortogonalni s kruznici k1 a kruznici

P’ protind pod Uhlem a.

Jestlize ma nase hledand primka /‘ protinat kruznici ki ortogondalné, musi tedy
prochdzet jejim stfedem - bodem S1‘. Déle je potfeba sestrojit kruznici p“, jejiz polomér
vypocteme s vyuZitim goniometrickych funkci. MlZeme si vSimnout, Ze feSime dalsi
vnitfni dlohu. Stfedem Si‘ vedte tecnu ke kruznici p" (viz obrazek 35). Tim zajistime, ze

nase pfimka /‘bude protinat kruznici p‘pod danym uhlem a.

Obrazek 35: Rozbor - ptiklad 2.3.4

1\ obrazku plati « = o, horni index u jednoho z uhli je vysledkem toho, Ze program GeoGebra nedovoli
pojmenovat stejné 2 riizné definované uhly.
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V naSem pfipadé dojde ksestrojeni 2 tecen zbodu S ke kruznici p“. Pro

zachovani znaceni jsme 2 rlizné moznosti feSeni oznacili pomoci dolnich indext (/4°, £°).

Redeni nadeho zadani dostaneme, pokud po vyfe$eni vnitinich Gloh zobrazime
pfimky 4° a k' v INV(w). Dostdvdme tim kruinice 4, k spliujici podminky uvedené

v zadani.
Popis konstrukce:

1. w; w(M, ), kde rje libovolné
2. ki INV(w): ki—= k'

3. 05 INV(w): p—p

4. V: Vje stied kruznice p'

5. p; p“(V, s), kde sje polomér vypocitany pomoci goniometrickych funkci na
zakladé velikosti uhlu a

6. S51°; S1° je stied kruznice ki
7. k', b'; kde 4, k' jsou tecny z bodu Si’ke kruZznici p
8. h, b; INV(w): h'=h, b'=hb

Konstrukce:

Obrazek 36: Priklad 2.3.4 (Soubor 27)

Diskuze:

Od velikosti Uhlu a se odviji polomér kruznice p“. Uloha mdie mit a7 2 fedeni

pokud plati, Ze polomér kruznice p“ je mensi nez velikost usecky V5i'.
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2 KRUHOVA INVERZE V PRIKLADECH

2.3.5 VZNIK RACIONALNIiCH CiSEL A KRUHOVA INVERZE
V nasledujici podkapitole se blize podivame na propojeni geometrie s aritmetikou a

7 vr

zamérime se konkrétné na Ciselné obory, presnéji na racionalni Cisla.

Definice: Racionalnim cislem rozumime takové Cislo, které jde zapsat ve tvaru podilu
dvou ¢Cisel, pro kterd plati:

a

b,kdea,b €Zb+0, D(a,b) = 1.

Jednou z metod, jak zobrazit vSechna raciondlni Cisla, je tzv. Stern-Brocotliv
strom. Strukturu téchto Cisel ve tvaru zlomku mlzeme vidét na obrazku nize. VSimnéme

si, Ze jednotlivé Urovné jsou vidy provazany s nasledujicim radkem.

1

R
;/ \:
VRN O\
VANVANVANEVAN

—~ o

Obrazek 37: Stern-Brocotdv strom Zdroj: www.matfyz.cz

My se vSak nebudeme blize zabyvat procesem generovani téchto cisel pomoci
Stern-Brocotova stromu. Zamérime se na propojeni tohoto stromu s kruhovou inverzi.
Ktomu vyuZijeme Fordovych kruznic. Ty nam vznikaji sestrojenim vzdjemné se

dotykajicich kruznic. Jejich konstrukci odvodme z obrazku 38.

00

Obrazek 38: Fordovy kruznice - Zdroj: www.matfyz.cz
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2 KRUHOVA INVERZE V PRIKLADECH

Méjme dany 2 kruznice o shodném poloméru lezZici v pasu vzajemné se
dotykajicich (modrych) kruznic. Sestrojme kruznici (¢ervenou) dotykajici se zadanych
(modrych) kruznic. Dalsi kruZnici sestrojime tak, aby se nasSe nova kruznice (zelena)
dotykala zadané (modré) kruznice a nové vzniklé (Cervené) kruznice. Ndsledovalo by
sestrojeni kruznice dotykajici se zelené a modré kruzinice. Tento proces lze neustale
opakovat. Dostaneme tim nekonec¢né mnoiZstvi vzajemneé se dotykajicich kruznic. Dale Ize
naptiklad zkonstruovat kruznici dotykajici se ¢ervené a zelené apod. Nové vzniklé kruznice
musi splfiovat podminku, Ze alespon jedna ,hlavni“ pfimka (pfimka vymezujici pas —

v ramci Souboru 28 se jedna o osu x) je jeji teCnou.

Protoze je konstrukce vzajemné se dotykajicich kruznic mnohdy velmi obtizng,
ulehéime si préci uzitim kruhové inverze. V zadani ptikladu si zavedeme podminky

optimalni pro konstrukei.™

Priklad: Méjme zadanou kruhovou inverzi (INV(w;)) se stfedem v pocatku
kartézské soustavy souradnic a polomérem o velikosti 1/ Dale mé&jme definovany pas
vymezeny osou x a primkou o rovnici y=1. V tomto pasu vytvofme pds kruznic k; majici
vzdy dotyk s pfimkami vymezujici ndmi zadany pds a majici vnéjsi dotyk se sousedni
kruznici. Zakladni kruZznice (u nds k;) ma stfed S7 v bodé [0;0,5] a polomér 0,5/ (Viz

Soubor 28)

Nyni zobrazime kruznice k,v INV{(w;). Z obrazku nize si vSimnéme, Ze:

o ki; INV(wi1): ki—ki', kde k;‘je pfimka totozna s y=1
L] kz, k3; ]NV((U]): k2—>k2‘,k3—>k3', kde ](2=](2‘,](3=1(3‘
o kn INV(w1): k> k', pro n>3, ne N, kde k, je vzorem obrazu k,*
(Rokyta, 2020)
V Souboru 28 se miUZeme podivat na samotnou konstrukci. Variantu s hlavni
kruznici wz nalezneme v kroku od 1 do kroku 33. Pokud zménime polohu kruznice wj,
dostavame dalsi kruznice. Druhou kruhovou inverzi (/NV(w2)) je definovana varianta se
sttedem kruznice w2 vbodé [1;0] a stejnym polomérem. Obé varianty lze zobrazit
soucasné. Je tedy patrné, Ze v zavislosti na zavedeni hlavni kruznice, mizeme generovat
dalsi kruznice majici dotyk s jiz vytvorenymi kruznicemi.

1> Zadani prikladu se vaze k Souboru 28.
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2 KRUHOVA INVERZE V PRIKLADECH

-3 25 2 B
Varianty pro zadanou kruhovou inverzi
~/oo1 |__|stredy - w,

|0y

Obrazek 39: Fordovy kruhy (Soubor 28)

Véta: Prvni souradnice stfedll vygenerovanych kruznic &, pro n={2, 3, 4, 5, 6, ...}
odpovidaji hodnotam nami hledanych zlomka.

V rdmci souboru jsme zobrazili stfedy nové vzniklych kruznic. V obrazku 40 si
napfiklad nyni mGZeme ovéfit, Ze x-ova souradnice kruZnice k4“odpovida hodnoté 0,5,
tedy jedné poloviné. Navic je vramci souboru patrné, Ze generovanim posloupnosti
takovychto kruznic (viz Soubor 28) dostavame kmenné zlomky, tedy zlomky o hodnotach

%, kde keN.16

L]

|
|
|
|
1
|
|
|
t
035 04 045 05 055 08 065 07 075 08 085 09 085
|
|
|
|

Obrazek 40: Hodnoty stiedil pro Fordovy kruznice

18 ysimn&me si podoby grafické interpretace obrazku 37 s obrazkem 40.
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3 KUZELOSECKY V KRUHOVE INVERZI

NeZ se budeme vénovat samotné problematice zobrazovani riznych kuZelosecek
v kruhové inverzi, podivame se na zavedeni téchto kfivek. V pfedchazejicich kapitolach
jsme se jiz vénovali zobrazovanim kruznice v kruhové inverzi. Nyni se v dalSi casti
zamérime na zbyvajici kuzelosecky (parabola, elipsa, ...), se kterymi se zaci bézné setkdavaji
jiz béhem studia na stfedni Skole. V této kapitole propojime kruhovou inverzi se
stfedoskolskou matematikou. Zjistime, Ze ndm mohou vznikat zajimavé objekty, navic
zjistime, Ze ve vzajemné poloze hlavni kruznice a kuzelosecek existuji rlizné zakonitosti.

Pro lepsi pochopeni problematiky uvadime nékolik zakladnich informaci a definici.

3.1 ZAKLADNI INFORMACE O KUZELOSECKACH
Jak uZ napovidd samotny ndzev, pod kuZeloseckou si milizeme predstavit

geometrické objekty vznikajici Ffezem kuzele. My si vSak tuto definici rozsifime.

Definice: Méjme danu v E3 nekonec¢nou rovinu dvojkuZele k a rovinu o. Necht
bodem Vrozumime vrchol dvojkuZele, Uhel a je uhel sklonu roviny dvojkuzele a £ je uhel,
ktery svira rovina o s osou dvojkuzele k. Obrazce vznikajici fezem roviny o rovinou k

nazyvame jako kuZelosecky.

Véta: RozliSujeme 2 zdkladni typy kuzelosecek (Pech, 2004):

1. singularni kuzelosecka — rovina o prochdzi vrcholem dvojkuzele
2. reguldrni kuzelosecka — rovina o neprochazi vrcholem dvojkuzele

Singularnimi kuzelose¢kami rozumime bod, pfimku nebo dvé pfimky.

e bod-Veoca90°>pf>a
e pifimka-Veocaf=a
o dvépfimky-lVeocafp<a

Pod regularni kuzeloseckou si mizeme predstavit kruznici, elipsu, parabolu nebo
hyperbolu (viz obrazek 41).

e kruZnice- V¢ g,a f=90°

e elipsa- V¢ g,90°> >«
e parabola- V&€ caf=a

e hyperbola- V¢ ga f< a
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3 KUZELOSECKY V KRUHOVE INVERZI

uj

Obrazek 41: Regularni kuzelosecka (Nedvéd, 2019)

V predeslych kapitolach jsme se jiz zabyvali zobrazenim bodu, pfimky a kruznice
v kruhové inverzi. Proto budeme v dalsi casti vénovat pozornost pouze zbyvajicim
kuzelose¢kdm. V kaidé z nasledujicich kapitol definujeme *” vybrané kuZelosegky
v dvourozmérném euklidovském prostoru E, a u kazdé se zaméfrime na vyznamné body. U
kazdé kuZelosecky se zaméfime na jeji zobrazeni v kruhové inverzi. Podobné jako
Kocourek (2016) vénujeme pozornost vzdjemné poloze vzoru a obrazu v zavislosti na
poloméru kruznice w vUici vyznamnym bodUm kazdé z kuZelosecek. Na zavér shrneme

specialni pfipady v piehledné tabulce®®.

3.2 ELIPSA

Definice: Elipsou nazyvdme mnozinu vSech bodul v dvourozmérném euklidovském
prostoru E,, které maji od dvou pevné zvolenych riznych bodl F, /2 konstantni soucet

vzdalenosti rovny 2a; tj.

k, = {X €E,: |XF,| + |XF,| =2a, 0 < |F,F,| < 2a}.

Vyse uvedené pevné dané body Fi, F2 nazyvame ohniska. Necht X je libovolnym
bodem elipsy, potom spojnice XFi a XF, oznacime jako privodice. Bod S je stfed elipsy,
pro ktery plati, Ze je stfedem usecky FiF,. Vzdalenost ohnisek F, F2 od
stfedu Snazyvame excentricitou (nebo-li linearni vystfednosti) a oznacujeme ji e. Plati

tedy, Ze

|SF,| = |SF;| = e.

" Definice podle (Lavicka, 2008).
'8 Inspiraci pro jednotlivé kiivky byly také stranky spoleénosti Wolfram.
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Méjme dany dalsi vyznamné body na kuzelosecce k.. Jako hlavni vrcholy nazveme

body A, B, v nichi pfimka FiF2 protind elipsu. Sestrojime-li v bodé Skolmici na pfimku

FiF2, protne nam pfimka elipsu ve vedlejSich vrcholech - bodech ¢, D. Body 4, B ndm

urCuji hlavni osu a body C D vedlejsi osu. Délku |SA| = |SB| = a nazyvame hlavni

poloosou a délku |SC| = |SD| = b nazveme vedlej$i poloosou. Hodnoty e, a, b nam

udavaji tzv. charakteristicky trojihelnik, pro ktery plati nize uvedend rovnost®®

(Lavitka, 2008)

a® = b? + e2.

3.2.1 ZOBRAZENI ELIPSY V KRUHOVE INVERZI

Obrazek 42: Elipsa

Zobrazime-li nékteré kuZelosecky v kruhové inverzi definované pomoci vhodné

zvolené hlavni kruznice, dostavame specidlni kfivky, které mimo matematiky naleznou své

uplatnéni v mnoha dalSich oborech. Na Uvod kapitoly uvadime tabulku, v niz se mizeme

podivat na to, jaké specialni kfivky ndm vzniknou zobrazenim elipsy v INV(w).

Tabulka 12: Elipsa - specialni ktivky

Stfed kruhové inverze

K¥ivka vznikla v INV(w)

stfed elipsy

Kartézsky oval (Descartlv oval)

ohnisko elipsy

Pascalova zavitnice (limacon)

hlavni vrchol elipsy

Dioklova kisoida

19 7 obrazku 42 je na prvni pohled vidét, Ze tuto rovnost Ize odvodit s pomoci Pythagorovy véty.
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V nasledujicich ¢astech se vidy podivame na specidlni pfipady shrnuté
v tabulce 12. Podoba obrazu elipsy zobrazené pomoci kruhové inverze je mimo polohy
stfedu kruZnice w zavisla i na zvoleném poloméru této kruznice. S vhodné zvolenym
polomérem se muZe stat, Ze nové vytvorena kfivka bude mit specialni vlastnosti ve vztahu
k vyznamnym bodam elipsy. Proto bude ke kazdé z variant vytvorena dalsi tabulka, v niz
budou tyto poloméry uvedeny. Ctendf si poté bude moct jednotlivé varianty ovéfit ve

specidlné vytvoreném souboru z prostifedi GeoGebra. Ukdzky jsou uvedeny pro elipsu,

kde e=3j, b=4j, a=5j, pokud nebude uvedeno jinak.

Vzhledem v pribéhu dalsi prace budou ulohy vytvareny v rdmci jednoho souboru.
Proto pro oznaceni jednotlivych variant budou vyuzivany indexy odpovidajici olislovani
jednotlivych zadani. Kruznice w urcujici kruhovou inverzi bude v rdmci grafického feseni
zobrazena cervené a vysledna kfivka (obraz) modre. Obdobné budeme postupovat i u

dalSich kuZelosecek (parabola, hyperbola).
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Zadani prikladu 1: Méjme danu elipsu ke spolecné s ohnisky v bodech Fi, A,

sttedem elipsy Sa hlavnimi vrcholy 4, B a vedlejSimi vrcholy €, D. Stfed kruZnice w

zvolime ve stfedu elipsy. Tim mdme zavedenou kruhovou inverzi INV(w).

V rdmci souboru mame vytvorené posuvné méritko, s jehoZz pomoci ménime

polomér kruznice w. Zobrazenim elipsy v INV(w) dostavdme Kartézsky oval. Zménou

poloméru kruhové inverze se tvar nové vzniklého obrazce neméni. Jediné, co se bude lisit,

je pocet prusecikd, zda nas novy obrazec neprochazi nékterymi vyznamnymi body nebo

zda ndm nevzniknou nékteré body dotyku. To vie jsme shrnuli v tabulce nize. Ctenaf si

vSe muZe ovérit pomoci interaktivnich zaskrtavacich poli nebo pomoci posuvniku.

y

Obrazek 43: Kartézsky oval - varianta 1 (Soubor 29)

Tabulka 13: Kartézsky oval

Polomér kruznice w(S,r)

Vyznamné body s k. (pruseciky, body dotyku, atd.)

0<r<|SF| zadné vyznamné body, kfivka lezi uvnitt elipsy
r = |SF| zadné vyznamné body, kfivka lezi uvnitr elipsy
ISF,| <7 < |SC]| zadné v{/znamnpéﬁk;?;yé, ;(rF(i)vck;élzeiE;:r\]/i:il;cj (;Ili’pz, ve specialnim
r = |SC| 2 body dotyku — body €, D (vnitini dotyk)
|SC| < r < |SA| 4 pruaseciky s elipsou
r = |SA| 2 body dotyku — body A4, B (vnéjsi dotyk)
|SA| <r zadné vyznamné body, krivka leZi vné elipsy
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Zadani prikladu 2: Méjme danu elipsu ke spole¢né s ohnisky v bodech Fi, F,

sttedem elipsy Sa hlavnimi vrcholy A, B a vedlejSimi vrcholy C, D. Stfed kruznice w

zvolime v jednom z ohnisek elipsy. Tim mame zavedenou kruhovou inverzi INV(w).

Vramci souboru mame vytvorené posuvné meéfitko, s jehoz pomoci ménime

polomér kruZznice w. Zobrazenim elipsy v /INV(w) dostdvame Pascallv limacon (zavitnici).

Zménou polomeéru kruhové inverze se tvar nové vzniklého obrazce neméni. Jediné, co se

bude lisit, je pocet a poloha vyznamnych bod(. Rzné varianty polomér( jsme uvedli

v tabulce niZe. Opét si mlze ¢tendr vie ovérit pomoci interaktivnich prvka.

Obrazek 44: Pascalova zavitnice - varianta 2 (Soubor 29)

Tabulka 14: Pascalova zavitnice

Polomér kruznice w(F,,r)

Vyznamné body s k. (pruseciky, body dotyku, atd.)

0 <r<|F,B|

zadné vyznamné body, kfivka lezi uvnitf elipsy

r = |F,B]|

1 bod dotyku - bod B (vnitini dotyk)

|F,B| < r < |F,C|

2 pruseciky s elipsou, ve specidlnim pripadé prochazi
stfedem §

r = |F2C|

2 pruseciky — body C, D

|F,C| <r < |AF,|

2 pruseciky s elipsou, ve specidlnim pripadé prochazi
bodem Fi

r = |SF2|

1 bod dotyku — bod A4 (vnéjsi dotyk)

|SF2| <r

zadné vyznamné body, kfivka lezi vné elipsy
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Zadani prikladu 3: Méjme danu elipsu k. spole¢né s ohnisky v bodech Fi, F,
sttedem elipsy Sa hlavnimi vrcholy 4, B a vedlejSimi vrcholy €, D. Stfed kruinice w

zvolime v jednom z hlavnich vrcholl elipsy. Tim mdame zavedenou kruhovou inverzi

INV(w).

V ramci souboru jsou opét vytvorené interaktivni prvky s posuvnym méritkem pro
volbu poloméru kruznice w. Zobrazenim kfivky ke v INV(w) tentokrat dostavdme
Dioklovu kisoidu. Zménou poloméru se tvar kfivky neméni, méni se pouze pocet
vyznamnych bodu pro jednotlivé poloméry. Pomoci interaktivnich prvkd si mizeme data

uvedenad v tabulce opét ovéfit.

Obrazek 45: Dioklova kisoida - varianta 3 (Soubor 29)

Tabulka 15: Dioklova kisoida

Polomér kruznice w(B,r) Vyznamné body s k. (pruseciky, body dotyku, atd.)
0 <1< |BC| 2 pruseciky s elipsou, ve.speciélnl'm pripadé prochazi
ohniskem £
r = |BC]| 2 praseciky — body C, D
2 pruseciky s elipsou, ve specialnich pripadech prochazi bud’
BC| <7 < |BA sttredem Snebo bodem F1
r = |BA| 1 bod dotyku — bod 4 (vnéjsi dotyk)
|BA| < T zadny spolecny bod
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3.3 PARABOLA

Definice: Parabolou nazyvame mnoZinu vsech bod( v dvourozmérném
euklidovském prostoru E,, které maji od pevné zvoleného bodu F a pevné zvolené

pfimky d, neprochdzejici bodem £, vidy shodnou vzdalenost; tj.

k, = {X eE,: |XF| = |X,d|, F & d}.

Necht X je libovolnym bodem paraboly, bod F nazyvame ohnisko paraboly a
pevna ptfimka d je direkéni pfimka (Fidici pfimka). Dale plati, Zze |d,F| = p, kde p
oznaCuje parametr paraboly. Spojnice kolmice danym bodem X k direkéni pfimce a
spojnice ohniska s bodem X oznacujeme jako priivodi¢e. Osou o paraboly je kolmice na
pfimku d prochdzejici ohniskem paraboly. Pro bod V, tzv. vrchol paraboly, plati, Ze

vznikne jako prisecik osy o paraboly a paraboly k. (Lavicka, 2008)

Obrazek 46: Parabola

3.3.1 ZOBRAZENi PARABOLY V KRUHOVE INVERZI
Z predchazejici kapitoly jsme vyvodili, Ze parabolu uréuji 2 vyznamné body — vrchol

IVa ohnisko F. Tyto dva body budeme postupné volit jako stfedy kruhové inverze.

Tabulka 16: Parabola - specialni kiivky

Stred kruhové inverze K¥ivka vznikla v INV(w)
ohnisko paraboly srdcovka (kardioida)
vrchol paraboly Dioklova kisoida
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Zadani prikladu 1: Méjme danu parabolu k&, Necht F je jeji ohnisko a bod

Voznaduje jeji vrchol. Ridici pfimka je totoind s osou x kartézské soustavy soufadnic.

Velikost parametru: p = 2j. Stfed kruZnice w zvolime v ohnisku paraboly. Tim mame

zavedenou kruhovou inverzi INV(w).

V takto definované kruhové inverzi se nam parabola A, zobrazi jako kardioida

(neboli srdcovka). V rdmci souboru 30 mame podobné jako u elipsy vytvorené interaktivni

prvky. Zménou poloméru nase nova kfivka tvar zdsadné neméni. Jediné, co se muze

ménit, je pocet priasecikd nebo vzdjemnd poloha vicéi vyznamnym bodim paraboly.

Pokud uvaZzujeme konstrukci v Mobiové roviné, prochazi kfivka stfedem kruznice w -

bodem F.

Obrazek 47: Srdcovka - varianta 1 (Soubor 30)

Tabulka 17: Srdcovka

Polomér kruznice w(F,r)

Vyznamné body s k, (priseciky, body dotyku, atd.)

0<r<|FV| zadné vyznamné body, krivka lezi uvnitf paraboly
r = |FV| 1 bod dotyku — bod V(vnitni dotyk)
|FV|<r 2 priseciky s parabolou
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Zadani prikladu 2: Méjme danu parabolu k&, Necht F je jeji ohnisko a bod
Voznaduje jeji vrchol. Ridici pfimka je totoind s osou x kartézské soustavy soufadnic.
Velikost parametru: p = 2j. Stfed kruznice w zvolime ve vrcholu paraboly. Tim mame

zavedenou kruhovou inverzi INV(w).

Jestlize v INV(w) zobrazime parabolu, dostavdme Dioklovu kisoidu. Zménou
poloméru kruZnice w se neméni tvar kfivky. Méni se pouze jeji ,velikost”. At ménime
libovolné polomér kruhové inverze, neméni se ani vyznamné body. Kfivka ma s parabolou
2 pruseciky, jejichZz poloha se v zavislosti na poloméru méni. Pokud uvazujeme konstrukci
v Mobiové roviné, ma kfivka s parabolou 1 bod dotyku — bod V. Nevlastni bod se nam

zobrazi do stfedu kruhové inverze.

Obrazek 48: Dioklova kisoida - varianta 2 (Soubor 30)

Tabulka 18: Dioklova kisoida

Polomér kruznice w(V,r) Vyznamné body s k, (priseciky, body dotyku, atd.)

o<r 2 pruseciky s parabolou
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3.4 HYPERBOLA

Definice: Hyperbolou nazyvdme mnozZzinu vSech bodl v dvourozmérném
euklidovském prostoru E,, které maji od dvou pevné zvolenych rlznych bodl F, A

konstantni absolutni hodnotu rozdilu vzdalenosti rovny 2a; tj.

kn ={X €E,: ||XF,| — |XF,|| =2a, 0 <2a < |FF|}

Obdobné jako u elipsy nazyvame body Fi, /2 ohnisky. Necht X je libovolnym
bodem hyperboly, potom spojnice XFi a XF> oznacime jako privodice. Bod Sje stied
hyperboly, pro ktery plati, Ze je sttedem Usecky F1F2. Excentricitou (linearni vystfednosti)

nazyvame vzdalenost ohnisek od stfedu S hyperboly a znac¢ime ji e.
|SF1| = |SF;| = e.

Méjme dale primku F1 /2. Ta protina hyperbolu ve 2 bodech — 4, B. Tyto body jsou
vrcholy hyperboly &,. Pfimku vytyéenou témito body nazyvame hlavni osou. Déle plati, Ze
|SA| = |SB| = a.Vedlejsi osou hyperboly oznacujeme pfimku kolmou na hlavni osu
prochazejici sttedem S. Body C, D lezi na vedlejsi ose a zéroven plati, ze |SC| = |SD| = b.
Pfimky ai, a2 v obrazku 49 nazyvame asymptotami hyperboly. Hodnoty a, b, e udavaji
velikosti strany tzv. charakteristického trojuhelniku®®, pro ktery plati nasledujici rovnost

(Lavicka, 2008)

e? =a’ + b2

Obrazek 49: Hyperbola

% Obdobné jako u elipsy jsme i v obrazku 49 znazornili charakteristicky trojuhelnik mode.
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3.4.1 ZOBRAZENi HYPERBOLY V KRUHOVE INVERZI

Hyperbola je jednou z nejzajimavéjSich kuzelosecek, jiz lze zobrazit v kruhové

inverzi. Existuji dokonce i kfivky pro specidlné definované hyperboly. Pokud nebude

uvedeno jinak, budeme v jednotlivych pfikladech pracovat s hyperbolou, pro kterou bude

platit, Ze e=5j, a=3j, b=4j.

V tabulce mame tentokrat uvedeny 4 varianty uloh. Prvni dvé varianty plati pro

libovolné hodnoty charakteristického trojuhelniku. Proto tyto 2 pfiklady budou spolecné

umistény v 1 souboru. Protoze dalsi 2 zadani existuji pro specidlné zadané hyperboly,

vytvofime pro kazdou kfivku samostatny soubor. Specidlni varianty jsou v tabulce lehce

podkresleny Sedou barvou.

Tabulka 19: Hyperbola - specialni krivky

Stfed kruhové inverze

K¥ivka vznikla v INV(w)

stfed hyperboly

Bernoulliho lemniskata

hlavni vrchol hyperboly

pfima strofoida

hlavni vrchol hyperboly
(specialni hodnoty)

MaclaurinQv trisektris

ohnisko hyperboly
(specialni hodnoty)

Pascalova zavitnice
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Zadani prikladu 1: Méjme zadanou hyperbolu 4, jejiz stfed SleZi v priniku osy xa
osy y kartézské soustavy soufadnic. Necht ohniska Fi, £ leZi na ose x. Hlavni vrcholy
oznacme A, B. Pfimky a1, a2 jsou asymptoty hyperboly. Zavedme kruhovou inverzi, aby se

stfedem kruznice w stal bod &S.

Zobrazenim zadané hyperboly A, v INV(w) dostdvdme Bernoulliho lemniskatu.
Vradmci souboru muiZeme libovolné volit polomér kruznice w. Zménou poloméru
nedochdzi ke zméné tvaru specialni kfivky, méni se pouze vzajemna poloha hyperboly a
lemniskaty. MGzZeme si vSimnout, Ze s rostoucim polomérem se navic lemniskata neustdle
pfiblizuje k asymptotdm ai, a2. Pokud uvaZujeme konstrukci v Mobiové roviné, prochazi

kfivka stfredem hyperboly — bodem S. Nevlastni bod se nam zobrazi do stfedu kruhové

inverze.
y
a1 kh
¥4
x [ A B F,
l(1
s
Obrazek 50: Bernoulliho lemniskata - varianta 1 (Soubor 31)
Tabulka 20: Bernoulliho lemniskata
Polomér kruznice w(S,r) Vyznamné body s kj, (praseciky, body dotyku, atd.)
0<r<|SB| zadné vyznamné body, kfivka lezi vné hyperboly
r = |SB]| 2 body dotyku — body A4, B (vnéjsi dotyk)
4 praseciky s hyperbolou, ve specidlnim pfipadé prochazi
|SB| <r .
ohnisky Fi, £
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Zadani prikladu 2: Méjme zadanou hyperbolu A, jejiz stfed SleZi v priniku osy xa

osy y kartézské soustavy soufadnic. Necht ohniska Fi, £ leZi na ose x. Hlavni vrcholy

oznatme A, B. Méjme zavedenou kruhovou inverzi, jejiz stfed se nachazi v bodé 4 —

hlavnim vrcholu hyperboly.

Zobrazime-li hyperbolu v kruhové inverzi zavedené pomoci kruznice w, dostavame

tzv. pfimou strofoidu. Pomoci interaktivnich prvkd vytvorenych v Souboru 31 si mizeme

ovéfrit, Ze zménou poloméru se tvar strofoidy zasadné neméni. Méni se pouze vzajemna

poloha vic¢i vyznamnym bodim. Budeme-li uvazovat konstrukci v Mobiové roving,

prochazi kfivka stredem kruhové inverze — bodem A. Nevlastni bod se nam v INV(w)

zobrazi do stfedu kruhové inverze.

)

Obrazek 51: Pfima strofoida - varianta 2 (Soubor 31)

Tabulka 21: Pfima strofoida

Polomér kruznice w(A,r)

Vyznamné body s k, (prtiseciky, body dotyku, atd.)

2 pruseciky s hyperbolou, ve specidlnim pfipadé prochazi

O<r<iaB stfedem §
2 praseciky s hyperbolou a 1 bod dotyku — bod B (vné&;jsi
T =148 dotyk
yk)
|AB| < r 4 praseciky s hyperbolou, ve specidlnim pripadé prochazi

ohniskem 5
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Zadani prikladu 3: Méjme zadanou hyperbolu A, jejiz stfed SleZi v priniku osy xa
osy y kartézské soustavy souradnic. Dale vime, Ze pro zadanou hyperbolu plati, Ze
a = b\/3. Body Fi, F> jsou ohniska hyperboly. Déle v jednom z vrchol(i hyperboly (v bodé

Anebo B) zavedme kruhovou inverzi w.

Z rovnosti uvedené v zadani jsme schopni definovat vyznamné body hyperboly.

Zavedme bod Sdo stfedu kartézské soustavy. Pro ulehceni konstrukce, necht a = 1. Poté

plati b = ? Z rovnice typické pro charakteristicky trojuhelnik vypocitame excentricitu,

pro kterou plati, zZee = 43£. Zobrazenim hyperboly v /INV(w) dostdvdme Maclauriniv

trisektris. ZvétSovanim poloméru kruznice w se tvar naSi modfe zndzornéné krivky
zasadné neméni. Méni se pouze poloha vic¢i vyznamnym bodlim An. Obrazek 52 mizeme
porovnat s obrazkem 51. VSimneme si tak rozdil( v zakfiveni mezi pfimou strofoidou a
Maclaurinovym trisektrisem. Budeme-li uvaZovat konstrukci v Mobiové roviné, prochazi

kfivka stfredem kruhové inverze —bodem 4, protoze v INV(w): P,—Aa A-P,.

Obrazek 52: Maclaurintv trisektris (Soubor 32)

Tabulka 22: Maclaurinuv trisektris

Polomér kruznice w(A,r) Vyznamné body s k, (prtseciky, body dotyku, atd.)

2 pruseciky s hyperbolou, ve specialnim pfipadé prochazi
0 <r < |AB] p y s nyp p prip p

sttredem S
2 pruseciky s hyperbolou a 1 bod dotyku — bod B (vné&jsi
r = |AB|
dotyk)
|AB| < r 4 prisetiky s hyperbolou, ve specidlnim pFipadé prochdzi

ohniskem 5
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Zadani ptikladu 4: Necht ma hyperbola A definovany stfed S ve stfedu kartézské
soustavy souradnic. Ddle ozna¢me body Fi, F2 jako ohniska hyperboly a body A4, B jako
hlavni vrcholy. Dale vime, e pro zadanou hyperbolu plati, 7e e = aV2. Zavedme

kruhovou inverzi se stfedem hlavni kruznice v jednom z ohnisek.

Pro konstrukci hyperboly jsme zvolili a = 1. Dosazenim do vySe uvedeného vztahu
dostavdme e = /2. Pomoci téchto hodnot uré&ime polohu hlavnich vrchol a ohnisek.
Hyperbolu Ize v GeoGebre na zdkladé téchto hodnot zkonstruovat. Zobrazenim hyperboly
v ndmi zavedené kruhové inverzi nam vznikne tzv. Pascalova zavitnice. Zménou poloméru
se nam tvar kfivky zasadné neméni, méni se pouze jeji poloha vici vyznamnym bodlm 4.
Moznosti, jez mohou nastat pro jednotlivé poloméry kruznice w, uvadime v tabulce nize.
Budeme-li uvaZovat konstrukci v Mobiové roviné, prochazi krivka stfedem kruhové

inverze —bodem . Nevlastni bod se nam v /NV(w) zobrazi do stfedu kruhové inverze.

Obrazek 53: Pascalova zavitnice (Soubor 33)

Tabulka 23: Pascalova zavitnice

Polomér kruznice w(F,,r) Vyznamné body s k;, (prtseciky, body dotyku, atd.)
0 <r < |BF,| zadné vyznamné body, krivka leZi uvnitf hyperboly
r = |BF,| 1 bod dotyku — bod B (vnitini dotyk)

mohou nastat 3 varianty pro polomér v tomto intervalu:
|BF,| < r < |SF,]| e 2 pruseciky s hyperbolou, ve specidlnim pfipadé
prochdzi sttedem §
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e 2 priseciky a 2 body dotyku — bod A4 (vnéjsi dotyk) a
bod B (vnitfni dotyk), (pro r=a)
e 6 prlsecikl s hyperbolou

ISE,| <7 < |AF,|

6 prusecikd s hyperbolou, ve specidlnim pfipadé prochazi

sttedem §
6 prusecikd s hyperbolou a 1 bod dotyku —bod A4 (vnéjsi
r = |AF|
dotyk)
|AF,| <r 8 prlsecikd, ve speciadlnim pripadé prochazi bodem £

3.5 SHRNUTI KUZELOSECKY V KRUHOVE INVERZI — PREHLED

Tabulka 24: Piehled kuZelosecek zobrazenych v kruhové inverzi

Kuzelosecka Stied kruhové inverze KFivka vznikla v KI
stied elipsy Kartézsky oval (Descartliv oval)
Elipsa ohnisko elipsy Pascalova zavitnice (limacon)
hlavni vrchol elipsy Dioklova kisoida
ohnisko paraboly srdcovka (kardioida)
Parabola
vrchol paraboly Dioklova kisoida
stfed hyperboly Bernoulliho lemniskata
hlavni vrchol hyperboly prima strofoida
Hyperbola hlavni vrchol hyperboly
MaclaurinQv trisektris
(pro a = b\/3)
ohnisko hyperboly
Pascalova zavitnice
(pro e = av/2)
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4 VYBRANE ROVINNE KRIVKY V KRUHOVE INVERZI

S nejriznéjSimi rovinnymi kfivkami se setkdvdme dennodenné, mlzZeme je nalézt
v logach rGznych firem, dokonce je pouzivaji konstruktéfi a designéfi. Krivky byly
zkoumany jiz v ddvné historii. Napfiklad Euklides je definoval jako délku bez Sirky.
S rozvojem matematiky se objevuji neustale nové a nové kfivky, jez maji zajimavou
charakteristiku a mnohdy také zajimavé vlastnosti. Radi bychom se proto stru¢né vénovali
vybranym krivkdm, jeZz zobrazime v kruhové inverzi. Zjistime, Ze nékteré znich ,se

chovaji“ pomérné zajimavé.

4.1 LOGARITMICKA SPIRALA

Logaritmicka spirala je jednou z nejzajimaveéjsich krivek vibec. Setkavdme se s ni i
bézné v pfirodé. Tvarem nam tato spiradla pfipomind hlemyzdi ulitu nebo pas oblacnosti
vytvarejici se ve stfedu tropickych cykléon. Drahu podobnou tvaru této krivky vykonavaiji i
ptaci dravci pfiblizujici se béhem lovu ke své kofisti, tato draha jim umozniuje neustale
nabirat na rychlosti, a navic jim to také umoZiuje neustale sledovat svou kofist.

(Rejchl, 2006)

Definice: Logaritmicka (ekviangularni) spirala je matematicka krivka, kterou lze

popsat v polarnich soutadnicich rovnici:
r=a-eb?, kde @ ER,a>0,b> 0,r jevzdalenost od stredu,

. . - 1
ekvivalentné plati, ze ¢ = > In (2).21

Existuje nékolik mozZnosti, jak logaritmickou spirdlu zkonstruovat. Jednou
z moznosti je vyuZziti aproximovanych konstrukci - tzv. logaritmického obdélniku nebo
logaritmického trojuhelniku. V rdmci programu GeoGebra (Soubor 34) jsme logaritmickou
spiralu zkonstruovali pomoci predpisu, v némz jsme zvolili 2 parametry. Tyto parametry

muzeme libovolné ménit pomoci posuvnikd.

Abychom predstavili jednu z dalSich moZnosti tohoto softwaru dynamické
geometrie, rozhodli jsme se nezobrazovat celou ekviangularni spiralu, ale pouze budeme
zaznamendvat stopu bodu (v souboru zelené zbarvena), jehoz polohu budeme ménit

pomoci posuvnych méritek. Bod P (pdl) jsme vyuzili béhem konstrukce spirdly. Bod P’

21 w7
e - Eulerovo ¢islo
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(vsouboru zelené) nam vznikne zobrazenim bodu P v INV(w). Pfiblizenim nebo
oddalenim stopu bodu P‘smaZeme a pomoci posuvnych méfitek ji miZzeme nechat opét

vykreslit. Pro doplnéni bod Sznadi stfed logaritmické spiraly a stfed kruznice w.

/| Logaritmicka spirala

Parametry
b=-0.11
&
« 9 =1257
L]

k%ﬁ V| Kruznice w a INV(w)

Polomér kruznice w

s=1.78
&

Obrazek 54: Ukazka - Logaritmicka spirala (Soubor 34)

V rdmci Souboru 34 si miZeme ovéfit tvrzeni ze stranek spole¢nosti Wolfram, kde
je uvedeno, Ze zobrazenim logaritmické spirdly v kruhové inverzi se stredem v bodé §
(stfed spirdly) dostdvame opét logaritmickou spiralu. Na prvni pohled nejsou tyto dvé
(Cernad a zelend) ekviangularni spiraly totozné. Zobrazenim doslo ke zméné parametr(
jednotlivych kfivek. Mlzeme si vSimnout, Ze ddle doSlo ke zméné orientace. Pro
logaritmickou spirdlu plati nize uvedené véty. JejichZ platnost si miZzeme ovéfit v Souboru

34.

Véta: Jestlize v predpisu logaritmické spiraly plati, Ze <0, poté se jedna o tzv.
pravotocivou spiralu. Jestlize v predpisu logaritmické spiraly plati, ze 5>0, poté se jedna

o tzv. levotocivou spiralu.

Véta: Zobrazenim pravotocivé logaritmické spirdly v kruhové inverzi dostavame
levotocivou logaritmickou spirdlu. Obdobné plati, Ze zobrazenim levotocivé logaritmické

spiraly v kruhové inverzi dostavame pravotocivou logaritmickou spirdlu.

4.2 GONIOMETRICKE FUNKCE A KRUHOVA INVERZE
Goniometrické funkce jsou jednim z béznych témat, se kterym se setkavaji jak
studenti strednich, tak studenti vysokych Skol. Tyto funkce jsou graficky znazornéné

pomoci periodickych kfivek. Pfestoze se v pfipadé vzoru jednd o periodickou funkci, jeji
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obraz v kruhové inverzi jiz periodicky neni. Pro porovnani jednotlivych kfivek funkci

zobrazenych v kruhové inverzi jsme vytvofili Soubor 35.

Vramci tohoto soubor nalezneme vSechny 4 zdakladni goniometrické funkce:
sin(x), cos(x), tan(x), cotan(x). Tyto funkce si mlZeme zobrazit pomoci tladitek,
pojmenovanych pomoci nazvu kfivek, které je charakterizuji. Toto tlacitko ndm zobrazi

vzor (znazornény svétlejsi barvou a tenci ¢arou) a obraz (znazornény tmavsi barvou,

vevys

stoji i posuvniky s parametry a a b, pomoci nichz miZzeme ménit parametry u predpisu

funkci.

Polomér kruznice w

r=2.05
@

Parametr u kfivek
a=1
\ 4

1

b=
®

. Gonion&itké%kce

|sinusoida  y=1sin(1x)

(/| kosinusoida y=1cos(1x)
Jtangentoida Y=1tan(1x)

: kotangentoida y=1cotan(1x)

Obrazek 55: Goniometrické funkce (Soubor 35)

Béhem prace se souborem lze vypozorovat nékteré zajimavé vlastnosti
goniometrickych funkci zobrazenych v kruhové inverzi. ZvySime-li nami vybrané
parametry u goniometrickych funkci, tak jejich vzory zobrazené v INV(w) se stiedem
vbodé S$=[0;0] maji na prvni pohled podobny pribéh.?* Mnohem zajimavéjéi je nize

uvedenad vlastnost.

Véta: Méjme goniometrické funkce (sin(x), cos(x), tan(x), cotan(x)) v zdkladni
poloze. Zobrazime-li tyto funkce v kruhové inverzi se stfedem hlavni kruznice v pocatku

souradnic a libovolnym nenulovym polomérem, maji vzdy vzor i obraz stejnou paritu.

Vramci souboru mulZeme v algebraickém okné vidét parametrické vyjadreni

popisujici pribéh obrazd goniometrickych funkci pro parametr t, kde teR, nami zvoleny

22 Nejedna se viak o geometrickou podobnost v pravém slova smyslu.
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polomér rkruhové inverze, a také pro nami zvolené parametry a, b. Obecné predpisy pro

obrazy funkci sin(x), cos(x), tan(x), cotan(x) uvadime v prehledné tabulce.

Tabulka 25: Obecné predpisy - goniometrické funkce

Nazev krivky Predpis - VZOR Predpis - OBRAZ
oty = 2r ©
X =y (asin(bt))?
; . sy — i 2r
sinusoida ki:y = asin(bx) (asin(bt))

Y= 8 + (asin(bt))?

, 2r
o x = t2 + (acos(bt))? ©
kosinusoida k,:y = acos(bx) _ 2r
Y=y (a cos(bt))? (acos(bt))
Ity = 2r ©
3T (atan(bD)?
tangentoida ks:y = a tan(bx) 2r (atan(bt))

Y=t + (atan(bt))?

) 2r
k4 X = 2
t2 + (a cotan(bt))
kotangentoida | k,:y = acotan(bx) | _ o (a cotan(b))
2

2 (a cotan(bt))

4.3 RUZE A KRUHOVA INVERZE

V ramci diplomové prace jsme se zaméfili na nejriznéjsi typy krivek. V ramci této
kapitoly jsme se rozhodli vénovat pozornost jednomu ze specifickych druhd uzavienych
krivek, tzv. razim. Ackoliv se to mulze zdat prekvapivé, rize (angl. rose) jsou skutecné

rovinnym Utvarem, ktery, jak uz napovida nazev kfivky, ma tvar okvétniho listku.

Autorem nazvu rhodonea, plivodniho pojmenovani ,rGze”, se stal v 18. stoleti

(ptesnéji mezi lety 1723 — 1728) italsky matematik Luigi Guido Grandi. Tohoto autora ma
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vétiina lidi spojeného se studii kiivky ,versiera®“, nebo-li k¥ivky Witch of Agnesi. Studium

krivky rose zakoncil roku 1728, kdy publikoval knihu Flores geometrici.

(Wikipedia — L. G. Grandi, 2021)

Parametrické vyjadreni kfivky:

x = acos(nf) cos(0)

y = acos(nf)sin(f), kde 0 < 0 < 2x

Polarni rovnice kfivky:
r = asin(nf) nebor = acos(nb), kde 0 < 6 < 27w

(Rose — Wolfram, 2021)

Z vyse uvedenych predpist si miZeme vSimnout, Ze se v nich shodné objevuje
parametr n, ten je kliCovy pro tvar dané krivky. V zavislosti na hodnotach n mizeme
rozliSovat nékolik zdkladnich podob rize. Na konkrétni ukazky se mizeme podivat na

obrdazku nize, pfevzatého ze stranek Wolframu.

n=2 n=3

0 O\
C \\>< e N S >
. R / / ~ 7
7|\ 7
| | S
‘\4,/" \ _//
n=1/2 n=1/3 n=2/3 n=1/4
7 Ve TN
// k4 \\ '( \ / ( ?( \\\ /// <\
\ >—/ | ( ) /: :\\>\7‘x/ ‘/\ I I\ \/ /lr /}
\ S
N2 A el b o > &0 |~
n=3/ n=1/5 n=2/5 n=3/5
& b b o e N 2 O
(Kl[\'( ~:\\ e “\.\\ / Zy(\'f \ ’/,_/ b i
“/ w,(.;.;, 7~/ \ ‘ (.]I \ / e/ \|! \ { ( N -<v \
&y D) &I &Y
|7 by | Va S/ N_ B

e,7// g\b
TN

Obrazek 56: Rose (Dostupné z: https://mathworld.wolfram.com/Rose.html)

% Jedna se o italsky nazev.
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Jak jsme si vSimli, misto hodnoty n mizZeme dosadit libovolné realné ¢islo. V ramci

nasi praci se vSak zamérime pouze na ty pfipady, kdy n pochazi z oboru pfirozenych Cisel.

Tabulka 26: Rose - specialni piipady

NAZVY KRIVEK PRO SPECIFICKE HODNOTY n
n Nazev krivky
1 kruznice
2 guadrifolium
3 trifolium, paquerette de mélibée

4.3.1 ZOBRAZENI RUZE V KRUHOVE INVERZI

Pro zobrazeni rhodonea (rGze) jsme vyuzili opét software dynamické geometrie
GeoGebra. V rdmci tohoto souboru si mize uzivatel ménit polomér kruhové inverze, jejiz
stfed zvolime ve stfedu kartézské soustavy souradnic. Mimo této hodnoty lze ménit i
jednotlivé parametry, jez se objevily v jednotlivych vyjadirenich kiivek. Pro hodnoty 7 jsme
umoznili volit ¢isla od 1 do 10. Lze si tak ovéfit, Ze pro n=1 je kfivkou kruznice a zaroven

je shora omezena hodnotou zajistujici pfehlednost grafické interpretace vysledku.

4 /| Kfivka - ROSE
Parametry
31 n=2
¢ 6=6.28
®
a=3.7
] &
k
0
-5 -4 -3 -1 b A 3 4 5 6 7 8 9 10 11

/| Kruhova inverze

Polomeér kruhové inverze
s=2

®

Obrazek 57: Quadrifolium v KI (Soubor 36)
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4 VYBRANE ROVINNE KRIVKY V KRUHOVE INVERZI

Modre jsme v souboru oznacili obraz kfivky v kruhové inverzi, Cerné znazorfiujeme
vzor. VSimnéme si, Ze mezi modrym, ¢ernym objektem a hodnotou n plati urcité

zakonitosti.

Véta: Méjme kfivku rose (rizi) zavedenou pomoci vyse uvedenych rovnic a déle
méjme kruhovou inverzi INV(w) se stfedem kruZnice w v polatku kartézské soustavy
soufadnic. Potom plati: Jestlize jsou hodnoty pro n liché, potom vzor (Cerny) rizie je
v Euklidovské roviné tvofen z n ¢dasti. Obdobné plati. Jestlize jsou hodnoty pro n sudé,
poté plati, Ze vzor (Cerny) rliZze je v Euklidovské roviné tvoren z Zn ¢asti.

Véta: Je-li vzor obrazu tvofen z k¢asti, pak i vzor zobrazeny v INV(w) je tvoren
také z kcasti.

V algebraickém okné Souboru 36 nalezneme parametrické vyjadreni vzoru a jejiho

obrazu zobrazeného v INV(w). V nize uvedené tabulce uvadime obecné predpisy téchto

dvou kfivek.

Tabulka 27: Rose - predpisy vzor a obraz

Predpis — VZOR (k) Predpis — OBRAZ (k)

3 s? - (a cos(nB) cos(0))
x = a cos(nf) cos() x= (a cos(nB) cos(0))? + (acos(nh) sin(h))?

y = a cos(nh) sin(h) _ s2 - (acos(nd) sin((9)))
y= (acos(nB) cos(8))? + (acos(nb) sin(H))?

s— polomér kruznice w

kde, 0 < 8 < 2m
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V ramci diplomové prace jsme vytvofili nékolik soubor( tykajicich se kruhové
inverze. Cilem bylo vytvofit vybér uUloh co nejjednoduseji dostupnych pro kazidého
uZivatele a ¢tenare této prdce. V ramci matematiky existuje mnoho programd, v nichz lze
pouzit kruhovou inverzi (Wolfram Mathematica, Cabri Geometrie, ...). My se rozhodli pro

uZivatelsky privétivy program GeoGebra.

5.1 GEOGEBRA

GeoGebra je nazvem jednoho z dynamickych matematickych softwar, jez spojuje
nékolik odvétvi matematiky (napt. algebru, geometrii, grafy, statistiku, ...). Tento software
Ize spustit na mnoha platformach — od mobilnich telefon(, pres pocita¢ az po samotny
internetovy prohlize¢. Mezi nejvétsi prednosti bychom urdité zaradili grafickou
prehlednost, jednoduchost uzivani, a navic je dostupny pro uZivatele zdarma. Nejen proto

nalezneme tento rakousky software téméf na viech trovnich vzdélavani (od ZS aZ po VS).

Software lze do pocitace stdhnou pfimo z oficidlnich strdnek (ODKAZ:

https://www.geogebra.org/). Na téchto strankach zarovenn mGzeme najit prehled vsech

ocenéni, jez GeoGebra ziskala. Prvni vétsi ocenéni obdrzela jiz v roce 2002. V roce 2016 se
jednalo napriklad o némecké ocenéni Archimedes 2016 MNU Award in category

Mathematics (GeoGerba, 2021).

Vrdmci programu si lze vybrat znékolika volitelnych jazykl - vyvojari
nezapomnéli ani na ¢estinu. K 29. 5. 2021 byla posledni dostupnou verzi verze GeoGebra
Klasik 6. Vzhledem k tomu, Ze prace byla zapodata jiz v roce 2020, rozhodli jsme se pro
zpracovani vsech souborl ve starSi verzi GeoGebra Klasik 5. Jak jiz bylo zminéno,
GeoGebru si lze spustit i v ramci prohlizece. Zde mimo samotného programu nalezneme
mnoho vyukovych material(i, které Ize zdarma prohlédnout. Po registraci na strankach

softwaru lze vytvaret online knihy. Tuto moznost jsme vyuzili i v ramci nasi prace.

5.2 GEOGEBRA KNIHA
Tvorbou GeoGebra knihy jsme umozZnili spusténi vytvorenych soubor( i bez
stazeni samotného programu. Nami vytvorenou knihu lze spustit kliknutim na odkaz

uvedeny v zavéru této podkapitoly. Do vytvorené knihy GeoGebra jsme umistili témér
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vSechny vlastnoru¢né vytvorené soubory obsahujici interaktivni prvky.24 Nazev ulohy
nahrané v knize odpovidd ndzvu kapitoly nebo ptikladu z DP. Pro lepsi prehlednost a
orientaci jsme v ramci nasi knihy rozdélili nékteré soubory do vice kapitol. Poradi uloh
jsme zachovali. Kazda uloha obsahuje v ndzvu tvar (SX), kde X oznacuje ¢islo odpovidajici
oCislovani soubor(, jez je totoziné s Cislovanim soubord vramci textu. Nize uvadime

prehled nazvl hlavnich kapitol.

e Vlastnosti kruhové inverze

e Konstrukce na omezené nakresné

e Apolloniovy ulohy

e Specidlni tlohy Fesené pomoci kruhové inverze

e KuZelosecky v kruhové inverzi

e Vybrané rovinné kfivky v kruhové inverzi

UzZivatel v rdmci online verze muize vyuZzit nejriznéjSich dostupnych interaktivnich

prvkl (napf. zaskrtdvaci policko, posuvnik, spusténi popisu konstrukce, zdznamu bodu,

atd.). Pro editaci Uloh je potfeba otevfit soubory uloZené v pfiloze.

ODKAZ KNIHY GEOGEBRA:

https://www.geogebra.org/m/dpdsdpcg

Doporuceni: Béhem prdce s interaktivnimi prvky si musi uzivatel dat pozor, aby
presouvanim objektd nenarusil fesitelnost dané ulohy. Napfiklad u vzadjemné polohy
zadanych objektl v Apolloniovych udlohach. Ktomu, abychom predesli podobnym
situacim, je vhodné vyuZit vytvofrené pomocné tabulky. NaruSenim freSitelnosti se
konstrukce mlzZe ztratit. Pokud by k tomuto pfipadu doslo, doporucujeme aktualizovat

stranku v prohlizeci nebo znovu otevfit plvodni neupraveny soubor.

5.3 KRUHOVA INVERZE A WOLFRAM MATHEMATICA
Posledni kapitolu v ramci této prace jsme se rozhodli vénovat ukazce znazornujici

zpracovani tématu kruhové inverze v ramci jiného softwaru nezZ je GeoGebra. Konkrétné

?4U nékterych souborii doslo pii nahravani souboru k problému — nezobrazovali se nékteré objekty (napf.
Soubor 25). Tyto soubory jsou vSak umistény v ramci ptiloh.
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se jednd o program Wolfram Mathematica. Program ma oproti GeoGebfe mnohonasobné
vétsi pole plsobnosti. Geometrii zde neni vénovdna takova pozornost, jako je zamérena
na jind odvétvi matematiky. Rozhodli jsme se zde vSak uvést ukazku z tohoto programu.

NiZe uvedeny soubor Ize spustit v rdmci online prostfedi Wolfram Demonstration.

Tento soubor vytvofili Garrett Nelson a Branco Curgus. Lze ho otevfit z odkazu:

https://demonstrations.wolfram.com/CirclelnversionOfBasicFigures/. V ramci souboru

mdZeme zobrazit zékladni geometrické objekty v kruhové inverzi. Cerveny objekt (vzor)
uréuje vzdy dvojice bodu, jejichi polohu Ize volit libovolné jejich posunutim. Carkované
autofi znazornili hlavni kruznici a modfe obraz zobrazovaného objektu. Pro zobrazeni

objektu v kruhové inverzi vyuzili tvlrci funkce InvCir[] a Inv[], které si autofi sami vytvorili.

Circle Inversion of Basic Figures

shape | triangle | w

Obrazek 58: Ukazka - Wolfram Mathematica a kruhova inverze, Dostupné z:
https://demonstrations.wolfram.com/CircleInversionOfBasicFigures/
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ZAVER

ZAVER

V ramci diplomové préace doslo k vytvoreni souboru interaktivnich uloh fesitelnych
s vyuzitim kruhové inverze. Jednim z nasich hlavnich cil(i bylo vybrat jak typické priklady,
tak obtiznéjsi ulohy.

Téma jednotlivych kapitol a jejich poradi jsme vybirali zamérné, aby v rdmci dila
dochazelo k postupné gradaci obsahu. V Uvodu jsme vénovali pozornost teoretickym
zakladim, jeZ jsou potfebné pro detailnéjsi pochopeni vyuZiti kruhové inverze v rdmci
feSeni jednotlivych ptiklad(i. Mimo definic zde nalezneme i véty, z nichZ jsme nékteré
dokdzali. Druhd az ctvrta kapitola ma aplikani charakter. Nalezneme zde napf.
Apolloniovy ulohy, pfiklady feSitelné s vyuZitim vhodné zvolené kruhové inverze nebo
také krivky a funkce zobrazené pomoci KI. Tyto funkce a kfivky ndm ddvaji zajimavé
objekty, jez se bézné vyuzivaji napf. v uméni, stavitelstvi a dalSich jinych oborech. Vétsinu
priklad(i objevujici se vtéto diplomové préaci naleznete ve specialni online knize, ktera

celou praci zastresuje. Této knize jsme vénovali samostatnou patou kapitolu.

Obrazky objevujici se v praci jsme vytvofili vrdmci programu GeoGebra, jeZ je
dostupny zdarma. Jedna se o jeden z nejvyuzivanéjsich geometrickych program, a proto
jsme se pro néj rozhodli i my, coz umoznilo splnéni dalSiho vyty¢eného cile - vytvoreni

uzZivatelsky privétivého souboru nazornych uloh.

Vérim, Ze celd prace nabizi mnoho zajimavych prikladd a ukazek. Hlavni vyhodu a
pfinos vidim v interaktivnosti celého dila. Nazorné demonstraéni metody jsou v dneSnim
vychovné vzdélavacim procesu zcela bézné, a proto bychom nékteré ndmi vytvorené
soubory zaroven doporudili jako vyukovy materidl. VSechny vytvorené soubory jsou

dostupné v ramci prilohy nachdzejici se u této prace.
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RESUME

Diplomova prace pfiblizuje problematiku kruhové inverze, v€etné aplikace tohoto
tématu na prikladech o riizné obtiznosti. Hlavnim cilem bylo vytvofit soubor interaktivnich
uloh, v ramci nichZ lze vyuZivat nejriznéjSich dynamickych prvk(. Ty umoZnuji povznést
Ulohy na vy$si uroven. Ctenar diky nim dokaZe 1épe pochopit otdzky feditelnosti a otazky

tykajici se poctu feseni v zavislosti na volbé parametru.

V rdmci prvni kapitoly se vénujeme zdkladnim definicim a vlastnostem kruhové
inverze. Druha az ¢tvrtd kapitola nabizi nejriznéjsi priklady od tradic¢nich Apolloniovych
Uloh aZ po zobrazovani méné znamych rovinnych kfivek v kruhové inverzi. Posledni patd
kapitola predstavuje GeoGebra knihu, kterd obsahuje nami vytvorené soubory. Nejvétsi
vyhodou GeoGebra knihy je, Ze si soubory lze spustit v internetovém prohlizec¢i bez

nutnosti instalace programu GeoGebra.
RESUME

The diploma thesis approaches the issue of circular inversion, including the
application of this topic on examples of varying difficulty. The main goal was to create a
set of interactive tasks in which various dynamic elements can be used. These allow to
take tasks to the next level. Thanks to them, the reader is able to understand better the
solvability issues and questions concerning the number of solutions depending on the

choice of parameter.

In the first chapter we deal with the basic definitions and properties of circular
inversion. Chapters two to four offer a variety of examples from traditional Apollonian
problems to the display of lesser-known plane curves in circular inversion. The last fifth
chapter presents the GeoGebra book, which contains the files which we have created.
The biggest advantage of the GeoGebra book is that your files can be run in a web

browser without installing GeoGebra.
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