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Uvod

Prace se zaméfuje na vybrané maticové rozklady neboli rozklad, kdy se matice
transkribuje na soucin vice matic. S timto sou¢inem nové vzniklym se poté lépe ve vetsSing
ptikladt fesi konkrétni Ulohy. Ukazeme si vyuziti pii feSeni konkrétnich ptikladd, jako
napiiklad soustavy linearnich rovnic, které se vyucuji jiz na zékladnich Skolach, a také
inverznich matic. Zamétujeme se t€Z na prakti¢nost pouziti vybranych rozkladi, kdy je
vhodnégjsi volit jinou metodu. Pfi jejich zpracovani se také zabyvame jejich historicky

kontextem, ktery je nedilnou soucésti problematiky maticovych pocti.

V prvni kapitole se podivame na zékladni pojmy a na koncept, ktery se vyuziva pfi

vypoctech. Ohlédneme se také za historickymi kofeny této problematiky.

Pii praktickém feSeni rozkladi také vyuzivame jiz rozSifeny matematicky program
Wolfram Mathematica, ktery vyuZzijeme pro porovndni a kontrole nasich feSenych uloh.
Prace timto zpisobem poukazuje na jiz blizké spojeni celé problematiky s pocitacovou
technologii, kterd se v soucasné dob¢ stile vice vyuziva diky své efektivnosti. Na
jednotlivych piikladech je ukazéno feSeni pomoci jednotlivych rozkladt. Dil¢i priklady
jsou feSeny metodami ze zakladnich kol a mnou vybranymi rozklady, jednotlivé postupy

jsou rozepsané zvlast’. Vysledky jsou pak porovnané s matematickym program.



1 TEORETICKA CAST

V tvodnich kapitolach bakalafské prace se budeme vénovat maticovym rozkladim,
které se Casto vyuzivaji kuptikladu pfi feSeni soustav rovnic nebo vypocti vlastnich Cisel
matic, pficemz pravé maticovy pocet umoziuje pienést celou problematiku do ,,svéta®
pocitacovych technologii a programi pocitacové algebry. Nez se zaCneme zabyvat
jednotlivymi maticovymi rozklady, uvedeme si jejich historicky kontext. [1], [2], [3], [4],
[5], [6]

Souvislosti s feSenou problematikou si miZzeme napiiklad vSimnout u piimé

umérnosti, kterd je standardn¢ vyucovana jiz v 7. ro€niku Ceskych zakladnich skol.

Ptimou Umérnosti se zabyvali filozofové (dneSnim pohledem védci) jiz v davnych
dobéach v rtiznych civilizacich (napt. starovéka Cina, stiedovéka Evropa apod.). TotéZ lze
fict o ulohdch vedoucich na jednu linearni rovnici. Uvedli jsme piiklady uvazovaného typu
pouze z té nejstarsi doby, tj. z Egypta a Mezopotamie, coz ptredstavuje ulohy, které jsou
star¢ priblizné€ Ctyfi tisice let. Ve stejné dobé, cca pred Ctyimi tisiciletimi, jiz byly uspésné
starovéké Cing, zhruba pied dvéma tisici lety, byl dokonce objeven algoritmus pro Feseni

soustavy linedrnich rovnic se ¢tvercovou reguldrni matici.

Nejznaméjsi matematici, zabyvajici se danou problematikou: [2]

1.1 ALAN TURING

Adam Turing byl autorem LU rozkladu, ktery se narodil 12. Cerva 1912
v londynském distriktu Maida Vale. Studoval obor matematika na Cambridge King’s
College, a to v letech 1931 az 1934. Jeho nejvétSim dilem je uvedeni tzv. Turingova
stroje. Prvni zminka byla zaznamenéana v roce 1936. Jedna se o teoreticky matematicky
model pocitace, ktery ma nekonecné velkou operaéni pamét. Vystudoval americkou
Princeton University v letech 1937 az 1938. Spolu samerickym matematikem
Alonzem Churchem je autorem Church — Turingovy teze, ta neformalné oznamuje, Ze
kazdy proveditelny vypocet je mozné provést algoritmem bézicim na pocitaci s
dostatecnou kapacitou paméti a casu. V dobé druhé svétové valky zil doCasné v
anglickém Buckinghamshire, kde se spolu s dal§imi védci podilel na lusténi némecké
zpravy Sifrované Enigmou. Roku 1948 predstavil maticovy LU rozklad, ktery se
dodnes pouziva k feSeni soustav linedrnich rovnic. Alan Turingse zabyval i jinymi

védeckymi obory, naptiklad biologii. Oborem jeho zajmu bylo studium a snaha o



vysvétleni zejména tzv. morfogeneze. Z jeho osobniho zivota jsou dolozeny informace,
ze byl homosexual, coz bylo v tehdejsi Anglii trestné. Na zaklad¢ této skutecnosti byl
Turing odsouzen k ro¢ni hormonalni ,,1écbé™ estrogenem. Zemiel 7. ervna 1954 ve
Wilmslow. Podle oficidlni zpravy se jednalo o sebevrazednou otravu kyanidem
draselnym. V roce 2009 uvefejnila britskd vlada omluvu v deniku The Daily Telegraph,
kde vyjadfila svoje pochybeni v kauze tykajici se Turingova odsouzeni. Na pocest
Alana Turinga se za vyznamné piinosy informatice kazdoro¢né od roku 1966 ud¢luje

Turingova cena.[6]

1.2 LU ROZKLAD

Necht' 4 e C™ je reguldrnimatice. Rozklad tvaru

A=LU
kde Lje dolni trojuhelnikova matice s jednotkovou diagonalou a U je horni trojuhelnikova

matice, nazyvame [ Urozkladem matice A4 .

Véta. Necht' 4 je obecné komplexni matice tvaru nx n. Pak pro kazdou takovou matici
PA=LU,

kde U je horni trojuihelnikova matice, L je dolni trojihelnikova matice a P je permutacni

matice.

Vymezime si nejprve vyse uvedené pojmy s oporou literatury, se kterymi se budeme déle

setkavat a také je budeme vyuzivat pfi feSeni danych ptikladu.

1.3 ZAKLADNI POjMY LU ROZKLADU

Definice 1.1. Ctvercova matice se nazyva reguldrni, jestlize se jeji hodnost rovna jejimu
fadu; v opaném piipadé, tj. kdyz je jeji hodnost mensi nez jeji fad, se nazyva singularni
Vyse zminéné pojmy si musime ptiblizit.

Nyni se podivame na vySe uvedené pojmy, a to ¢tvercovymi maticemi. Jsou zde podstatné
speciélni typy. Ctvercova matice 4 = (a,, )n-tého tadu se nazyva diagonalni, plati-li g, =0

pro i#k, i k=1,..n; diagonilni matici s diagondlnimi prvky g« a, budeme Casto

1192

oznacovat diag{an,___’anm}. Matice A je dolni trojuhelnikovad, plati-li g, =0 pro

i< k,ik =1,...,n; A je horni trojuhelnikova matice, je-1i a, =0pro i >=k,i,k=1,..,n. [5]



Definice 1.2. Permutacni matice se nazyva ¢tvercova matice, kterd ma v kazdém tadku a

v kazdém sloupci jediny nenulovy prvek, rovny vzdy jedné.
Pro uptesnéni si uvedeme ukazkovy piiklad, jak by mohla tato matice vypadat.

Pt.:

2, 0
3, -1

horni trojihelnikovéa matice,

, —1L 0
0, 1, 2
0, 0, 1

2, 0, O
0, -1, 0
0, 0, 3

Horni (dolni) trojuhelnikova matice mé pod (nad) hlavni diagonalou samé nuly.

LU rozklad miizeme pfemitat i pro singuldrni nebo obdélnikovou matici. [5]

1.4 PROSTA GAUSSOVA ELIMINACE A LU ROZKLAD

V tomto odstavci se zaméfime na maticovy popis Gaussovy eliminace, diky které
budeme chapat Gaussovu eliminaci jako algoritmus na vypocet LU rozkladu. Maticovy
zapis je podstatny pro analyzu numerické stability Gaussovy eliminace. Nejprve zavedeme
znaceni, které zjednodusi dale pouzivany maticovy zépis. Budeme feSit ¢tvercovou nxm

matici M, nésledujici postupy

_ _ 0
1 .
{ 0
T
M, = =l+m.e, m, =| My,
Mg 1 "
k+2,k
m, . 1
i i L Mk (4.1)

Presvédcili jsme se, Ze



jtf;?l = 1>—'771k£?£‘ (ZLJZ)
Uvazujme dale trojuhelnikovou matici L
L=MMM, .M, (4.3)

Ve cviceni 4. 2. ukazeme, Ze plati

n—1
L=1+) me/
2 me (4.4)

Uvazujme nyni soustavu linedrnich algebraickych rovnic
Ax=b, AeC™", beC" (4.5)

s regularni matici 4. Pfi vykladu budeme nejprve vychazet z predpokladu, ze Gaussovu

eliminaci lze provést, tj. Ze prvky, kterymi délime, jsou rizné od nuly.

V prvnim kroku budeme eliminovat poddiagonélni prvky prvniho sloupce matice A4uzitim

prvniho fadku matice 4. Od druhého fadku odecteme (q,,/q,,) nasobek prvniho fadku,
obecné od i — tého tadku odeCteme (a,,/ all)nésobek prvniho fadku j=2,... n. Dil¢im

vysledkem je tak matice 4V,

a, G, - g,
0 4V ... gV
2,2 2, _
A5 A= | 7 =M 4,
1) ()]
() (ln,Z e (1n,n

kde v souladu se zna¢enym zavedenym v (4.1) a (4.2) je

! 0
—a,, /a1,1 1 ay, /al,l
a0 r_|_ _
M =1-me =|-ay,/a, 1 > m =\ ay, la, |-
| T /ay, 1] | Qna /al,l_

Prvky a,, / a, budeme nazyvat nasobitelé. SouCasné s matici 4modifikujeme i pravou

stranu soustavy (4.5), tedy



b—>b®=M"b,

V druhém kroku eliminujeme poddiagonalni prvky druhého sloupce matice 4®uzitim

druhého ftadku této matice. Vysledkem je matice, kterou ozna¢ime 4@, tedy

A® =M;' A", kde jsme oznadili
1 0 |
1 0

- To_ — 07,0 - 0
M, =1-mye, = a,/ay, 1 m, =

()
as, / a,,

1) Q)]
—a,, /az,z 1 a,(llg /a;lé

Stejnym zplisobem postupujeme dale, az po n —1 krocich dostaneme horni trojuhelnikovou

matici

U=A4"" =M (M, (.(M;' (M 4))...)).
A

—40
e
: (4.6)
Zavedeme-li oznaceni 4 = 4, plati
@) af aff aly) |
@)y v dy,
U= a2 o a?
(n-1)
i G (4.7)
Pouzijeme-li (4.3), dojdeme ze (4.6) ke vztahu
A=MM,. .M, .M, )U=LU (4.8)

kde Lje dolni trojuhelnikova matice s jednotkovou diagonalou obsahujici nasobitelé jako
mimo diagonalni prvky (viz 4.4).

1

(0) (0)
a,, /al’1 1

(0) 0)
a;) / a;

(0) (0)
a, / a;

a? /af?)

n,l

(€)) QY]
a3, / a5

Q) Q)]
a,, / a,,

(1) 1)
a,, / a,,

1

(2) (2)
Ay / a; 3

(2) 2)
a,; / a; 3

a" P/ g"?

n,n—1

1

n—1,n—1



Tim jsme matici 4vyjadfili jako souc€in dolni a horni trojihelnikové matice, tj. Gaussovu

eliminaci jsme popsali jako LU rozklad.

Definice 1.3 (LU rozklad). Necht’ 4 e C™" je reguldarnimatice. Rozklad tvaru

A=LU
kde Lje dolni trojuhelnikova matice s jednotkovou diagonalou a U je horni trojuhelnikova

matice, nazyvame [Urozkladem matice 4.

Uvédomme si, Ze je mozné uvazovat LU rozklad i pro singuldrni nebo obdélnikové matice.

Témto variantam LU rozkladu se v§ak v naSem textu vénovat nebudeme.

Soustavu linedrnich algebraickych rovnic (4.5) vyfeSime pomoci LU rozkladu ve dvou

krocich.

Pfimy chod: Implicitni nasobeni obou stran rovnice Ax =pmatici [,
Ax=b=L'Ax=L"'b = Ux=b"",

Piimy chod Gaussovy eliminace s pravou stranou p = [ B B, ]T
Zpétny chod: Reseni soustavy

Ux =b""

s horni trojahelnikovou matici U [4]

1.5 ANDRE-LOUIS CHOLESKY

André-Louis Cholesky se narodil 15. fijna roku 1875 v Montguyon na jihozapadnim
pobfezi Francie. Byl francouzskym matematikem, topografem, geodetikem a oficirem.
Maturoval v letech 1892 az 1893 v Bordeaux. V roce 1895 zacal studovat na polytechnické
Skole, pot¢ mezi lety 1897 az 1899 dosdhl dals$i vzdélani na vojenské Skole
L’Ecoled'application de l'artillerie et du génie v Metach. B&hem vojenské sluzby se
zabyval studiem geografie a topografie. Do povédomi se dostal predev§im diky jeho
zpusobu feSeni systému linedrnich rovnic — Choleského rozkladu (Factorisation de
Cholesky). Tento rozklad vSak pivodné nevznikl coby vysledek matematického vyzkumu,

ale jako vysledek jeho studii o kompenzaci geodetickych siti. Roku 1909 byl zvolen



druhym nejvy$$im velitelem 13. dé€lostfeleckého pluku, pozdé&ji se stal jeho kapitanem.
André-Louis Cholesky zemtel 31. srpna 1918 v Bagneaux v Picardii na nasledky zranéni,

které utrpél v bitve. V roce 1921 byly jeho ostatky ptevezeny na hibitov v Cuts. [6]

1.6 CHOLESKEHO ROZKLAD HERMITOVSKE POZITIVNE DEFINITN{ MATICE

Uvazujme nyni aplikaci Gaussovy eliminace na hermitovskou pozitivné definitni
(HPD) matici. Pro hermitovské pozitivné definitni matice je podminka (4.9) pro
proveditelnost Gaussovy eliminace vzdy splnéna. Kazdd hermitovskd pozitivné definitni
matice je silné regularni. Gaussovu eliminaci HPD matice je tedy mozné provadét bez
pivotace. V nasledujicim textu ukdzeme, ze LU rozklad HPD matice Alze zapsat jako

soucin dolni trojuhelnikové matice se svoji matici hermitovsky sdruzenou.
4.9 Podminka g, k("‘l) #0pro k=1,..,n—1

Gaussova eliminace bez pivotace aplikovana na matici 4 déva jednoznacné uréeny LU
rozkladu, ktery oznacime

A=LU.
Z regularity matice A plyne, Ze diagondlni prvky u ,...,u  matice U jsou nenulové.
Pokud Skalujeme fadky matice U inverzemi téchto diagonalnich prvki a vyslednou matici

s jednickami na diagonale ozna¢ime U, pak mizeme rozklad psat ve tvaru

A= Zaliag(uL1 yerstly U (4.18)
Jelikoz je A hermitovska, plati
Ldiag(u, ,...,u,,)U =U'diag(it,,,...,it, )L,
a proto také
Ldiag(u, ,,....u,, Ve, =U"diag(i, ,....it,,)Le,,
Vyuzijeme-li toho, Ze matice [, a U maji na diagonale jedni¢ky, dostaneme z piedchozi

rovnice y, =i, a Le, =U"e,. VyuZijeme-li analogicky postupné rovnosti

Ldiag(u, ,...,u,, Ve, =U"diag(, ,....it, )L'e,,

n,n

pro j=2,...,n, dostaneme



I
[l
|
m
=
Il
\l—‘
=
«h
*
Il
S~

(4.19)
a rozklad (4.18) mizeme psat jako hermitovsky rozklad
A= Ldiag(u, ,...,u,,)L
a ekvivalentn¢
diag(u, ,...,u,,)=L"AL".
Kdyby existoval index i, pro ktery u, <0, muselo by platit (e Z‘l) A( fj*ei) <0,coz je

v rozporu s pozitivni definitnosti matice 4. Oznacime-li

L=Ldiag(fu,,,srfu,,,).

je L dolni

trojuhelnikova matice s kladnymi prvky na hlavni diagondle, pro kterou plati

A=LL. (4.20)

Dokazali jsme nasledujici vétu.

1.6.1 ZAKLADNi POJMY
Véta 2. (Choleského rozkladu). Pro kazdou hermitovskou pozitivné definitni matici 4

existuje jednoznaény rozklad
A=LL,
kde L je dolni trojuhelnikova matice s kladnymi prvky na diagonale.

Je dllezit¢ uvédomit si nasledujici disledek. Pro jednotlivé fadky [ dolni trojuhelnikové

matice L zjevné plati
-ll-T—Z: ”_4.”2 =4
a tudiz
||L||2F = iau =trace(A).
i=1

Kde trace(A)oznaCujeme stopu matice A.

10



V pfesné aritmetice je proto velikost prvkli matice [ omezena a nemuze dojit k jejich

ristu podobné, jak je tomuu LU rozkladu.
Musime si vysvétlit vySe zminénou podminkou, abychom porozuméli uvedenému textu.

Véta 2.1. Podminka (4.9) je splnéna pravée tehdy, je-li matice A4silné regularni, tj. pokud

plati
a, a x
det e k=1...n
Ay, A
(vSechny hlavni minory jsou nenulové) [5]

Nyni se opét pro piiblizeni vySe uvedenych pojmil, zminénych v naSi definici,

formulujeme s oporou literatury.
Definice 2.2. Hermitovska matice

Necht' 4 = (a, )je Ctvercova matice fadu n nad t€lesem C komplexnich cisel.
Rekneme, 7e matice A je hermitovska, jestlize pro kazdé i,j= 1,,,,,njeal-j = aj;

Horni (dolni) trojihelnikovd matice mé pod (nad) hlavni diagonilou samé nuly.
Poznamenejme, Ze ¢tvercova matice A je symetricka, pravé kdyz je A7 = 4; symetricka
matice je ,,soumérna podle hlavni diagonaly“. Matice A je antisymetrickd prave tehdy,
kdyz je 4" =—4. Pro antisymetrickou matici musi byt a,=-a, tj. 2%_ =0;

antisymetrickd matice nad té€lesem, ma tedy na hlavni diagonale nuly.

Ctvercovd matice A je hermitovska, pravé kdyz je A = A; matice A ma na mist& jj
komplexn€ sdruzené ¢islo k ¢islu, které je v matici A na misté jj. Hermitovska matice ma

na hlavni diagonale realna cisla.
Pro upfesnéni si uvedeme ptiklad, na kterém si dany pojem pfiblizime.

Uvazujme matice

0 0 0 0
300 325
3 -1 0 0
A4=[0 3 0 B=|0 4 2| C=
4.0 3 0
00 3 00 6
2 -5 -6 2

11



3 2 -5 0 21
M=|2 2 4 N=2 0 2
-5 4 3 -1 -2 0

ad oborem integrity Z. Matice A je skaldrni, matice B horni trojuhelnikova a matice C

dolni trojuihelnikova; matice M je symetrickd, matice N antisymetricka.

Matice

[ Y
O Ty
[ Y

nad télesem Z, je soucasné symetricka i antisymetricka, nebot'v Z_je 1=-1

tra=%aq, [1]
i=1

Definice 2.3. Necht’ R je komutativni okruh s jednotkovym prvek a A ¢tvercovd matice
fadu n nad R.Inverznimaticik matici A budeme rozumét matici A™1, pro kterou je

AA™1 = A71A = E. Matice A , ke které inverzni matice existuje, se nazyva invertibilni.
[1]

Definice 2.4. Bud’

a,  ap a,,
ay dy a,
aml amZ amn

a4y a,.
a, Ay a,,
aln anZ amn

typu(n, m), kterou dostaneme z matice A vzajemnou vyménou fadkt za sloupce a naopak,
nazyvame matici transponovanou k matici A. Ctvercovou matici A stupné n se nazyva
symetrickou, jestlize A= A", tj. a;; = a;;,1,j = 1,2, ...,n, a antisymetricka, jestlize

A= —AT, t_] al'j =—a

jililj = 1, 2, e, L
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Véta 2.2. Bud’ A matice typu(m,n) a B matice typu (n,p)nad télesem T. Pak plati:
(AN = 4;
(AB)T = BTAT
Diikaz: (i) Z definice vyplyva, ze oznadime-li A” = (af;), pak af; = a;;. Tedy (AT)" =
((aiTj)T)) = (a) = (ay) = 4
Oznalime C = (cij) = AB soucin matic A a B, ktery je typu (m,p) a D = (dij) =

BTAT typu (p,m). Pak ciTj = Cji = Xi=1 Gk = Xhes biTkagj =d,;, takze CT =D =

ijr
BTAT. [3]

1.7 ERNST PASQUAL WILHELM JORDAN

Zminéné algebry uvedl Ernst Pasqual Wilhelm Jordan (1902-1980) v souvislosti se

svymi fyzikalnimi uvahami poc¢atkem tficatych letech 20. stoleti.

Pro znalce zlstava nejasné, pro¢ Jordan nikdy neziskal Nobelovu cenu za fyziku.
Nekteii vidi problém v jeho nezpisobilosti pofadat elegantni prednasky kvili jeho poruse
feci; dalsi pfisuzuji vinu v jeho pronacistické politice a také podpotfe némeckého programu
jadernych zbrani po druhé svétové valce. Druzi dospivaji ke skutecnosti problému, ze Max
Born ztratil  Jordantv rukopis z roku 1925, ve kterém byly poprvé predstaveny
statistiky Femi - Dirac. Proto pfipravil Born Jordana o jeho opodstatnény néarok na
pfednost pied Wolfgangem Paulim. Nic to vSak nezménilo na skutecnosti, ze jeho
ptispévky k rozvoji moderni kvantové teorie byly obdobn¢ zdsadni a dalekosahlé jako ty
uspéchy, které byly ohodnoceny Nobelovou cenou. Vice nez ostatni védci se Jordan
zaslouzil o vyvoj matematicky elegantni formulace maticové mechaniky. Obzvlast' on
pokracoval v konsolidaci maticové mechaniky pomoci Paulova Diracova alternativniho
operatorového poctu a vinové mechanické formulace Erwina Schrédingera v komplexnim
formalismu proslulym jako statisticka transformacni teorie. Nesmime také zapomenout, Ze
Jordan spolu s von Neumannem a Eugenem Wignerem vyvijeli abstraktnéjsi algebraické
ramce pro kvantovou mechaniku. Nikoliv bez divodu byl Jordan oznacen za

,heopévovaného hrdinu mezi tvirci kvantové mechaniky*.[7]
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Historicky kontext jsme si jiz uvedli a nyni se budeme zaobirat rozkladem jako

takovym.
UvaZzujme ¢tvercovou matici 4 € C™"

Definice 3.1. (Podobnost). Rekneme, 7e matice A je podobnd matici Be(C™,

znacenoA~B, pokud existuje reguldrni matice § e C™"takova, 7ze 4=S"'BS

Necht Aje vlastni Cislem matice A a xje prislusny vlastni vektor, tj. Ax=Ax, x#0 a

nechtA~B. Potom plati

S7'BSx = Ax, BSx = A8x

tj. podobné matice maji stejnd vlastni Cisla a vlastni vektory ypmatice B jsou svazany
s vlastnimi vektory xmatice A vztahem j = Sx. Neplati vSak opacné tvrzeni, Ze matice se

stejnym spektrem musi byt podobné. Protiptiklad nam déava jednotkova matice

o)

kterd je podobnd jen sama sob&. Matice

o 7

ma vsak stejné spektrum jako jednotkova matice. Z definice miizeme ovéfit, Ze podobnost

je relaci ekvivalence, kterd rozlozi prostor vSech ¢tvercovych matic na tiidy ekvivalence.

1.8 JORDANUV KANONICKY TVAR

Necht' Aje komplexni ¢islo a m pfirozené Eislo.

Jordanovym blokem J ( A)budeme nazyvat ¢tvercovou matici fadu m,

A1
A
Jm(ﬂ’): .. 1 4
A

Rikame, Ze matice je v Jordanové kanonickém tvaru, je-li blokové diagonalni a kazdy jeji

diagonalni blok je Jordantv blok (Cisla A nemusi byt navzajem rtiznd).

14



Sn(A)
S (4y)

S (4)

nr

Véta 3. Kazdd matice 4 e C™™ je podobna matici v Jordanové kanonickém tvaru. Matice

J je ur¢ena jednoznac¢né az na potradi bloki.

Jordanova véta nam dava informaci o struktufe invariantnich podprostorti. Z Jordanovy
veéty vyplyva, ze pro danou matici 4 e C""existuje regularni matice Stakova, ze plati
A=SJS",  AS=SJ

Uvazujme déleni matici Sna bloky SppenS,,8, €C™" =10,

S=[S,8,]

7

Potom pro kazdy blok S, plati

AS,=8,0,(4)

J<n

Rozdélme si matici S, na jednotlivé sloupce

_[ )
S, —[slf gees Syl

a rozepisme po sloupcich
D — 7 D
As)” =45,

) — () )
Asy” =457 +35,

) — ) ()
As, =45, +s,.7

1.8.1 ZAKLADNi POJMY

Potiebujeme si definovat vySe zminéné pojmy.

Trojuhelnikovou matici a také matici diagonélni jsme si definovali uz pfi rozboru LU

rozkladu, a proto se t¢mito pojmy nyni zabyvat nebudeme. [4]
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Definice 3.3. Regularni je takova Ctvercova matice A4, k niz existuje matice B tak, Ze

AB = BA=1. Tato matice B se nazyva matice inverzni K A a oznacuje se 4. Plati véty,

jejichz diikazy jsou snadné:

Véta 3.1. Inverzni matice 4" je matici 4 jednoznacné urCena a plati (47')™" = 4.

Véta 3.2. Jsou-li 4, Bregularni matice téhoz fadu, pak jejich sou¢in AB je také regularni a
plati (4B)"' =B"'4"".

Potadi nasobeni se tedy pfi invertovani obraci.

Véta 3.3. Je-li 4 regularni matice, je transponovana matice 4’ také regularni a plati
(A =4,

tj. inverzni matice k matici transponované je matice transponovana k inverzni matici.

K dal$imu vySetfovani regularity a pojmu inverzni matice budeme potiebovat pojem

determinant. [5]

DETERMINANTY

3.4. Definice. Bud’

all’ a12’ s aln
A= ay, Ay, > Gy,
anl’ anZ’ H ann

¢tvercova matice stupefi n nad télesem 7. Determinant matice A4 rozumime prvek

det 4= Z znlla,a,,..a,

n
[les,

télesa 7, kde sCitdme ptes vSechny permutace []

, 2, ..., n
By By ey T,

mnoziny M = {1, 2,..., n} Determinant matice 4 budeme téZ znadit symbolem | A| nebo
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A5 A, 5 4

Ayis Ay, 00 Oy

a a a

nl> n2> nn

Poznamka: Zaklad je si pfimo ujasnit, jak pfesné definice determinantu zni. Jednotlivé
s¢itance dostaneme tak, Zze v kazdém tadku a sloupci vezmeme jeden prvek a tuto n — tici
spolu vynasobime a opatfime znaménkem pftisluSné permutace, ktera vlastné ,,fidi* vybér
prvki ztadkd a sloupct. Ztéchto uvah je zfejmé, jak miZeme vyjadfit definici
determinantu, Ze také s vyuzitim permutaci v obecném tvaru, ne vyhradné v zakladnim.

Tedy det A= ZHE znlla. _a.. ..a. ., kde se sCita pfes vSechny mozné permutace [] e S

1SSy TS,

r,or
tvaru H:( vy

7 . . < . e o <
! j Této jednoduché skute¢nosti vyuzijeme v dikazu véty 3.4.
Sl s S2 5 AR

Véta 3.4. Pro libovolnou c¢tvercovou matici A=(a;) stupné n nad télesem T plati
det A =det A", kde A’ je matice transponovana k matici A.

Dukaz. Podle definice determinantu mame

T _ ' d a = , s " .
det A _vae e a, ..a, Zn-es” nll'a,a,,..a,n, kde stitime pies vSechny

, 2, .., n .
mozné permutace [['=| = ’ mnoziny {1, 2,..., n} Na druhé strané podle
By Ty e T,
predchozi poznamky, det A:ZH i wnlla a, ..a  , kde stitime pres vSechny
€ n 1°1 292 nn
n, b, = T, .- v . . p
permutace [[= mnoziny {1,2,___,;1}, Protoze []' je inverzni
S S oo S
10 29 s n

permutace k [, je zn[['=zn[], takze det A =det A", nebot oba tyto prvky jsou souctem
tychz s¢itanc.
Véta 3.5. Bud B ctvercova matice, kterd vznikne z matice 4 vzajemnou vymeénou

i—tého a j—tého fadku = j Pak B=—det 4.
Dikaz. Bez Gjmy na obecnosti miZzeme pfedpokladat, Ze ;< ;. Podle definice mame

det B:Zn . znllb, b, ..h, kde scitime pies viechny permutace [[eS tvaru
€S, noen nry n

L, 2, .., ) ..
1= ( " j Oznacime-li nyni S=(@,)) transpozici
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L 2, .., i, ..., J, ..., n

Biy Tyy vy Fiy o eeey Ty wny T

H':HS:[ ], pak jestlize [] probiha vSechny

permutace z S []' probiha rovnéz celé¢ § , nebot” kazdou permutaci ¢ miZeme napsat ve
tvaru (oS)S. Ve smyslu poznamky tedy jest detA:Z nll'a a, ..a. ..a
[Tes, 15 7°2n, ir;

Soucinem dvou permutaci tedy mame

det B= ZHES znllb,b,, ..b, ..b, = _ZH'ES n([18)a,, a,, .a, ..a, =—det 4.

Disledek. Bud' ] e S, libovolna permutace a 4 Ctvercova matice stupné n nad télesem
T. Jestlize matice B vznikne z A tak, Ze na fadky matice 4 provedeme permutaci [],

pak det B =zn[]det 4.

Véta 3.6. Ma-li ctvercova matice 4 stupné n nad télesem 7 dva tfadky stejné, je

det 4=0.

Véta 3.7. (Rozboj determinantu podle fadku.) Bud 4 = (a;) ¢tvercovad matice stupné n

nad télesem T. Pak

aikAjk = 5[1. det A

1

=~
Il

pro v8echna j, j=1,2,....n

Véta 3.8. Bud' A4 Ctvercova matice stupné n nad télesem 7. Jestlize matice B vznikne

zmatice 4 vyndsobenim j—tého ftadku prvkem ceT pak detB=cdetd Ccili

[al,az,...,ca[,...,an]:[al,az,...,ai,...,an].

Dikaz. Podle véty o rozvoji determinantu podle j—tého Ttadku mame
n

[a,,a,,....ca,,...,a,] ZZH ca, A, =cla,a,,...ca,...a,]

Véta 3.9. Bud' 4 Ctvercova matice stupn€ n nad télesem 7. Jestlize j—zy fadek g

matice 4 je souctem dvou vektorlt g, =bh +c,, kde b =(b,,b,,....h,),¢; =(C;;,Cry»-sCy, )s
pak [a,a,,....a,,...a,]|=[a,, a5, b0, | +[an, g, s Ciyena, |-

Dtkaz. Podle véty o  rozvoji  determinantu  podle  fadku = mame

[al’a2’ 9 17 ’a] Zkl zk ik Zkl b1A+c Azk Zk lblkA7k+zk_ lkA7k al’a2’ 9 1’ »d ]+[al’a2’ ’Cl’ ’a]
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Véta 3.10. Bud 4 Ctvercova matice stupné n nad télesem 7. Pfi¢teme-li k libovolnému

fadku matice A4 libovolnou linearni kombinaci fadki ostatnich, determinant se nezméni.

Dtkaz. Vzhledem k tomu, Ze pfi vzajemné vyméné dvou fadkd zméni determinant podle

véty 3. 9. pouze znaménko, miizeme bez ijmy na obecnosti piedpokladat, ze k vektoru g
pficteme  vektor  p= Ziz ra. Podle vé&t 3. 6. a 38 pak plat
[a1 +b,a2,...,an] :[al,az,...,an]+2j:2;;[ai,az,...,an]:[al,az,...,an].

Véta 3.11. Bud A=(a,) matice typu (m,n) nad télessm T a necht pro nékteré

h=1,2,...,min{m,n} je subdeterminant

a”, alZ’ cees alh
a a a
20 Ay s Gy
A, = #0,
Apis Qpys  -ees Ay,

pricemz kazdy subdeterminant matice 4 stupné€ h's> 4 je roven nule. Jsou-li a,,a,,...,a

>m

fadkové vektory matice A, pak <al,a2,_,_,am> = <al,a2,___,ah>.

Pomoci elementarnich transformaci na fadky (sloupce) determinantu se snazime
nejprve dosdhnout toho, aby v nékterém fadku ¢i sloupci byly samé nuly, aZ na nejvyse
jeden prvek. Rozvojem podle ptislusného fadku ¢i sloupce pak dosahneme snizeni stupné
determinantu o jedniCku a stejnym zptisobem pokracujeme déle, az dostaneme determinant

stupné 2 nebo 3. Spocteme determinant pro ndzornou ukazku
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2, 1, 2 2, 7, 2
—4, 6, 11|=l0, 20, 15
6, —26, —36| |0, —47,

’ 27 1: 5 17 -1 1’ 2’ 1:
5 s 17 s _19 07 _39
s _17 2, _17 1: _ O, _7a
-1, 2, -1, 3, 2 -3 (0, 4 0
-3, -1, =2, 1, 2, -1 |0, |
=2, 1, 1, -2, 1, =2 |0, , 3,
2, 0, 7, 2, 0
2, 7,
-2, 0, O, 3, 1
_29 Oa
4, 0, 6 -1 4=
4, 6,
5 1, 10, 5, -4
-10, =26,
-10, 0, -26, -12, 8

3
| =—100168-141) =270,

Véta 3.12. Bud A=(a,) matice typu (m,n) nad télessm T a necht pro néktere

h=1,2,...,min{m,n} je subdeterminant

Ay, Ay,
a a
210 Ao
A, =
Ay, Ay

pficemZ kazdy subdeterminant matice 4 stupné€ h'> h je roven nule. Jsou-li g ,a,,...,a

ceey

Ay

radkové matice A4, pak <al’a2’m’am> :<al’a2’"_’ah>'

m

Véta 3.13. Bud' 4 = (a;) Ctvercova matice stupné n nad télesem 7. Pak det 4 =0, pravé

kdyz tadkové vektory matice A4 jsou linearné zavislé.

Véta 3.14. Bud 4= (a;) matice typu (m,n) nad t€lesem 7. Pak h(A)=h, pravé kdyZz

existuje nenulovy subdeterminant matice A4 stupné¢ /4 a kazdy subdeterminant matice A

stupné vétSiho nez /4 je roven nule.
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Véta 3.15. (O nasobeni determinantii.) Jsou-li 4 = (a;) @ B=(b,) dvé Ctvercové matice
stupné »n nad télesem T, pak det(A4B)=det 4-det B.

Nyni se budeme zabyvat soustavami linearnich rovnic, které budeme potom déle vyuZzivat

ve druhé kapitole, kde uz se budeme soustredit na konkrétni priklady.

1.9 SOUSTAVA m LINEARNICH ROVNIC

Soustava m linedrnich rovnic o n neznamych nad télesem T rozumime soustavu tvaru
a,x, +a,x, +---+a, x, =b,
Ay X, + aypX, +--+a, x, =b,,

(*)

a,x +a,x,+--+a, x =b,

mn-"n

kde a;j,b;,i=,...,m,j=1,..,n jsou n&aké prvky ztelesa T. Matice A=

(ai j)typu (m,n) se nazyva matice soustavy, matice

ay,  dp , 4, |b

Gy Uy vy @y, (b
)

aml am2 ’ amn bm

typu (m,n+1)se nazyva rozSifena matice soustavy (x). Vektory u=(x,x,,..,x,)eT"
takovy, ze jeho dosazenim do soustavy () je splnéno vSech m rovnosti, se nazyva
FeSenim soustavy (x). Vektor b=(b,b,,...,b,)eT" se nazyva sloupec pravych stran,
v piipadé H=0 hovoiime o homogenni soustavé linearnich rovnic. RozSifenou matici
soustavy budeme stru¢né oznaCovat symbolem (A4,b) sloZzenym z matice soustavy a

sloupce pravych stran. Homogenni soustavu linearnich rovnic s matici 4 budeme nazyvat

homogenni soustavou prislusnou soustavé (*).

Pozndmka. Zatimco homogenni soustava linearni rovnic je vzdycky feSitelna, nebot
nulovy vektor =0 je jejim feSenim, u nehomogennich soustav je situace pon&kud

odli$na, jak je patro z nasledujiciho trivialniho ptikladu

x+y=1,
x+y=2.
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Budeme se tedy nejprve zabyvat otazkou feSitelnosti soustavy ().

Véta 4. Nehomogenni soustava linearnich rovnic (x) je feSitelnd, pravé kdyz sloupec b

pravych stran je linearni kombinaci sloupcovych vektorti matice 4.

Dikaz. Jestlize oznacime ¢, =(a,,,d,,,...,a,,), C; = (A1y>Qpyreres @y )seensC, = (A, Ay eeer @)

> mn

sloupcové vektory matice 4 a M =(c,c,,....c,)e(T™")", vidime, Ze vektor

u=(x,,x,,..,x )Jje feSenim soustavy (*), pravé kdyz > cx =u*M =b.
12772 n i=1 i

Véta 4.1. Je-li 4= (a;) matice typu (m,n) nad télesem T, pak p(A4)=h(A4"). Jinymi
slovy: Dimenze podprostoru prostoru 7" generovan¢ho sloupcovymi vektory matice 4.

Diikaz. Necht Jordanv tvar C matice 4 ma indexy (Fyiysennsly). Pro k=n je ziejmé
matice (C jednotkovd, takze h(A)=h(E)=n<h( AT )<n, vzhledem ktomu, ze
transponovana matice 4’ ma p fadkd. Je-li nyni k<n a l‘e{1,2,,,_,;1}/{il’iz,,,,,ik}
libovolny prvek, mizeme utvofit matici B typu (m,k +1) sestavajici postupné ze sloupct
matice 4 sCisly j,

Iyyeund, @ 1 Je patrné, Ze provedeme-li na fddky matice B stejné

elementérni transformace, pomoci kterych jsme matici 4 pievedli na matici C, dostaneme
matice tvaru (E,c), kde E je jednotkova matice stupn€ k. ProhliZime-li nyni na matici B
jako na roz$ifenou matici nehomogenni soustavy linearnich rovnic, vidime z pfedchozi

poznamky, Ze vektor ¢ je feSenim této soustavy, dostdvame, ze j—¢y sloupcovy vektor

matice A4 je linedrni kombinaci sloupcovych vektort s Cisly ; ;. Tedy ihned plyne,

Y AN A

Ze sloupcové vektory matice scCisly 4 i, generuji podprostor prostoru 7"

Iyyeeesly
generovany (vSemi) sloupcovymi vektory matice 4. Odtud dostdvdme nerovnost

h(A") <k = h(A4). Provedeme-li stejnou Givahu s transponovanou matici 4”, dostaneme
h(A)=h(A")" <h(A") ajsme hotovi.

Véta 4.2. (Frobenius) Nehomogenni soustava linedrnich rovnic (*) je feSitelnd, pravé kdyz

hodnost matice soustavy j(A4) je rovna hodnosti matice rozsitené h((4,b)).

Dtkaz. Oznacime-li C1»CyyennsC, sloupce matice 4, pak soustava (*) je podle véty 4
resitelna, pravé kdyz be<cl,cz’m,cn>, tj. pravé kdyz be<cl’czjm,cn>:(cl,cz’m’cn’b>.

To, ale znamena, ze h(A") = h((4,b)"), takze podle piedchozi véty je
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h(A)=h(A")=h((4,b)") = h(4,b)).

Véta 4.3. Bud’ u =(x,,x,,...,x,) € T" feSeni nehomogenni soustavy linearnich rovnic () a
bud W, mnozina vSech feSeni piislusSn¢ homogenni soustavy linearnich rovnic. Pak
u+W,= {u+v|v e WA} je pravé mnozina vSech feSeni nehomogenni soustavy linearnich
rovnic (*). Tedy W,=u+W,.

Véta 4.4. Mnozina Jy, viech feSeni homogenni soustavy linedrnich rovnic s matici typu
(m,n) tvoti podprostor aritmetického vektorového prostoru 7, jehoZz dimenze je rovna
n—h(A).

Diikaz. Necht’ C1yCoyennsC, jsou sloupcové vektory matice 4. Jsou-li y = (X, Xy X,) @
v=0,Vys-y,) dva vektory z W, a reT je libovolny prvek, pak
u+v)*M=w*M)+(v*M)=0, rusM =r(uxM)=0,u+v a ru tedy leZive W, a W,
je podprostor v 7" podle definice 1.6. Pouzijeme-li oznaceni, postichneme okamzité, ze
Ker(M)=W,6a dimW, =n—dim<M> =n—h(A")=n-h(A)

Dtsledek. Bud’ 4 ¢tvercova matice stupné ». Nasledujici podminky jsou ekvivalentni:

homogenni soustava linearnich rovnic s matici 4 ma pouze trividlni feSeni, nehomogenni

soustava linearnich rovnic s rozSifenou matici (4,5) ma jedin¢ feSeni pro libovolny
sloupec p e T" pravych stran;

h(A) =n.

Diikaz. Ekvivalence podminek (i) a (iii) plyne ihned z ptedchozi véty. Plati-li (ii), je podle
véty 4.3 W, =0 ak platnosti (iii staci opét pouZit vétu 4.4. Pfedpokladame-li naopak (iii) a
pievedeme-li matici (A4,b) pomoci elementarnich transformaci na fadky na Jordanovu
matici (B,c), je¢ h(B)=h(A)=n, takze B=F je jednotkova matice stupné n a c je

jediné feSeni uvazované soustavy. [3]
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2 PRAKTICKA CAST

2.1 RESENI UKAZKOVYCH PRIKLADU

Druhéd kapitola je vénovdna konkrétnim piikladim. Nejprve si ukazeme, jak se

pocitaji dané rozklady a jaké Upravy pfi nich vyuzivame. Predvedeme si na kazdém

ptikladu vSechny tfi naSe rozklady. Déle se pak budeme zabyvat konkrétnimi soustavami

rovnic, které si zkusime vypocitat nejprve zpusoby, které zname jiz ze zékladnich a

sttednich skol, a poté si ukdzeme feSeni téchto rovnic pomoci rozkladd. Slozitost postupti a

vysledky srovname s matematickym programem Wolfram Mathematica, ktery je dostupny

na ZCU. Uvidime, jak dlouho bude trvat vlastnoruéni pogitani a jak dlouho potrvé piepsani

ptikladu do programu a jeho nasledné vyhodnoceni.

1. LU rozklad
2 0 1
A= 4 1 1
-2 3 2

Nejprve si ukazeme, jak rozlozit matici pomoci LU rozkladu. Pro Upravu matice budeme

vyuzivat Gaussovu eliminaéni metodu. Na zacatku nesmime zapomenout, Ze pokud lze

vyuZit Gaussovu eliminaéni metodu bez vymény fadku v matici, pak plati, 7e A=LU

Naopak, pokud nelze GEM pouzit bez vymény fadkd, poté plati, ze PA=LU .

Nejprve jsme si sepsali matice ze zadani spolu s jednotkovou matici a snazili se pomoci

GEM upravit matice tak, aby ndm na levé strané¢ vznikla dolni trojihelnikova matice.

JelikoZ jsme nevyménili Fadky matic, tak plati 4=LU,

2 0 1|11 0 0 2 0 1(1 0O

4 1 110 1 0 ~ 0O 1 -1}-2 1 0 ~
Ry~2-R >R, Ry+1-R >R,

-2 3 20 0 1 -2 3 2|0 0 1

odecetli jsme od druhého fadku dvojnasobek fadku prvniho

k tretimu fadku jsme pficetli jeden krat prvni fadek

2 0 1|1 0O 2 0 1|1 0 O

01 —-1-2 1 0 ~ 01 —-1I-2 1 0 ~
Ry—3-R, >R, Ri+1-Ry >R,

0 3 3|1 01 00 6|7 31
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od tfetiho fadku jsme odecetli trojnasobek fadku druhého

k prvnimu fadku jsme pficetli jeden krat druhy fadek

21 0f-1 1 0 2 1 Oo-1 1 O
0O 1 —-1-2 1 0 ~ 0 -1 112 -1 0
Ry—1-R, >R,

0 0 67 31 0 0 6/7 -3 1

od druhého fadku jsme odecetli jeden krat prvni fadek

Z prvnich tprav nam vznikla matice U a nyni se podivdme na vypocet z matice L.

Postup je podobny jako pii vypoctu matice U.

-1 1 01 0 O -1 1 01 0 O -1 1 01 0 O

2 -1 00 1 O ~ 0 1 02 10 ~ 0 1 02 1 0 ~
Ry+2-R >R, Ry+7-R >R Ry—4-Ry—>R,

7 =3 110 0 1 7 =3 10 0 1 0 4 1(7 0 1

k druhému fadku pficteme dvojnésobek fadku prvniho
k tretimu fadku pfi¢teme sedminasobek prvniho fadku

opét od tietiho fadku odecteme Ctyfnasobek druhého fadku

-1 1 0/1 0 O
0 1 0/2 1 0
0 0 II-1 4 1
1 0 0
L=2 1 0
-1 -4 1
I 0 0)(2 1 1
platitedy: 4= 2 1 0|0 -1 1
-1 -4 1)\0 0 6
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[] Untitled-9 * - Wolfram Mathematica 11.0

File Edit Inset Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help

LUDecomposition[{{2, 0, 1}, {4, 1, 1}, {-2, 3, 2}}]

2,0,1), (2,1, -1), (-1, 3,6)), (1,2, 3}, @)

Obrazek 1: LU rozklad pt. 1 -Wolfram Mathematica

1. 1 Choleského dekompozice

Nez budeme pokracovat a pocitat Choleského rozkladu neboli Choleského dekompozice,

musime se ujistit, Ze matice je pozitivné definitni. Pak budeme v tomto ptipadé existovat

trojuhelnikova matice s kladnou diagonalou, tedy plati 4=77/"a 4= 4.

2 0 1
A= 4 1 1
-2 3 2

A# A" - matice neni symetricka, proto dale nepokracujeme v algoritmu

[] Untitled-10 * - Wolfram Mathematica 11.0
File Edit Inset Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help
CholeskyDecomposition[{{2, @, 1}, {4, 1, 1}, {-2, 3, 2}}]
* CholeskyDecomposition

CholeskyDecomposition ((2,@,1), (4,1,1}), (-2,3,2

Obrazek 2: Choleského dekompozice pt. 1. 1 — Wolfram Mathematica
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1. 2 Jordanuv rozklad

2 01
M=|4 1 1
-2 3 2

1 %i(x/ﬁ+3i) (Jﬁ—3z‘)

1.
——i
10

S=|2 —%i(«/ﬁ—ﬁ) %i(\/ﬁ+7i)
2 1 |
4 0 0

1 1 1

5 5 5

1 17 1 8 1 .
o m(33+1\/11)

1 17 1 8i 1 .
L LS L)

G
I
|
|
|

[] Untitled-9 * - Wolfram Mathematica 11.0 -

File Edit Inset Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help

JordanDecomposition[{{2, 0, 1}, {4, 1, 1}, {-2, 3, 2}}]

1 — 1 — 1 —. 1 —
1, — [-6+2iv11), — [-6-2iv11)}, 2, — [-14-2ivV11), — [-14.2iV11
20 20 20 20
1 1 ‘
2,1,1)}, 14,0,0), 0, _ [1-iVi1}),0/, 0,0, [1.iV1

Obrazek 3: Jordantv rozklad pt. 1. 2 — Wolfram Mathematica
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2. LU rozklad

1 -1 1
A=|-1 3 =2
3 -1 7
I -1 11 0 O 1 -1 1|1 0 O
-1 3 =210 1 O ~ 0O 2 -1-1 -1 0 ~
Ry=(-1)-R—>R, Ry—3-R >R,
3 -1 710 0 1 3 -1 7|10 0 O

od druhého fadku odecteme minus jeden krat prvni fadek

od tfetiho fadku odecteme tfi krat prvni fadek

1 -1 1|1 0 O I -1 1({1 0 O
0 2 -1-1 -1 0 ~ 0 2 -1-1 -1 0
Ry—1-R, >R
0 2 43 0 O 0 0 5(4 1 O

od tfetiho fadku odecteme jeden krat prvni fadek

-1 1
-1
5

U=|0
0

Vypocet matice L

1 0 01 0 O 1 0 01 0 O 1 0 01 0 O
-1 -1 0/0 1 O ~ o101 10} ~ (01T O01T1O0
R,~(-1)-R, >R, Ry—(3)-R >Ry
4 1 00 0 1 4 1 00 0 1 1 1 03 0 1

1 0 0
L=L"=|-11 0
3 1 1

- v tomto ptikladé nedoslo opét k vyméné radkd, stejné jako u piikladu jedna, a proto opét

plati 4=LU
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=] untitled-11 * - Wolfram Mathematica 11.0

File Edit Inset Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help

LUDecomposition[{{1, -1, 1}, {-1, 3, -2}, {3, -1, 7}}]

1, -1, 1), 1,2, -1), (3,1,5)), (1, 2,3),0

Obrazek 4: LU rozklad pt. 2 — Wolfram Mathematica

2.1 Choleského dekompozice

1 -1 1
A=|-1 3 =2
3 -1 7
1 -1 1
det|-1 3 -2[=10
3 -1 7

A# A" matice neni symetricka, proto nepokracujeme v algoritmu

m Untitled-11 * - Wolfram Mathematica 11.0
File Edit Inset Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help
CholeskyDecomposition[{{1, -1, 1}, {-1, 3, -2}, {3, -1, 7}}]
* CholeskyDecomposition: The mat 1 1 3, =2}, {3 s not He

CholeskyDecomposition 1, -1,1), 1, 3, -2}, (3, -1, 7

Obrazek 5: Choleského dekompozice pt. 2. 1 — Wolfram Mathematica
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2.2 Jordanuv rozklad

I -1 1 0,203825 -2,18913  —0,80041
M—>|-1 3 2 S —|—0,43657 -0,0759107 2,15534
3 -1 7 1 1 1

0,203825 -2,18913  —0,80041
S —|-0,43657 -0,0759107 2,15534
1 1 1
0,382054 —0,237789 0,818316
S —| —0,44381 —0,171954 0,0153896
0,0617553 0,409743  0,166294

=] untitled-11 * - Wolfram Mathematica 11.0 -
File Edit Insert Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help
JordanDecomposition[{{1, -1, 1}, {-1, 3, -2}, {3, -1, 7}}]
Root -5+16:1 +39:21% + 141217 &, 1], Root| -5+ 1611 + 3917 + 14117 &, 2],
Root| -5+ 161 +39:21% + 141217 &, 3] 1, Root -1 -15u1 - 231217 . 1417 8, 2],

Root -1-15t1-23:1% 14118, 3], Root -1 1521 - 231217 v 14:1%8, 1)), 11,1, 1)},

Root|-1@ + 2511 - 11217 + 217 &, 1), @, @), '@, Root | -18 + 2511 - 112217 + 1% &, 2], @},
@, @, Root | -1@ + 2521 - 11:21% + 21 &, 3

Obrazek 6: Jordantv rozklad pt. 2. 2 — Wolfram Mathematica

3. LU rozklad
1 2 1 0
A:2842
1 4 11 1
0 2 1 2
1 2 1 01 0 0 O 1 2 1 01 0 0O
2 8 4 2101 0 0 04 2 221 00
1 4 11 10 0 1 0lr2zo|1 4 11 1]0 0 1 0|&-tro
0 2 1 20 0 01 0 2 1 2/0 0 0 1

od druhého fadku odecteme dvakrat prvni fadek

od tfetiho fadku odecteme jedenkrat prvni fadek



S O O =
NN RN

1

10

1

0|1
2 212
I-1
2|10

0
1
0
0

S = O O

0
0

0 [RoR

1

vyménime druhy fadek se tfetim

0
0
0

I 01 O
10 1j-1 O
2 212 1
1 20 O

S o = O

od ¢tvrtého fadku odecteme jedenkrat ndsobek druhého fadku

2
2
0
0

S o o =

1 011
10 1|-1
-18 0|2
-9 1|1

0
0
1
0

—_— 0 = O

0
0

0 |R-2Ry—>Rs

1

1
0
0
0

2
2
0
0

1 0}1
10 1|-1 0
0 210
-9 -1]1

od tretiho fadku odecteme dvojnédsobek ctvrtého fadku

vyménime tfeti fadek se ctvrtym

2
2
0

S O o =

Vypocet matice L

0
-1 0
0
1

I 01 O
10 1}-1 O

-9 1(0 O
0 211 1
2 1 0

2 10 1

0 -9 1

0 0 -2
0 Ol O
1 010 1
I 10 0
-2 210 0

0
1
1

-2

S~ O O

0

0

0

1
-2

0 |R—2R—>R

1

-1

— o O O

ol
010
110
010

S = = O

od ¢tvrtého fadku odectu dvojnésobek tretiho fadku

k druhému fadku pfictu prvni fadek

—_— O O =
- o O O

S = = O

0|1
0|1
110
0]0

S O = O

0
0
1

-2

0
0

1
0

0 |[R—1R-R| 0

-1

0

- o o O

S = = O

0|1
0|1
110
0-1

S O = O

S O = O

0

1
0

0
1
-2

0

0

1
-2

0 0

1 0
2 -2 |reon,
1 1

0
0
0 [R+1R >R,

-1

0
0
0 R3—1-;';2 SR,

-1
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od ¢tvrtého fadku odectu fadek prvni

od tfetiho fadku odectu druhy radek

1 0001 0 0 0
00101 1 0 0
000 1-1 -1 1 0
0100-1 0 -2 -I
1000
S|t oo
01 10
2 2 21

v tomto pfikladu pii pouziti GEM doSlo k vyméné tadkl, a proto vyuzijeme vztah

PA=LU

[] untitled-12 * - Wolfram Mathematica 11.0 - O X

File Edit Insert Format Cell Graphics Evaluation

LUDecomposition([{{1, 2, 1, @}, {2, 8, 4, 2}, {1, 4, 11, 1}, {0, 2, 1, 2}}]

1,2,1,@), (1,2,10,1), (8,1, -9,1), 12,2,2, -2)}, (1,3,4,2),0

Obrazek 7: LU rozklad pt. 3 — Wolfram Mathematica

3.1 Choleského dekompozice

1 2 1 0
2 8 4 2
A=
1 4 11 1
0 2 1 2
A=A"
A=LI"

Matice je symetrickd, pozitivné definitni. Budeme postupovat podle algoritmu nazorné
ukdzaného v nasledujicich piikladech. Jiz z pfedchozi kapitoly vime, Ze matice budou

trojuhelnikové. Postup algoritmu je v piikladech podrobné popsan.
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121 0 (4, 0 0 0\(4 L, L, I,

28 4 2| |L, L, 0 0|0 L, L, i,
1411 1| |4, L, 4, 0[]0 L, I,
02 1 2) (L, L, L, L., 0o 0 1,

ll,lz 11,112,1 11,113,1 11,114,1

11,112,1 12,12 +lz,22 12,113,1 +lz,213,2 12,114,1 +lz,2l4,2
11,113,1 12,113,1 +12,213,2 13,12 +13,22 +13,32 13,114,1 +13,2l4,2 +l3,3l4,3
11,114,1 12,114,1 + 12,214,2 13,114,1 + 13,214,2 + 13,314,3 14,12 + 14,22 + 14,32 + 14,42

Lr=1=1,=+1=1

2 2
111121 23121:_ -=2
TR
1 1
111131_13131=E=I:1
111141—03141=£ 9=O
L, 1
12,12+ZZ,22 :8312’2 :\/8—12’12 :\/8_22 :,\/222
4-1 1 _1.
Ll ,+L,l,=4=1,= siby _ 4 12:1
T T, 2
2-1,.1 _0-
Ll +L,L,=2=1,= aibry _2-0 2:1
I b, 2

L+l L == = 1= (1 + 1,7 ) = 1= (P +17) =0 =3

1-(1,,L,,+1,,1 1-(0-1+1-1
13,114’1 _}_13,2[4’2 _|_]3,3]4’3 =1 ]4’3 — ( 4.1 31,1 4,2 3,2) — ( 3 ) —
33

L2+, + 1+, =221, = \/2 (L 1, +15) = \/2 —(0*+12+0%) =1 =1

1 0 00 1 210
L=2200 LT—0211

1 1 30 0 030

01 0 1 0 0 01

1 0 0 0)(1 210
A:2200-0211

1 1 3 0({0 0 3 0

010 1,0 0 0 1
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[] Untitled-12 * - Wolfram Mathematica 11.0

File Edit Inset Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help

CholeskyDecomposition({{1, 2, 1, 0}, {2, 8, 4, 2}, {1, 4, 11, 1}, {0, 2, 1, 2}}]

1,2,1,90), e,2,1,1), 0,0,3,0), 0,0,0,1

Obrazek 8: Choleského dekompozice pt. 3. 1 — Wolfram Mathematica

3. 2 Jordanuv rozklad

1 2 1 0
4o 2 8 4 2
1 4 11 1
0 2 1 2
2,35776  —0,488842 0,786456 0,925273
S~ -0,87485 —0,174097  3,22098  3,71148
0,0121927 0,0198566 —2,75908 4,959
1 1 1 1
0,263492 0 0 0
T a 0 1,67166 0 0
0 0 5,68288 0
0 0 0 14,382

0,321898 -0,119441 0,00180116 0,136527
o | =0,385015  —0,13712  0,0156391  0,787606

0,0401136 0,164288  —0,140728 0,0510055
0,0230036 0,0922727  0,123288  0,0248614
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=] untitled-12 * - Wolfram Mathematica 11.0 - O X
File Edit Inset Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help
JordanDecomposition[ {{1, 2, 1, 0}, {2, 8, 4, 2}, {1, 4, 11, 1}, {0, 2, 1, 2} }]
Root -26+ 191 + 86117 - 111217 + 31:21° &, 4],
Root -26 + 191 + 86117 - 111217 + 3121° &, 1], Root
26 + 1911 + 86117 - 111:1° + 31:21° &, 2], Root| - 26 + 19121 + 86217 - 11117 + 31:21° &, 3]},

Root 1016 + 6408 21 + 2698 :1% - 3283217 + 558 :1% &, 1],

Root 1016 + 6408 =11 + 2698 217 - 3283 =1 + 558 1:1° &, 2],

Root 1016 + 6408 11 + 2698 111> - 3283 117 + 558 :1° &, 3],

Root 1016 + 6408 =21 + 2698 21% - 328317 + 558 1:1% &, 4] |,

Root| -1 +126t1 - 3797 217 - 6231217 + 279 :11°% &, 2],

Root -1+ 1261 - 3797 212 - 623117 + 279 1% &, 3,

Root -1+ 12611 - 379721 - 62311 + 279:1% &, 1],

Root -1 +1261:1 - 37971217 - 6231217 + 279::1% &, 41}, 11, 1,1, 1)},

Root 36 - 1671 + 121117 - 2211 + 111 &, 1], 0, 0, 0},

@, Root 36 - 1671 + 121217 - 22217+ =1° &, 2], @, 0},

@, @, Root 36 - 16711 + 121 1217 - 22117 + 1% &, 3], @),

@, @, @, Root 36 - 167 11 + 1211217 - 22 1:11% 4 111° &, 4]

Obrazek 9: Jordaniiv rozklad pt. 3. 2 — Wolfram Mathematica

Dale se podivame na vyuziti maticovych rozkladld. Daji se napfiklad vyuzit pfi feSeni

soustav linearnich rovnic, kterymi se budeme nadéle zabyvat, a ukaZzeme si n¢které feSeni.

3x+2y=20 20-2y
> X=—
2x+3y =20 3

2 2y o

M+3y:20 6x+4y=40
—6x—-9y =-60
40-4y+9y =060 59220
Sy =20 4
y=4
y=4
2x+(3-4)=20
X=M 2x+12=20
3 2x=8
x=4 4
X =

- soustavu fesSime postupy, které se vyucuji uz na zakladni skole
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- nejprve metodou dosazovaci a potom také metodou sc¢itaci
- v tomto piipadé je jedno jakou metodu pouzijeme, ob¢ jsou Casové stejné naro¢né

[] Untitled-14 * - Wolfram Mathematica 11.0 -

File Edit Inset Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help
Solve[{3x+2y =20, 2x+3y =20}, {x, y}]

X4,y 4

Obrazek 10: Klasické feSeni soustavy rovnic pt. 4 — Wolfram Mathematica

4.1 LU rozklad

3x+2y=20
2x+3y=20

ze soustavy rovnic vytvoiime matici A

)

(3 2‘0 1) (2 3‘0 1] 2 30 13
~ ~ 5
2 31 0) (3 201 0 Rz_@.,gﬁ,ez 0 —51 2

2
2 310 1
U:
0_§1_§
2 2
2 3
U:
0 -2
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Vypocet matice L

O T o 1 !
3 = 3
— 3 —_
D=2l 0 fusnon| 1O S
1 0
L=L"=
2
2
=] untitled-15 * - Wolfram Mathematica 11.0 — O X

File Edit Insert Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help

LUDecomposition[{{3, 2}, {2, 3}}]

Obrazek 11: LU rozklad pt. 4. 1 — Wolfram Mathematica

LU rozklad vyuzivame pfi feSeni soustav rovnic ve tvaru A4x = b, postupujeme tak, ze tuto

soustavu piepiSe do tvaru LUx =b. Dale musime provést substituci Ux = y. Poté chybi

vyfesit dve€ soustavy rovnic,ato Ly=ba Ux=y.

Ly=b
4 3, =20 y) (20
v, =20 = = y= =
3y, +2y,=40 ¥, -10

5)’1"’)’2 =20
Uz =

=Y 2z,+3z,=20 z, 4
2z,+3z,=20= = z= =

s 5z,=20 zZ, 4
——z,=-10

2
x=Pz

o U
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4. 2 Choleského dekompozice

3x+2y=20
2x+3y=20

3 2
A=
23
ze soustavy rovnic vytvoiime matici A

potom si matici rozlozime pomoci algoritmu jiz popsaného vyse

(3 2) :[11,1 0 ].(11,1 12,1]: 11,12 11,112,1
2 3) by b))\ 0 L,) byl bL7+L)
11,12 =3= ll,l = \/§

hih,,=2=2=1), RN
L

C V33
2
) / 23 [5 I3
12,12"_12,22 :3312,2 = 3_12,12 - 3_(TJ ) 5 :T

Boooo
3 3
A=L-I'

NG
47123

3

B

u‘S‘o
W

)
W | =7 W
25

D Untitled-15 * - Wolfram Mathematica 11.0
File Edit Inset Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help
CholeskyDecomposition[{{3, 2}, {2, 3}}]
2 s
V3, > 19,
/3 N3
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Obrazek 12: Choleského dekompozice pt. 4. 2 — Wolfram Mathematica

L'z=b
4-(5-245)

? By o] A2
. Ji5 () (20 VN

3
Lx=z
Booo N 4-(5—2J§) x:(—S\/g+2O.—8\/§+S2JT
23 Jﬁ[xlj‘ g 53
3 3 )7 as

4. 3 Jordanuv rozklad

2 3) hledéme vlastni &isla a vlastni vektory matice M

vlastni &isla 4 jsou feSenim rovnice

det(M — A1) =0

3-4 2
M-l =
2 3-4

3-4 2
tedy det =0
2 3-2

(3-2) —4=0 » A* — B*

(3—2—2)(3—2&2):()
(1-2)(5-4)=0

A =1 A, =5

- charakteristicka &¢isla matice M

—

- charakteristické vektory Xjsou feSenim nenulové rovnice

(M—/L[)-;:O nebo (M—ﬂzl)-;zo
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woar[? 2
A _(2 2} N

(5, x,)
zavislé fadky, jedna rovnice

x+x,=0

tedy X, =—X,

napiiklad 1;-1

o[22
w3

x—x,=0

op¢t zavislé fadky

X =X,

(1;1)

10 L (-0,5 0,5
J - ST -
05 0,5 0,5
[] Untitled-15 * - Wolfram Mathematica 11.0 - O X

File Edit Insert Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help

JordanDecomposition[{{3, 2}, {2, 3}}]

1,1}, (1,1)), (1,0}, (@,5

Obrazek 13: Jordaniv rozklad pt. 4. 3 — Wolfram Mathematica

S)

2x, —x; =1
X —x,+x,=0

x,—3x,+4x,=0

Soustavu rovnic opét vyfesime klasickym zplisobem, a to metodou séitaci, kterd je zde

v

vhodnéjsi, jelikoz se jedna uz o soustavu rovnic o tfech nezndmych.
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2x, —x; =1 2x, —x; =1
X —x+x=0 = -x+x,-x,=0 :>2x3:1:x3:5

X —3x,+4x,=0 x,—3x,+4x,=4

2x2—%:1:>4x2—1:2:>x2:E

1 1
X, —3-§+4-—=0:>x1 =—
4 2 4
| 3 1
Xlzz, xzzz, x3=5
] Untitled-16 * - Wolfram Mathematica 11.0 - O >

File Edit Inset Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help

Solve[{2x-72==1, X-y+2=0,x-3y+47 =0}, {X,y, 2}]

Obrazek 14: Klasické feSeni soustavy rovnic pi. 5 — Wolfram Mathematica

5.1 LU rozklad

2x, —x; =1
X —x,+x,=0

X, —3x,+4x;,=0

Nejprve si rozlozime matici, vytvofenou ze soustavy, pomoci postupu popsaného u

ptikladu jedna.
0 2 -11 0 O I -1 1[0 1 O I -1 10 1 O
!l -1 101 0 ~1]0 2 -1 00 ~ |0 2 -1lj1 0 O] =~
R &Ry Ry—1-R >R, Ry+Ry >R,
1 -3 410 01 I -3 410 01 0 -2 30 -1 1

vyménime prvni fadek s druhym
od tfetiho fadku odecteme prvni fadek

k tretimu fadku pfi¢teme druhy fadek
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1 -1 110 1 O
=111 0 0
0 0 2|1 -1 1

I -1 O
U=0 2 -1
0 0 2
0O I o1 0 O 0O 1L o1 O O 0
1 0 00 1 O ~ 1 0 00 I O ~ 1
Ry—1-R, >Ry Ry+1-R >R
I -1 10 0 1 0 -1 110 -1 1 0
I 0 O
L={0 1 0
0 -1 1

jelikoz jsme prohodili fadky, pouzijeme P4 =LU
po nalezeni matice U a matice L miZeme hledat feSeni soustavy

:] Untitled-17 * - Wolfram Mathematica 11.0
file Edit Inset Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help
LUDecomposition[{{0@, 2, -1}, {1, -1, 1}, {1, 3, 4}}]

1, -1,1), (@, 2, -1), (1,2,5)}), 12,1, 3}, @

Obrazek 15: LU rozklad pt. 5 — Wolfram Mathematica

Ly=>b
Y= N 1
y,=0 =y=|»|=0
Y, +y,=0 Y3 0
Uz=y
z,—z,=1 z, 1
2z)-z;,=0=>z=|z |=|0
2z, = A 0
x=Pz

I 01
0 0)0
0 1/0

0 0
1 0
-1 1
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S~ O
S O =

5.1 Choleského dekompozice

A# A" matice neni symetricka, nepokracujeme v algoritmu

[] Untitled-17 * - Wolfram Mathematica 11.0
File Edit Insert Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help
CholeskyDecomposition[{{0, 2, -1}, {1, -1, 1}, {1, 3, 4}}]
** CholeskyDecomposition: The mat 2 1,3 not He

CholeskyDecomposition 8,2, -1), 1, -1,1), /1,3, 4

Obrazek 16: Choleského dekompozice pf. 5. 1 — Wolfram Mathematica

5.2 Jordanuv rozklad

3 l(—3—\/5) 0
0 2 -1 4
M=[1 -1 1 S=[2 i(3+\/§) 0
b= 1 0 1++/5
10 0

J=[0 1-5 0

0 0 1+5

[ Untitled-17 * - Wolfram Mathematica 11.0

File Edit Inset Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help

JordanDecomposition([{{0, 2, -1}, {1, -1, 1}, {1, 3, 4}}]

2-4J11 2-4ym 2.1 2.+411
9, p— pr— 2, pr— 5 (5, 1,1},
5.411 s5.4n s.v11 s5.4m

1,0,0), 0,1-v11,0!, (0,0, 111

Obrazek 17: Jordaniv rozklad pt. 5. 2 — Wolfram Mathematica



6. LU rozklad

X +x,+x,=2
X, +5x,+5x, =5
X, +5x,+14x, =8

[] Untitled-16 * - Wolfram Mathematica 11.0
File Edit Inset Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help

Solve [{x+y+Z=2,X45y+52=25,x+5y+147 =8}, {X,y, 2}]
5 5 1

X 9~ ’ z
2’Y 712’ 3

Obrazek 18: Klasické feSeni soustavy rovnic pi. 6 — Wolfram Mathematica

1 1 1
A=1 5 5
1 5 14
I 1T 11 0 O I 1 1|1 0 0
I 5 5101 0 ~ 0 4 4-11 0 ~
Ry—1-R >R, Ry—5-R >R,
I 5 140 0 1 1 5 140 0 1

- od druhého fadku odecteme prvni fadek
- od tfetiho fadku odecteme pétinasobek fadku prvniho

- nedoslo k vymeén¢ fadku, pak 4=LU

111
U=l0 4 4
00 9

1 0 0
L=|1 1 0
I 1 1

2] untitled-17 * - Wolfram Mathematica 11.0
File Edit Inset Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help
LUDecomposition[{{1, 1, 1}, {1, 5, 5}, {1, 5, 14} }]
1,1,1), (1,4,4), (1,1,9)), (1, 2,3}, 0

Obrazek 19: LU rozklad pt. 6 — Wolfram Mathematica
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_ =2
N=
:>y2:3 =)=
n+y, =5
243+, =8
Wty +y; =8
>
Uz=y . 4
Z+tz,+z,=2 ! 5
=z=|z, |=|—
4z, +4z, =3 12
Zy 1
9z,=3 1
3
x=Pz
2] (2
1o o)* | |*?
x={0 1 0 £l = Bl
0 0 1 12 12
1L
3 3

6.1. Choleského dekompozice

X +x,+x;=2
X, +5x,+5x;, =5

X, +5x, +14x, =8

11 1
A=|1 5 5
1 5 14
A=A"
A=LL"

- matice je pozitivné definitni a symetrickd, proto pokracujeme v algoritmu pro

hledani matice L

11 1Y) (4, 0
15 5|=L, b,
15 14) |4, 14,

2
13,1 11,1 11,112,1 11,113,1
_ 2 2
13,2 = 11,112,1 lz,l +lz,2 12,113,1"'[2,2]3,2
2 2 2
13,3 11,113,1 12,113,1"'12,2[3,2 13,1 +l3,2 +l3,3
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I 1 1 1 0 0)(1 1 1
1 5 5|=(1 2 00 2 2
1 5 14 1 23,0 0 3

[] Untitled-17 * - Wolfram Mathematica 11.0
File Edit Inset Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help
CholeskyDecomposition([{{1, 1, 1}, {1, 5, 5}, {1, 5, 14} }]

1,1,1), (e, 2,2}, @0,0,3

Obrazek 20: Choleského dekompozice pt. 6. 1. — Wolfram Mathematica

A'y=b
1 0 0)(y 2
0 2 0lly,|=|5
0 0 3y 8
2 T
y1:2 32! 3
»+2y,=5 Y= |= 5
n+2y,+3y,=8 W3 1
Ax=y
I 1 1) x 2
0 2 2| x,|= g
2
0 0 3)\x 1
5 T
X +x, +x,=2 n
1 2 3 ; X, 45
2x,+2x;, =— x=|x, |=| —
2 3 2 2 12
3x, =1 B0
3
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6.2. Jordanuv rozklad

I 1 1
M—=|1 5 5
1 5 14

0,0944699 40,9866 —0,581095
S —| 0,449224 -10,8454 -2,10386

1 1 1

16,3406 0 0

J - 0 0,759791 0
0 0 2,89962

ﬂ Untitled-17 * - Wolfram Mathematica 11.0
File Edit Insert Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help
JordanDecomposition[{{1, 1, 1}, {1, 5, 5}, {1, 5, 14} }]
Root 9 - 8011 - 1621117 + 41117 &, 3], Root 9 - 8011 - 162117 + 411° &, 1],
Root 9 - 8011 - 16212 + 4121 &, 21|, (Root|-41:68u1+5011% + 417 &, 1],
Root| -41 . 6811 +50:21% + 4::1° &, 2|, Root  -41 + 6811 +501::1% + 41217 &, 3], 11,1,1) ),
Root| -36+6211 20117+ 21 &, 1/, 0,0, (@, Root -36+62u1 - 20117 4 117 &, 2], @],

@, @, Root -36+ 6211 - 20217 + 217 &, 3] 111

Obrazek 21: Jordaniv rozklad pf. 6. 2 — Wolfram Mathematica

7. LU rozklad
2x,+x,=2
X +2x, =1
2x,+x,=0

ﬂ Untitled-18 * - Wolfram Mathematica 11.0
File Edit Inset Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help

Solve[{2x+y =2, x+2=1,2y+2 =0}, {X¥, 2}]

Xx+1l,y->0,z50)]

Obrazek 22: Klasické feSeni soustavy rovnic pi. 7 — Wolfram Mathematica



2 1 0
A=|1 0 2
0 2 1
2 1 01 0 0 1 0 20 1 0O 1 0 210 1 O
1 0 201 0| ~ |2 1 0T 0 O ~ 01 41 2 0 ~
5,655, Ry-2-R >R, Ry-2-R, >R,
0 2 10 0 1 0 2 1|0 0 1 0 2 110 0 1

- prohodili jsme prvni a druhy sloupec

- od druhého fadku jsme odecetli dvojnasobek prvniho fadku

1 0 20 1 O
01 41 20
00 912 4 1

1 0 2
U=|0 1 —4
00 9
Vypocet matice L
1 0 00 1 O 01 01 20 01 01 -2 0
o1po1 -240~11000 1 0] ~ |1 000 I 0O~
NRE Ry+2-R—>R; N
0 0 I-2 4 1 0 0 II-2 4 1 0 2 10 0 1

- prohodili jsme prvni a druhy sloupec
-k tfetimu radku pti¢teme dvojnasobek prvniho radku

- prohodili jsme prvni a druhy sloupec

1 0 00 1 0 1 0 00 10
0 1 01 -2 0 ~ |2 1 01 00
R, +2-R, >R,
0 2 10 0 1 0 2 10 0 1
1 00
L={2 10
0 2 1
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[&] Untitled-17 * - Wolfram Mathematica 11.0
File Edit Inset Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help
LUDecomposition[{{2, 1, 0}, {1, 0, 2}, {0, 2, 1}}]

1,,2), (2,1, -4, 0,2,9)), (2,1,3), 0

Obrazek 23: LU rozklad ptf. 7 — Wolfram Mathematica

Ly=»b
1 0 0)» 2
Ly=12 1 0|y, |=|1
0 2 1)\y 0
»=2 i 2
2y, +y, =1 = y=|y, |=|-3
2y,+y;,=0 Y3 6
Uz = 2
zZ=Yy Zl 3
z,+2z,=2
=z=|z, |=|—=
z,—4z,=-3 3
9zy = - 2
3
x=Pz
10 0)3 3
x=/0 1 O —l = —1
0 0 1 3 3
2 2
3 3

7.1 Choleského dekompozice

2x, +x, =2
X +2x, =1
2x,+x,=0

AN

Il
S = N
N O =
el S



0 11,1 0 0 11,1 lz,l 13,1 11,12 11,112,1 11,113,1
2= l2,1 lz,z 010 lz,z 13,2 = 11,112,1 12,12 +lz,22 12,113,1 +12,213,2
1 13,1 13,2 13,3 0 0 13,3 11,113,1 12,113,1 +lz,2l3,2 13,12 +13,22 +13,32

1 1 2
[ L =1 =—=—=—
Lik2,1 2,1 ll,l \/5 >

0 0
11,113,1 :O:>l3,1 :ZZEZO

1
2
L2+l =0=1,=J0—1,7 = fo_(%] _ /—?1

- matice neni definitivné pozitivni

=] untitled-17 * - Wolfram Mathematica 11.0 - O

File Edit Inset Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help

CholeskyDecomposition[{{2, 1, 0}, {1, 0, 2}, {0, 2, 1}}]

** CholeskyDecomposition

CholeskyDecomposition 2,1,0), '1,0,2), 0,2,1

Obrazek 24: Choleského dekompozice pt. 7. 1 — Wolfram Mathematica

7. 2 Jordanuv rozklad

) e
21 0
M={1 0 2 S=|1 %(—1—\/5) %(\B—l)
02 1 | 0 |
30 0



[] Untitled-17 * - Wolfram Mathematica 11.0

File Edit Inset Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help

JordanDecomposition[{{2, 1, 0}, {1, 0, 2}, {0, 2, 1}}]

1 — 1 — 1 — 1
1,5 143 'i 1-v3 5 1,5 1-vV3 'i 1

3,0,0), (@, V3,0, (e,e, V3

Obrazek 25: Jordaniv rozklad pt. 7. 2 — Wolfram Mathematica

8. Vypocet inverzni matice pomoci LU rozkladu

Vypocet L

I 01 O 1 01 O
-3 1|0 1)rR+s3r->R0 1|13 1

Vypocet U™!
1 21 O
0 —1{0 1
L (12
0 -1
" o 1 2)(1 0 5 2
A =U"L= : =
0 —-1)\3 1 3 -1

V3
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[] Untitled-3 * - Wolfram Mathematica 11.0 - O X
File Edit Inset Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help

A
m9 = {{1, 2}, {3, 5}}
Inverse[m9] // MatrixForm

1,2), (3,5

Obrazek 26 Inverzni matice pt. 8§ — Wolfram Mathematica

9. Vypocet inverzni matice pomoci LU rozkladu

2 1
A=
-4 -3
- nejprve si musime matici rozlozit na matici U a matici L, podle postupu

vysvétleného vyse

Vypocet matice U

2 111 0 2 211 0 U 2 1
4 30 1 /r2r-rRl0 =112 1 B 0 -1

Vypocet matice L

1 0[1 0 1 0ol1 0 L_zo
2 100 1)r28-10 1|2 1 lo -1

Vypocet matice [~
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[] Untitled-3 * - Wolfram Mathematica 11.0 - O X

File Edit Inset Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help

m9 = {{2, 1}, {-4, -3}}
Inverse[m9] // MatrixForm

Obrazek 27 Inverzni matice pomoci pt. 9 — Wolfram Mathematica

10. Vypocet inverzni matice pomoci Choleského dekompozice

AN

Il
S = N
S D=
B~ O O

A=A"; A=LL"

- matici je symetrickd a pozitivné definitni, tim padem miZeme pokracovat

v algoritmu pro nalezeni matice [ a '

210 Ly 0 0 (L, L, L 11,12 URLS Ly,
12 0|=1h, Ly, 0}10 L, Ly|=|hi, 12,12 +lz,22 bk 1,50,
0 0 4 Ly Ly L 0 0 L il hyby+hok, 13,12 "'13,22 +l3,32

N\@
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- pro inverzi matice A plati 47! = ( LI )71 =L

2
NI - 00
L:Qﬁo; L*l_££0;
2 2 6 3
0 0 2 o o 1
2
V2 Ve
2 6
L™= 0 ﬁo
3
o o 1
2
2o e G122 o) (2
2 6 2 3
A=LT.I""=| 0 ﬁ 0.@@0:_1
3 6 3 3
o o Lflo o Lo
2 2

10. 1 Vypocitej inverzni matici pomoci LU rozkladu

210
A=|1 2 0

0 0 4
Vypocet matic
21 01 00 1 2 0 1 0
1 2 001 0|=U=/0 -3 05 L=[2 1
0 0 40 0 1 0 0 4 0 0

— o O

L' =

W | —

N | —

° »[& e[
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2
3
Ut=lo -1 o
3
0 o0 L
4

L2 2 1,

31 1 0 0 3123

A'=U"L=l0 —— 0|2 1 ol=|-—= = o

3 o 3 3

0 0 L o o0 L

4 4

[] Untitled-3 * - Wolfram Mathematica 11.0
File Edit Inset Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help

m9 = {{2, 1, 0}, {1, 2, 0}, {0, 0, 4}}
Inverse[m9] // MatrixForm

2,1,0), (1,2,0), 0,0, 4

e ® O ©®

Obrazek 28 Inverzni matice pt. 10 — Wolfram Mathematica
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3 ZAVER

V bakalaiské préci jsme se zabyvali maticovymi rozklady. Nejdiive jsme si vymezili
teoreticky dané rozklady, dale jsme si definovali dané pojmy, které stimto tématem
souvisi a které jsme pak déle vyuzivali v druh¢ ¢asti. Tyto rozklady jsme vyuzivali k feSeni
soustav linearnich rovnic, se kterymi jsme se prvné setkali jiz na zakladni Skole a také
k vypoctim inverzni matice. U kazdého piikladu jsme si podrobné ukazali jednotlivé
postupy. Zacali jsme scitaci a dosazovaci metodou, jiz zndmou ze 7. tfidy zdkladni Skoly,
poté pouzili jednotlivé rozklady. Nakonec jsme vyuZili pro vypocet piikladu program
Wolfram Matematica, u kterého jsme diky jednoduchym ptikaziim dostali feSeni
konkrétnich ptikladf. NaSim cilem bylo také porovnat ¢asovou dotaci pro klasické pocitani
a pro pouziti Wolframu. V téchto piipadech byla aplikace programu mnohem efektivné;si.
Vysledky jsem obdrzela béhem par sekund a byly naprosto ptesné. Nejvice Casu zabralo
pfepsat matici do programu tak, aby jej vyhodnotil spravné. Kdezto vypocty na papir trvaly

i nékolik desitek minut, nez bylo docileno spravného feseni.

Nemda smysl fesit ulohy o jedné soustavé, jelikoz je to mnohem vice prace nez
napfiiklad pfi Gaussové elimina¢ni metod¢ nebo pokud je to opravdu zakladni a jednoducha
soustava, je vhodné&jsi a rychlejsi pouzit s¢itaci nebo dosazovaci metodu. Vybrané rozklady
jsou efektivnéjsi pii feSeni vice soustav rovnic. Také nedocilime vysledku pii Choleského
dekompozici, pokud neni matice symetricka a definitné pozitivni. Tento algoritmus
funguje pouze za téchto podminek. Pfi mych vypoctech jsem usoudila, Ze Jordaniv
dva. Lépe a rychleji jsem feSila rozklady pomoci téchto dvou metod. Na Jordantv rozklad
bylo mnohem vyhodné&js$i vyuzit rovnou matematickym program nez piiklad feSit

klasickym vypoctem na papir.
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4 RESUME

Cilem prace bylo zpracovat vybrané maticové rozklady, uk4dzat moznosti praktického
vyuziti téchto rozkladi a vyfeSit konkrétni piiklad. Predlozit vyuziti matematického

softwaru pii hledani rozkladu a feSeni ukazkovych uloh.

V teoretické¢ Casti jsem se vénovala historickému kontextu dané problematiky.
Rozebrala jsem vybrané rozklady, a to LU rozklad, Choleského dekompozice a Jordaniv
rozklad. Zabyvala jsem se také pojmy, které s touto problematikou souvisi a které jsme
poté vyuzila pii zpracovani tloh. Opirala jsem se o odbornou literaturu, ktera tyto pojmy
vysvétluje. V praktické ¢asti jsem ukdzala podrobné tfeSeni ptikladi danych rozkladd a
jejich vyuziti pti feSeni soustav rovnic a inverznich matic nejprve metodami ze zakladnich
Skol a poté pomoci rozkladi. Vyuzila jsem matematicky software Wolfram Mathematica

pro srovnani vysledkl a naro¢nosti feSeni.

Klicova slova: LU rozklad, Choleského dekompozice, Jordaniiv rozklad, horni
trojuhelnikova matice, dolni trojihelnikova matice, symetrickd matice, pozitivn¢ afinitni

matice, soustava rovnic, inverzni matice, matematicky software, fesené ptriklady

The aim of this work was to process the chosen matrix decompositions, to show the
possibilities of practical using of these decompositions and to solve a specific example. To
submit the using of the mathematical software in searching of the decomposition and

solutions of the sample tasks.

In the theoretical part, I dealt with the historical kontext of the given issue. I
dismantled the chosen decompositions, the LU decomposition, the Cholesky
decomposition and the Jordan decomposition. I also dealt with concepts related to this
issue. Then, I used them to process tasks. I proceeded from the specialized literature to
explain these concepts. Inthepractical part, I demonstrated a detailed solution of examples
of given decompositions and thei rusing in solving of the systém of linear equations and
inverse matrix at first by methods from elementary schools and then by decompositions. I
used the Wolfram Mathematical software to compaq the results and complexity of the

solution.
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the LU decomposition, the Cholesky decomposition, the Jordan decomposition,
uppertriangular matrix, lowertriangular matrix, symmetric matrix, positive definition
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