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Abstrakt

Tato bakalaiska prace se vénuje kiivkovym a ploSnym integralim a jejich apli-
kaci ve fyzikalnich zdkonech elektromagnetismu. Cilem bylo popsat matematicky
aparat vystupujici v Maxwellovych rovnicich. Po kratkém sezndmeni s elektromag-
netismem postupujeme jednoduchymi tivahami k vysloveni potfebnych matema-
tickych definic a vét. Jejich aplikaci ukazujeme na vhodnych piikladech. V zavéru
se dostaneme k Maxwellovym rovnicim, které nejprve vyjadiime v integralnich
tvarech, nasledné s vyuzitim definovaného aparatu odvodime vztahy diferencialni
a naznacCime dusledek vzajemné interakce elektrického a magnetického pole v case
v podobé elektromagnetické viny.

Klicova slova: kiivka a kiivkovy integrél, plocha a plosny integral, diferencialni
operatory, Maxwellovy rovnice, Greenova véta, Stokesova véta, Gaussova-Ostro-
gradského véta.

Abstract

This thesis focuses on line and surface integrals and their applications in the
theory of electromagnetism. The main issue of this thesis is to describe the mathe-
matical background of Maxwell’s equations. After a short introduction to electro-
magnetism we continue with simple considerations to present the necessary defini-
tions and theorems. Suitable examples are solved using the theory. At the end we
express Maxwell’s equations in integral form and we use the theorems to derive the
differential form. Finally, we suggest the consequence of the interaction between
electric and magnetic fields over time and in the form of electromagnetic waves.

Key words: curve and line integral, surface and surface integral, differential
operators, Maxwell’s equations, Green’s theorem, Stokes’ theorem, Gauss-Ostro-
gradsky’s theorem.
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Uvod

Matematika a fyzika jsou bezpochyby dvé velmi tizce spjaté discipliny. Zatimco
fyzika popisuje konkrétni déni, matematika se snazi najit jakysi obecny popis
nebo nastroj, ktery lze aplikovat pro ruzné, nicméné analogické situace. Tato prace
ma za cil popsat kiivkové a plosné integraly jako nastroj matematiky a vysveétlit
vyznam, ktery maji ve fyzikalnich zakonech elektromagnetického pole. Integral
tedy chapeme jako ,postup pii vypoctu®, jehoz vysledek je abstraktni az do chvile,
nez jej vyuzijeme v konkrétni situaci. Takovou situaci muze byt naptiklad poza-
davek na ur¢eni hmotnosti kiivky nebo plochy, vypocet prace vykonané konkrétni
silou nebo v nasem piipadé popis elektromagnetického pole.

V tvodni kapitole se budeme vénovat fyzikdlnimu kontextu, kdy popiseme
zakladni veli¢iny a formulujeme potiebné fyzikalni vztahy. Kratce se zminime o si-
lovém poli v mechanice, které nam pomuze pii definovani kiivkového integralu.
Zasadni céast této kapitoly pak bude vénovana elektiiné a magnetismu a seznameni
s fyzikdlnimi pojmy, které budou vystupovat v dalsich ¢astech.

Kapitola 2 je vénovana definicim krivky, krivkového integrdlu a vysvétlime zde
pojem vektorového pole. Podobné v kapitole 3 definujeme plochu, Gaussovu plochu
a plosny integral. Na koncich obou téchto kapitol jsou uvedené ilustracni priklady;,
které prezentuji zakladni aplikaci definovanych pojmu. Pro orientaci v feSeni se
predpokladaji zakladni znalosti diferencidlniho a integralniho poctu funkei jedné
i vice proménnych a znalosti z diferencidlni geometrie v rozsahu parametrizace
kiivek a ploch. Zadéni piikladu bylo ¢erpéno z literatury [5] a [3].

Nésledujici dveé kapitoly se vénuji vyhradné matematice. V kapitole 4 vysvétlime
vyznam tii diferencidlnich operatoru, gradientu, divergence a rotace. Zaroven se
seznamime s potencidlem vektorového pole. Kapitola 5 je zaméfena na odvozeni
zasadnich integralnich vét, které vymezuji souvislosti mezi kfivkovym, plosnym,
dvojnym a trojnym integralem. Platnost Greenovy, Stokesovy a Gaussovy-QOstro-
gradského véty je nasledné demonstrovana na jiz diive feSenych prikladech nebo
na jejich drobnych modifikacich.

V posledni kapitole formulujeme ¢tyii zadkony elektromagnetismu, které jsou
v dnesni dobé znamé jako Mazwellovy rovnice. Zakony vyslovime v integralnich
tvarech a pii odvozovani tvaru diferencidlnich ukazeme souvislosti popsané v in-
tegralnich vétach. Zaveér této kapitoly vénujeme vysvétleni vyznamu Maxwellovych
rovnic.

Vizualizace vektorovych poli pro tuto praci byly vytvoreny v softwaru Wolfram
Mathematica 11.2, ve kterém byly provadény i nékteré diléi vypocty. Ostatni
obrazky a ilustrace byly zpracované v aplikaci GeoGebra Klasik. Vsechny zdro-
jové soubory jsou k dispozici na prilozeném CD.



Kapitola 1

Fyzikalni kontext

Abychom mohli plné vyuzit matematicky aparat nasledujicich stranek, je nutné
se alesponn na zékladni drovni zorientovat ve fyzikalnich pojmech a zakladnich
vztazich, které budeme vyuzivat. Priklady, na kterych budeme ilustrovat vyuziti
matematiky, jsou pfevazné z oblasti elektromagnetismu, jen velmi mala cast se vé-
nuje mechanice!. Je nutné zminit, Ze nédsledujici odstavce neobsahuji zdaleka vse,
co elektromagnetismus, potazmo mechanika, nabizi, nicméné jsou zde vybrané ty
casti, které budeme vyuzivat k ilustraci aplikace matematického aparatu. Infor-
mace k této kapitole byly ¢erpany predevsim z literatury [5] a [9].

1.1 Mechanika

Prace. Velmi zjednodusené muzeme praci definovat jako zménu kinetické ener-
gie sledovaného objektu pusobenim sily. Vztah mezi praci W a zménou kinetické
energie AE), muzeme zapsat jako

AE, = Ey, — Ep, =W, (1.1)

kde Ej, predstavuje pocatecni kinetickou energii a Fj, koncovou kinetickou energii.
Musime si uvédomit, ze vyse uvedeny vztah je platny pouze pro ¢astice a dokonale
tuhd télesa, ktera se pusobenim vnéjsich sil nedeformuji.

Chceme-li vyjadrit souvislost mezi zménou kinetické energie AE) a silou f‘,
ktera tuto zménu vyvolala a jejiz velikost je konstantni, dostavame

W = [[E[|[|5] cos ¢, (1.2)

kde ¢ je velikost 1ihlu, ktery svira vektor sily F s vektorem posunuti § (viz obrazek 1.1).
Vztah (1.2) muzeme také zapsat jako

W=F-53 (1.3)

coz je vektorové vyjadreni prace konstantni sily F pusobici na ¢astici nebo dokonale
tuhé téleso po draze §.

LV tomto textu se jedna o tzv. klasickou mechaniku, tedy plati Newtonovy pohybové zdkony
a uvazované rychlosti jsou ostfe mensi nez je rychlost svétla.



KAPITOLA 1. FYZIKALNI KONTEXT

Priiklad 1.1. Predstavme si ¢dstici, na kterou pusobi sila F. Obrdzek 1.1 zndzoriu-
je posun c¢astice ve sméru vektoru S, ke kterému dojde v disledku pusobent této sily.
Ptame se, jakou praci tato sila vykond, pokud sila F nebude konstantni a édstice
se bude pohybovat po obecné krivce.

./f/
Castice (2
—> »O—>

Vo v

ny

Obrazek 1.1: Pusobeni konstantni sily na ¢éstici.

Nyni vime, ze pokud je pusobici sila F konstantni, potom praci, kterou tato sila
vykond, vyjddiime podle vztahu (1.2) jako W = F'scos¢, kde F' = ||F||, s = ||§]|.
V kapitole 2 odvodime obecnéjsi vztahy, pomoci nichz dokédzeme piiklad 1.1 vyftesit.

1.2 Elektromagnetismus

Zakladni definice a zakony elektiiny a magnetismu, které vyuzijeme k feseni ilu-
stracnich prikladu dale, uvedeme bez odvozovani a detailniho popisu. V této
praci se budeme zabyvat elektrostatikou, ktera se vénuje silovému pusobeni ne-
pohybujicich se elektricky nabitych céastic, a elektromagnetismem, ktery se na-
opak vénuje silovému pusobeni pohybujicich se elektricky nabitych ¢astic. Si-
lové pusobeni v elektrostatice vyjadiujeme elektrickou silou F g, analogicky silové
pusobeni v magnetismu popisuje magneticka sila Fp. Podobné je elektrické pole
popsano elektrickou intenzitou E a magnetické pole magnetickou indukci B. De-
tailni informace ke vztahum uvedenym nize lze najit napiiklad v literatuie [7]

a [0].

Elektricky naboj. Zikladnim pojmem elektrostatiky je elektricky ndboj Q.

Rozlisujeme naboj dvojiho druhu: kladny a zdporny. Pokud hovofime o samo-
statném ndboji (at uz kladném, nebo zdporném), nazyvame jej monopdl. V pripadeé,
ze se zabyvame dvojici naboju, zpravidla jednim kladnym a druhym zapornym,
mluvime o dipolu. O télese tikame, ze je nabité, kdyz rozdilem v poctu kladnych
a zapornych naboju vznikne volny naboj. Nabitd télesa potom ptuisobi na své okoli.
Naboj @ muzeme chapat jako bodovy, pokud je diskrétni a soustiedény do jed-
noho bodu. Muze také byt rozlozen linearné na kiivce K, plosné na plose S nebo
prostorové v objemu V. Potom je jeho mnozstvi vyjadieno po fadé linearni husto-
tou 7 = %, kde s je Obloflilclg{OVé délka ktivky, plosnou hustotou o = %, pripadné

objemovou hustotou p = .

Coulombiiv zdkon. Je zdkladnim zdkonem elektrostatiky a vyjadiuje silu, s ja-
kou na sebe pusobi dvé nabita télesa zanedbatelnych rozmeéru, které nazyvame
bodové ndboje Q1 a QQo, jejichz vzajemnd poloha je urcena vektorem 7. Uvadime

jej ve tvaru
L1 Qs

F = 1.4
A= e .

kde ¢ je permitivita prostreds.



KAPITOLA 1. FYZIKALNI KONTEXT

Elektricka intenzita. Kazdy naboj okolo sebe vytvari elektrické pole, kterym
pusobi na své okoli. Vektorova velicina E, kterd popisuje elektrické pole v kazdém
jeho bodé, se nazyva intenzita elektrického pole? a definuje se vztahem
E=— (1.5)
|Qol
kde Fp je elektricka sila, ktera pusobi na kladny nepohybujici se testovaci naboj Qg
umistény do jednoho konkrétniho bodu. Smér vektoru E je uréen smérem této sily.

Elektrickou intenzitu E bodového naboje vyjadiime s pomoci Coulombova zakona
(1.4) jako

dme |Qol |7 4me |7

(1.6)

(a) (b)

Obréazek 1.2: Elektrické silocary v okoli kladného a zaporného néboje.

O homogennim elektrickém poli mluvime tehdy, kdyz jsou elektrické silocary vek-
torového pole E rovnob&zmé. V opacném piipadé se jedna o pole nehomogenni.
Vektor E je smérovym vektorem tecny k elektrickym silocaram, kterymi se po-
pisuje tvar elektrického pole v okoli naboju. Silocary jsou myslené cary, které se
neprotinaji. V okoli kladného nédboje smétuji od naboje, v okoli zaporného naboje
smétuji k naboji, jak ilustruje obrazek 1.2.

Tok elektrické intenzity. Tok elektrické intenzity je zadkladnim stavebnim ka-
menem Gaussova zakona (6.1) a velmi intuitivné feceno vyjadiuje ,kolik elek-
trického pole“ protece povrchem télesa ohraniceného Gaussovou plochou ¥, kte-
rou definujeme v ¢asti 3.2. V kapitole 3 také hovorime podrobné o toku obecného
vektorového pole a o plosném integralu, pomoci kterého definujeme tok elektrické
intenzity uzavrenou plochou ve tvaru

dp = ﬂfzdi (1.7)
S+

kde dS vyjadiuje vektor o velikosti dS (elementéarné mald ¢ést plochy S), ktery je
kolmy k plose S.

27Zkracené se pouziva nézev elektrickd intenzita.

4



KAPITOLA 1. FYZIKALNI KONTEXT

Elektricky proud. Mikroskopicky usporadany pohyb naboje je z makroskopic-
kého pohledu popisovén jako elektricky proud. Definuje se jako mnozstvi naboje @,
ktery projde prufezem vodicem za Cas t, coz vyjadiime jako

Q)
dt

Pokud se naboj pohybuje vodicem rovnomérné, potom velikost proudu neni zavisla
na case a mluvime o stejnosmeérném proudu. Zavedeme-li velicinu hustota elek-
trického proudu, oznacovanou J a definovanou jako J= p -V, kde p je objemova
hustota naboje a v je rychlost, s jakou se naboje pohybuji, potom muzeme elek-

tricky proud vyjadrit ve tvaru
I= // Jds, (1.9)

S+

I(t) = . (1.8)

tedy jako tok vektoru J orientovanou plochou ST, kterou definujeme v ¢ésti 3.1.
Na pravé strané predchozi rovnosti opét vystupuje plosny integrél, o némz budeme
hovotit v casti 3.3.

Presuneme se nyni k magnetickému poli, které muze vznikat dvéma zpusoby.
Bud vznika v okoli latek, které jsou slozeny z elementarnich ¢astic, jejichz zakladn{
charakteristikou je vytvareni magnetického pole ve svém okoli. Takové latky slouzi
k vyrobé permanentnich magnetu. V druhém piipadé magnetické pole vznika
v dusledku pohybu elektricky nabitych ¢astic, jakymi jsou nosice naboju ve vodic¢ich.

Magneticka indukce. Kazdy magnet nebo vodi¢, jimz protéka proud, vytvari
magnetické pole, kterym pusobi na své okoli. Toto pole je popsano vektorovou
veli¢inou ]§, kterou vyjadiujeme pomoci magnetické sily Fp pusobici na c¢éstici
s nabojem o velikosti @, kterd se pohybuje rychlosti v. Smér vektoru B je kolmy
k vektoru sily Fp a jeho orientace vzhledem k magnetické sile je ddna pravidlem
pravé ruky (podrobné napt. v [5]). Magnetickou indukci muzeme povazovat za ana-
logii k elektrické intenzité a definujeme ji vztahem

Fp
QIVI

Vektor B je v kazdém bodé magnetického pole smérovym vektorem tecny k mag-
netickym indukénim ¢aram, kterymi se znazornuje tvar pole. Magnetické indukéni
cary jsou analogii k elektrickym silocaram. Na rozdil od silocar jsou to uzaviené
ktivky, jejichz smér je v ptipadé permanentniho magnetu urcen od severniho k jizni-
mu polu. V piipadé okoli vodice s proudem se smér indukénich ¢ar urcuje opét
pomoci pravidla pravé ruky. Zatimco elektricky ndboj muze existovat samostatné,
zékladnim elementem magnetického pole je magneticky dipdl (vzdy je piitomen
jak severni, tak jizn{ pdl).

ﬁ:

(1.10)

3Celosvétove se védci snazi potvrdit existenci magnetického monopélu, coz by znamenalo dalsi
prulom v popisu elektromagnetického pole. V ramci nasi prace budeme respektovat doposud
platny fakt, ze magnetické monopdly neexistuji.



KAPITOLA 1. FYZIKALNI KONTEXT

Obrézek 1.3: Lorentzova sila Fp pusobici na pohybujici se ¢astici.

Silu F z (1.10) muzeme vyjadiit vektorové vztahem
Fp=QvxB (1.11)

a v tomto tvaru je znama jako Lorentzova sila.
Nésledujici vztah zavadi jinou formulaci magnetické sily Fg ve tvaru

Fp=1ISxB, (1.12)

vyjatrujici silu pusobici na primg vodic¢, kterym protéka elektricky proud I, kde vek-
tor § ma smér shodny se smérem proudu a jeho velikost odpovidéd délce uvazované
casti vodice. Takto popsand sila se nazyva Ampérova sila a vyjadreni v tomto
tvaru je v praxi vyuzivand vice?.

Obréazek 1.4: Ampérova sila Fp pusobici na pifimy vodi¢ s proudem.

Pokud vodi¢ neni primy, muzeme ho myslenkové rozdeélit na nekonecné malé
¢asti ds a vyjadrit elementarni silu ve tvaru

dF 5 = IdS x B. (1.13)

Celkovou silu pak ziskdme jako soucet téchto elementarnich piispévki pomoci
integralu.

4Je snazsi vyjadiit sflu plisobici na vodi¢ o uréité délce, nez silu pisobici na jednu nabitou
castici.



KAPITOLA 1. FYZIKALNI KONTEXT

Biotuv-Savartav zdkon. Podobnou tvahu jako v (1.13) vyuzijeme pro zave-
deni analogie ke Coulombovu zdkonu (1.4). Nize uvedeny zdkon (1.14) vyjadiuje
elementarni magnetickou indukci vytvorenou proudovym elementem Ids® v libo-
volném bodé P magnetického pole, uréeného polohovym vektorem 7, a je zdkladem
k popisu magnetického pole v okoli vodice s proudem. Zakon vyjadiujeme ve tvaru

o IdS x 7
B(p) = 1S X7 (1.14)

= =03
dw|lF)°

kde u je permeabilita prostredi, oznacovand jako magnetickd konstanta. Situaci
ilustruje obrazek 1.5.

Obrazek 1.5: Elementarni magnetickd indukce dB v bodé P.

Magneticky indukéni tok. Miru magnetického pole prochazejictho smyckou
definujeme analogicky k toku elektrické intenzity vztahem

Dy ://Bd§, (1.15)

S+

kde dS znaéf vektor o velikosti dS , ktery je kolmy k orientované plose S™. Ve vztahu
znovu vystupuje plosny integrdl, coz nas opét odkazuje na ¢ast 3.3.

Obrazek 1.6: Magnetické pole v okoli vodice s proudem.

Obrazky 1.3 a 1.4 vyjadiuji pusobeni vnéjstho magnetického pole popsaného
vektorem B na pohybujici se ¢astici. Obrazek 1.6 ovSem ilustruje magnetické pole
indukované v okoli vodice s proudem. Tedy popisuje magnetické pole, které vznika
v okoli pohybujicich se nabitych ¢astic a ukazuje tak souvislost mezi elektrickym
a magnetickym polem.

SProudovym elementem je oznacovana velikost proudu prochizejictho elementdrné malou
délkou vodice ds.



Kapitola 2
Krivky a krivkovy integral

Jakkoliv jsou zjednodusené podoby fyzikalnich zakont pro zakladni pochopeni
jejich fungovani nutné, v redlnych aplikacich si s nimi nevystacime. Zpravidla ne-
plati, Ze veli¢iny jako rychlost, zrychleni nebo sila jsou konstantni. Ani to, Ze pohyb
se déje po primkdch. Podklady k této kapitole byly ¢erpany z literatury [1], [11],
5] a [2).

Vratime se zpét k piikladu 1.1, kdy jsme praci W vykonanou konstantni silou
F vyjadrili jako W = F'scos . Nyni zodpovime otazku, co se stane, kdyz tato
sila konstantni nebude. Pro jednoduchost se zpocatku budeme zabyvat pripadem,
kdy pusobici sila posouva castici v jednom primém sméru, feknéme ve sméru osy =,
tzn. F(z,y,2) = (f(2),0,0), kde f(z) je funkce vyjadiujici velikost sily v zévislosti
na poloze ¢éastice na ose x. Situaci ilustruje obrazek 2.1.

Interval [z, ;] rozdélime na n € N malych ¢asti (podintervalu) dx, na kterych
muzeme velikost pusobici sily F povazovat za konstantni. Pro jednotlivé tseky dx
muzeme vyuzit vztah (1.2) ve tvaru

dW = fdz,

kde f piedstavuje stiedni hodnotu velikosti sily na intervalu dz, dz je velikost
posunuti castice a ¢ thel, ktery svira pusobici sila se smérem pohybu céstice.
Ten je ptirozené nulovy a tedy cos¢ = 1. Pokud budeme zvySovat pocet casti
dz (ozna¢ime n — o), potom se velikost jednotlivych podintervalu bude stale
zmensovat (oznacime dx — 0). Kdyz nyni secteme vsechny malé piispévky dW,
dostavame

W= lim ’;dm = /f(x) dz. (2.1)
= 4

Tim jsme vyftesili ptipad, kdy pusobici sila F posouva ¢astici v jednom piimém
sméru (ve sméru osy z). Odtud jiz snadno piejdeme k obecnému piipadu, kdy
predpokladame, ze vSechny tfi slozky pusobici sily jsou nenulové, tedy sila je de-
finovdna vektorovou funkeci F‘(a:,y, 2) = (filz,y, 2), fo(x,y, 2), f3(z,y, 2)), kde vy-
stupuji skalarni funkce prostorovych soutadnic, a sila pohybuje ¢astici po obecné
prostorové kiivce. Mluvime o silovém vektorovém poli, které si muzeme predstavit
jako prostor, ve kterém na kazdy jednotlivy bod ptsobi nenulova sila f‘, kterd ma

8
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= fla)

T P\ €Ty x
dx

Obrazek 2.1: Zavislost sily na poloze ¢astice.

v daném okamziku svoji velikost i smér. Zménu polohy ¢astice muzeme oznacit
d8 = 7dz 4 jdy + kdz, (2.2)

kde 7, j’, k jsou po fadé jednotkové vektory ve sméru os x, y, z. Vektor ds je v kazdém
bodé uvazované kiivky jejim te¢nym vektorem a pro elementarni zménu prace plati

dW = ﬁdg: fl('r7yvz> dz + fg(x,y,z) dy + f3(x7y7 Z) dz. (2?))

V piipadé, ze je vektorové pole nezavislé na ¢ase (tzn. v case neménné), mluvime
o stacionarnim, v opacném pripadé o nestaciondrnim vektorovém poli.

Nyni tedy pracujeme s obecnou silou ﬁ(m,y, z) a uvazovana Castice se pohy-
buje po obecné kiivce, nikoliv po primce. Celkova prace W je tedy dana souctem
jednotlivych elementarnich prispévku ,posbiranych podél kiivky“. Nejdrive ob-
jasnime, co v dalsim textu budeme rozumét pod pojmem krivka a v navaznosti
na to prejdeme k definici kiivkovych intergrala.

2.1 Krivka a jeji vlastnosti

Pomérné prirozena je predstava kiivky jako c¢ary, ktera neni rovna. Z pohledu
matematiky existuje nékolik definic, které odpovidaji konkrétnimu matematickému
oboru. Hlavnimi podklady pro zpracovani této kapitoly byly zdroje [7], [1], [11]
a [3].

Pokud mluvime o kiivce, musime védét, jak kiivka vypada, napt. jestli se jedna
o kiivku mezi dvéma riznymi body nebo jestli okrajové body kiivky jsou totozné,
pripadné jestli tolerujeme krizeni kiivky nebo ostré vrcholy. V tomto textu budeme
pracovat s nasledujici definici.

Definice 2.1. Je ddn interval I C R. Na intervalu I definujeme vektorovou funkci
r: 1 — R3 pro niZ plati, Ze

i) T je prostd na vnittku intervalu I,
ii) T je na I spojitd a md zde spojitou proni derivaci (tj. T € CY(I)),

i) |[F'(¢)| £0 Vtel,
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a kterd zobrazuje interval I na mnoZinu K C R3. Takto vzniklou mnoZinu obrazi
K nazveme krivka.’

Poznamka. Kiivka K definovana ve smyslu definice 2.1 byva rovnéz nazyvana
hladkym obloukem.

tel

Obrazek 2.2: Krivka jako obraz vektorové funkce r.

Zjednodusené muzeme vyse uvedenou definici interpretovat tak, ze kiivka je ob-
razem funkce, kterda zobrazi body z daného intervalu na mnozinu bodu v pro-
storu. Funkce I byvéa nazyvana parametrizact krivky, vektor r(t) se nazyva polo-
hovym vektorem kiivky s parametrem t € [. Situaci ilustruje obrazek 2.2. Zde
je na misté zminit, ze kazda kfivka muze byt parametrizovana nekoneé¢né mnoha
zpusoby a na vybéru konkrétni parametrizace zavisi vlastnosti dané krivky. V defi-
nici 2.1 ndm podminka ¢) kladend na funkci T zajistuje, Ze se kiivka v Zddném bodé
nepiekiizi, tedy ze kazdym bodem prostoru projde pravé jednou. Podminkou i)
vyjadiujeme, ze kifivka neni nikde prerusend a ma ve vSech svych bodech tecné
vektory. A konecné posledni podminku nejlépe interpretuje fyzikalni predstava.
Pokud si jako parametr ¢ predstavime ¢as, potom vektorova funkce r popisuje po-
hyb bodu po kiivce. Konkrétné r(¢) zna¢i polohu bodu na kiivce v daném case t.
Podminka iii) zajistuje, ze se pohyb po kfivce nezastavi (rychlost nebude nulova).

Definice 2.2. K7ivku nazveme uzavienou, pokud pro I = |a,b] plati ¥'(a) = r(b).
Definice 2.3. Necht I = [a,b] C R. Rikdme, Ze mnozina K C R? je po édstech
hladka krivka, jestlize existuje déleni D = a =ty < t; < --- < t, < b intervalu I
takové, Ze pro kazdé i € {1,...,n} je mnoZina

Ki == K|<ti—17ti>
krivkou podle definice 2.1.

Definice 2.4. Mé&jme kiivku K = {F(t) : t € [a,b]}. Rekneme, Ze kfivka je orien-
tovand, pokud md poédtecni a koncovy bod. Pokud oznac¢ime ¥(a) jako pocdtecni
a ¥(b) jako koncovy bod, hovorime o kladné orientaci a krivku znacime K.
V' opacéném pripadé krivku nazijvdme zdporné orientovanou a znacime K.

Definice 2.5. Meéjme uzavrenou krivku IC, kterda vytvari hranici omezené mnoziny
Q C R? (oznacujeme 00 = K ). Takovou krivku nazveme kladné orientovanou,
pokud pri pohybu po krivce ve sméru orientace lezi mnozina 2 na levé strané.

6Definice v tomto znéni pozaduje, aby kiivka K byla jednoduchd, spojité diferencovatelns a
regularni.

10
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Poznamka. Kladnou orientaci kiivky nékdy oznacujeme jako orientaci souhlas-
nou s parametrizaci. V piipadé uzaviené kiivky hovotime o kladné orientaci, pokud
pohyb po kiivce probihd proti sméru hodinovych rucicek (viz obrazek 2.3). Obrazek
také ukazuje situaci v R?, kdy uvazovana uzaviena kiivka K rozdéli rovinu na dvé
specifické oblasti. €y predstavuje vnitiek kiivky K (znaci se int K), analogicky €2
je vnéjsek kiivky K (znadcf se ext K).

QQZGXt]C

Obrazek 2.3: Kladné orientovana uzaviend kiivka.

P praci s kiivkami ¢asto potfebujeme znat jejich délku. Kiivku muzeme po-
myslné rozdélit body P;,i = 0,...,n, mezi nimiz ji aproximujeme useckami (viz
obrazek 2.4). Vznikne tak lomena cara, jejiz délka je dédna souctem délek jed-
notlivych linedrnich piispevki. Cim vétsi bude pocet délicich® bodi, tim lépe
bude soucet jednotlivych prispévku vzdélenosti aproximovat realnou délku kiivky:.
Hledédme vlastné limitu souctu délek jednotlivych usecek za predpokladu, ze vzdale-
nosti mezi body P; se blizi k 0.

|

|

|

|

|

|
e /

t1 to t3 b=t,

Obrazek 2.4: Aproximace kiivky lomenou ¢arou.

Definice 2.6. Méjme krivku KK = {¥(t) : t € [a,b]}. Pron € N wwazujme délent
D={a=ty<t; <---<t,=0b}
intervalu I = [a,b]. Pokud ezistuje d € R™ takové, Ze

Ve >0 36> 0:VYD s normou déleni p(D) = . {Iln2ax }|tk —tp1| <6
€1,2,...,n

plat?

n

D IIE(t) = E(tio)|| — d| <e, (2.4)

k=1

potom ¢islo d = meas(K)" nazveme délkou krivky K.

"Mira kiivky vyjadiuje jeji velikost, tedy délku.

11
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2.2 Krivkovy integral

Definice 2.7. Méjme interval I = [a,b]. Necht K = {€(t) : t € I} je kladné
orientovand krivka a funkce f : K — R je spojitd.

Zavedeme déleni D = {a =ty < t; < -+ < t, = b, n € N} intervalu I, body
r(ty), k =1,...,n tak tvori déleni D(K) krivky K.

Definujeme integrdlni soucty

S(f,D(K Zf (F(&) Asi, (2.5)
k=1

Si(f, D(KT)) nyukAm, (2.6)
k=1

kde F = (7"1,7“2,7"3), ASk = |’F(tk) — F(tk_1)|’, AT}W' = Tl(tk) — ri(tk—l)a 7 = 1,2,3,

Eky Mi € [te—1, k).
Potom ktivkovy integrdl 1. druhu definujeme vztahem

/ff — lm S(f,D(K)), (2.7)

max Asp—0
a krivkovy integrdl 2.druhu vztahem

/f Ydr; =  lim  S(f,D(KT)), (2.8)

maxAsk—>

jestlize limity integrdlnich soucti na pravych strandch rovnosti (2.7) a (2.8) exis-
tugi.

Poznamka. Vypocetni tvary pro krivkové integraly jsou

/f(l?) ds:/f(f’(t))\lf”(t)||dt, (2.9)

/f ) dr; = / FE®)r/()dt, i=1,2,3. (2.10)

Jednou ze zékladnich aplikaci kiivkového integralu 1.druhu je vypocet délky d
kiivky K ve tvaru

b b
i= [1as= [ IRl = [ VoioF + 0507 + )

K

Krivkovy integrél 2. druhu se vyuziva napiiklad pfi urcovani prace vektorového
pole podél orientované krivky, piipadné pii vypoctech obsahtu rovinnych utvaru.

12
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Poznamka. Je-li kiivka K po castech hladka, potom kiivkovy integral podél
kiivky K vyjadiujeme jako soucet integralu podél jednotlivych hladkych ¢éasti &,
j=1...,n

/f(]?') ds:i/f(f’) ds, (2.11)
K =1y,
/f(f‘) dr; = zn:/f(f’) dri, i=1,2,3. (2.12)

Vypocet kiivkovych integrali nezavisi na zpusobu, jakym parametrizujeme
kiivku C (viz napf. [2]). Déle pak z vypocetniho tvaru (2.10) plyne, ze

dff = ds, (2.13)

kde ds je vektor zndmy ze vztahu (2.2), jehoz velikost odpovidd nekoneéné malé
délce kiivky. Piedevsim ve fyzikalnich vyjadienich se ¢astéji uziva oznaceni ds, coz
dodrzime i déle v této préci. Vektor ds muzeme vyjadrit také jako soucin 7 - ds,
kde 7 je jednotkovy teény vektor k malému tseku kiivky /C, jehoz velikost je ds.

Nyni se znovu vratime k pokracovani ptikladu 1.1 a s vyuzitim definovanych
vztahii ukézeme, jak vyjadiit celkovou praci W vykonanou silou F = (f1, fo, f3)
podél kiivky Kt. Odvodili jsme vztah (2.3) vyjadiujici elementarni praci dW.
Chceme-li urc¢it celkovou praci W, musime secist vSechny elementarni prispévky
podél dané kiivky. K tomu vyuzijeme kiivkovy integral 2.druhu a dostavame

K+

S =
c+
Hodnota predchoziho integralu obecné zavisi na tvaru krivky, po které se pohy-
bujeme. Tento fakt ilustruje priklad 2.4. Nicméné hned v prikladu 2.5 ukdzeme a
pozdéji v kapitole 4 popiseme vektorova pole, ve kterych hodnota integralu zavisi
pouze na pocatecnim a koncovém bodé orientované kiivky, nikoliv na jejim cel-
kovém tvaru.

Definice 2.8. Méyme kladné orientovanou uzavrenou krivku K a vektorové pole
f: K — R3. Potom integrdl podél uzaviené krivky oznacujeme

a hovorime o cirkulact vektorového pole f po uzavrené krivce IC.

2.3 Krivkové integraly v prikladech

Priklad 2.1. Uvazujme tenky nevodivy prstenec o polomeéru R s rovnomeérné roz-
loZenym kladnym nabojem o délkové hustoté T. Ptame se, jaka je intenzita E elek-
trického pole v bodé P, ktery je ve wvzdalenosti z od roviny prstence na jeho ose
soumérnosti (viz obrdzek 2.5).

13
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Obrazek 2.5: Prstenec s rovnomeérné rozlozenym kladnym néabojem.

Resend. Intenzita E v bodé P je dana pusobenim naboje rozlozeného podél prs-
tence. Pokud budeme uvazovat, ze kazda nekonec¢né mala cast prstence predstavuje
bodovy néboj, potom podle vztahu (1.6) muzeme vyjadiit elementarni piispévek
elektrické intenzity jako

=1 Q|
dE = — 57, 2.15
dme |17 219

Rozlozeni néboje je urcené délkovou hustotou 7, vyjadiime d@Q = 7ds, kde ds je
elementarni délka prstence. Velikost elektrické intenzity tohoto jednoho bodového
naboje je 1
1 7ds
dE = P (2.16)
kde r := ||7]|.
Ze symetrie situace znazornéné na obrazku 2.5 vidime, ze slozky vektoru E kolmé
na osu soumeérnosti se navzajem vyrusi. Velikost intenzity tak ovlivni pouze slozky
ve sméru osy soumeérnosti, které vyjadiime jako dFE cosf, kde 6 je thel, ktery
svird vektor 7 s osou prstence. Integraci vyrazu dE cosf podél prstence ziskame
vyslednou elektrickou intenzitu F, ktera bude lezet na ose prstence.
Prstenec vyjadiime parametricky jako kruznici K s polomérem R a stfedem
v pocatku souradnicového systému jako

K :8(¢) = (Rcosg, Rsin p),
§'(¢) = (—Rsing, Recosp), ¢ € (0,27),

pro 72 z Pythagorovy véty plati
r? = R?+ 2%
a cos 6 vyjadiime jako
P z
cosf = - = ————.
roVR A+ 22
14
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Integraci dF cos 6 podél kiivky I ziskame hledanou intenzitu v bodé P ve tvaru

1 T z 1 TZ
E= [ dEcosf = . ds = ds =
/ o8 /47?5R2+22 VR2 1 22 S 47T€(R2+z2)3/ °
K

K K

27
1 TZ _,,
e MR

0

27

1
- L /\/R2 sin? o + R2cos? pdp =
0

1 TzR
 4r7e (R? + 22)%

1 z2727R
 4r7e (R2+z2)%'

[l

Uvédomime-li si vyznam délkové hustoty naboje 7, potom vyraz 7 27 R predstavuje
celkovy néaboj @, ktery je rozlozeny na prstenci. Zavérem tedy dostavame vztah

1 2@
 4me (R2 + 22)

- 0
2

Priklad 2.2. Uréeme hmotnost tenkého drdtu (s jednotkovym priurezem), ktery
md tvar oblouku spirdly s parametrizaci ¥(t) = (' cost,e'sint,e') pro t € [0, 7],
a jehoz hustota je uréend funkci h(x,y,z) = \/a? + y> + 22.

Reseni. Vyjdeme ze zékladniho vyjafeni hustoty

h=—,
Vv
kde m predstavuje hledanou hmotnost a V' objem. Protoze pracujeme s tenkym
dratem jednotkového prufezu, muzeme objem V' zaménit za délku dratu d. Tedy
pro hmotnost dostavame

m=h-d.
K vypoctu hmotnosti dratu vyuzijeme kiivkovy integréal 1.druhu podle (2.9), kde

¥/ (t)|| = \/e?(cost — sint)2 + e(sint 4 cost)? + et

= \/€2t(COS2t —2costsint + sin®t + sin® ¢ + 2sint cost + cos? t + 1
=Ve2t.3dt =e' - V3,

tedy dostavame

™

/h(f(t))uf”(t)udt:/¢e2tcos2t+eztsm2t+e2t.et\/§dt
0

0

:/etﬁet\/gdt: \/6/62t dt
0 0

V6 (o VB o
:7[6 ]0—7(6 —1). O
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Piiklad 2.3. Urceme magnetickou indukci pole, kterou indukuje konstantni proud
velikosti I nekonecné dlouhého vodice tvaru paraboly v ohnisku F' této paraboly.

Reseni. Parabola je rovinna kiivka, muzeme ji umistit tedy do roviny xy tak,
ze osou paraboly bude osa x a ohnisko F' umistime do pocatku souradnicového
systému. Parabolu oznac¢ime jako K a parametrizujeme vektorovou funkei

t2
F(t) = ( —B,t,O), tER,

;2
kde parametr p > 0 vyjaiuje vzddlenost ohniska F' od Fidici ptimky d (viz obrézek 2.7).
Pro uréeni magnetické indukce v ohnisku F' = [0,0,0] vyjdeme z Biotova-

Savartova zdkona (1.14) a nacrtu situace na obrazku 2.6.

Obréazek 2.6: Obrazek k prikladu 2.3.

Nejdrive uréime vektor ds jako

a normu vektoru r jako

t 2 p 2 p
dr xr¥=|(-,1 dt — — =t = — 4+ =) dt
rXr (p’ ,0) X (Qp 5 ,0) <0,0, 2p+2)

a dosazenim do (1.14) dostdvame

dB(F) =20 1.

= (2.17)
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Celkovou magnetickou indukci v bodé ohniska bychom ziskali integraci vztahu
(2.17), nicméné chceme se vyhnout vypoctu nevlastniho integralu, proto je vhod-
néjsi prevést tlohu do polarnich soutadnic a integrovat ptes ihel 0, ktery svira
pruvodi¢ bodu na parabole s kladnym smérem osy = (viz obrazek 2.6). Pro pa-
rametr ¢ vyjadfeny v polarnich soufadnicich plati ¢ = Rsinf, kde R = ||£(¢)]|.
Z obrazku 2.7 ur¢ime R = ;—2— a dostdvame

‘ p-sinf
1 —cosh’
-Pp
dt = —df. 0 € |2x,0].
1—cosf € [2m, 0]

Interval pro thel 6 je ziejmy z naznaceného sméru proudu, ktery prochazi vodicem.

Obrazek 2.7: Popis paraboly pomoci parametru p a thlu 6.

Dosazenim do vztahu (2.17) dostavdme

p? - sin?0 L P
. _ 2 _
dB(F) =211 0,0, 2p(1 = cos6)F 2 P g,
AT 9 . 9 2 9 . 9 3/2 1 1 —cosf
p* - sin” 6 P N p°sin” 6
2p(1 —cosf)? 2 (1 —cosf)?

coz po upravach dava

B} I 2 9
dB(F) = ‘% (o,o, —1—9sin2 (§)> de.

Integraci jednotlivych slozek vektoru dB dostévéme
1 ) 2 0 1 2 I
E:/dﬁ:"i 0,0,—=sin? (=) ) do =22 (0,0,==) = (0,0,22 ).
4 D 2 47 P 2p
K 27

17
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Piiklad 2.4. UvazZujme silové pole F = (xy,y — ,0). Urceme praci W, kterou
toto pole vykond pri premisténi hmotného bodu® z pozice A = [0,0,0] do pozice
B =[1,1,0] po krivece K:

a) y=ux,
b) y=a?,
¢) kratsi oblouk kruznice x* 4+ (y — 1)* = 1.

Resend. Pro praci W plati vztah (2.14). V nasem pifpadé nejprve parametrizujeme
kiivky, po kterych se hmotny bod pohybuje, a nésledné vyuzijeme vztah (2.10)
k samotnému vypoctu kiivkového integralu. Vzhledem k nulové tieti souradnici
muzeme silové pole a jednotlivé kiivky zndzornit v roviné xy (viz obrazek 2.8).

y y y
A A A

-1 1 2 -1 1 2 -1 1 2

-1 21 21
(a) (b) (c)
Obrazek 2.8: Silové pole k piikladu 2.4.

ad a) Krivka K predstavuje tsecku, kterou muzeme parametrizovat jako

r(t) = (t,t,0), te]l0,1],
F'(t) = (1,1,0) dt.
Potom pro préaci vykonanou podél kiivky K plati
1 1 AR
W= /<t2,t—t,0> A(1,1,0)dt = /t2dt: H |
3] 3
0

0

ad b) Kiivka I nyni predstavuje ¢ast paraboly, kterou muzeme parametrizovat
jako

r(t)

r'(¢)

8Hmotnym bodem je nazyvan abstraktni model redlného objektu, jehoz rozméry a tvar jsou
pro sledovany jev zanedbatelné.

(t,t%,0), te(0,1],
(1,2t,0)dt.
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Potom pro préci vykonanou podél kiivky K plati

1
3t 28]t 1
W:/(t3,t2—t,0)-(1,2t,0)dt:/(t3+2t3—2t2)dt: — =] ==
4 3], 12
0

ad ¢) Krivka K predstavuje kratsi ¢ast kruznice se stfedem v bodeé [0, 1, 0], kterou
muzeme parametrizovat jako

() = (cosp, L +sing,0), o € [-7,0],
() = (—singp, cos ¢, 0) dp.
Pro vypocet integralu vyuzijeme software Wofram Mathematica 11.2 a pro

praci vykonanou podél kiivky K dostavame

w (cosp(1 +sing), (1 +sinp) — cosp,0) - (—sinp, cos p,0) dp =

\o “1*\0

(— sin ¢ cos ¢ — sin? p cos @ + cos ¢ + cos @ sin p — cos? @) dp =

[NIE]

e

2
32 _ s
(cos © — COoS gp) dep 3

|
—

[VE]

7 prikladu vidime, ze hodnota krivkového integralu tohoto pole je ruzna pro pohyb
po ruznych kiivkach. O

Priklad 2.5. Uvazujme shodné zadam jako v prikladu 2.4 s tim rozdilem, Ze nyni
je silové pole uréené silou F = (2zy, 2%,0).

Resend. Parametrizace kiivek i postup vypoétu je shodny s predchozim pifkladem,
tvar silového pole s jednotlivymi kiivkami ilustruje obrazek 2.9 a plati

1 1 3t3 1
W = /2t2 t2,0)-(1,1,0)d :/ (3¢%) { } =1.
3 0
0 0

ad a)

ad b)

1
W = /2t3t2 1,2t,0)dt =
0

O\H
~y
~
&
Q.
—
| —
rb ﬁ
o
_
(e} —
I
—_
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ad ¢)

(2 cos (1 + sinp), cos® ¢, 0) - (—sinp, cos ¢, 0) dp =

(—2sin p cos ¢ — 2sin® @ cos p + cos® @) dp = 1.

| |
M\ﬂ\o M\ﬂ\o

-2 ~1 1 2 -2 ~1 1 2 -2 -1 1 2

-1 -1 -1
(a) (b) (c)
Obrazek 2.9: Silové pole k ptikladu 2.5.

V pripadé tohoto silového pole nezavisi hodnota integralu na kiivce, po které se
pohybujeme. Takové pole se nazyva potencidlni a podrobné ho popiseme v kapi-
tole 4. O

Piiklad 2.6. Uvazujme pole elektrické intenzity E = (23, 2% x). Uréeme prdaci W,
kterd se vykond pri pohybu jednotkového naboje podél lomené ¢dry definované body

A,B,C,D, A, kde A=1[2,0,0], B=1[2,2,0], C=10,2,2], D = [0,0,2].

Resend. Lomend ¢éra je uzavienou, po ¢astech hladkou kiivkou, kterou oznaéime K.
Situaci znazornuje obrazek 2.10. Jednotlivé casti kiivky K jsou tusecky, které ji
rozdéluji na ¢tyfi casti

K=K UKsUK35UKy.
Praci W uréime pomoci kfivkového integralu, kdy vypocet rozdélime na ctyfti
integrély podle vztahu (2.12). Pro kazdy integrdl budeme postupovat stejné jako
v prikladu 2.4.
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Obréazek 2.10: Uzaviena kiivka v elektrickém poli.

Parametrizujeme jednotlivé usecky a dostavame

Si(t) = (2,2t,0), () = (0,2 0) de,

Sa(t) = (2 - 24,2,2t),  85(t) = (=2,0,2)dt

S3(t) = (0,2 —2t,0),  s3(t) = (07 2,0)dt

Su(t) = (2t,0,2 —2t), S;(t)=(2,0,—2)dt, te][0,1].

Nyni muzeme piejit k integraci podle vztahu (2.10)

1

/Edgl — /(23,22,2) -(0,2,0)dt = 8[t]é =8,

1
= [4t' — 16t° + 22t% — 12¢], = 2,

1
/Eds3 /(000) (0,—2,0)dt =0,
Ks 0
1
/Ed§4 /((2t) (2)%,2t) - (2,0, —2) dt = [4t' — 27] = 2.
Ka 0

Vyslednou praci W ziskame souc¢tem predchozich integralu podél jednotlivych
usecek, tedy

4
W—Z/f}d§i—8—2+0+2—8. O
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Kapitola 3
Plocha a plosny integral

Nez se dostaneme k samotné definici plochy, je nutné nejprve definovat oblast
v roviné a v prostoru. Podkladem pro zpracovéani této kapitoly byly [11], [1] a [2].

Definice 3.1. Oblasti nazjvdme mnozinu Q C R?, kterd je soucasné oteviend
a souvislda. Mnozinu, kterd je otevrend a jejiz hranice je tvorena jedinou uzavrenou
krivkou, nazyvame jednoduse souvislou oblasti.

Poznamka. Na obrazku 3.1a vidime v roviné tfi mnoziny, které jsou oblastmi.
1 je souvisla, ostatni dvé jsou jednoduse souvislé. Tuto rovinnou predstavu mu-
zeme vyzdvihnout do prostoru, na obrazku 3.1b je znédzornéna jednoduse souvisla
oblast V' a uzaviena plocha 0V predstavuje hranici této oblasti.

L&

av
(a) R? (b) R?

Obréazek 3.1: Ukazky oblasti v roviné a v prostoru.

3.1 Plocha a jeji vlastnosti

Definice 3.2. Necht Q C R? je omezend oblast jejiz hranice OS2 je tvorena krivkou
konecné délky. Ddle méjme definovanou vektorovou funkci ¥ : Q0 — R3, pro kterou
plati, Ze

i) T je spojitd na ) a md zde spojité proni parcidlni derivace,
ii) T je prostd na vnitrku €2,
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iii) Vu,v] € intQ) plati
or or .
%(U,U) X %@L,U) 7é o,

a kterd zobrazuje oblast 2 na mnozinu S = {r(u,v) = (r1(u,v), r2(u,v), rs(u,v))}.
Takto vzniklou mnoZinu obrazi S nazveme plocha.”
Pokud plati, ze Q) = Q (tzn. Q je uzavrend) a kromé konecéné mnoha bodu plati

Yug, vo] € 0 Fuy, v1] € O, [ug, vo] # [u, v1]

takové, Ze ¥([ug, vol) = r'([ur, v1]), pak mnozinu S nazgvime uzavienou plochou.
Necht mnozina S je krivkové souvisld'® a lze ji rozdélit na konecnsj pocet ploch.
Potom S nazveme po édstech hladkou plochou.

Poznamka. Podobné jako jsme kiivku z definice 2.1 nazvali hladkym oblou-
kem, muzeme nyni plochu ve smyslu definice 3.2 nazvat hladkym listem. Analogii
s kfivkami nachdzime i dale, kdy jako parametry vektorové funkce r nyni vystupuji
proménné u, v, vektor r(ug, vg) je pruvodi¢ bodu plochy S (odpovidé polohovému
vektoru) a funkce I je opét parametricka reprezentace plochy.

Definice 3.3. O plose S = {r(u,v) : (u,v) € Q} rekneme, Ze je orientovand,
jestlize u ni rozlisujeme dvé strany, zpravidla vnéjsi a vnitini (pripadné horni
a dolni). Pokud ezistuje jednotkovy normdlovy vektor i, volime jej v kazdém bodé
wvazované plochy S tak, aby sméroval stdle na stejnou stranu. Rikdme, e plocha S
je orientovand souhlasné (nesouhlasné) se svou parametrizact, jestlize

. r, X T, . r, X T,
= = 3.1
T < <” ||fuva||)’ (3.1)

kde ¥, = &, T, = Z&. Znacime S = S*, (S=57).
Pokud hovorime o uzavrengch plochdch, coz jsou povrchy téles, oznacime stranu
za vnéjsi, pokud vektor n sméruje ven z télesa. Pokud sméruje dovnitr télesa,
hovorime o vnitrni strané.
Plocha S je orientovand souhlasné se sviym okrajem't 0S, pokud pri obihdni
po tomto okraji ve sméru jeho orientace je horni strana plochy S po levé ruce.

V opacném pripadé je plocha orientovand nesouhlasné se svym okrajem.

3.2 Gaussova plocha

Fyzika i okolni svét se ¢asto vyznacuji symetriemi. Toho se dd s vyhodou vyuzit
v piipadé, ze jsou fyzikalni zékony vyjadieny ve vhodném tvaru. Na zacatku kapi-
toly 1 jsme vyjadiili Coulombuv zékon (1.4) predstavujici hlavni zdkon elektrosta-
tiky. Jeho tvar vSak neposkytuje zjednoduseni v pripadé symetrickych situaci,

9 Analogicky k definici kiivky se jedna o plochu jednoduchou a regulérni.
0K azdé dva body mnoziny S lze spojit kiivkou lezici v S.
1 Okrajem rozumime obraz hranice mnoziny (2.
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proto se ke Coulombovu zakonu zavadi ekvivalentni Gaussuv zakon elektrosta-
tiky (6.1), ktery lze vyhodné vyuzit v situacich symetrického rozlozeni néboje.
Gaussova plocha ¥ je myslena uzavrend plocha vytvorena kolem uré¢ité konfi-
gurace naboju. Muze mit libovolny tvar, v praxi je vhodné volit pravé symetrické
utvary jako jsou povrch koule, povrch valce apod.

3.3 Plosné integraly

Hovotime-li o toku, casto si predstavime proud néjaké kapaliny urcitou plochou.
V kazdém bodé této plochy maji vSechny ¢astice kapaliny svou rychlost v. Jed-
notlivé vektory vytvari vektorové pole rychlosti. Misto vektoru rychlosti si vSak
muzeme predstavit libovolné vektorové pole. Uvazujme tedy elektrické pole, tok
elektrického pole oznac¢me 5 a S oznac¢me plochu, kterou elektrické pole protéka.
Pfedstavme si libovolné malou ¢4st této plochy o velikosti dS. Necht d® g piedsta-
vuje ,,jak mnoho* elektrického pole vyjadreného vektorovou funkei E = (E1, Es, E3)
protece touto plochou za jednotku casu. Tuto predstavu muzeme interpretovat
jesté vic intuitivné a to tak, zZe si predstavime d®p jako objem kapaliny, ktery
protece plochou za jednotku ¢asu. Z toho snadno uréime, ze velikost d®g zavisi
na uhlu ¢, ktery svira vektorové pole E s normélou k plose dS a plati

d®p = E-dS - cosy, (3.2)

kde E = ||E||.
Vektorové muzeme vztah (3.2) prepsat do tvaru

Aoy = E - dS, (3.3)

kde dS predstavuje vektor kolmy k malé c¢asti plochy jehoz velikost odpovida
velikosti této plochy oznacené v ivodu jako dS. V zapisu (3.3) muzeme dS nahradit
souc¢inem 7 - dS, kde 7 predstavuje jednotkovy normalovy vektor k malé casti
plochy S, jejiz velikost je dS.

Dospéli jsme k vyjadieni elementarni zmény toku vektorového pole d®, po-
dobné jako jsme ve vztahu (2.3) vyjadrili elementérni zménu prace dW. K vyjadrent
celkového toku @ budeme séitat vsechny tyto malé prispévky, tentokrat pomoci
plosniyjch integralu.

Definice 3.4. Necht S = {F(u,v) : (u,v) € Q} je orientovand plocha a méjme
funkci f : S — R. Necht D(Q) = {Q1,Qs,...,Q.}, n € N je déleni mnoZiny ,
potom Sy, = {¥(u,v) : (u,v) € U,k = 1,2,...,n} tvori déleni D(S) plochy S.
Zvolime bod [ug, vg| € Qg, jeho obraz ¥(uy,vx) € Sk a jednotkovy normdlovy vektor
k plose Sy v bodé ¥(uy,vy) je x = (ng1, ko, ng3). Velikost plochy Sy oznacime
ASy. Definujeme integralni soucty

Zf (uk, vr)) ASk, (3.4)

Si(f,D(ST)) Zf (g, vg)) N ASk, i = 1,2, 3. (3.5)
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Potom plosny integrdl 1.druhu definujeme vztahem

// f@IS= T S(.D(S)) (3.6)
S k

a plosny integrdl 2. druhu vztahem

//f(f’)nidS: im  Si(f,D(S)), (3.7)

m}ia,x ASp—0

jestlize limity integrdlnich soucti na pravych strandch rovnosti (3.6) a (3.7) exis-
tugi.

Poznamka. Vypoctové vztahy plosnych integrélu:

//f(f’)dS://f(F(u,v))Hf’uxﬂ,Hdudv, (3.8)
//f Yng dS = //f ”’”;) dudv. (3.9)
o(r1,r2)

Vyraz Dn0) predstavuje Jakobidn zobrazeni mnoziny €2 do prumétu S,, plochy S
do roviny xy, pro néjz plati

Or1 Oy Ory  Org
8(7’1, T2) — | Ou ov ou ou |
O(u,v) Oy Ory Ory Ory
ov ov ov ov
Podobné miizeme vyjadiit ny dS = 22212 5 p, dS = —2rurs)
Y 1 A(u,v) 2 O(u,w) -~

Je-li plocha S po ¢astech hladka, potom ploén}'f integral vyjadiujeme jako soucet
integrali pfes jednotlivé hladké ¢ésti I';, j = N

//deS Z//f (3.10)
//f s dS = Z//f s . (3.11)

Pokud je plocha S tvotena grafem funkce z = z(x,y) a ortogonélni prumét
plochy S do roviny xy oznacime S,,, potom plosny integral ziskame pomoci vztahu

//f as = //f:ry, (1) \/1+(gx> +(g—;)2dxdy. (3.12)

U kiivky jsme definovali jeji délku, coz jinymi slovy muzeme oznacit za veli-
kost krivky. Stejné tak budeme pro dalsi praci potiebovat urcit velikost zkoumané
plochy.
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Véta 3.1. Necht S = {f(u,v) : (u,v) € Q} je hladkd plocha, potom jeji velikost
vyjadrime vztahem

P = meas(S) = // ||T, x Ty || dudo. (3.13)
Q

Vratime se k tvahdm ze zacdtku této casti. Vztahem (3.3) jsme vyjadiili ele-
mentarni zménu toku d®g. Nas zajima celkovy tok vektorového pole uvazovanou
plochou S, tedy soucet elementarnich piispévku d®r. K tomu vyuzijeme plosny
integral 2.druhu a dostavame

By — //Ed§: //EﬁdSz//E(f’u X F,) dudv. (3.14)
S+ Q

S+

Vztah (3.14) odpovida definici toku elektrické intenzity uvedené v (1.7) pouze s tim
rozdilem, ze v (1.7) uvazujeme uzavienou plochu. Casto se také vyuziva vyjadieni
po slozkach ve tvaru

//Ed§://(E1,E2,E3)ﬁdS:

S+ S+

://Elﬂdyder//Egﬂdzder//Egﬁdxdy. (3.15)
! |71 F |72 J n3

3.4 Plosné integraly v prikladech

Priklad 3.1. V ndvaznosti na priklad 2.1 uvazZujeme nyni ebonitovy disk o po-
loméru R, ktery md na svém hornim povrchu spojité rozloZeny kladni ndboj o plosné
hustoté o. Ptdme se, jakd je intenzita E elektrického pole v bodé P, ktery je
ve vzddlenosti z od roviny disku na jeho ose soumérnosti (viz obrdzek 3.2).

'

dE cosf

Obrazek 3.2: Disk rovnomeérné nabity kladnym nabojem.
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Resend. Postupujeme stejné jako v piikladu 2.1. Nyni méme rozlozeni niboje de-
finované plosnou hustotou o, vyjadiime tedy d@) = odS, kde dS je elementérni
velikost plochy disku. Ze vztahu (2.15) dostavame

1 odS

dre 12

dE =

Elektrickou intenzitu v bodé P opét ovliviiuje pouze slozka vektoru df], ktera
pusobi ve sméru osy soumeérnosti a jejiz velikost vyjadiime jako dFE cos@, kde 0
je thel, jez svird vektor s osou soumérnosti disku (viz obrazek 3.2). Stied disku
umistime do pocatku souradnicového systému a parametrizujeme plochu disku S
funkci

I(p,p) = (pcosp, psing), p€|0,R], € 0,2n].

Pro Jakobidn dostavame

—apgos ‘ —8”?“ z Cos ¢ sin ¢ 9 .
dpesy  psme| — | = (pcos’ o+ psin® ) =p,  (3.16)
7% oo —psinp pcosp

déle pro r? plati
r?=p*+ 2%
a nakonec vyjadiime
h_ 7 2
cosl) = = = ——.
TN/ p? 22

Celkovou intenzitu E ziskdme pomoci plosného integralu ve tvaru

27 R

o z
E = E = =
//d cos 47r5//(p2+z 2 47r5// (p? + 2?) dpdgp

S+ S+

w

2w

_az/l
" Age 2

0

R
(p°+2%) 3

oz 1/
—% ]0 47T€2 \/R2+22 \/_

o0z 1_ 1 /d o227 1_ 1
Adme \z  /R2 + 22 YT e \ VRZ+ 2 )
0

Po tpravé dostavame pro elektrickou intenzitu E vztah

E=2(1 -
2 VR?+22)°
O
Priklad 3.2. Urceme hmotnost plochy S, kterd je tvorena cdsti kuzelové plochy
2 = /22 + y? ohraniéené vilcovou plochou x* + y* = 2rx, a jejiz plosnd hustota
je uréena funkci p(x,y, z) = r2y? + 1222 + y?22.
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Reseni. Vyjdeme ze vztahu (3.12) a dostavame

//(:I:Qy2 +2%2% + y*2%) dS =

// 22y + (x +y)]\1+<a—””§;y2) +<a—w> dzdy =

// oy + (a +y)]\1+<ﬁ>2+<ﬁ)2dxdy

.ZTJQ y2
// 2y + (27 + )7 1+I2+y2+x2+y2dxdy:

Sey

//xy—I—x +y%)?] vV2dady.

Plochu, jejiz hmotnost hleddme, znazornuje obrazek 3.3. Hranici plochy v prumétu
do roviny xy tvori kruznice, kterou parametrizujeme

(p, p) = (pcosp, psing), p € [0,2rcosyp], ¢ € [0,27].

Obrazek 3.3: Plocha k prikladu 3.2

Stejné jako v prikladu 3.1 m4a Jakobian tvar (3.16), muzeme tedy vyuzit vypoctovy
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tvar plosného integralu podle vztahu (3.9) a pro hmotnost m plochy S dostaneme

27 2rcos @

m = / / V2[p* cos? psin? ¢ + (p? cos® o + p?sin )| pdpdp =

2ﬂ'2rcos¢

—\/_/ / p cos2gosin2<p—|—p4)pdpd90:

2ﬂ'2rcos¢

= \/5/ / p°(cos? psin® p + 1) dpdp =
0

21
26T6
6
0
4r 87 87V/2
2 6,
V2 128 12

= V2 cos® p(cos? psin® p 4+ 1) dp =

O

Priklad 3.3. Jaky je tok @5 Gaussovou plochou 4 tvorenou povrchem vdlce o po-
lomeéru R, ktery se nachdzi v homogennim elektrickém poli E? Osa vdlce je rov-
nobéznd se smérem pole.

Resend. Tok elektrické intenzity ® g urcuje vztah (1.7). Homogennf elektrické pole
pro jednoduchost umistime ve sméru osy x, tedy pro néj plati E = (k,0,0),
k = konst. Povrch véalce je uzaviend, po castech hladka plocha tvorena dvéma
podstavami a plastém. Protoze ma byt osa valce rovnobézna se smérem pole,
bez 1jmy na obecnosti muzeme osu valce umistit na osu x. Potom levou podstavu,
pro kterou x = x, oznacime S;, plast oznacime S, a pravou podstavu, pro kte-
rou r = x1, oznacime S3. Zvolime orientaci plochy tak, ze jednotkovy normalovy
vektor 77 smétuje vzdy ven z plochy. Vysledny tok elektrické intenzity urc¢ime jako
soucet plosnych integrélu pres jednotlivé hladké ¢asti, tedy

@E:#Ed§:#]§ﬁd5://Eﬁ1d51+//ﬁﬁ2d32+//f]ﬁ3d83, (3.17)
S+ S+ s

Sy Sy

Pl4st valce parametrizujeme jako
F(u, ) = (u, Reos g, Rsing), u € [zg,21], € 0,27,
a plati

I_:'u - (1707 0)7
r, = (0, —Rsin ¢, Rcos ).
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Obrazek 3.4: Gaussova plocha tvorena povrchem vélce.

Plochy podstav S; a S3 parametrizujeme jako

1(p,p) = (w0, pcosp, psin ),
3(p, ) = (w1, pcos,psing), pe[0,R], v €|0,27].

Wy

Wy

Z obrazku 3.4 vidime, ze jednotkovy normalovy vektor k plose Sy jei; = (—1,0,0).
Podobné jednotkovy normélovy vektor k plose S3 je ©i3 = (1,0,0). Jednotkovy
normdlovy vektor k plasti Sy uréime podle vztahu (3.1), tedy

—

(1,0,0) x (0, —Rsin g, Rcosp) (0, —Rcos ¢, —Rsin ¢)
n2 —= _= =
I

1(1,0,0) x (0, —Rsinp, Rcosp)| R
= (0, — cos p, —sin ).

Pro jednotlivé integraly ze vztahu (3.17) plati

2

R
//(l{:,0,0)(—l,0,0) ds; = //—kdydz = —k//pdpdgo = —knR?,
st Syz 0 0

//(k:, 0,0)(0, — cos p, —sin ) dSy = 0,

S5

2 R
//(k,0,0)(l,0,0)ng—//kdydz—k//pdpdgp—lmrﬁﬁ.
ST Sy 0 0

Vysledny tok elektrické intenzity ®g je dan souctem predchozich integralu
p = —kmR* 4+ 0+ knR* = 0.

Tento vysledek neni piekvapivy, protoze podstavami projde stejné mnozstvi elek-
trického pole dovniti Gaussovy plochy i ven z ni, tedy celkovy tok plochou ¥ je
nulovy.

Dalsim zpusobem feSeni jednotlivych integralu by bylo VyJadrenl soucinu E - i1
ve tvaru ||E|| - ||]| cos a, kde a piedstavuje thel mezi vektory E a 7. Jinymi slovy
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vyjadiime integraly pomoci thlu, ktery svira vektor elektrického pole s jednot-
kovym normalovym vektorem plochy. Pak bychom dostali

//Em ds, = //||E|| ]| cos 7 dSy = —||E||// 48, — — B[R,
e e e

//1?:772 ds, = // I - ol cos 5 S =0,

o S

//Eﬁ3d53 ://HE“ - 17s]| cos 0.dSs = \|E|y// dS; — |[Bl|~R2.

e et e

Vysledny tok ®g je opét souctem piredchozich integralu, tedy nulovy. 0

Piiklad 3.4. UvazZujme pole elektrické intenzity z prikladu 2.6, tedy E = (3, 2% x).
Urceme tok elektrické intenzity tohoto pole kulovou plochou se stredem v pocdtku
a polomérem R. Situace je zndazornéna na obrazku 3.5.

Obrazek 3.5: Gaussova plocha tvorena povrchem koule v elektrickém poli.

Resend. Nejprve parametrizujeme plochu S,
S : : Tm
S ¥(u,v) = (Rcosucosv, Rsinucosv, Rsinv), wu € [0,27n], v € [—5,5]

Dale vyjadiime vektory r, a T,

r, = (—Rsinucosv, Rcosucosv,0),

r, = (—Rcosusinv, —Rsinusinv, R cosv).
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Podle (3.14) a s vyuzitim Wolfram Mathematica 11.2 ziskdvame

#Ed§: #E(f’u x T,) dudv =
S+ Q

us
3 2| R3cosPucos® v R?2cos?wucos’v Rcosucosv

I
—
—

—Rsinucosv  Rcosucosv 0 dudv =
-3 0 | —Rcosusinv —Rsinusinv Rcosw
% 2m
= //RSCOSUCOSQU(R2COS3UCOS3U+RCOSUS1HUCOSQU+SHIU) dudv =
-0
B 47 RP
==
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Kapitola 4

Diferencialni operatory

Tato a nasledujici kapitola budou ¢isté matematické a postupné v nich odvodime
analogie Newtonovy-Leibnizovy formule (4.1) pro kfivku, rovinnou oblast i plo-
chu a vyslovime dulezité integralni véty, které pozdéji vyuzijeme pro ziskani di-
ferencialnich tvart Maxwellovych rovnic v kapitole 6. Podkladem pro zpracovani
této kapitoly byly predevsim zdroje [7], [2] a [1].

Zakladnim stavebnim kamenem nésledujicich fadku bude Newtonuv vzorec
pro vypocet urcitého integralu pomoci primitivni funkce dany vztahem

/ ()Y dt = £(b) — fla). (4.1)

Uvedeny vztah plati pro funkce na tsecce [a,b], tedy podmnoziné R. Pokud
bychom misto secky uvazovali kiivku K C R3, potom intuitivné zaménujeme
koncové body usecky za koncové body krivky. Body na kiivce jsou v prostoru defi-
nované vektorovou funkei ¥ (viz definice 2.1), tedy koncové body kiivky odpovidaji
hodnotam této vektorové funkce v bodech a, b, tzn. koncovymi body kfivky jsou
r(a),r(b). Pro pravou stranu (4.1) tak dostdvame rozdil f(r'(b)) — f(¥(a)). Budeme
se snazit najit analogii k derivaci funkce f na levé strané vztahu (4.1), kterou
oznacime jako D f a spravnou definici integralu tak, aby platilo

/ Df = f(E(®b)) - f(i(a)). (4.2)

Veelku prirozené ziskame analogii k (f(¢))" ve tvaru [f((¢))] := Df, tedy budeme
hledat ,soucet® funkcénich hodnot D f ve vSech bodech uvazované krivky AC.

Nejprve zavedeme prvni ze zde uvedenych diferencialnich operdtoru, pomoci
nehoz vyjadiime [f(r(t))]'.

Definice 4.1. Necht f : ® — R, ©® C R, f = f(z,y,2) je diferencovatelné
skalarni pole a A € ®. Potom vektor

mad 104) = (G, 5, G (43)

nazyvame gradient skaldrni funkce f v bodé A.
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Zavedeme-li vektorovy diferencidlni operdtor V = (a%v 8%, %) , potom
grad f(A) = Vf(A).
Pro derivaci slozené funkce [f(¥(t))]" plati
[f(EE)) = VI(E®) T(t)" =
(Of oy Of o\ Of dry,\ dry o drs
- (gaw. e Law) - (Fo go.fo).

Oznacme g; = %, g2 = g—i, g3 = %. Potom g = (g1, g2, g3) popisuje vektorové pole
a odpovida hledanému vyrazu D f. Pro kiivkovy integral tak dostavame

L@y [
/gdr = /gds—/gldx+ggdy+ggdz

|
N
2
=
=
=
ol
&‘3
+
Q
V)
=y
=
o
25
+
Q
w
!
—
=
‘Q-
w
N——
[N
~
I
%
=y

(t)) - T'(¢t) dt.

(4.5)

Ziskali jsme stejny vztah jako (2.10), nyni vSak pro vektorové pole popsané funkei
g : K — R3. Zdroven odvozeni (4.4) objasnilo vypoctovy tvar integralu 2.druhu.
7 téhoz vztahu je vidét, ze obdoba Newtonova vzorce je platnd pouze pro specialni
vektorova pole nazyvana potencidlny.

Definice 4.2. Necht g je spojité vektorové pole na oblasti Q@ C R"™. Rekneme,
ze vektorové pole g je potencidlni na (2, jestlize existuje (redlnd) funkce f defino-
vand na §2 takovd, Ze pro kazdé x € ) plati

Vf(z)=g(x).

Kazdou takovou funkci f nazyvime potencidlem vektorového pole g na ob-
lasti ().

Vysledkem je, ze hodnota integralu potencidlniho vektorového pole nezavisi
na tvaru kiivky, podél které integrujeme. To jsme ilustrovali pti feSeni prikladu 2.5,
kdy hodnota integralu byla pro ruzné kiivky stejna. Pro zadané pole F = (2zy, 22,0)
existuje potencidl f = z%y a hodnota integrdlu v tomto poli tak zdvisi pouze
na pocatecnim a koncovém bodu kfivky.

Véta 4.1. Necht g je spojitd vektorovd funkce a f je potencidl vektorového pole
g na oblasti Q C R3. Necht existuji body A, B € Q a krivka K C Q, jejimz

poédteénim bodem je A = T(a) a koncoviym bodem je B = ¥(b).'? Potom pro
krivkovy integrdl podél krivky K plati

/§d§=/gldx+gzdy+gsdz=f(l?(b))—f(f“’(a)) = f(B) = f(4), (4.6

kde ¥(t) je parametrizace krivky KC na intervalu [a,b].

2T{mto uréenim jsme kiivku orientovali.
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Pokud bychom uvazovali kiivkovy integral potencialniho pole po uzaviené
krivce, potom se pocatecni a koncovy bod kiivky rovnaji a jako dusledek véty 4.1

dostavame
§1§ gds =0,

c+

tedy cirkulace potencidlniho vektorového pole je nulova.

Poznamka. Jak jsme jiz zminili, s potencidlnim vektorovym polem jsme se se-
tkali v prikladu 2.5. Zménime zaddni Casti ¢) tak, ze za kiivku budeme nyni
uvazovat celou kruznici 22 + (y — 1) = 1, nejen jeji kratsi oblouk. Uvazujeme
tedy potencidlni vektorové pole F = (2zy,x2,0) a ptame se na praci W, kterou
toto pole vykona pti premisténi hmotného bodu podél kruznice. Vyuzijeme para-
metrizaci z TeSeni piikladu 2.5 a dostavame

21

W = 55(—2singocosg0— 2sin? ¢ cos o 4 cos® @) dp =
0

3sing  2sin®p  sin3p o

=1-1=0.
4 3 12 ], 0

= [0052 ©+

Definice 4.3. Nechf f : R® — R3 je diferencovatelnd vektorovd funkce. Potom

funkcz
fl 2 f3

e (4.7)

nazyvame divergenct vektorového pole definovaného funkci f.

Divergence definuje zobrazeni vektorového pole na skalarni funkci a vyjadiuje,
kolik pole v daném bodé ,,vznika“ nebo ,zanika“. V souvislosti s divergenci hovori-
me o tzv. zridlovosti vektorového pole. V mistech, kde je divergence kladna, dochazi
k zesilovani pole, v mistech, kde je zadporna, vektorové pole zeslabuje. Z pohledu
elektrického pole jsou v bodech, kde jsou umisténé kladné naboje, tzv. zridla a na-
opak v bodech se zdpornym nabojem jsou tzv.nory. O neziidlovém poli hovoiime
v okamziku, kdy pro vSechny body uvazovaného vektorového pole je divergence
nulova.

Definice 4.4. Necht f : R3 — R3 je diferencovatelnd vektorovd funkce. Potom
vektorovou funkci

g _ <3f3 Ofs 0fi 0fs 0fs 8]"1)
rot f =

dy 0z 0z Oz’ Oxr Oy (48)

nazyvame rotace vektorového pole f.

Rotace definuje rozbrazeni prvku vektorového pole na prvky ,transformovaného
vektorového pole, tedy operator rotace vytvari nové vektorové pole. Rotace posky-
tuje informaci o virovosti daného pole, ale také vyjadiuje, ,jaké dalsi pole“ muze
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byt popsanym polem vytvorené. Plati, ze vektor rot f je ve vsech bodech kolmy
na prvky vektorového pole f. Zaroven je rovnobézny s osou, kolem které se vek-
torové pole v daném bodé otdci (tzn. rotuje)'® a velikost vektoru rot f vyjadiuje
rychlost otaceni pole v tomto bodé, coz spolecné oznacujeme jako diive zminénou
virovost pole. V bodech s nenulovou rotaci vznikaji viry, naopak pole oznacujeme
za nevirové, pokud v kazdém bodé uvazovaného pole je rotace nulova.

Poznamka. Divergenci a rotaci vektorového pole f miuzeme vyjadrit pomoci
operatoru V jako

divf=V.f
i 7k
£ _ fF_la o 8
I"Otf—vxf—a 8_y &7
i fo s

-

kde i,f, k jsou jednotkové vektory ve sméru souradnych os.

13Smeér otdéeni je dany pravidlem pravé ruky.
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Kapitola 5
Integralni véty

Stejné jako v predchozi kapitole budeme hledat analogie Newtonova-Leibnizova
vzorce (4.1) a zjednodusené muzeme Fici, Ze definujeme podminky, za kterych lze
urcit kiivkovy integral pomoci dvojného, najit souvislost mezi ktivkovym a plosnym
integralem a nakonec vyjadrit plosny integral pomoci trojného. Pokud bychom
postup vyjadiili schématicky, budeme hledat vyrazy na pravych stranach rovnosti

| §£fds—//
yﬁfds—//
géﬁfd§:/V//...dv

kde €2 je oblast v roviné, jejiz okraj je tvoreny uzavienou rovinnou kiivkou 0f2,
S je plocha v prostoru, jejiz okraj je tvofeny uzavienou prostorovou kiivkou 05
a nakonec V' je oblast v prostoru, jejiz okraj je tvofeny uzavienou prostorovou
plochou dV. Podklady k této kapitole byly ¢erpany z literatury [6] a [7].

5.1 Greenova véta

Uvazujme oblast Q C R? a jeji hranici 99. Odvodime podobné jako na zacatku
kapitoly 4 analogii k Newtonovu-Leibnizovu vzorci (4.1). Zaéneme pravou stranou,
kdy se nabizi jako obdobu ,funkce“ uvazovat vektorové pole f. Snazime se tedy
najit integral a tvar integrované derivace na levé strané, kterou opét oznacime
Df. Integrujeme pres oblast, na levé strané (4.1) tak dostdvame dvojny integral

I Df. Pravou stranu muzeme vyjadfit v podobé dffve odvozeného kfivkového
Q
integrdlu vektorového pole podle (4.6), kde kiivka K odpovidd hranici 9. V R?

tak dostavame
//sz / fidz + fody.
Q

K=0Q
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Hledana ,,derivace DFf* bude ziejmé jedna z moznych parcialnich derivaci %f = %{j,

pripadné jejich kombinace.
Vysetiime nejdifv podobu integralu [ %—];1. Predpokladéame, ze hranice oblasti
Q

Q2 je tvorena dvéma hladkymi funkcemi p; a s definovanymi na intervalu |[a, b]
tak, ze plati
Q:=A{[z,y] -z € a,0], p1(x) <y < o)},

tj. oblast €2 lezi ,mezi“ uvedenymi funkcemi, jak ilustruje obrazek 5.1.

1
c

0] a b x

Obrazek 5.1: Oblast ohranicend dvéma hladkymi funkcemi.

S vyuzitim Fubiniovy véta (viz napf. [0]) dostavame

[7%§*Mdy:ii /‘%ﬁdy dw-;/fl pa() = filw, () da

a  \p1(z)

Grafy obou funkci definuji kiivky KCi(t) = (t,¢1(t)) a Kao(t) = (t,2(t)) pro
t € [a,b]. Pii dalsich upravich hraje zésadni roli orientace téchto kiivek. Po-
znamenejme, ze v pripadé opacné orientace kiivky se zméni znaménko integralu.
S vyuzitim (4.5) dostavame

b

j Mx%mmmzfﬁmm@mm—ij%MMw:

/fl z, pa(x dﬁ—/f(l‘@l /fldx—/fldx_
e

KC1UK2

kde K1 U Ky prirozené predstavuje hranici OS2 a plati

//%—‘dedyz—/ﬁdx‘ (5.1)
o 0

Pro zaménéné souradnice stejnym postupem dostavame

ﬂ@éd@—/ﬁ@. (5.2)
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Odeétenim (5.1) od (5.2) dostdvéme podobu hledané ,derivace Df*. Predchozi
odvozeni muzeme povazovat za naznak dukazu nésledujici véty (dukaz lze najit
napi. v publikacich [1] nebo [2]).

Véta 5.1 (Greenova). Necht KT je uzaviend, kladné orientovand a po cdstech
hladkd krivka v R?, kterd tvord hranici OQ* oblasti Q0. Necht pro f = (f1, fo) plati,
e funkcee f1, fo a jejich parcidlnd derivace 22, 22 jsou spojité na Q = int QU 9.

oy’ bz
Potom plat?

//(%_aa_];) de dy = ygfldx+f2dy_§£Fd§. (5.3)
@ a0+ ot

V mnoha redlnych aplikacich se setkame s tlohami, které vedou na vypocet
ktivkového integralu 2. druhu po uzaviené ktivce. Stejné tak je tomu i v piipadé
déle uvedenych fyzikalnich zakonu elektromagnetismu (6.5) a (6.8). Pfi splnéni
predpokladu Greenovy véty lze tedy vypocet kiivkového integralu podél kiivky
IC ptevést na vypocet dvojného integralu pres oblast, jejiz hranici tvoii zminéna
ktivka K.

Dusledek véty 5.1 'V piipadé, ze oblast €2 splnuje predpoklady véty 5.1, potom
velikost jeji plochy muzeme vypocitat pomoci vztahu

1
meas(§2) = 3 ¢ rdy —ydx. (5.4)

ot

Opét muzeme k ukdzce vyuzit ¢ast c) prikladu 2.4, kde misto kratsiho ob-
louku kruznice budeme uvazovat celou kruznici, tedy uzavienou kiivku. Protoze
uvedené silové pole spliiuje predpoklady Greenovy véty, muzeme ji pouzit pro
vypocet kiivkového integralu. Formulujeme tedy zadani a uvedeme feseni primym
vypoctem i s uzitim Greenovy véty.

Priklad 5.1. Uvazujme silové pole F = (xy,y — x). Urceme praci W, kterou toto
pole vykond pri premisténi hmotného bodu po kruznici x*>+ (y—1)* = 1, kdy pohyb
probihd proti sméru hodinovych rucicek z bodu [1,1].

Reseni. Obrézek 5.2 ilustruje oblast €2, kterou parametrizujeme jako
S(p, ) = (pcosp, 1+ psing), p € [0,1], ¢ € [0,27],
a jejiz hranice je tvorenda kruznici .
Nejprve uréime praci stejnym zpusobem, jako v piikladu 2.4. Parametrizujeme
kruznici K vektorovou funkci

S(p) = (cosp,1 +sing), ¢ € [0,27],
§'(p) = (—sinp, cosp) dp.
Pro praci podél kruznice K dostavame

2T

WZ}Igﬁdgzyg(a:y,y—:c)d§:/(cos3g0—0082<p) dyp = —m.
K K 0
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-1t

Obrazek 5.2: Uzaviena kiivka v elektrickém poli k ilustraci uziti Greenovy véty.

Nyni uréime kiivkovy integral pomoci Greenovy véty, tedy

2 1

W:ygf‘dé’://(—l—x) dxdyz//(—l—pcosgp)pdpdgpz
K Q 0 0
2 1 1
:/(—ﬁ—gcosgp) dp = —m.
0

5.2 Stokesova véta

Pro pouziti v redlnych aplikacich nemd véta 5.1 (Greenova) dostateéné univerzalni
podobu. Budeme-li uvazovat obecné, muzZeme rovinnou oblast @ C R? pfenést
do R?, deformovat a ziskat tak plochu S := {F(u,v),[u,v] € Q}. Pii odvozeni
Greenovy véty hréala klicovou roli orientace kiivky, kterd tvorila hranici rovinné
oblasti. Stejné tak pfi odvozeni nasledujiciho zobecnéni budeme pozadovat, aby
plocha S a jeji okraj 0S byly souhlasné orientované (viz definice 3.3). Pouze
pripomene, ze plocha S je souhlasné orientovana se svym okrajem 05, pokud
pri obihéni podél okraje ve sméru jeho orientace je ,horni“ strana plochy, urcena

normélovym vektorem 7 = £22- po levé ruce.
lIFu <ol 7

Vyjdeme z véty 5.1 a uvazujeme rovinné vektorové pole f = (fi(z,y), f2(x,y),0).

Potom pro rotaci plati rot f= <% — %—2) -IZ, kde k je jednotkovy vektor ve sméru

soutadicové osy z. Pokud jsou splnény predpoklady véty 5.1, muzeme ji prepsat

do tvaru
//rotf- kdzdy = yg fds. (5.5)

Q o0+t
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Z rovinné oblasti €2 se pfesuneme na plochu S C R? a dostdvame obdobu vztahu
(5.5) ve tvaru nésledujici véty.

Véta 5.2 (Stokesova). Necht existuje vektorové pole f e ()", Q C R3. Necht
oblast Q obsahuje orientovanou plochu S, S = (S U 0S) C Q. Predpokldddme, Ze
okraj 0S je tvoren krivkou a plocha S je orientovand souhlasné se svym okrajem.

Potom plat?
// rot Fd§ — yﬁ fas (5.6)

S+ as+
Ze vztahu (5.5) a (5.6) je na prvni pohled vidét, ze Greenova véta je rovinnym

pripadem Stokesovy véty. Samotna Stokesova véta pak dava do souvislosti kiivkovy
a plosny integral.

Poznamka. Vratime se k piikladu 2.6 a nyni ukazeme jeho feSeni s vyuzitim
vety 5.2 (Stokesovy). Je vhodné uvazovat nejjednodusi moznou plochu, jejiz hra-
nice je tvorena uzavienou kiivkou K. V nasem piipadé lezi A, B,C, D v jedné
roviné, tedy uvazovanou plochou bude ¢ast této roviny, jejiz hranici tvori usecky
S1, S5, S3,84. Plochu S pak muzeme parametrizovat naptiklad

r(s,t) = (2 —2s,2t,2s), s,t€]0,1].

Abychom mohli vétu pouzit, musi byt splnén predpoklad, ze plocha je orientovana
souhlasné se svou hranici. Pro jednotkovy normalovy vektor 77 plochy S dostavame

FS - (_2707 2)a

I_:t - <07270>7

. r, X T, (4,0,4)

F=_tlt — (1,0,1).
|IFs X | 4 ( )

Plocha je tedy orientovand souhlasné se svou hranici, jak je rovnéz znazornéno
na obrazku 5.3, a muzeme vétu 5.2 pouzit. Ur¢ime rotaci pole E

rot E = rot(z%, 2%, z) = (0,1, 2z)

a integraci dostavame

1 1
W://rotﬁdéz//(0,1,2x)ﬁd5://(0,1,2(2—23))-(1,0,1)4dsdt:
S 0 0

S+
1

+
11
:4//4—45dsdt:4/2dt:
0 0

0

S

Dospéli jsme ke stejnému vysledku jako v ptripadé piimé aplikace kiivkového in-
tegralu v ptrikladu 2.6. Souvislost mezi kiivkovym a plosnym integralem v podobé
Stokesovy véty hraje vyznamnou roli pii popisu interakce mezi elektrickym a mag-
netickym polem, jak uvidime v kapitole 6.

MPunkee patif do tifdy C*(£), jestlize m4 ve viech bodech mnoziny €2 spojité prvn{ parcidlnf
derivace.
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Obréazek 5.3: Uzaviena krivka v elektrickém poli k ilustraci uziti Stokesovy véty.

5.3 Gaussova-Ostrogradského véta

V posledni ¢asti této kapitoly se posuneme jesté dal a budeme uvazovat oblast
V C R3, jejiz hranici je uzaviena plocha 9V C R3. Budeme postupovat podobné
jako v ptipadé odvozeni véty 5.1 (Greenovy), tedy uvazujeme, ze hranice V je
tvofena dvéma hladkymi funkcemi 1); a 1)y definovanymi v R? tak, ze plati

V= {(z,y,2) € R® by (2, y) < 2 < ho(z,9)},

tj. oblast V tvofi ,objem® mezi témito funkcemi a grafy funkei definuji vSechny
body ploch Sy = (x,y,¢¥1(z,y)) a So = (z,y,12(x,y)), jak ilustruje obrazek 5.4.
Funkce ¢1(x,y) a 92(x,y) jsou parametrizacemi ploch Sy, .52 a plati (z,y) € Vi,
kde V, je prumét V' do roviny xy.

Py y)

y Pl y)

Obrazek 5.4: Oblast ohranicend dvéma hladkymi dvourozmérnymi funkcemi.

Uvazujme na oblasti V vektorové pole f = (f1, fa, f3). Pro vypocet bude opét
hrat roli orientace, kterou v pripadé plochy urcuje smér norméalového vektoru 7.
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Pro plochu S; sméruje vektor 7 ven z oblasti V', plocha je orientovana souhlasné
se svou parametrizaci (S5) a o vektoru 7 hovotrime jako o vektoru vnéjsi normdly.
Naopak je tomu v pripadé plochy Si, kdy je plocha orientovand nesouhlasné s
parametrizaci (S ).
i, .. . af: .
S vyuzitim Fubiniovy véty pro %2 dostdvdame

1/12(30,?!

Ofs _ dfs
/// drdydz = ‘Z[%x/y dz | dzdy
- // sl . n(r, ) = folie,y, ()] ddy
:/ fgdxdy—/ f3dxdy
Sy Sy
1[[2 fsolscoly—ag+ fade dy

Zménou orientace plochy S; (tzn. zménou znaménka u plosného integralu pres
plochu S) jsme zajistili, ze hranice oblasti 0V je ve v8ech bodech orientovand
pomoci vnéjsi normaly.

8f2

Stejny vypocet bychom vyuzili pro slozky < %. Pokud tedy nyni pouzijeme

slozkové vyjadieni plosného integrélu jako v (3.15), dostavame

///(afl af2+%£3) dz dydz_/ fldydz—i—dezd:U—l—fgdxdy—//f’d§

v+
a muzeme formulovat néasledujici vétu.

Véta 5.3 (Gaussova-Ostrogradského). Necht V' je omezend oblast, jejiz hra-
nice je tvofena uzavienou orientovanou a po cédstech hladkou plochou OV ™. Necht
vektorové pole £ € CH(V), potom plati

///div fav = # fds. (5.7)

\%4 ov+

Poznamka. Vratime se k prikladu 3.4, kde jsme urcovali tok elektrické intenzity
kulovou plochou. Nyni ukazeme platnost Gaussovy-Ostrogradského véty, kdy vek-
torové pole E = (2°, 2%, z) spliiuje predpoklady a mizeme tedy uréit divergenci
pole E

divE = 322,

Kulova plocha vytvaii objem V', ktery vyjadiime ve sférickych soutadnicich

V = (pcosucosv, psinucosv, psinv), p € [0,R],u € [0,27],v € [—g,g],
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a plati dV = p? cosv dpdudv. Podle (5.7) dostavame

///divEdV:

2

[

\w\d

R
/ 3p? cos? u cos? vp? cosvdpdudv =
0

v -3
5 or 3
3RS 3RS |1 1 o
:T/ cos2ucos3vdudv:T §cos3v{u+—sin2u} dv =
0
-5 0 -3
3R 1 1 P ArRS
= 5 1{3sinv+§sin3v]_ = 5

(ME]

Vysledek je shodny s tim, ktery jsme ziskali ptimou integraci v prikladu 3.4.
Z pohledu elektrického pole predchozi véta vlastné vyjadiuje, ze chovani pole na
povrchu télesa!® odpovidd zifdlovosti pole uvnitt télesa. Véta 5.2 (Stokesova) a
Véta 5.3 (Gaussova-Ostrogradského) jsou zdsadni pii odvozovani diferencidlnich
tvaru Maxwellovych rovnic, jak uvidime v ¢asti 6.2.

5Povrch je reprezentovany hranici OV .
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Kapitola 6

Maxwellovy rovnice

V predchozich kapitoldch jsme se seznamili s pojmy kiivkového a plosného in-
tegralu a vyjadrili jsme souvislosti pomoci integralnich vét 5.1, 5.2, 5.3. V této
kapitole si ukazeme jejich vyuziti pii formulaci fyzikdlnich zdkont, konkrétné se
zameérime na ¢tyfi fundamentalni rovnice elektromagnetismu, dnes znamé jako
Mazwellovy rovnice. Hlavnimi zdroji ke zpracovani této kapitoly byly podklady
10, 19 a [5).

James Clerk Maxwell (1831 - 1879) jako prvni matematicky formuloval zdkony
elektromagnetismu. Ve své dobé bylo vyjadieni teorie elektromagnetického pole
nové a revolucni, navic popis rovnic v soufadnicovém tvaru byl komplikovany.
Presto se pro dalsi fyziky stal vychozim bodem a vyjasnénim puvodniho Max-
tvar diferencidlni. V nésledujicich kapitoldch uvedeme Maxwellovy rovnice v in-
tegralnim tvaru a vyuzijeme uvedeny matematicky aparat potiebny k odvozeni
diferencialnich tvaru, coz je také cilem této prace.

6.1 Integralni tvary Maxwellovych rovnic

Gaussuv zakon elektrostatiky. Prvni Maxwellova rovnice vyjadiuje vztah
mezi celkovym tokem elektrické intenzity ®p uzavienou plochou S a celkovym
nabojem (@, ktery tato plocha obklopuje. Jinymi slovy ,kolik volného néboje se
nachazi uvniti plochy, tolik elektrické intenzity plochou projde®. Tento zakon
lze povazovat za jinou formulaci Coulombova zdkona (1.4) a pro elektrostatické
problémy jsou tyto dva zakony ekvivalentni. Gaussuv zakon se s vyhodou vyuziva
tam, kde je mozné nalézt urcitou symetrii v rozlozeni naboje. Vyjadiime-li tok
elektrické intenzity E pomoci vztahu (1.7), dostdvame Gaussiv zakon elektrosta-
tiky pres uzavienou plochu ve tvaru

# Fa§- . (6.1)

€
S+

Gaussuv zakon pro magnetické pole. Druhd Maxwellova rovnice iiké, ze
magneticky indukéni tok ®p uzavienou plochou S je nulovy. Jinymi slovy ,kolik
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indukce B smétuje dovniti plochy, tolik odchézi ven®. Tok vyjadiime podle vztahu
(1.15) a dostédvame
# BdS = 0. (6.2)

Faradayuv zakon. Tento zdkon ma nékolik ruznych formulaci, jejichz zédkladni
myslenkou je zména. Michael Faraday byl prvni, kdo experimentdlné ovéril, ze
v case se ménici magnetické pole vytvari pole elektrické. Indukovany proud vznika
pii pohybu magnetu smyé¢kou'®. Indukované elektromotorické napéti € vyjadiuje
praci, kterou vykona jednotkovy naboj @) pii vytvareni indukovaného proudu I.
Tento proces vzniku proudu se nazyva elektromagnetickd indukce. Elektromoto-
rické napéti & muzeme vyjadrit pomoci magnetického indukéniho toku ® g jako

£=— (6.3)

dt ’

kde znaménko minus vyjadiuje, ze indukované elektromotorické napéti brani zméné
magnetického indukéniho toku. Vyse uvedeny vztah rovnéz vyjadiuje, ze induko-
vané elektromotorické napéti je nenulové pouze tehdy, kdyz se magneticky indukéni
tok meéni. A zaroven 7ikd, ze smér indukovaného proudu I ve smycce bude takovy,
aby magnetické pole indukované timto proudem pusobilo proti magnetickému poli,
které indukovalo proud 1.

Nyni vyjadiime praci W, kterou vykona indukované elektrické pole na naboji
Qo jako

W = Q€,

kde &€ vyjadiuje indukované elektromotorické napéti predstavujici praci pripadajici
na jednotkovy naboj @). Pokud budeme uvazovat, ze praci W vykona sila F pii
pohybu ¢astice s nabojem )y po uzaviené kiivce I, vracime se tim k piikladu 1.1
a jeho vysledku (2.14). Potom muzeme s pomoci vztahu pro elektrickou intenzitu

(1.5) psat
wu:¢ﬁda:¢EQMﬁ:Q%¢Eda
K+ K+ K+

odkud dostavame

Szﬁﬁﬁ. (6.4)
K+
Porovnanim (6.3) a (6.4) ziskdvdme vyjiddieni Faradayova zdkona a tedy tfeti

Maxwellovy rovnice ve tvaru
~ d®p
Eds=-——. 6.5
PBas— -7 (65

K+

16Smy¢ku budeme déle chipat jako uzavienou, po ¢astech hladkou kiivku.
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Ampérav-Maxwelliav zdkon. Ctvrtd Maxwellova rovnice plyne ze spojeni dvou
zakonu: Ampérova a Maxwellova.

Ampériv zdkon je analogii ke Gaussovu zdkonu (6.1). Podobné jako Gaussuv
zakon je zobecnénim Coulombova zakona pro elektrické pole vytvorené bodovymi
naboji, je Ampéruv zdkon stejnym zobecnénim Biotova-Savartova zdkona (1.14)
a plati

55 Bds = ul., (6.6)
K+

kde I. oznacuje celkovy proud, ktery protéka plochou, jejiz hranici je kiivka K.
Pro celkovy proud na obrazku 6.1 plati I. = I + Iy — I3, kde znaménka proudu
urcuje pravidlo pravé ruky vzhledem k orientaci kiivky K.

N

b\
Obrazek 6.1: Celkovy proud prochézejici plochou ohrani¢enou kiivkou A.

Mazwelluv zdkon magnoelektrické indukce vznikl jako analogie k Faradayovu
zdkonu (6.5), ktery fikd, ze zména toku magnetické indukce ®p vytvaii elek-
trické pole. Maxwelliv zakon ukazuje, ze plati i obraceny jev, tedy ze zména
toku elektrické intenzity ®p indukuje pole magnetické. Uvazujme kondenzator
v okamziku nabijeni. Elektrody kondenzatoru jsou nabijeny vodivostnim proudem
I'". Uvazujme plochy S; a S, tak, jak je zndzornéno na obrazku 6.2. Plochou S,
neprochazi zadny proud I, takze pokud bychom nyni aplikovali Ampéruv zakon
(6.6) pro 0S] = 0S5, dostaneme spor

yﬁﬁdgz,uc A ¢§d§:0.
851+ 85,

Vodivostni proud I ovSsem méni elektrické pole E vznikajici mezi elektrodami a to
vede ke vzniku magnetického pole, coz popisuje Maxwelluv zakon

. 4o
ygBd§: pe—2 = uly, (6.7)
dt
K+

kde I; se nazyva Mazwelluv proud.

17V znikd plisobenim elektrického pole ve vodiéi na ndboje, ¢imz zptisobuje jejich uspofadany
pohyb.
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/
951 =05= K

Obrazek 6.2: Vznik Maxwellova proudu.

Spojenim vztahu (6.6) a (6.7) dostdvame ¢tvrtou Maxwellovu rovnici v podobé
Ampérova-Maxwellova zakona ve tvaru

1 [~
p §1§B ds = Iy + L. (6.8)
K

7, predchozi rovnosti plyne, ze pokud je celkovy proud nenulovy a elektricky tok
se v Case neméni (napf. vodicem protékd stejnosmérny proud), potom se (6.8)
zjednodusi na Ampéruv zdkon (6.6). Naopak pokud je celkovy proud nulovy (napft.
uvniti nebo vné kondenzétoru), ziskdime Maxwelluv zékon magnoelekrické indukce
(6.7). Ctvrtd Maxwellova rovnice tedy vyjadiuje, ze magneticks indukce podél
uzaviené kiivky /C je rovna sou¢tu Maxwellova proudu I,; a celkového proudu I,
které protékaji libovolnou plochou, jejiz hranici je integracni kiivka /C.

6.2 Odvozeni diferencialnich tvaru

Integrélni tvary Maxwellovych rovnic popisuji chovani elektromagnetického pole v
oblasti. Pro popis tohoto pole v konkrétnim bodé slouzi tvary diferencidlni. Pted
jejich odvozenim zavedeme pro piehlednost nasledujici velic¢iny

‘E,

w]l
[l

‘B

]l
I

Y

== O

kde D se nazyva elektrickd indukce a H je intenzita magnetického pole. Muzeme tak
prepsat vSechny ctyii Maxwellovy rovnice pomoci velicin D, B, E, H a dostaneme
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soustavu

# D dS = O, (6.9)

# BdS =0, (6.10)

~ o .
%Ed§: —‘il—tB, Dp ://Bds, (6.11)

. 4 L L
§£Hd§:d—f+lc, @E:/ DdS, Ic://JdS. (6.12)

Ptechod k diferencidlnim tvarim zjednodusené znamend, ze se budeme snazit z
rovnosti (6.9) az (6.12) eliminovat integraly a spojime tim dohromady vse, o ¢em
jsme hovotili v predchozich kapitolach.

Gaussuv zakon elektrostatiky. V rovnosti (6.9) integrujeme pfes uzavienou
orientovanou plochu. Tato plocha zfejmé tvoif hranici OV oblasti V C R? a levou
stranu muzeme vyjadfit pomoci véty 5.3 (Gaussovy-Ostrogradského), tedy plati

/// divDdV = # DdS. (6.13)

v+
Abychom mohli integraly eliminovat, je nutné i pravou stranu (6.9) formulovat ve
tvaru integralu, coz muzeme udélat, pokud naboj @ vyjadiime pomoci objemové

hustoty p jako
Q= /// pdV. (6.14)
v

Porovnanim levé strany (6.13) a pravé strany (6.14) piimo dostavame prvni Max-
wellovu rovnici v diferencialnim tvaru

divD = p. (6.15)

Elektrické pole popsané elektrickou indukei f), resp. elektrickou intenzitou E, ma v
kazdém svém bodé objemovou hustotu odpovidajici divergenci div D, tedy zesileni
nebo zeslabeni pole v daném bodé.

Gaussuv zakon pro magnetické pole. Uplné stejné jako v predchozim ptipadé
budeme postupovat i u druhé Maxwellovy rovnice a ziskdme tvar

divB = 0. (6.16)

Na zékladé vyznamu divergence nam (6.16) ¥ikd, ze magnetické pole je v kazdém
svém bodé neziidlové. Tim jsme matematicky popsali tvrzeni z ¢ésti 1.2, kde jsme
pri popisu magnetické indukce hovorili o magnetickém dipélu jako zakladnim ele-
mentu magnetického pole. Muzeme si predstavit analogii s elektrickym polem, kdy
kladny nédboj bude odpovidat severnimu pélu magnetu a zdporny naboj jiznimu
polu. Pokud bychom touto analogii popsali magnetické pole, pak nulova divergence
znamend, ze pocet kladnych naboju je porad stejny jako pocet zapornych naboju.
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Faradayuav zdkon. V piipadé rovnice (6.11) probihd integrace po orientované
uzaviené kiivce, kterd ziejmé tvoif hranici 0S plochy S C R? a k odvozeni
diferencidlntho tvaru muzeme vyuzit vétu 5.2 (Stokesovu). Levou stranu (6.11)

prepiSeme do tvaru
// rot B d§ = §1§Ed (6.17)

S+ K+
Pravou stranu (6.11) vyjadiime pomoci integralu ve tvaru

dop d - o
- = —— BdS |. 1
dt dt // (6.18)
S+

Stejné jako v pfedchozi ¢asti porovname levou stranu (6.17) a pravou stranu (6.18)
a dostavame diferencialni tvar tfeti Maxwellovy rovnice

5 dB
tE = ———. 1
ro P (6.19)

Tedy vektorové pole rot f), které je kolmé na vektorové pole elektrické intenzity f),
vyjadiuje zménu magnetické indukce B s opacnym znaménkem. Coz v feci vektoru
znamena v opacném smeéru.

Ampériav-Maxwelliv zakon. Posledni rovnici odvodime analogicky k predchozi
opét s vyuzitim véty 5.2 (Stokesovy) a dostavame

//rotﬁd§:% //ﬁd§ +//jd§,
S+ S+ S+

coz po eliminaci integralu vyjadiime jako

. dD -

6.3 Vyznam Maxwellovych rovnic

Nyni si prehledné shrneme tvary Maxwellovych rovnic

#ﬁd§=@, divD = p, (1)
S+
#§d§ =0, divB =0, (I1)
S+
. dop . dB
%Eds— —F, I'OtE— E, (III)
K+
- . ddg - dD
%Hds—w -[ca I'OtH—E‘{'J (IV)
K+
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7 vyse uvedenych rovnic je vidét urcitd symetrie. V piipadé prvnich dvou rovnic
(I) a (IT), kde vystupuji indukce, elektricka D a magnetickd B, se integruje pres
uzavienou plochu a v diferencidlnich tvarech vystupuje operator divergence. Tyto
rovnice popisuji ziidlovost obou poli a charakterizuji tato pole oddélené pouze
pomoci veli¢in kazdého z nich. Zbyvajici dvé rovnice (III) a (IV), kde vystupuji
intenzity, elektricka E a magnetickd ﬁ, jsou popsany integralem podél uzaviené
krivky a v diferencidlnich tvarech vystupuje operator rotace. Tyto rovnice popisuji
vzajemné pusobeni elektrického a magnetického pole. Podklady souvisejici s vizu-
alizaci elektromagnetického pole byly ¢erpany ze zdroje [10].

Pro ilustraci vsech ¢tyt rovnic se vratme k obrazku 1.6 ze zacatku nasi prace,
kde je zobrazeno elektrické pole vodice s proudem a indukované magnetické pole
v okoli tohoto vodi¢e. Abychom mohli vizualizovat matematické vyjadieni popsané
rovnicemi (I) az (IV), obrézek zjednodusime a budeme ho postupné rozvijet.

Vizualizace vektorovych poli je zpracovana v softwaru Wolfram Mathematica
11.2. Zéakladem pro popis elektrického pole je vyjadreni elektrické intenzity bo-
dového néboje podle (1.6). Pokud uvazujeme vice ndboju, plati princip super-
pozice, tedy v kazdém bodé pole secteme prispévky elektrické intenzity E; od
jednotlivych bodovych naboju @);, coz muzeme vyjadrit jako

=1

kde 7 je polohovy vektor libovolného bodu elektrického pole a N vyjadiuje pocet
naboju, jejichz pusobeni ovliviiuje intenzitu E.

Pro ucely vizualizace pole je mozné zanedbat konstantu ﬁ. Pole muzeme para-
metricky popsat pomoci velikosti ndboje @, jeho polohy v prostoru 7y = (g, Yo, 20)
a pomoci polohy bodu v prostoru ¥ = (z,y, z), ve kterém elektrické pole zkouméame.
Diky vizualizacim je mozné si lépe predstavit nejen vyznam Maxwellovych rovnic,
ale 1 smysl diferencialnich operatoru, které v nich vystupuji.

Obrazek 6.3: Tlustrace Gaussova zakona elektrostatiky.

Predstavme si tedy seskupeni ruznych naboju, kolem néjz vytvorime Gaussovu
plochu'®. Situaci popisuje obrazek 6.3 a podle Gaussova zdkona elektrostatiky

18Pro ilustraci jsme zvolili kouli, nicméné tvar muze byt libovolny symetricky.
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(I) plati, ze mnozstvi elektrické indukce, které projde plochou, odpovida velikosti
volného naboje uvnitt plochy. Pro jednoduchost volime tii naboje, dva kladné
@1 = Q2 = +1 a jeden zaporny Q3 = —1. Kladné naboje jsou umistény do bodu
01 = (—1,0,0), 792 = (1,—1,0), zdporny naboj do bodu 7p3 = (0,0,1). Vekto-
rové pole této konfigurace naboju je vykresleno pomoci funkce VectorPlot3D. Z
analyzy takto parametrizovaného elektrického pole na Gaussové plose vidime, ze
vice silocar vychazi ven nez miri dovnitt, tedy uvniti plochy ocekdavame volny
kladny naboj.

Pro predstavu, jak pole vypadd uvniti télesa, muzeme vytvorit fezy prostoru
zékladnimi rovinami, jak je ukdzano na obrazku 6.4. Kladné naboje jsou zde
znazornéné oranzovou barvou, zaporny naboj je zeleny. Z obrazku je nyni vidét
ziidlovost elektrického pole, kde v mistech vyskytu kladnych nédboju jsou patrné
ziidla a v misté se zdpornym nabojem zase nora.

Obrazek 6.4: Vzajemné pusobeni naboju v fezu.

Nyni nds muze napadnout ilustrovat na tomto prikladu platnost Gaussovy-
Ostrogradského véty. Informace k nésledujicim odstaveum byly cerpéany z [15], [1],
[12] a [13]. Mdme k dispozici parametrizované elektrické pole a Gaussovu plochu ¢,
ktera tvori objem V. Z vyse popsané konfigurace ndboji pro jednotlivé slozky vek-
toru elektrické intenzity E = — (E,, By, E.) dostdvéme
E, =

x r+1 r—1
@+ G (@ P+ 2 (@ D2+ (y+ D2+ 22

Jo-

Y
y n y n y+1
(2412 + (2 —1)2)32  ((x+1)2+9y2+22)32  ((x—1)2+ (y+1)2 +22)3/%

E, =
z—1 n z n z
(2 + 92+ (z—1)2)32 (2 +1)2+92+ 2232 ((x—1)2 + (y+1)2 4 22)%2
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Nicméné nami popsané vektorové pole E nenf spojité diferencovatelné v bo-
dech, ve kterych jsou umisténé néboje (nazveme je ,nulové body*). Z definice
elektrické intenzity bodového ndboje (1.5) vidime, ze v nulovych bodech, tzn.
pro ||7]| — 0, vektorové pole diverguje. Divergence takového pole v nulovych bo-
dech také diverguje a ve vSech ostatnich bodech je nulova. Abychom mohli uréit
s divEdV, vyuzijeme diferencidln{ tvar Gaussova zdkona elektrostatiky (6.15).
V pripadé diskrétné rozlozeného naboje potiebujeme k matematickému popisu
objemové hustoty p tzv. Diracovu delta funkci §, pro kterou definujeme

(r—19) =0 pro 7 # ry,

5(77— Fo) = +00 pro 7?: Fo,

kde 7 je nulovy bod, a pro kterou plati
/5(F—Fo)dr ~1, g0

Diracova delta funkce § predstavuje tzv. distribuci, neboli zobecnénou funkci (vice
o distribucich 1ze najit napiiklad ve zdrojich [15] nebo [11]). Pro samostatny naboj
() umistnény v bodé 7y dostavame vyjadieni objemové hustoty ve tvaru

p(r) = Q| (r" = 70).

Pro nasi konfiguraci ndboju na zakladé principu superpozice plati

3
p(7) = Z |Qil 6(7 — 70:).-

Pro levou stranu Gaussovy-Ostrogradského véty tak dostavame

///divEdv:///i%d(F_FOi)dVZi%///a(f—fm)dv:
v =t 14

\%4
3
Qi 1
AN (6.21)

Pro urceni plosného integralu na pravé strané Gaussovy-Ostrogradského véty vyja-
diime Gaussovu plochu ¢ ve sférickych soutradnicich jako

T
r(u,v) = (Rcosucosv, Rsinucosv, Rsinv), u € [0,27], v € [—5,5]
Pro jednotkovy normélovy vektor plati 7 = (coswucoswv,sinucosv,sinv), dale

dS = R?cosvdudv a pro plogny integral tak dostavame

#Eo@ = #E idS = / 7& (E.(¥(u,v)), B, (F(u,v)), E,(F(u,v))) - i dS.
o o 0

[NIE]
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Pro vypocet integralu jsme vyuzili piikaz NIntegrate, ktery vraci hodnotu nu-
merické aproximace daného integralu, ¢imz jsme ziskali vysledek 12.5664, coz
odpovida hodnoté 47. Pro plosny integrél tedy dostavame

- 1 1
S+

Vysledky (6.21) a (6.22) jsou podle o¢ekavani stejné. Z uvedeného postupu vsak
vidime, ze elektrostatické pole bodovych naboju neni tiplné vhodné k ilustraci plat-
nosti Gaussovy-Ostrogradského véty, na rozdil od piikladu 3.4, kdy jsme platnost
véty demonstrovali v poznamce na str. 43.

Obrazek 6.5: Magnetické pole v okoli piimého vodice s proudem.

Presuneme se nyni k ilustraci magnetického pole v okoli vodi¢e s proudem.
Predstavme si nejprve jen rovnobézné casti vodice znazornéné na obrazku 6.5.
Protoze vodicem protéka proud, indukuje se v okoli vodice magnetické pole, smér
tohoto pole je urc¢en pomoci pravidla pravé ruky a v okoli samostatného vodice
ma tvar soustifednych kruznic.

/
AN
\\_} 2/, AN\~ 9%
SNISANNSE
NS AN
==/ \\\\t{\Qf‘::i;
===\

Obrazek 6.6: Magnetické pole rovnobéznych vodicu s proudem v roviné xz.

Magnetickd pole obou vodi¢u se navzdjem ovliviiuji a tvar magnetického pole
lze dobre ilustrovat v prumétu do roviny zz, jak je znazornéno na obrazku 6.6.
Zakladem pro parametrizaci pole byl Biotuv-Savartuv zdkon (1.14), podle kterého
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pro magnetickou indukci pole tvoreného konstantnim proudem I dostdvame

= ul [dSxT
S
K

Pro potieby vizualizace magnetického pole muzeme znovu zanedbat konstantu
a vénovat se pouze vyrazu uvniti integralu. Vodi¢e umistime do bodu [—1,0, 0]
a [1,0,0] tak, ze sméfuji rovnobézné se souradnicovou osou y a muzeme je tak
parametrizovat jako primky. Pro vodi¢ protékany proudem proti sméru osy y do-
staneme ¢;(t) = (—1,—t,0) a pro vodi¢ protékany proudem ve sméru osy y méame

ly(t) = (1,¢,0). Vektor r vyjadiuje polohu bodu v poli vzhledem k vodiéi, parame-

3 = (m,y,z)—fl (t) (xvyvz)_ZQ(t)
tricky ' =y S o (@y.2)—La (O]

roviny xz, integrujeme pouze prvni a tieti slozku vektoru

Protoze chceme vyjadrit prumét do
dsxr
I7*
je vyuzita funkce StreamPlot. Z obrazku 6.6 vidime, ze zadny bod magnetického
pole neni zdrojem ani norou, divergence pole je ve vSech bodech pole nulova a tedy
magnetické pole je neziidlové. Déle vidime, Ze v prostoru mezi vodic¢i vznika témeér
homogenni magnetické pole, ¢ehoz se vyuziva napiiklad u civek. Podle Gaussova
zékona pro magnetismus (IT) je tok magnetické indukce Gaussovou plochou nulovy.

}

4
B
ot B put E

(a) Vodi¢ s proudem. (b) Pohyb magnetu.

resp. ¥ =

Pro vykresleni pole

Obrazek 6.7: Indukované magnetické pole v okoli vodice s proudem.

V tuto chvili se muzeme presunout k interakei mezi elektrickym a magnetickym
polem, kterd je vyjadfena rovnicemi (III) a (IV). Posuneme se v nasem obrazku dal
a znazornime elektrické pole v okoli nepfimého vodice, kterym prochézi proud I.
Vektor elektrické intenzity méa smér proudu a je v kazdém bodé pole tecnym vek-
torem ke kiivce vodice. V okoli vodice je rovnéz v dusledku prochazejictho proudu
indukované magnetické pole. Situace je znazornéna na obrazku 6.7a.

Nyni si predstavme, ze budeme pohybovat jiznim pdlem magnetu smérem
ke smycce (viz obrazek 6.7b). Timto pohybem zptsobime zménu indukéniho toku
uvniti smycky.

Magnetické pole v okoli pohybujiciho se magnetu indukuje pole elektrické tak,
aby jim vytvorené magnetické pole pusobilo proti zméné indukéniho toku. Induko-
vané elektrické pole je ¢asové proménné, tedy nestaciondrni, s nenulovym vektorem
rotace, ktery pusobi proti zméné magnetického indukéniho toku. Tuto interakci
znazornuje obrazek 6.8.
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rot E;;

Obrazek 6.8: Zména magnetického pole indukuje pole elektrické.

Vyznam posledni rovnice je z predchoziho ziejmy, jak ukazuje obrazek 6.9.
Budeme-li ménit velikost proudu prochazejici vodicem, bude se ménit i magnetické

pole v okoli vodice. Vektor rotace magnetického pole bude mit smér celkového
proudu protékaného vodicem.

rUtE’t

Obrazek 6.9: Zména elektrického pole indukuje pole magnetické.

7 obrézki (6.8) a (6.9) vidime, 7ze vektory elektrické intenzity E a magnetické
indukce B jsou na sebe vzdy kolmé. To vysvétluje pritomnost operatoru rotace
v Maxwellovych rovnicich (III) a (IV), které vyjadiuji interakei elektrického a mag-

netického pole. Zaroven jesté muzeme na tomto vztahu popsat vyznam Stokesovy
veéty.
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Obrazek 6.10: Tok vektorového pole plochou.

Na obrazku 6.10 je ilustrovana smycka, kterou protéka konstantni proud I.
V okoli smycky se indukuje magnetické pole v dusledku pohybujicich se naboju
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(a)

(b)

Obrazek 6.11: Zmény elektrického a magnetického pole v case.

Obrazek 6.12: Elektromagneticka vina.

ve smycce. Pro prehlednost jsme ilustrovali pouze fez magnetického pole v roviné
(x,0,2). Ve smycce je elektrické pole popsané vektorem intenzity E, ktery ma
smeér tecny ke smycce. Podle Stokesovy vety cirkulace vektoru E podél smycky
odpovida toku Vektoru rotace rot E plochou, jejiz hranici j je smycka. Vektor rotace
elektrického pole E odpovida vektoru magnetlcke indukce B. V tomto staciondrnfm
pripadé bude tok magnetické indukce B plochou uvnitt smycky nulovy, coz plyne
z (6.10). Uz nyni muzeme tusit, ze elektrické a magnetické pole spolu velmi tzce
souvisi, coz potvrdime v nasledujicim, poslednim, odstavci.

Popiseme nyni silu Maxwellovych rovnic v dnesnim chapani elektromagne-
tického pole. Zamérime se na piimy vodic, ktery lezi v roviné xz a kterym prochazi
proud ve sméru osy z. V ptipadé, ze budeme ménit orientaci proudu, bude se ménit
elektrické pole. Casovy pribéh elektrické intenzity ukazuje obrazek 6.11a. Soucasné
se ale v dusledku zmény indukuje magnetické pole, které je kolmé na pole E a mé
viuci nému opacnou orientaci. Tedy v ¢ase, kdy elektricka intenzita roste, magne-
tickd indukce klesa. Casovy pribéh magnetické indukee popisuje obrazek 6.11b.

Musime si uvédomit, ze obé zminéné zmény probihaji zaroven. Dostavame tak
zcela zasadni pohled na elektromagnetismus v podobé elektromagnetické viny.
Jesté zajimaveéjsi je, ze od okamziku ¢, neuvazujeme pusobeni zadného dalstho
vneéjsi pole, vina se §ifi jen v dusledku vzdjemného pusobeni mezi elektrickym a
magnetickym polem. To, co Michael Faraday tusil ze svych pokusu, James Clerk
Maxwell popsal pomoci matematiky a ukazal, ze elektfina a magnetismus nejsou
dvé oddélené veliciny, ale dvé casti jednoho celku.
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Zaver

V prubéhu celé prace bylo cilem ukazat matematiku jako nastroj slouzici k popisu
fyzikalnich zdkonu. Zameérili jsme se na kiivkové a plosné integraly vystupujici
v zakonech elektromagnetického pole, které jsou interpretovany Maxwellovymi
rovnicemi. Na zacatku bylo nutné seznamit se s velicinami, které se vyskytuji
v teorii elektromagnetického pole a uvést zakladni vztahy, s nimiz jsme mohli dale
pracovat. Nasledovalo vymezeni pojmu kfivka a plocha. Pro né existuje z pohledu
matematiky vice definic, které se lisi svou podobou podle oboru, jez je vyuziva.
Pro potteby nasi prace jsme definovali kiivku i plochu pomoci vektorové funkce,
jejiz obrazem je jednoduchd, spojité diferencovatelna regularni kiivka, resp. plo-
cha. Vycet pojmu zakladniho matematického aparatu jsme zakonéili definicemi
ktivkového a plosného integralu a formulacemi jejich vypocetnich tvart. Kromé
matematického zapisu jsme vyse uvedené vysvétlili i s pomoci jednoduchych ana-
logii z realného svéta.

Pouziti popsanych matematickych nastroju jsme demonstrovali na konkrétnich
prikladech tykajicich se elektiiny a magnetismu. Na zacatku prace jsme zminili,
ze zjednodusené situace prilis neodpovidaji skutecnosti, presto jsme v zadani pii-
kladu pripustili urcitou ,nerealnost“. V prikladu 2.3 jsme pro predstavu uvazovali
nekonecné dlouhy vodic¢, abychom mohli zanedbat zmény v chovani magnetického
pole vznikajici na koncich vodice, jimz protéka proud. Obecné jsme pii feseni
prikladi, stejné jako pti formulacich novych pojmu, vzdy vychézeli ze znazornéni
popsané situace. K vytvoreni jednoduchych schémat a nacrtu jsme vyuzivali apli-
kaci GeoGebra Klasik, kterd se ukazala jako schopny néastroj, jez lze pohodlné
vyuzit naptiklad v pedagogické praxi. Na druhou stranu k ilustraci vektorovych
poli a pro diléi vypocty jsme pracovali softwaru Wolfram Mathematica 11.2.

Zakladni matematickou strukturu jsme v dalsich kapitolach rozsitili o dife-
rencialni operdtory gradient, divergenci a rotaci. Postupnym odvozovanim jsme
nachazeli analogie k Newtonovu-Leibnizovu vzorci pro urcity integral, abychom
mohli formulovat zasadni integralni véty. Jejich pouziti jsme demonstrolovali na jiz
diive vyteSenych piikladech, ¢imz mohla byt ukézana jejich platnost pro tyto
pripady, pfestoze exaktnimi dukazy jsme se nezabyvali. Vybaveni matematikou
jsme mohli pristoupit k formulaci Maxwellovych rovnic v integralnim tvaru a s vy-
uzitim integralnich vét odvodit tvary diferencidlni, abychom se v uplném zavéru
dostali k vysvétleni vzniku elektromagnetické viny.

Béhem studovani problematiky elektromagnetického pole jsme zaznamenali,
ze fyzika je zalozend na experimentech a pozorovani. Fyzika vysvétluje, jak fun-
guje realny svét. Matematika naopak popisuje pomoci symboliky. Matematicky
popis vznikd na zakladé konkrétni predstavy, proto jsme ¢asto uvadeéli ilustraci
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uvazovaného pole nebo néacrt situace. Nicméné dokonalost matematiky spociva
v jeji flexibilité, kdy dokazeme vytvorit natolik obecné matematické néstroje, ze je
lze na zakladé analogii aplikovat v sirokém spektru oboru. Pravé z obecnosti plyne
také jakasi prisnost matematiky na splnéni pozadavku vyslovenych vét, coz jsme
ukazali v posledni kapitole pii pokusu ovérit platnost Gaussovy-Ostrogradského
véty na elektrickém poli bodovych nédboju. Ke splnéni predpokladu integralnich
vét bylo potieba pole matematicky popsat pomoci Diracovy delta funkce, kterd je
soucasti teorie distribuci. Postup jsme sice naznacili, ale nevénovali jsme se zminéné
teorii podrobné. Studium distribuci ve vazbé na elektrostatické pole stejné jako
zkoumani elektromagnetismu z pohledu vlnéni muze byt zajimavym rozsitenim
této prace.

Ukazali jsme silu matematiky a jejiho symbolického popisu na teorii elektro-
magnetického pole formulovaného Maxwellovymi rovnicemi. Naprosto zasadni je
znalost vynamu onéch matematickych symbolu. Kiivkové a plosné integraly totiz
muzeme najit i v jinych fyzikalnich rovnicich, napiiklad v dynamice tekutin nebo
pii urcovani statickych momentu tuhého télesa. Kdybychom chtéli nasi praci za-
konéit filosoficky, muzeme definovany matematicky aparat povazovat za jednu
barvu, kterou lze vybarvit ruzné kousky obrazu. S pomoci ruznych barev, ruznych
matematickych nastroju, pak dokazeme vybarvit celou realitu svéta, kdy odstiny
barev mohou odpovidat oborum, ve kterych se matematika uplatnuje.
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