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Abstrakt

Bakalá°ská práce je zam¥°ena na studium konkrétní oby£ejné diferenciální rovnice 1. °ádu, kterou
nelze analyticky vy°e²it. Nejprve pravou stranu rovnice aproximujeme pomocí Taylorova poly-
nomu 1. a 3. stupn¥. V obou p°ípadech vypo£teme a porovnáme °e²ení aproximací oproti °e²ení
p·vodní úlohy získanému v softwaru Wolfram Mathematica. V druhé £ásti se zam¥°íme na vlast-
nosti °e²ení jiº ze samotného zadání diferenciální rovnice, jakými jsou nap°íklad lokální minima
a maxima, konkávnost a konvexita a intervaly, kde °e²ení roste nebo klesá. Nakonec bude °e²ení
rovnice omezeno shora i zdola pomocí Gronwallova lemmatu a jemn¥j²ích odhad· na men²ích
intervalech. Sou£ástí práce jsou obrázky vypracované v po£íta£ovém programu Wolfram Mathe-
matica.

Abstract

This thesis is focused on the study of a �rst order ordinary di�erential equation that cannot be
solved analytically. First, we use the Taylor polynomial of the 1st and 3rd degree to approximate
the right side of the equation. In both cases, we calculate and compare the solution of the
approximations against the solution of the original problem obtained in the Wolfram Mathematica
software. In the second part, we will focus on the properties of the solution from the di�erential
equation itself, such as local minima and maxima, concavity and convexity, and intervals where
the solution increases or decreases. Finally, the solution of the equation will be bounded from
above and below using the Gronwall lemma and �ner estimates on smaller intervals. The work
includes images created with the computer program Wolfram Mathematica.
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Kapitola 1

Úvod

1.1 Motivace

Diferenciální rovnice mají mnohé vyuºití nejen v p°írodních a technických v¥dách, ale i v mate-
matické ekonomii. Sledováním veli£iny v ekonomii získáme soubor nam¥°ených hodnot, pro jejichº
popsání je vhodn¥j²í posloupnost, neº spojitá funkce. Studium chování diskrétních dynamických
systém· je ale velmi sloºité, proto se ke zkoumání veli£iny £asto pouºívá aproximace spojitou
funkcí. V matematické ekonomii se konkrétn¥ jedná o r·stové modely ve tvaru oby£ejné diferenci-
ální rovnice 1. °ádu y′ = f(t, y), kde prom¥nná t p°edstavuje £as a y′(t) rychlost zm¥ny sledované
veli£iny. Mezi nejznám¥j²í r·stové modely pat°í Harrod·v-Domar·v model a Solow·v model.

Domar·v r·stový model byl zformulován Ameri£anem Evsey Domarem v roce 1946. Model,
který formuloval Angli£an Roy Forbes Harrod v roce 1939, dochází k obdobným záv¥r·m, proto
je model nej£ast¥ji uvád¥n jako Harrod·v-Domar·v. Mezi p°edpoklady modelu pat°í

1. rovnost investic a p°ír·stku hodnoty kapitálu,

2. p°ímá úm¥ra mezi produkcí a hodnotou kapitálu,

3. v uzav°ené ekonomice rovnost d·chodu a sou£tu spot°eby a soukromých investic a

4. zvý²ení objemu nabízeného produktu zvý²í i poptávku.

P°i spln¥ní v²ech p°edpoklad· vede zvý²ení produkce ke zvý²ení poptávky (poptávka je stano-
vena na základ¥ velikosti d·chodu, tudíº se zvý²í d·chody, coº p°edstavuje investice a úspory),
následn¥ investic a to vede ke zvý²ení produk£ní kapacity a tak po°ád dokola. Tedy dochází
k ekonomickému r·stu. Model je zaloºen hlavn¥ na p°edpokladu rovnosti r·stou investic a o£e-
kávaného tempa r·stu, coº není v realném sv¥t¥ vºdy spln¥no. V realit¥ nej£ast¥ji dochází ke
dvou variantám, bu¤ rostou investice pomaleji neº o£ekávané tempo r·stu a vzniká nadbyte£ná
produkce, nebo naopak rostou investice rychleji neº o£ekávané tempo r·stu a produkce nesta£í
pokrýt poptávku. Pokud produkce nesta£í pokrýt poptávku, �rmy reagují nákupem dal²ích vý-
robních faktor· (investují), coº má vliv na velikost poptávky, která se také zvý²í. Nerovnováha
se proto bude nadále prohlubovat. Obdobn¥ tomu je i p°i nadbyte£né produkci, tj. ekonomický
r·st je nestabilní. Nedostatky Harrodova-Domarova r·stového modelu se snaºí odstranit Solow·v
model r·stu.

Solow·v r·stový model byl zve°ejn¥n v roce 1956 Robertem M. Solowem, který v roce 1978
dostal Nobelovu cenu za ekonomii. Mezi hlavní rozdíly oproti Harrod-Domarovu modelu pat°í
p°idání práce jako faktoru výroby. Pokud p°ipojíme je²t¥ podmínku, ºe pracovní síla roste dle
Malthusova zákona a uvaºujeme rovnost investic a p°ír·stku hodnoty kapitálu (viz první pod-
mínka pro Harrod·v-Domar·v model), dojdeme k záv¥ru, ºe narozdíl od Harrodova-Domarova
modelu ekonomika dosáhne stacionárního stavu bez nutnosti vhodného zvolení investic. Proto je

6



ekonomický r·st tentokrát stabilní a z dlouhodobého hlediska je zdrojem r·stu pouze technolo-
gický pokrok (trvalé tempo r·stu jiº není závislé na mí°e úspor, investic) a r·st populace. Naopak
pokud nebude docházet k trvalému zlep²ování technologie, tak bude HDP klesat k nule. Solow·v
model byl v následujících letech velmi pouºíván, dokonce i v dne²ní dob¥ je r·stový model pro
v¥t²inu ekonom· velmi d·leºitý p°i analýze hospodá°ského r·stu.

Mezi dal²í modely pat°í nap°íklad Ramsey·v model, který vychází z práce Franka Plumptona
Ramseyho vydané roku 1928. Tento model dochází k obdobným záv¥r·m jako Solow·v model,
tedy ekonomický r·st je ovlivn¥n pouze technologickým pokrokem a r·stem populace. B¥hem
posledních 20 let se model p°estal pouºívat, vzhledem k jeho záv¥r·m p°edpokládajícím malé
rozdíly ve výstupu jednotlivých ekonomik (ve sv¥t¥ jsou ve skute£nosti rozdíly mezi nejbohat²ími
a nejchud²ími zem¥mi velmi velké). V 70. letech zájem o teorii r·stu ustoupil vzhledem k ropným
²ok·m, kterými ekonomika procházela a hledala se snaha o alespo¬ udrºitelný r·st. Od poloviny
80. let se oºivil zájem o ekonomický r·st z hlediska vysoko²kolských kurz· £i publikací £lánk·
a mezi pr·kopnické práce se nadále povaºují práce Paula Romera (1986) a Roberta Lucase (1988)
(viz [4], [2]).

V bakalá°ské práci nebudou zkoumány r·stové modely, zam¥°íme se na konkrétní oby£ejnou
diferenicální rovnici ve tvaru y′ = f(t, y). Zkoumaná rovnice, stejn¥ jako °ada rovnic tohoto typu,
není analyticky °e²itelná. V práci je ukázáno, jakým zp·sobem m·ºeme rovnici studovat a co
lze o °e²ení rovnice °íci za pomoci základních metod matematické analýzy. Konkrétn¥ postupn¥
aproximujeme nelineární pravou stranu rovnice Taylorovým polynomem 1. a 3. stupn¥ na okolí
po£átku. Aproximované úlohy analyticky vy°e²íme a porovnáme s numerickým °e²ením p·vodní
úlohy (Kapitola 2 a 3). V poslední £ásti práce se zam¥°íme na zkoumání vlastností °e²ení rovnice,
které m·ºeme získat ze samotné rovnice (Kapitola 4).

1.2 De�nice

De�nice 1 ([5]). Diferenciální rovnice prvního °ádu je rovnice tvaru

y′ = f(t, y), (1.1)

kde f je funkce dvou prom¥nných. Klasickým °e²ením rovnice (1.1) na intervalu I rozumíme
kaºdou spojit¥ diferencovatelnou funkci y = y(t), která rovnici (1.1) spl¬uje ve v²ech bodech t ∈ I.

De�nice 2 ([5]). Nech´ t0, y0 ∈ R. Úloha najít °e²ení rovnice (1.1), které spl¬uje tzv. po£áte£ní
podmínku

y(t0) = y0,

se nazývá po£áte£ní (Cauchyho) úloha. Jejím °e²ením je funkce, která spl¬uje po£áte£ní podmínku
a je na n¥jakém otev°eném intervalu obsahujícím bod t0 °e²ením rovnice (1.1).

1.3 Studovaná úloha

V práci se budeme zabývat rovnicí

y′(t) = sin(−2ty(t)), (1.2)

kterou nelze analyticky vy°e²it. Na obr. 1.1 je zobrazené p°ibliºné °e²ení rovnice (1.2) pro r·zné
po£áte£ní podmínky získané v po£íta£ovém programuWolfram Mathematica pomocí numerických
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metod. M·ºeme si v²imnout, ºe pro n¥které po£áte£ní podmínky °e²ení klesá monotónn¥ k nule
a naopak pro v¥t²í po£áte£ní hodnoty °e²ení m¥ní monotónii. K podobnému záv¥ru lze dojít ze
sm¥rového pole rovnice (1.2) na obr. 1.2.

Následující Lemma ukazuje °e²itelnost studované po£áte£ní úlohy pro v²echny £asy t.

Lemma 1. Po£áte£ní úloha {
y′(t) = sin(−2ty(t))
y(t0) = y0

má práv¥ jedno °e²ení ∀t ∈ R.

D·kaz. Ozna£me si f(t, y) pravou stranu rovnice (1.2), tj. f(t, y) = sin(−2ty(t)). Nejprve doká-
ºeme, ºe funkce f(t, y) je globáln¥ lipschitzovská v prom¥nné y. Tedy ∀t ∈ [−T, T ],∀y1, y2 ∈ R :

|f(t, y1)− f(t, y2)| = | sin(−2ty1)− sin(−2ty2)| = |2 cos(−2ty1−2ty22 ) sin(−2ty1+2ty2
2 )| =

2| cos(ty1 + ty2) sin(ty2 − ty1)| ≤ 2|t||y1 − y2| ≤ 2T |y1 − y2|.

Dále platí ∫ T
−T 2|t|dt = 2T 2 <∞.

Funkce f(t, y) je spojitá na R × R a globáln¥ lipschitzovská v prom¥nné y, tedy z Picardovy-
Lindelöfovy v¥ty plyne, ºe existuje jednozna£né °e²ení ∀t ∈ [−T, T ]. Navíc z D·sledku 2.6 v [6]
plyne, ºe existuje °e²ení ∀t ∈ R.

obr. 1.1: Gra�cké zobrazení °e²ení rovnice (1.2) pro r·zné po£áte£ní podmínky.
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obr. 1.2: Sm¥rové pole rovnice (1.2).
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Kapitola 2

Linearizovaná úloha

Vzhledem k tomu, ºe rovnici (1.2) nelze °e²it analyticky, pouºijeme aproximaci pomocí linearizo-
vané úlohy. Funkci f(x) = sin(x) nahradíme Taylorovým polynomem 1. stupn¥ na okolí po£átku,
tedy funkcí f(x) = x. Konkrétn¥ nelineární £len sin(2yt) v rovnici (1.2) nahradíme lineárním
výrazem 2yt.

�e²íme tedy diferenciální rovnici je tvaru

y′(t) = −2yt. (2.1)

Funkce
y ≡ 0 (2.2)

spl¬uje rovnici (2.1) triviáln¥. Dále tedy budeme p°edpokládat, ºe y 6= 0.
Nejprve rovnici (2.1) vynásobíme výrazem 1

y

y′(t)

y
= −2t,

ob¥ strany zintegrujeme podle t

∫
y′(t)

y
dt =

∫
−2tdt

a provedeme substituci za y, tedy

y = y(t)

a

dy = y′(t)dt.

Po úprav¥ dostáváme

∫
dy

y
=

∫
−2tdt.

Po integraci dostáváme

ln |y| = −t2 + C1, C1 ∈ R.
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Po úprav¥ dostáváme
y(t) = C2e

−t2 , C2 ∈ R \ {0}. (2.3)

Spojíme-li °e²ení (2.2) a (2.3), tak obecné °e²ení rovnice (2.1) zapí²eme ve tvaru

y(t) = Ce−t
2
, C ∈ R.

P°ipojíme-li k rovnici (2.1) po£áte£ní podmínku y(0) = y0, dostáváme °e²ení p°íslu²né po£áte£ní
úlohy ve tvaru

y(t) = y0e
−t2 .

Gra�cké zobrazení °e²ení rovnice (2.1) pro r·zná y(0) jsou na obr. 2.1 a sm¥rové pole rovnice
(2.1) je na obr. 2.2. Podobnost °e²ení rovnice (1.2) a (2.1) je p°edev²ím v blízkém okolí po£átku,
coº je z°ejmé p°i porovnání obr. 1.1 a 2.1. Konkrétní porovnání °e²ení rovnice (1.2) a (2.1) jsou
na obr. 2.3, 2.5 a 2.7 pro po£áte£ní podmínky y(0) = 1, y(0) = 2 a y(0) = 3. Rozdíl °e²ení rovnice
(1.2) a (2.1) s po£áte£ní podmínkou y(0) = 1, y(0) = 2 a y(0) = 3 je na obr. 2.4, 2.6 a 2.8. Pro
po£áte£ní podmínku y(0) = 1 je rozdíl mezi °e²ením rovnic minimální, coº lze vid¥t na obr. 2.3,
p°ípadn¥ na obr. 2.4. Naopak na obr. 2.5 a 2.7 je vid¥t, ºe se odchylka zv¥t²uje. M·ºeme si tedy
v²imnout, ºe pro v¥t²í po£áte£ní hodnoty rostou i absolutní hodnoty rozdílu °e²ení rovnic (1.2)
a (2.1). Konkrétn¥ pro po£áte£ní podmínku y(0) = 3 je maximální chyba na uvaºovaném £asovém
intervalu t ∈ [0, 10] zhruba 60krát v¥t²í neº pro y(0) = 1, coº je zp·sobeno tím, ºe v²echna °e²ení
rovnice (2.1) monotónn¥ klesají k nule narozdíl od °e²ení rovnice (1.2).

obr. 2.1: Gra�cké zobrazení °e²ení rovnice (2.1) pro r·zné po£áte£ní podmínky.
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obr. 2.2: Sm¥rové pole rovnice (2.1)

obr. 2.3: Porovnání °e²ení rovnice (1.2) (oranºová) a (2.1) (modrá) s po£áte£ní podmínkou y(0) =
1.

obr. 2.4: Absolutní hodnota rozdílu °e²ení rovnice (1.2) a (2.1) s po£áte£ní podmínkou y(0) = 1.

12



obr. 2.5: Porovnání °e²ení rovnice (1.2) (oranºová) a (2.1) (modrá) s po£áte£ní podmínkou y(0) =
2.

obr. 2.6: Absolutní hodnota rozdílu °e²ení rovnice (1.2) a (2.1) s po£áte£ní podmínkou y(0) = 2.

obr. 2.7: Porovnání °e²ení rovnice (1.2) a (2.1) s po£áte£ní podmínkou y(0) = 3.
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obr. 2.8: Absolutní hodnota rozdílu °e²ení rovnice (1.2) a (2.1) s po£áte£ní podmínkou y(0) = 3.
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Kapitola 3

Úloha s kubickou nelinearitou

Pro p°esn¥j²í aproximaci nahradíme funkci sinus Taylorovým polynomem 3. stupn¥ na okolí po-
£átku, tj. sin(x) ≈ x− 1

3!x
3, a rovnici (1.2) nahradíme rovnicí

y′(t) = −2ty(t) + 1

3!
(2ty(t))3. (3.1)

V tomto p°ípad¥ jiº pravá strana rovnice (3.1) není globáln¥ lipschitzovská vzhledem k prom¥nné
y, ale pouze lokáln¥ a nemáme tedy zaru£enou existenci °e²ení po£áte£ní úlohy pro v²echna
t ∈ R. Na obr. 3.1 je znázorn¥né °e²ení rovnice (3.1) pro r·zné po£áte£ní podmínky získané
v po£íta£ovém programu Wolfram Mathematica. Na obr. 3.2 je zobrazené p°íslu²né sm¥rové pole.

obr. 3.1: Gra�cké zobrazení °e²ení rovnice (3.1) pro r·zné po£áte£ní podmínky.
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obr. 3.2: Sm¥rové pole rovnice (3.1).

Rovnice (3.1) je tzv. Bernoulliho diferenciální rovnice

y′ = g(t)y + h(t)yn.

Konstantní °e²ení y ≡ 0 °e²í rovnici (3.1) triviáln¥, dále tedy budeme p°edpokládat, ºe y 6= 0.
Bernoulliho diferenciální rovnici lze °e²it substitucí

u(t) =
1

y(t)n−1
.

V na²em p°ípad¥ n = 3, g(t) = −2t, h(t) = 4t3

3 , tj. volíme substituci

u(t) =
1

y(t)2
. (3.2)

Z p°edpisu (3.2) je z°ejmé, ºe nás budou zajímat pouze funkce u(t) > 0. Po zderivování (3.2)
dostáváme

u′(t) =
−2y′(t)
y(t)3

. (3.3)

P°epí²eme si rovnici (3.1) do tvaru

y′(t)

y(t)3
=
−2t
y(t)2

+
4

3
t3. (3.4)

Nyní dosadíme do rovnice (3.4) z výraz· (3.2) a (3.3) a dostaneme novou rovnici

u′(t) = 4tu(t)− 8

3
t3. (3.5)

Rovnice (3.5) je lineární nehomogenní oby£ejná diferenciální rovnice 1. °ádu, proto nejd°íve
vypo£teme °e²ení uh(t) homogenní rovnice

u′(t) = 4tu(t). (3.6)

Konstantní °e²ení u ≡ 0 spl¬uje rovnici (3.6) triviáln¥. Dále tedy budeme p°edpokládat, ºe u6= 0.
Nejprve rovnici (3.6) vynásobíme výrazem 1

u
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u′(t)

u
= 4t,

ob¥ strany zintegrujeme podle t

∫
u′(t)

u
dt =

∫
4tdt

a provedeme substituci za u, tedy

u = u(t)

a

du = u′(t)du.

Po úprav¥ dostáváme

∫
du

u
=

∫
4tdu.

Po integraci dostáváme

ln |u| = 4
t2

2
+ C1, C1 ∈ R.

Po úprav¥ dostáváme obecné °e²ení hommogenní rovnice (3.6)

uh(t) = Ce2t
2
, C ∈ R. (3.7)

Nyní vypo£teme partikulární °e²ení rovnice (3.5) metodou variace konstanty. Nejd°íve kon-
stantu C ve (3.7) nahradíme funkcí závislou na t

up = C(t)e2t
2
. (3.8)

Zderivujeme (3.8) a dostáváme

u′p = C ′(t)e2t
2
+ C(t)e2t

2
4t. (3.9)

Dosadíme do rovnice (3.5) z výraz· (3.8) a (3.9) a dostaneme

C ′(t)e2t
2
+ C(t)e2t

2
4t− 4C(t)e2t

2
t = −8

3
t3.

Po úprav¥ dostáváme

C ′(t) = − 8t3

3e2t2
.
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Ob¥ strany zintegrujeme

C(t) = −8

3

∫
t3

e2t2
.

Po integraci dostáváme

C(t) =
1

3
(2t2 + 1)e−2t

2
+ C0.

Za C0 volíme nap°. 0 a po dosazení do vztahu (3.7) dostáváme

up =
2t2 + 1

3
. (3.10)

Díky principu superpozice získáme obecné °e²ení rovnice (3.5) jako sou£et °e²ení up a uh (viz
(3.7) a (3.10)), tj. dostaneme

u(t) =
2t2 + 1

3
+ Ce2t

2
, C ∈ R. (3.11)

Pokud je u(t) > 0, netriviální °e²ení rovnice (3.1) dostaneme dosazením vztahu (3.11) do vztahu
(3.2)

y(t) = ± 1√
2t2+1

3 + Ce2t2
. (3.12)

P°ipojíme-li k rovnici (3.1) po£áte£ní podmínku y(0) = y0, dopo£teme

C =
1

y20
− 1

3

a °e²ení p°íslu²né po£áte£ní úlohy dostaneme ve tvaru

y(t) =
sgn y(0)√

2t2+1
3 + ( 1

y20
− 1

3)e
2t2
. (3.13)

�e²ení s po£áte£ní podmínkou y(0) = 1 a y(0) = 2 je zobrazeno na obr. 3.3.
Na obr. 3.5 je zobrazen rozdíl °e²ení lineární rovnice (2.1) a rovnice (3.1) s po£áte£ní pod-

mínkou y(0) = 2 a na obr. 3.7 s po£áte£ní podmínkou y(0) = 1. Porovnání °e²ení rovnice (2.1)
a (3.1) jsou na obr. 3.4 pro y(0) = 2 a na obr. 3.6 pro y(0) = 1.
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obr. 3.3: Gra�cké zobrazení °e²ení rovnice (3.1) s po£. podmínkou y(0) = 1 (oranºová) a y(0) = 2
(modrá).

obr. 3.4: Porovnání °e²ení rovnice (3.1) (oranºová) a (2.1) (modrá) s po£áte£ní podmínkou y(0) =
2.

Na obr. 3.9 je zobrazen rozdíl °e²ení rovnic (1.2) a (3.1) s po£áte£ní podmínkou y(0) = 2 a na
obr. 3.11 s po£áte£ní podmínkou y(0) = 1. Porovnání °e²ení rovnice (1.2) a (3.1) jsou na obr. 3.8
pro y(0) = 2 a na obr. 3.10 pro y(0) = 1.
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obr. 3.5: Absolutní hodnota rozdílu °e²ení rovnice (3.1) a (2.1) s poáte£ní podmínkou y(0) = 2.

obr. 3.6: Porovnání °e²ení rovnice (3.1) (oranºová) a (2.1) (modrá) s po£. podmínkou y(0) = 1.

obr. 3.7: Absolutní hodnota rozdílu °e²ení rovnice (3.1) a (2.1) s po£. podmínkou y(0) = 1.
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obr. 3.8: Porovnání °e²ení rovnice (1.2) (modrá) a (3.1) (oranºová) s po£. podmínkou y(0) = 2.

obr. 3.9: Absolutní hodnota rozdílu °e²ení rovnice (1.2) a (3.1) s po£. podmínkou y(0) = 2.

Z p°edpis· (3.11) a (3.12) je z°ejmé, ºe pro n¥které po£áte£ní hodnoty y(0) °e²ení rovnice
(3.1) neexistuje pro v²echna t ∈ R. Chceme-li zjistit, pro jaké hodnoty y(0) existuje °e²ení pro
v²echna t ∈ R, nejd°íve zjistíme pro jaké hodnoty C bude výraz (3.11) kladný. Z nerovnice

0 <
2t2 + 1

3
+ Ce2t

2

vyjád°íme C:

C >
−2t2 − 1

3e2t2
.

Výraz
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obr. 3.10: Porovnání °e²ení rovnice (1.2) (modrá) a (3.1) (oranºová) s po£. podmínkou y(0) = 1.

obr. 3.11: Absolutní hodnota rozdílu °e²ení rovnice (1.2) a (3.1) s po£. podmínkou y(0) = 1.

−2t2 − 1

3e2t2

je záporný a platí

lim
t→∞

−2t2 − 1

3e2t2
= 0.

Z toho vyplývá, ºe pro C ≥ 0 je výraz (3.11) vºdy kladný, tedy pro rovnici (3.1) existuje °e²ení
dané p°edpisem (3.12). Pokud k rovnici (3.12) p°idáme po£áte£ní podmínku y(0) = y0, dostáváme

y0 = ± 1√
1
3
+C

.

Je z°ejmé, ºe pokud C ∈ [0,∞), pak y0 ∈ [−
√
3,
√
3]. Pro C < 0 existuje hodnota t0 taková,

ºe u(t0) = 0, tj. neexistuje °e²ení y pro v²echna t ∈ R a v bod¥ t0 dochází k �blow-up� . Nyní
ukáºeme závislost t0 na C (respektive na po£áte£ní hodnot¥ y0). Do vztahu

C =
−2t2 − 1

3e2t2
(3.14)
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dosadíme
C =

1

y20
− 1

3
, (3.15)

viz (3.12), a dostaneme

−2t2 − 1

3e2t2
=

1

y20
− 1

3
.

Po úpravé získáme

−2t2 − 1

3e2t2
+

1

3
=

1

y20
.

Na levé stran¥ máme funkci prom¥nné t a na pravé £íslo. Nyní vy²et°me pr·b¥h funkce

f(t) =
−2t2 − 1

3e2t2
+

1

3
. (3.16)

De�ni£ní obor funkce f je D = R, funkce f je sudá, spojitá na celém svém de�ni£ním oboru
a platí

lim
t→∞

−2t2 − 1

3e2t2
+

1

3
=

1

3
a

lim
t→−∞

−2t2 − 1

3e2t2
+

1

3
=

1

3
.

Pro zji²t¥ní extrém· nejprve funkci f zderivujeme:

f ′(t) =
8t3

3e2t2
. (3.17)

Derivace f ′ je nulová pouze pro t = 0. Pro t ∈ (−∞, 0) je derivace f ′ vºdy záporná, tj. funkce f
je na tomto intervalu klesající. Pro t ∈ (0,∞) je derivace f ′ vºdy kladná tj. funkce f je na tomto
intervalu rostoucí. Pro t = 0 je funkce f rovná nule, tento bod je tedy ostrým lokálním minimem.
Gra�cké zobrazení funkce f je na obr. 14. Výraz 1

y20
> 0 je £íslo, které protne graf funkce f práv¥

dvakrát (v bodech t0 a −t0) a kdyº ho budeme zv¥t²ovat, tak se bude zv¥t²ovat i t0. Tím jsme
odvodili následující tvrzení.

V¥ta 1. �e²ení rovnice (3.1) s po£áte£ní podmínkou y(0) = y0 je dáno vztahem (3.13). Pro

1. y0 ∈ [−
√
3,
√
3] toto °e²ení existuje pro v²echna t ∈ R,

2. y0 ∈ (−∞,−
√
3) ∪ (

√
3,∞) toto °e²ení existuje pouze pro t ∈ (−t0, t0).

Pro aproximaci rovnice (1.2) byl pouºit Taylor·v polynom 3. stupn¥, tedy rovnice (3.1). Jedná
se o speciální typ Bernouliho diferenciální rovnice, který lze °e²it pomocí substituce. �e²ení rovnic
(3.1) a (1.2) je na okolí po£átku velmi podobné a monotónn¥ klesá k 0. Nap°íklad pro po£áte£ní
podmínku y(0) = 1 je rozdíl °e²ení rovnic oproti linearizované úloze zhruba 25krát men²í. Naopak
pro po£áte£ní podmínky y(0) ∈ (−∞,−

√
3) ∪ (

√
3,∞) rozdíl °e²ení rovnic (3.1) a (1.2) roste,

°e²ení po£áte£ní úlohy pro rovnici (3.1) neexistuje pro v²echna t ∈ R a dochází k tzv. �blow-up�
v bod¥ t0.
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obr. 3.12: Gra�cké zobrazení funkce f z (3.16).
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Kapitola 4

Vlastnosti °e²ení

N¥které vlastnosti °e²ení lze získat ze samotné diferenciální rovnice. Pro analyticky ne°e²itelné
rovnice nám tyto vlastnosti mohou pomoci si p°edstavit výsledný tvar °e²ení a dát jisté ov¥°ení
výsledku vygenerovaném v softwaru. Mezi tyto vlastnosti m·ºe pat°it nap°íklad monotónnost,
konkávnost, konvexita a omezenost.

4.1 Vlastnosti °e²ení lineární rovnice

Pro lineární rovnice lze najít p°esné °e²ení, ale ukáºeme si, jaké vlastnosti °e²ení m·ºeme zjistit
p°ímo z p°edpisu rovnice. Pro lineární rovnici (2.1) zjistíme globání minima a maxima, intervaly,
kde je °e²ení rovnice rostoucí nebo klesající a konkávnost a konvexitu. V dal²ím textu uvaºujeme,
ºe y = y(t) je klasické °e²ení rovnice (2.1).

Lemma 2. Je-li y(0) 6= 0, pak y(t) 6= 0 pro v²echna t ∈ R.

D·kaz. Nech´ existuje t0 6= 0 takové, ºe y(t0) = 0. Kaºdá po£áte£ní úloha pro lineární diferen-
ciální rovnici 1. °ádu má jednozna£né °e²ení, tedy po£áte£ní úloha pro rovnici (2.1) s po£áte£ní
podmínkou y(t0) = 0 má pak jednozna£né °e²ení y ≡ 0 pro v²echna t ∈ R. A to je spor s p°edpo-
kladem y(0) 6= 0.

Lemma 3. Je-li y(0) > 0, pak y = y(t) je ost°e rostoucí funkcí na (−∞, 0), ost°e klesající na
(0,∞) a v bod¥ t0 = 0 má ostré globální maximum. Je-li y(0) < 0, pak y = y(t) je ost°e klesající
funkcí na (−∞, 0), ost°e rostoucí na (0,∞) a v bod¥ t0 = 0 má ostré globální minimum.

D·kaz. Z Lemmatu 2 a spojitosti y = y(t) plyne, ºe y nem¥ní na R znaménko, tj. sgn y(t) =
sgn y(0) pro v²echna t ∈ R. Nech´ y(0) > 0. Ozna£íme-li f(t, y) = −2ty, pak y′ = f(t, y) a tedy

• pro t > 0 je f(t, y) < 0, tj. y je klesající,

• pro t < 0 je f(t, y) > 0, tj. y je rostoucí.

Pro y(0) < 0 bychom postupovali analogicky.

Lemma 4. Je-li y(0) > 0, pak y je

• konvexní na (−∞,− 1√
2
) a ( 1√

2
,∞),

• konkávní na (− 1√
2
, 1√

2
).

Je-li y(0) < 0, pak y je

• konkávní na (−∞,− 1√
2
) a ( 1√

2
,∞),
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• konvexní na (− 1√
2
, 1√

2
).

D·kaz. Pro zji²t¥ní, na jakém intervalu je °e²ení rovnice (2.1) konkávní a konvexní, zderivujeme
rovnici (2.1) a dostáváme

y′′ = −2y′t− 2y.

Za y′ dosadíme z rovnice (2.1) a dostáváme

y′′ = 4yt2 − 2y.

Pravou stranu ozna£me g(t, y), tj: g(t, y) = 4yt2− 2y = 2y(2t2− 1). Je-li y(0) > 0, pak i y(t) > 0
a

• g(t, y) > 0 pro t ∈ (−∞,− 1√
2
) a t ∈ ( 1√

2
,∞), tj. y je konvexní,

• g(t, y) < 0 pro t ∈ (− 1√
2
, 1√

2
), tj. y je konkávní.

Pro y(0) < 0 bychom postupovali analogicky.

Lemma 5. Pro v²echna t ∈ R platí, ºe y(−t) = y(t), tj. y je sudá funkce.

D·kaz. Zavedeme novou prom¥nnou
z(t) = y(−t) (4.1)

a výraz (4.1) zderivujeme
z′(t) = −y′(−t). (4.2)

Ze vztahu (4.1) je z°ejmé, ºe pro t = 0 platí z(0) = y(0). Pokud ob¥ strany rovnice (2.1)
vynásobíme (−1), dostáváme

−y′(t) = 2ty(t).

Prom¥nnou t p°ezna£íme jako −t, £ímº dostáváme

−y′(−t) = −2ty(−t).

Z (4.1) a (4.2) pak získáme

z′(t) = −y′(−t) = −2ty(−t) = −2tz(t).

Tedy z(t) a y(t) °e²í stejnou po£áte£ní úlohu. Z jednozna£nosti °e²ení po£áte£ní úlohy plyne

z(t) ≡ y(t),

po dosazení do vztahu (4.1) dostáváme

y(−t) = y(t), ∀t ∈ R,

tj. y je sudá funkce.

Poznámka 1. Pro lineární rovnici (2.1) lze analyticky zjistit °e²ení ve tvaru

y(t) = Ce−t
2
, C ∈ R.

P°ipojíme-li po£áte£ní podmínku y(0) = y0, dostáváme °e²ení po£áte£ní úlohy ve tvaru

y(t) = y0e
−t2 .
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Ov¥°íme, ºe toto °e²ení má vlastnosti uvedené v Lemmatech 4, 5, 6 a 7. Funkce y(t) je evidentn¥
nenulová pro y0 6= 0 (Lemma 4) a sudá (Lemma 7).

Pro jednoduchost dále uvaºujeme y0 > 0. Pro zji²t¥ní stacionárních bod· poloºme y′(t) = 0,
tj. 0 = −2ty0e−t

2
. Platí, ºe pro t > 0 je y′(t) < 0 a pro t < 0 je y′(t) > 0. Z toho plyne, ºe °e²ení

je ost°e rostoucí funkcí na (−∞, 0), ost°e klesající na (0,∞) a v bod¥ t0 = 0 má má ostré globální
maximum (Lemma 5).

Druhá derivace je rovna y′′(t) = −2y0e−t
2
(1 − 2t2). Pro zji²t¥ní in�exních bod· poloºme

y′′(t) = 0, tj. 0 = −2y0e−t
2
(1 − 2t2). Platí, ºe pro t ∈ (− 1√

2
, 1√

2
) je f ′′(t) < 0, tj. °e²ení je

konkávní a pro t ∈ (−∞,− 1√
2
) a t ∈ ( 1√

2
,∞) je f ′(t) > 0, tj. °e²ení je konvexní (Lemma 6).

4.2 Vlastnosti °e²ení nelineární rovnice

Vzhledem k analytické ne°e²itelnosti °ady nelineárních rovnic má ur£ení vlastností jejich °e²ení
mnohem v¥t²í význam. Vlastnosti nám dají alespo¬ p°edstavu o výsledném tvaru °e²ení. Pro
°e²ení nelineární rovnice (1.2) zjistíme, kde se nachází lokální minimum a maximum (pokud
n¥jaké existuje) a k°ivky, na kterých dochází ke zm¥n¥ in�exe. V dal²ím textu uvaºujeme, ºe y(t)
je klasické °e²ení rovnice (1.2).

Lemma 6. Je-li y(0) 6= 0, pak y(t) 6= 0 pro v²echna t ∈ R.

D·kaz. Nech´ existuje t0 6= 0 takové, ºe y(t0) = 0. Po£áte£ní úloha pro rovnici (1.2) s po£áte£ní
podmínkou y(t0) = 0 má pak jednozna£né °e²ení y ≡ 0 pro v²echna t ∈ R (viz. Lemma 1). A to
je spor s p°edpokladem y(0) 6= 0.

Lemma 7. Má-li °e²ení y(t) lokální minimum nebo maximum, pak se nachází na k°ivkách y =
kπ
2t , k ∈ Z.

D·kaz. Pravou stranu rovnice (1.2) ozna£me f(t, y), tj. f(t, y) = sin(−2ty(t)). Má-li °e²ení lokální
minimum nebo maximum, z nutné podmínky existence extrém· plyne f(t, y) = 0, tj.

0 = sin(−2ty(t)).

Sinus nabývá hodnoty 0 v bodech kπ, tj.

2ty(t) = kπ, k ∈ Z,

po úprav¥ dostáváme

y(t) =
kπ

2t
, k ∈ Z. (4.3)

Platí, ºe

• pro t > 0 a kπ
2t < y < (k+1)π

2t , k ∈ Z, je y′ < 0 pro k sudé a y′ > 0 pro k liché.

• pro t < 0 a (k+1)π
2t < y < kπ

2t , k ∈ Z, je y′ < 0 pro k sudé a y′ > 0 pro k liché.

Dochází ke zm¥n¥ monotonie, tedy na k°ivkách se nachází lokální extrémy.

Gra�cké zobrazení k°ivek z (4.3) je na obr. 4.1. Na obr. 4.2 jsou zobrazeny k°ivky ze vztahu
(4.3) a °e²ení rovnice (1.2) s po£áte£ní podmínkou y(0) = 3.

Lemma 8. Pokud se u °e²ení rovnice (1.2) m¥ní in�exe, pak k tomu dochází na k°ivkách

y(t) = −π + 2kπ

4t
, k ∈ Z ∨ y(t)− t sin(2ty(t)) = 0.

D·kaz. Zderivujeme-li rovnici (1.2), dostaneme
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obr. 4.1: Gra�cké zobrazení k°ivek z (4.3).

obr. 4.2: K°ivky ze vztahu (4.3) (modrá) a °e²ení rovnice (1.2) s po£áte£ní podmínkou y(0) = 3
(£ervená).

y′′(t) = −2 cos(2ty(t))(y′(t)t+ y(t)).

Nyní dosadíme za y′(t) z rovnice (1.2) a dostáváme

y′′(t) = −2 cos(2ty(t))(y(t)− t sin(2ty(t))).

Pravou stranu ozna£me g(t, y), tj. g(t, y) = −2 cos(2ty(t))(y(t) − t sin(2ty(t))). Má-li dojít ke
zm¥n¥ in�exe funkce y, musí nutn¥ platit y′′ = 0, tj: g(t, y) = 0, tj.

0 = −2 cos(2ty(t))(y(t)− t sin(2ty(t))). (4.4)

Tj.
0 = cos(2ty(t)) ∨ 0 = y(t)− t sin(2ty(t)). (4.5)

První podmínku lze je²t¥ upravit, druhou ponecháme v implicitním tvaru

y(t) =
π + 2kπ

4t
, k ∈ Z ∨ 0 = y(t)− t sin(2ty(t)). (4.6)
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Gra�cké zobrazení k°ivek (4.6) je na obr. 4.3. Na obr. 4.4 jsou zobrazeny k°ivky ze vztahu
(4.4) a °e²ení rovnice (1.2) s po£áte£ní podmínkou y(0) = 3.

Lemma 9. Pro v²echna t ∈ R platí, ºe y(−t) = y(t), tj. y je sudá funkce.

D·kaz. Zavedeme novou prom¥nnou
z(t) = y(−t) (4.7)

a výraz (4.7) zderivujeme
z′(t) = −y′(−t). (4.8)

Ze vztahu (4.7) je z°ejmé, ºe pro t = 0 platí z(0) = y(0). Pokud ob¥ strany rovnice (1.2)
vynásobíme (−1), dostáváme

−y′(t) = sin(2ty(t)).

Prom¥nnou t p°ezna£íme jako −t, £ímº dostáváme

−y′(−t) = sin(−2ty(−t)).

Z (4.7) a (4.8) pak získáme

z′(t) = −y′(−t) = sin(−2ty(−t)) = sin(−2tz(t)).

Tedy z(t) a y(t) °e²í stejnou po£áte£ní úlohu. Z Lemmatu 1 plyne

z(t) ≡ y(t),

po dosazení do vztahu (4.7) dostáváme

y(−t) = y(t), ∀t ∈ R,

tj. y je sudá funkce.

obr. 4.3: Gra�cké zobrazení k°ivek (4.6).
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obr. 4.4: K°ivky ze vztahu (4.4) (modrá) a °e²ení rovnice (1.2) s po£áte£ní podmínkou y(0) = 3
(£ervená).

4.3 Gronwallovo lemma

V této kapitole je vysv¥tleno Gronwallovo lemma (viz [3], [1]), které bylo poprvé dokázáno Tho-
masem Hakonem Grönwallem v roce 1919 a následn¥ zobec¬ováno °adou autor· a vyuºito p°i
odhadech °e²ení rovnice prvního °ádu. Lemma uvádíme v jedné z jeho diferenciálních podob, jak
pro odhad shora, tak pro odhad zdola v£etn¥ d·kazu. D·kaz uvádíme vzhledem k tomu, ºe ve
v¥t²in¥ literatury se v d·kazech uvádí pouze odhad shora a není uveden odhad zdola, ze kterého
v práci také vycházíme.

Lemma 10 (Gronwallovo lemma). Nech´ I je interval reálných £ísel ve tvaru [a,∞), [a, b] nebo
[a, b), kde a < b. Nech´ β a u jsou spojité reálné funkce na intervalu I a nech´ u je diferencovatelná
na intervalu I0 = I \ {a, b}.

1. Pokud funkce u spl¬uje nerovnost

u′(t) ≤ β(t)u(t), ∀t ∈ I0, (4.9)

potom platí
u(t) ≤ u(a)e

∫ t
a β(s)ds, ∀t ∈ I. (4.10)

2. Pokud funkce u spl¬uje nerovnost

u′(t) ≥ β(t)u(t), ∀t ∈ I0, (4.11)

potom platí
u(t) ≥ u(a)e

∫ t
a β(s)ds, ∀t ∈ I. (4.12)

D·kaz. Zavedeme funkci

v(t) = e
∫ t
a β(s)ds, t ∈ I.

V²imn¥me si, ºe v spl¬uje

v′(t) = e
∫ t
a β(s)dsβ(t) = β(t)v(t),
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navíc v(a) = 1 a v(t) > 0 pro v²echna t ∈ I.

1. Platí-li (4.9), pak pro derivaci podílu u
v dostáváme

d

dt

u(t)

v(t)
=
u′(t)v(t)− v′(t)u(t)

v2(t)
=
u′(t)v(t)− β(t)v(t)u(t)

v2(t)
≤ 0, ∀t ∈ I0.

Funkce u(t)
v(t) je tedy nerostoucí a shora omezená hodnotou v po£áte£ním bod¥ a na intervalu

I:

u(t)
v(t) ≤

u(a)
v(a) = u(a), ∀t ∈ I,

coº je dokazovaná nerovnost (4.10).

2. Platí-li (4.11), pak pro derivaci podílu u
v dostáváme

d

dt

u(t)

v(t)
=
u′(t)v(t)− v′(t)u(t)

v2(t)
=
u′(t)v(t)− β(t)v(t)u(t)

v2(t)
≥ 0, ∀t ∈ I0.

Funkce u(t)
v(t) je tedy neklesající a zdola omezená hodnotou v po£áte£ním bod¥ a na intervalu

I:

u(t)
v(t) ≥

u(a)
v(a) = u(a), ∀t ∈ I,

coº je dokazovaná nerovnost (4.12).

S vyuºitím Gronwallova lemmatu m·ºeme dokázat následující tvrzení. Pro jednoduchost bu-
deme v dal²ím textu uvaºovat y(0) > 0. V²echna následující tvrzení lze v²ak analogicky dokázat
i pro y(0) < 0.

V¥ta 2. Nech´ y(0) = y0 > 0. Pro °e²ení po£áte£ní úlohy pro rovnici (1.2) platí

y0e
−t2 ≤ y(t) ≤ y0et

2
, ∀t ∈ R.

D·kaz. Vyjdeme z obecné nerovnosti

| sin(z)| ≤ |z|, ∀z ∈ R.

Pro výraz − sin(2ty) platí

| − sin(2ty)| ≤ |2ty|, ∀t ∈ R,∀y ∈ R.

Pro y0 > 0 platí y(t) > 0,∀t ∈ R (viz Lemma 8), tedy platí nerovnost −2ty ≤ − sin(2ty) ≤
2ty,∀t ≥ 0. Ozna£me si β1(t) = 2t a β2(t) = −2t. Pro °e²ení po£áte£ní úlohy pro rovnici (1.2)
platí: y′ ≤ β1(t)y = 2ty,∀t > 0, tedy z Grönwallova lemmatu dostáváme

y(t) ≤ y0e
∫ t
0 β1(s)ds, ∀t ≥ 0.

Po dosazení a úprav¥ dostáváme

y(t) ≤ y0et
2
, ∀t ≥ 0.

Obdobn¥ pro odhad zdola dostáváme y′ ≥ β2(t)y = −2ty,∀t > 0, tedy z Grönwallova lemmatu
platí
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y(t) ≥ y0e
∫ t
0 β2(s)ds, ∀t ≥ 0.

Po dosazení a úprav¥ dostáváme

y(t) ≥ y0e−t
2
, ∀t ≥ 0.

Jelikoº je °e²ení po£áte£ní úlohy pro rovnici (1.2) sudé (viz Lemma 11), je omezeno shora funkcí

y1(t) = y0e
t2 (4.13)

a zdola funkcí
y2(t) = y0e

−t2 (4.14)

pro v²echna t ∈ R.

Gra�cké zobrazení funkcí y1 a y2 daných p°edpisy (4.13) a (4.14) s po£áte£ní podmínkou
y(0) = 2 a °e²ení rovnice (1.2) s po£áte£ní podmínkou y(0) = 2 je na obr. 4.5. Na obr. 4.6 jsou
funkce y1 a y2 s po£áte£ní podmínkou y(0) = 2 a k°ivky stacionárních bod· °e²ení dané p°edpisem
(4.3).

obr. 4.5: Gra�cké zobrazení funkcí y1 a y2 s po£áte£ní podmínkou y(0) = 2 a °e²ení rovnice (1.2)
s po£áte£ní podmínkou y(0) = 2.

Gra�cké zobrazení funkcí y1 a y2 s po£áte£ní podmínkou y(0) = 6 a °e²ení rovnice (1.2)
s po£áte£ní podmínkou y(0) = 6 je na obr. 4.7. Na obr. 4.8 jsou funkce y1 a y2 s po£áte£ní
podmínkou y(0) = 6 a k°ivky stacionárních bod· °e²ení dané p°edpisem (4.3).

Pov²imn¥me si, ºe pokud funkce y2 s po£áte£ní hodnotou y(0) protne n¥kterou z k°ivek (4.3),
je °e²ení rovnice (1.2) na n¥jakém intervalu rostoucí a nem·ºe monotónn¥ klesat pro v²echna
t > 0.
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obr. 4.6: Gra�cké zobrazení funkcí y1 a y2 s po£áte£ní podmínkou y(0) = 2 a k°ivky (4.3).

obr. 4.7: Gra�cké zobrazení funkcí y1 a y2 s po£áte£ní podmínkou y(0) = 6 a °e²ení rovnice (1.2)
s po£áte£ní podmínkou y(0) = 6.

Horní odhad je velmi hrubý, viz obr. 4.5. Pouºitím Gronwallova lematu lze stanovit jemn¥j²í
odhady na ur£itých intervalech.

V¥ta 3. Nech´ y(0) = y0 > 0. Pro °e²ení po£áte£ní úlohy pro rovnici (1.2) platí

y0e
−t2 ≤ y(t) ≤ y0e

−2
π
t2,

pro v²echna t ∈ R, pro která je sou£asn¥ 0 ≤ y ≤ π
4|t| .

D·kaz. Nerovnost y0e−t
2 ≤ y(t) platí podle V¥ty 2 pro v²echna t ∈ R. Obecn¥ platí nerovnost

− sin(z) ≤ −2z
π

, ∀z ∈
[
0;
π

2

]
. (4.15)

Pro − sin(2ty) tedy platí

− sin(2ty) ≤ −4t
π
y, ∀y ∈

[
0;
π

4t

]
, t > 0.
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obr. 4.8: Gra�cké zobrazení funkcí y1 a y2 s po£áte£ní podmínkou y(0) = 6 a k°ivky (4.3).

Ozna£me si
β1(t) =

−4t
π
. (4.16)

Pro °e²ení po£áte£ní úlohy pro rovnici (1.2) platí

y′ ≤ β1(t)y =
−4t
π
y, ∀y ∈

(
0;
π

4t

)
, t > 0,

tedy z Grönwallova lemmatu platí

y(t) ≤ y0e
∫ t
0 β1(s)ds, ∀y ∈

[
0;
π

4t

]
, t > 0.

Po dosazení a úprav¥ dostáváme

y(t) ≤ y0e
−2
π
t2 , ∀y ∈

[
0;
π

4t

]
, t ≥ 0.

Jelikoº je °e²ení po£áte£ní úlohy pro rovnici (1.2) sudé, m·ºeme °íct, ºe je omezeno shora funkcí

y1(t) = y0e
−2
π
t2 , (4.17)

pro v²echna t ∈ R, pro která sou£asn¥ platí 0 ≤ y ≤ π
4|t| .

D·sledek 1. Nech´ y(0) = y0 > 0. Pro °e²ení po£áte£ní úlohy pro rovnici (1.2) platí

y(t) ≤ y0e
−2
π
t2 , ∀t ∈ [−T, T ],

kde t=T je nejmen²í kladné °e²ení rovnice

y0e
−2
π
t2 =

π

4t
. (4.18)
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D·kaz. Podle V¥ty 3 platí y(t) ≤ y0e
−2
π
t2 pro v²echna t ∈ R, pro která sou£asn¥ platí 0 ≤ y ≤ π

4|t| .

Tedy platí, ºe y(t) ≤ y0e
−2
π
t2 pro t ∈ [−T, T ], kde t = T je nejmen²í (kladné) °e²ení rovnice

y(t) =
π

4t
. (4.19)

V �nejhor²ím� p°ípad¥ (tj. v p°ípad¥, ºe °e²ení rovnice (1.2) je rovno hornímu odhadu, který
protíná k°ivku y(t) = π

4t v nejmen²ím moºném £ase) platí

y(t) = y0e
−2
π
t2 . (4.20)

Po dosazení výrazu (4.20) do (4.19) dostáváme

y0e
−2
π
t2 =

π

4t
.

Gra�cké zobrazení nerovnosti (4.15) je na obr. 4.9 a gra�cké zobrazení funkcí daných (4.14)
a (4.17) s po£áte£ní podmínkou y(0) = 2 a funkce y = π

4|t| je na obr. 4.11. Na obr. 4.12 jsou
funkce dané p°edpisy (4.14) a (4.17) s po£áte£ní podmínkou y(0) = 1 a funkce y = π

4|t| .

obr. 4.9: Gra�cké zobrazení nerovnosti (4.12).

V¥ta 4. Nech´ y(0) = y0 > 0. Pokud rovnice (4.18) nemá °e²ení, pak platí, ºe °e²ení po£áte£ní
úlohy pro rovnici (1.2) monotónn¥ klesá k nule pro t ≥ 0.

D·kaz. Pokud rovnice (4.18) nemá °e²ení, pak platí

y0e
−t2 ≤ y(t) ≤ y0e

−2
π
t2 < π

4|t| , ∀t ∈ R.

�e²ení rovnice (1.2) s po£áte£ní podmínkou y0 tedy neprotíná ºádnou z k°ivek (4.3), tedy nemá
ºádné lokální minimum nebo maximum mimo hodnotu t = 0 a monotónn¥ klesá k nule pro
t ≥ 0.

V¥ta 5. Pro 0 < y(0) = y0 ≤
√
eπ
2 °e²ení po£áte£ní úlohy pro rovnici (1.2) klesá monotónn¥

k nule pro v²echna t ≥ 0.
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D·kaz. Rovnici (4.18) p°epí²eme do tvaru y0 = π
4te

2
π
t2 a pravou stranu ozna£me jako g(t), tj:

g(t) =
π

4t
e

2
π
t2 . (4.21)

Nyní zjistíme pr·b¥h funkce g(t) pro t > 0. De�ni£ní obor fce g je D(g) = (0,∞), funkce g je
spojitá na de�ni£ním oboru a platí

lim
t→∞

π

4t
e

2
π
t2 =∞

a
lim
t→0+

π

4t
e

2
π
t2 =∞.

Pro zji²t¥ní extrém· nejd°íve funkci g(t) zderivujeme. Derivace je rovna

g′(t) =
e

2
π
t2(4t2 − π)

4t2
.

Derivace g′(t) je nulová pouze pro t =
√
π
2 a platí g(

√
π
2 ) =

√
eπ
2 . Pro t ∈ (0,

√
π
2 ) je derivace

g′(t) vºdy záporná, tj. funkce g(t) je na tomto intervalu klesající. Pro t ∈ (
√
π
2 ,∞) je derivace

g′(t) vºdy kladná, tj. funkce g(t) je na tomto intervalu rostoucí. Obor hodnot funkce f je tedy
H(g) = [

√
eπ
2 ,∞). Pokud y(0) /∈ H(g), pak rovnice (4.15) nemá °e²ení a podle V¥ty 3 platí, ºe

°e²ení rovnice (1.2) monotónn¥ klesá k 0 pro t ≥ 0. Pro y(0) =
√
eπ
2 má rovnice (4.18) práv¥

jedno °e²ení, ale k°ivky se jen dotknou (neprotnou), tj. °e²ení y(t) z·stane monotónní (viz. obr.
4.13).

Gra�cké zobrazení funkce g(t) je zobrazeno na obr. 4.10.

obr. 4.10: Gra�cké zobrazení funkce g(t).
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obr. 4.11: Gra�cké zobrazení funkcí daných p°edpisem (4.11) a (4.14) s po£áte£ní podmínkou
y(0) = 2 a funkce π

4|t| .

obr. 4.12: Gra�cké zobrazení funkcí daných p°edpisem (4.11) a (4.14) s po£áte£ní podmínkou
y(0) = 1 a funkce π

4|t| .

Následující V¥ta se naopak zabývá situací, kdy u °e²ení po£áte£ní úlohy pro rovnici (1.2)
dochází ke zm¥n¥ monotonie.

V¥ta 6. Pro y(0) = y0 >
√
2e
4 π °e²ení po£áte£ní úlohy pro rovnici (1.2) m¥ní monotonii pro

t ≥ 0.

D·kaz. Dle V¥ty 2 platí y0e−t
2 ≤ y(t) pro v²echna t ∈ R. Zam¥°íme se na situaci, kdy dolní

odhad protne k°ivku y(t) = π
4t , na které dochází ke zm¥n¥ monotonie. Uvaºujeme tedy

y(t) = y0e
−t2 . (4.22)

Po dosazení výrazu (4.19) do (4.22) dostáváme

π

4t
= y0e

−t2 . (4.23)
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obr. 4.13: Gra�cké zobrazení funkcí daných p°edpisem (4.11) a (4.14) s po£áte£ní podmínkou
y(0) =

√
eπ
2 a funkce π

4|t| .

Po úprav¥ získáme
y0 =

π

4t
et

2

a pravou stranu ozna£íme h(t), tj:
h(t) =

π

4t
et

2
.

Nyní zjistíme pr·b¥h funkce h(t) pro t > 0. De�ni£ní obor fce h je D(h) = (0,∞), funkce h je
spojitá na de�ni£ním oboru a platí

lim
t→∞

π

4t
et

2
=∞

a
lim
t→0+

π

4t
et

2
=∞.

Pro zji²t¥ní extrém· nejd°íve funkci h(t) zderivujeme. Derivace je rovna

h′(t) =
πet

2
(2t2 − 1)

4t2
.

Derivace h′(t) je nulová pouze pro t = 1√
2
a platí h( 1√

2
) =

√
2e
4 π. Pro t ∈ (0, 1√

2
) je derivace

h′(t) vºdy záporná, tj. funkce h(t) je na tomto intervalu klesající. Pro t ∈ ( 1√
2
,∞) je derivace

h′(t) vºdy kladná, tj. funkce h(t) je na tomto intervalu rostoucí. Obor hodnot funkce f je tedy
H(h) = [

√
2e
4 π,∞). Pokud y(0) ∈ (

√
2e
4 π,∞), pak má rovnice (4.23) práv¥ dv¥ °e²ení, tedy °e²ení

rovnice (1.2) protíná k°ivku y(t) = π
4t a dochází ke zm¥n¥ monotonie. Pro y(0) =

√
2e
4 π má

rovnice (4.23) práv¥ jedno °e²ení, ale k°ivky se jen dotknou (neprotnou), tj. °e²ení y(t) m·ºe
z·stat monotónní (viz. obr. 4.15).

Gra�cké zobrazení funkce h(t) je zobrazeno na obr. 4.14.
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obr. 4.14: Gra�cké zobrazení funkce h(t).

obr. 4.15: Gra�cké zobrazení funkcí daných p°edpisem (4.11) a (4.14) s po£áte£ní podmínkou
y(0) =

√
2e
4 π a funkce π

4|t| .
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Kapitola 5

Záv¥r

V bakalá°ské práci jsme se zabývali diferenciální rovnicí ve tvaru y′ = sin(−2ty), kterou nelze
analyticky vy°e²it. Nejprve bylo ukázáno, ºe po£áte£ní úloha má práv¥ jedno °e²ení ∀t ∈ R. Ná-
sledn¥ bylo °e²ení rovnice pro r·zné po£áte£ní podmínky vykresleno v po£íta£ovém programu
Wolfram Mathematica pomocí numerických metod, které nám dávají hrubou p°edstavu o tom,
jak bude °e²ení rovnice vypadat a jak se bude chovat. Vzhledem k tomu, ºe rovnici nelze analy-
ticky vy°e²it, byla rovnice aproximována pomocí linearizované úlohy, konkrétn¥ rovnicí y′ = −2ty.
�e²ení linearizované úlohy a rovnice y′ = sin(−2ty) bylo podobné p°edev²ím na blízkém okolí
po£átku, ale jiº p°i po£áte£ní podmínce y(0) = 3 byla maximální chyba aº 60krát v¥t²í neº
pro po£áte£ní podmínku y(0) = 1. Pro p°esn¥j²í aproximaci byla pravá strana rovnice nahra-
zena Taylorovým polynomem 3. stupn¥ na okolí po£átku. V práci je dokázáno, ºe pokud k dané
aproximaci p°ipojíme po£áte£ní podmínku y(0) ∈ [−

√
3,
√
3], °e²ení monotónn¥ klesá k 0 a roz-

díl chyby se oproti linearizované úloze zmen²il zhruba 25krát. Naopak pro po£áte£ní podmínky
y(0) ∈ (−∞,−

√
3) ∪ (

√
3,∞) rozdíl °e²ení rovnic roste a dochází k tzv. �blow-up� v bod¥ t0,

tedy neexistuje °e²ení pro v²echna t ∈ R.
Ve druhé £ásti jsme se zam¥°ili na vlastnosti, které je moºno získat jiº ze samotné diferenciální

rovnice. Konkrétn¥ pro lineární aproximaci byla zji²t¥na globální minima a maxima, intervaly,
kde °e²ení roste nebo klesá, a jeho konkávnost a konvexita. U diferenciální rovnice y′ = sin(−2ty)
byly nalezeny k°ivky, na kterých dochází k in�exi, a následn¥ bylo zji²t¥lo, ºe pokud existuje
lokální minimum, nebo maximum, pak se nachází na k°ivkách y = kπ

2t , k ∈ Z. Dále bylo zji²t¥no,
ºe °e²ení rovnice a její lineární aproximace jsou sudé funkce.

Ve t°etí £ásti bylo °e²ení po£áte£ní úlohy pomocí Gronwallova lemmatu omezeno shora. Horní
odhad je ale velmi hrubý (exponenciáln¥ roste), proto byly vypo£teny jemn¥j²í odhady na men-
²ích intervalech, díky kterým se poda°ilo výsledné °e²ení do ur£itého £asu T lépe omezit shora.
Následn¥ bylo odvozeno, ºe pro po£áte£ní podmínky y(0) ∈

[
−
√
eπ
2 ,

√
eπ
2

]
°e²ení po£áte£ní úlohy

pro rovnici monotónn¥ klesá k nule pro t ≥ 0. Naopak pro y(0) ∈ (−∞,
√
2e
4 π) ∪

(√
2e
4 π,∞

)
dochází ke zm¥n¥ monotonie.

V p°ípad¥, ºe bychom se dále zabývali tímto tématem, m·ºeme omezovat °e²ení diferenciální
rovnice y′ = sin(−2ty) jemn¥ji, tedy po £ástech i pro v¥t²í argumenty.
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