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Abstrakt

Tato bakalaiska prace je zaméfena na studium linearnich i nelinedarnich oscilatoru a zejména na
situaci, kdy dochéazi k tzv. rezonanci. Nejprve detailné rozebereme chovani linedrniho oscilatoru.
Poté se zamétime na feseni Duffingovy rovnice pomoci metody homotopické analyzy a na zavér
provedeme numerické experimenty ve snaze objasnit, co zpusobuje narust amplitudy feSeni tlohy
se skdkajici nelinearitou. Cast vysledki je odvozena analyticky a ¢ést je zalozena na numerickych
experimentech.

Klicova slova

Linearni oscilator, nelinearnf oscilator, Duffingova rovnice, metoda homotopické analyzy, skdkajici
nelinearita

Abstract

This bachelor thesis is focused on the study of linear and nonlinear oscillators and especially on
the situation where the so-called resonance occurs. First, we analyze in detail the behavior of
a linear oscillator. Then we focus on the solution of the Duffing equation using the homotopy
analysis method and finally we perform numerical experiments in an attempt to clarify what
causes the increase in the amplitude of the solution of the problem with jumping nonlinearity.
Some of the results are derived analytically and some are based on numerical experiments.

Key words

Linear oscillator, nonlinear oscillator, Duffing equation, Homotopy analysis method, The jum-
ping nonlinearity
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Kapitola 1

Uvod

V této praci se budeme zabyvat matematickym popisem linedrnich a nelinedrnich oscilatoru.
Soustfedime se na typické chovani systému a zejména na situaci, kdy dochézi k tzv. rezonanci.
Rezonance je jev, ktery nastava v pripadé, ze vlastni frekvence systému je rovna budici frekvenci
systému. Vysledkem je potom prudky narust amplitudy oscilaci, tento jev muze byt zddouci,
ale také velice nebezpeény.

Klasickym prikladem, kde rezonance muze mit fatdlni nésledky, jsou pady budov, konkrétnéji
mosti. Mnoho mostu v minulosti spadlo diky ué¢inkum rezonance. Most jako systém pfirozené
osciluje s vlastni frekvenci, a pokud néktery z vnéjsich vlivu (skupina osob prochézejici pres
most, vitr, doprava) budi systém s frekvenci stejnou, nebo blizkou, jako je vlastni frekvence
systému, amplituda kmiti systému narustd. Pokud tato hodnota pfesdhne tinosnost materidlu,
prirozené dochazi k mechanickému selhdni konstrukce mostu a velice rychle muze dojit k jejimu
uplnému zniceni. V roce 1940 rezonance zpusobila pad zndmého Tacoma Narrows Bridge ve Wa-
shingtonu v USA.

V hudebnictvi je rezonance naopak zddoucim a stézejnim jevem. VétSina hudebnich nastroju
vyuziva rezonance k zesileni zvukovych vln, a tim padem i zesileni zvukd.

Ve druhé kapitole nejprve odvodime model matematického kyvadla a nasledné nalezneme tvar
feSeni tlumeného, resp. netlumeného a buzeného, resp. nebuzeného systému. Detailné popiSeme
chovani modelu pro jednotlivé situace a pro buzené systémy odvodime vztah amplitudové cha-
rakteristiky.

Tteti kapitola uvadi prehled zakladnich nelinedrnich oscildtoru a nastinuje jejich aplikace v praxi.
V poslednich dvou kapitolach se budeme podrobnéji vénovat dvéma z téchto nelinearnich systém.
Prvnim systémem bude Duffingova rovnice obsahujici kubickou nelinearitu. Vyuzitim tzv. me-
tody homotopické analyzy nalezneme piiblizné feseni Duffingovy rovnice a popiSeme vztah am-
plitudy tohoto feSeni a frekvence buzeného systému. Ziskané analytické vysledky porovname
s numerickymi experimenty. Druhym systémem bude asymetricky oscilator, ktery je po ¢astech
linedrni. Reseni tohoto systému nebudeme hledat analyticky, ale pokusime se experimentélné ob-
jasnit, jak se d4 zajistit zvétsovani jeho amplitudy. Ve snaze zkoumat nérust amplitudy FeSeni
provedeme dvé volby pravych stran rovnice. Nejprve zvolime harmonickou pravou stranu rov-
nice s frekvenci takovou, aby se period kmitani vlastnich a buzenych kmita rovnaly. Ve druhém
ptipadé zvolime pravou stranu jako feSeni homogenni rovnice. I pfesto, ze tloha neni linedrni,
pro obé uvedené volby pravé strany dochézi k narustu amplitudy.



Kapitola 2

Linearni oscilatory

Jednim ze zdkladnim piikladt vyuziti obycejnych diferencidlnich rovnic je problematika ma-
tematického kyvadla. V této kapitole si detailné rozebereme vSechny situace, které mohou pro
tento model nastat a pro buzené systémy odvodime vztah amplitudové charakteristiky, popisujici
vazbu mezi amplitudou feSeni a volbou vstupnich frekvenci.

2.1 Odvozeni rovnice matematického kyvadla

Polohu hmotného bodu popisuje funkce y(t), urcuje ihel, ktery svird nehmotné kyvadlo se svislym
smérem. Predpokldadame, ze délka zavésu je neménnda a kyvadlo je umisténo do roviny s homo-
gennim gravitacnim polem. Odpor vzduchu a tfeni v zavésu pii pohybu kyvadla je zanedbano.

Na hmotny bod pusobi tihova sila, kterou muzeme rozlozit do dvou slozek. Prvni slozka Fy
mifi ve sméru zavésu a druhd Fp pusobi ve sméru teé¢ny na drahu hmotného bodu. Normalova
slozka sily F pusobi proti sile zavésu, a proto dale budeme uvazovat pouze teénou slozku sily Frp.

Podle druhého Newtonova zakona plati
F =ma,

kde F je sila ptsobici na hmotny bod, m je hmotnost a a je okamzité zrychleni hmotného bodu.
Z obrazku 2.1 je patrné, ze velikost tecné slozky sily lze vyjadrit nasledovné

F = —mgsiny(t) = ma,

a = —gsiny(t), (2.1)

kde g je tthové zrychleni. Uvazujeme jedinou budici silu F' a to gravita¢ni (tthovou). Na pravé
strané rovnice se objevuje zaporné znaménko, diky opa¢né orientaci ihlu y a teéné slozky Frp.
Zrychleni a souvisi se zménou uhlu y podle vzorce obloukové délky

s =ly, (2.2)
ds dy
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Obr. 2.1: Model matematického kyvadla.

kde s je obloukové délka.

Potom
d*y )
ZW = —gsiny(?),
cy g
2 + 7 siny(t) = 0.

Oznac¢ime-li w = \/% , dostavame pohybovou rovnici matematického kyvadla

Y’ (t) + w?siny(t) = 0. (2.3)

Pro dostatetné mald y muzeme funkci sin y nahradit linedrnim ¢lenem y (tj. Taylorovym poly-
nomem 1. stupné) a rovnice (2.3) pak ptrejde na tvar

y'(t) +w?y(t) =0, (2.4)

kde w je vlastni frekvence systému.
Volné kmitani s tlumenim je popsano diferencialni rovnici ve tvaru

y"(t) + 20y (t) + w’y = 0,



kde b je koeficient tlumeni.

Vézané tlumené kmitani s budici silou f(t) je popsdno diferencidlni rovnici ve tvaru

y'(8) + 26y (t) + w?y(t) = f(2),

nejéastéji budeme uvazovat f(t) = DsinQt, nebo f(t) = De " sinQ, kde  je budici frekvence
systému.

2.2  Volné kmity

Definice 1.1 Redlnou spojitou nezépornou funkci E(t) nazveme obdlkou funkce y(t) o de-
finiénim oboru D,, pokud

a) Vi€ Dy |y(t)] < E(),

b) dtg € Dy : y(to) = E(to).

Poznamka 1.2 Obdlka E(t) konkrétni funkce y(¢) neni ddna jednoznacné.

2.2.1 Netlumené kmity

Uvazujme pocatecni tlohu pro homogenni diferencidlni rovnici 2. fadu ve tvaru:

y"(t) + wy(t) =0, (2.5)
y(0) = yo,
{y’(m — 1. (26)

Obecné Feseni rovnice (2.5) mé tvar:

y(t) = Acoswt + Bsinwt, A,B € R,
po aplikovani poc¢dteénich podminek (2.6) dostdvame hodnoty koeficientu A = yy, B = ﬂ,
w
tedy
y(t) = yo coswt + N Ginet.
w

Pouzitim vztahu
Acoswt + Bsinwt = C'sin (wt + 1),

C=+VA2+ B%2 Bsiny = Acos,

ziskdvame vysledné Feseni pocédtecni ulohy (2.5), (2.6) ve tvaru:

y(t) = X sin (wt + ),



a pro ¢ plati:
tgp =D proy #0,
= proy1 =0 A yo>0,

p=-3 proyr =0 A yo<O.
V nasledujicim textu budeme zapis tgy = k chapat v rozsifeném limitnim smyslu, tj. pro
77
k=400 jep= j:?

V tomto piipadé uvazujeme obalku E(t) = X, tj. jako konstantni funkci.

Na obr. 2.2 je znazornéno reseni poc¢atecni ulohy (2.5), (2.6) spole¢né se svym fazovym portrétem
pro volbu parametri yp = 2, y1 = 1, w = 1. Funkce y(t) popisuje harmonicky kmitavy pohyb
s amplitudou vychylky y = /5, frekvenci w = 1 a fazovym posuvem ¢ = arctg 2.

y'(t)

y(1) 3t
3 -

Obr. 2.2: Redeni pocateéni tlohy (2.5), (2.6) a jeho fizovy portrét (modie), obélka TfeSeni
(Cervené) pro volbu parametru yp =2, y1 = 1, w = 1.

Na obr. 2.3 je zndzornéno feseni poc¢atecni ilohy (2.5), (2.6) spolecné se svym fazovym portrétem
pro volbu parametru yo = 0, y; = 2, w = 3. Funkce y(t) popisuje harmonicky kmitavy pohyb

2
s amplitudou vychylky y = \/; , frekvenci w = 3 a fazovym posuvem ¢ = 0.



y'(t)

t — ()
2

Obr. 2.3: Redeni pocatecni tlohy (2.5), (2.6) a jeho fazovy portrét (modfe), obalka feeni
(Gervené) pro volbu parametru yo =0, y; =2, w = 3.

2.2.2 Tlumené kmity

Uvazujme pocateéni tlohu pro homogenni diferencidlni rovnici 2. fadu ve tvaru:

Y (t) + 2by/ (t) + w2y =0, (2.7)

y(O) = Yo,
L (2.8)
Yy (0) = Y1
Podkritické tlumeni

Obecné Feseni rovnice (2.7) pro w? > b? m4 tvar:

y(t) = 0sVw? — b2t + Be™® w2 —b’t, A,BEeR,

pouzitim poéatecnich podminek (2.8) dostdvame vysledné feseni piislusné pocdteéni tlohy pro

y(t) = Xe bsin(v/w? — b2t + o),
X = \/ yl + ?/0) t YoV w2 — b2
g -

7 Y1+ byo
Na obr. 2.4 - 2.5 jsou zndzornéna Feseni pocatecni tlohy (2.7), (2.8) spole¢né se svymi obédlkami
a fazovymi portréty pro dané volby parametri. Systém kond oscilatoricky pohyb, amplituda
vychylky funkce y(t) s rostoucim casem klesd. Obélku lze volit jako F(t) = Xe™,

rovnici (2.7) ve tvaru:

kde




y(t)
1.0
0.53

0.0 /\-/\’\/\A~ Ly
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Obr. 2.4: Redeni pocétecni tlohy (2.7), (2.8) a jeho fazovy portrét (modfe), obalka feent
(Gervené) pro volbu parametru yo =1, y1 =0, w =5, b = 0.5.

y'(f)

4_
y(f) 3
3_
2t 27
1/‘\
0 : ' ' t 1
1 1 2 3 4 5 6
- ' ' - y(t)
2 -2 -1 { 1 2
-3

_1-

_2-

Obr. 2.5: Redeni pocétecni tlohy (2.7), (2.8) a jeho fazovy portrét (modfe), obalka feeni
(Gervené) pro volbu parametru yo =1, y; =3, w = 1.5, b = 1.

Kritické tlumeni
Obecné Feseni rovnice (2.7) pro w = b mé tvar:

y(t) = Ae " 4+ Bte™™, A BeR,

pouzitim poéitecnich podminek (2.8) dostdvame vysledné feseni piislusné poc¢atecéni tlohy pro
rovnici (2.7) ve tvaru:
y(t) = yoe " + (y1 + yob)te .

7



Na obr. 2.6 - 2.7 jsou znazornéna feseni pocatecni tlohy (2.7), (2.8) spole¢né se svymi fazovymi
portréty pro danou volbu parametru. Systém kond mezni aperiodicky pohyb, tj. systém neosciluje

//////

urcovat nebudeme.

y(f) y'(t)
25; 1.0
2.0 o5t
1.5¢
10 | S (D
-0.5 5 10 15 20 25
0.5F -05}
0.0 : : : t
0 2 4 6 8 -1.0t

Obr. 2.6: Redeni pocateéni tlohy (2.7), (2.8) a jeho fizovy portrét pro volbu parametrii
3/0:273/1:0700:1717:1-

y'(1)
25

20
15

10 |

Obr. 2.7: Redeni pocateéni tlohy (2.7), (2.8) a jeho fizovy portrét pro volbu parametrii
yo=0,y1 =25, w=2,b=2.

Nadkritické tlumeni
Obecné Feseni rovnice (2.7) pro w? < b? m4 tvar:
y(t) = Ae % cosh /b2 — w2t + Be " sinh /b2 —w2t, A,BeR,

pouzitim poééatecnich podminek (2.8) dostdvame vysledné feseni piislusné pocdteéni tlohy pro
rovnici (2.7) ve tvaru:

b
y(t) = yoe " cosh Vb2 — w2t + \%;—_iwze_bt sinh /0% — w?t.



Na obr. 2.8 - 2.9 jsou zndzornéna feseni pocateéni tlohy (2.7), (2.8) spolecné se svymi fazovymi
portréty pro dané volby parametru. Systém kond aperiodicky pohyb, opét se rychle blizi své
rovnovazné poloze. Ani v tomto piipadé obdlku urcovat nebudeme.

y'(f)
y(f)
1.0¢
3
0.8}
0.6¢ 21l
0.4
0.2 T
0.0 e t
0 2 4 6 8 10 12 14 : : ' 40
-2 -1 1 2

Obr. 2.8: Redeni pocateéni tlohy (2.7), (2.8) a jeho fizovy portrét pro volbu parametrii
yon,y1:3,w:1,b:2.

y(0) y'()
3.5¢ 2¢
3.0
25 1}
2.0
1.5 ' '+ y(f)
1.0 - 4
0.5 -1r
0.0 : : : t
0 5 10 15 20 25 -2t

Obr. 2.9: Reseni pocateéni tlohy (2.7), (2.8) a jeho fizovy portrét pro volbu parametrit
Yyo=3,y1 =0, w=2b=10.

2.3 Vazané kmity

2.3.1 Netlumené kmity

Uvazujme pocéateéni tlohu pro nehomogenni diferencidlni rovnici 2. fadu ve tvaru:

y'(t) + w?y(t) = Dsin O, (2.9)

Ne



Obecné fegeni nehomogenni diferencidlni rovnice mizeme vyjadfit jako soucet libovolného parti-
kuldrniho feseni dané nehomogennf diferencidlni rovnice a obecného feseni asociované homogenni
rovnice (rovnice bez pravé strany).
Rezonanci rozumime rovnost vlastni a budici frekvence, tj. 2 = w, prava strana rovnice je tedy
soucasti fundamentalniho systému.

Bez rezonance

Reseni homogenn{ rovnice (2.9) mé4 tvar:
yn(t) = Acoswt + Bsinwt, A,BeR.

Nyni vyuzijeme metodu odhadu a ziskdvame partikuldrni feseni rovnice (2.9) pro  # w ve
tvaru:

D .
yp(t) = m Sin Qt

Pouzitim pocatecnich podminek (2.10) a prostym sectenim homogenniho a partikularniho feseni
dostdvame Feseni pocatecni ulohy (2.9), (2.10) ve tvaru:

y(t) = X sin (wt + @) + Y sin Qt,

kde
_ oo (n(w? =0?) — DO)? __ D
X—\/y0+ wW2(w? — Q22 Y_w2_92’
2 2
yow(w” — O
tgp = ( )

y1(w? — Q2) — DQ’

Pro dalsi dpravy pouzijeme nésledujici odvozeni:
Necht a,b e C:
a=A(cosa+isina), b= B(cosf+isinf).

Oznaéme ¢ = C (cosy + isin+y) soucet komplexnich ¢isel a, b.
¢c=Acosa+ Bceosf+i(Asina+ Bsinf3),
Pro realnou, resp imaginarni, ¢ast komplexniho ¢isla ¢ plati:

Re(c) = Ccosy = Acosa + B cos 3,
Im(c) = Csiny = Asina + Bsin 5.

10



Asmd+ Bsin/

0 Acosd + Beosl Z&

Obr. 2.10: Komplexni ¢&isla a, b, ¢ znazornéna v Gaussové roviné.
Z obr. 2.10 je pak patrné, ze plati:

Csiny = Asina + Bsin f, (2.11)

C = \/(Acosoz + Bcos )% + (Asina + Bsin 8)? = /A2 + B2 + 24B (cos(a — 3)), (2.12)

Asina + Bsin 8

Acosa+ Bceosf3 (2.13)

tgy =

Pouzitim vztahu (2.11) - (2.13) dostdvame vysledné feseni pocatecni dlohy (2.9), (2.10) ve tvaru:

y(t) = E(t) siny(t),

D? 2XD
E(t) = \/X2 + ) 4 NIy cos ((w — Q)t + ), (2.14)
kde funkce E(t) je obélkou feseni y(t).
Specidlné pro X = o2 ma TeSeni tvar:

D ) )
y(t) = o2 (sin(wt + ) + sin Q) .

D
Po tpravé ziskavame vysledny tvar feSeni pro X = COrE
w —
2D — Ot Ot
y(t):uﬂ_Q? cos(w 2) +¢sin(w+2) —HD,

11



obélku feseni y(t) 1ze volit jako

2D (w—=Qt+¢
cos .

E(t) = w?2 — 02 2

(2.15)

Dosazenim X = do vztahu (2.14) a pouzitim znamého goniometrického vztahu

W2 — 02

9 1+ cos2z
cos 2= ————

ukdzeme, ze v tomto piipadé jsou vztahy (2.14) a (2.15) identické:

E(t) = \/(6022—D;2)2 (1 +cos ((w—Q)t+¢)),

D2 (w=—Qt+¢

E(t) = S 2 cos? o
2D (w—Q)t+¢
E(t) = 7 O 5 :

V tomto piipadé mohou vznikat tzv. zdznéje (rézy). Jedna se o zvlastni piipad slozeného kmiténi,
které vznikd pii skladani dvou kmitani o velmi blizkych frekvencich. Mald odlisnost ve vstupnich
frekvencich zpusobi, Ze se v daném, pravidélné se opakujicim, okamziku potkaji maxima obou
sinusovych prubéhu (dojde k zesileni vysledného signélu), nebo se naopak maximum jednoho
prubéhu potkd s minimem toho druhého (dojde k iplnému vypnuti vysledného signélu). Tohoto
jevu se vyuziva napiiklad pti ladéni hudebnich nastroju.

Symbolem Yy oznaéme partikuldrni feseni rovnice (2.9) s konstantni pravou stranou a plat{

D
Yo = ﬁ
Pro dalsi dpravy zavadime novou proménnou
Q
n=-
w
a veli¢inu danou vztahem
Y
Z(n) = —, 2.16
(n) Y, (2.16)
nazveme amplitudovou charakteristikou.
Konkrétné tedy
D
2_(2 w? 1 1
Zn) =< = = =
() D w2—-02 1 _ (Q)2 1—n?
T w
w2

12



0 N —" ———— R
0 1 2 3 4

Obr. 2.11: Amplitudové charakteristika pocateéni tlohy (2.9), (2.10). Pro n = 1, tj. rezonanci,
roste amplitudova charakteristika Z(n) nade vSechny meze.

Na obr. 2.12 - 2.18 jsou znédzornéna feSeni pocatecni tdlohy (2.9), (2.10) spoletné se svymi
obalkami a fazovymi portréty pro dané volby parametri. K zaznéjim dochdzi na obr. 2.12 -
2.13.

y'(®)

4 -

s (1)
2 3

Obr. 2.12: Reseni pocatecni tlohy (2.9), (2.10) a jeho fazovy portrét (modie), obalka fesenf
(¢ervené) pro volbu parametrii yo = 1,4, = 0, w = 2,Q = 1, D = 2¢/3. Pro tuto volbu
parametru jsou si amplitudy obou kmita rovny, ale frekvence w, €2 jsou relativné odlisné, zaznéje
proto nejsou moc patrné.

13



y(t)

l
lj

Obr. 2.13: Reseni pocateéni tlohy (2.9), (2.10) a jeho fizovy portrét (modie), obélka fesent
(Gervené) pro volbu parametru yo = 0, y1 = —10, w = 2, Q = 2.1, D = 1. Stejné jako na obr.
2.12 i v tomto piipadé dochdzi k zdznéjim, navic jsou si ale frekvence w, ) velmi blizké, a proto
je frekvence Feseni y(t) vétsi.

“l'n‘n ‘
u‘

y'(t)
10 ¢

y(f)
-10 10

-10¢t

Obr. 2.14: Reseni pocatecni tlohy (2.9), (2.10) a jeho fazovy portrét (modie), obalka fesent
(Gervené) pro volbu parametru yo =0, 51 =1, w=1, Q = g, D = 1.V tomto pripadé se ampli-
tudy obou kmitdni nerovnaji, ale frekvence w, €2 jsou si stédle blizké.

14



Obr. 2.15: Reseni pocateéni tlohy (2.9), (2.10) a jeho fazovy
(Cervené) pro volbu parametru yo =1, y1 =0, w =5, Q

;/\/\/\/ N4l
N VALVAV I A

2L

Obr. 2.16: Reseni pocateéni tlohy (2.9), (2.10) a jeho fizovy portrét (modie), obélka fesent

(Gervené) pro volbu parametru yo =1, y3 =0, w =1, Q2 =30, D = 1.
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y'(t)
y(f) 4r
4

NRANR LY,
A UAS

4l

4t

Obr. 2.17: Reseni pocateéni tlohy (2.9), (2.10) a jeho fizovy portrét (modie), obélka fesent
(Gervené) pro volbu parametru yo =0, y1 =1, w=1,Q2=3, D =5.

y'(®)
4 ~

y(t)

4t

Obr. 2.18: Reseni pocatecni tlohy (2.9), (2.10) a jeho fizovy portrét (modie), obélka feseni
(Gervené) pro volbu parametru yo =0,y =0, w =1, Q=3, D =5.

S rezonanci
Resen{ homogenni{ rovnice (2.9) m4 tvar:
yn(t) = Acoswt + Bsinwt, A, B€R.

V ptipadé rezonance, tj. pro 2 = w, vyuzijeme metody odhadu a dostdvame partikuldrni feseni
rovnice (2.9) ve tvaru:

—Dt
yp(t) = o cos wt.

Pouzitim pocateénich podminek (2.10) a prostym sec¢tenim homogenniho a partikuldarniho fesent
dostdvame Feseni pocatecni tulohy (2.9), (2.10) ve tvaru:

Dt
y(t) = X sin (wt + ¢) — o, sty
w

16



(D + 2wy;)? ; 2yow?

X = /42 . e
Wt Tt YT o, 4D

Nyni upravime feseni do vyhodnéjsiho tvaru

. Dt . T
y(t) = X sin (wt + ¢) — 5, Sin <wt + 5)

a naslednym pouzitim vztahu (2.11) - (2.13) dostdvame vysledné feseni pocatecni tlohy (2.9),
(2.10) ve tvaru:

y(t) = E(t)siny(t),
D** XDt
E(t)z\/X2+ T, s

kde funkce E(t) je obalkou feseni y(t).
Na obr. 2.19 - 2.21 jsou zndzornéna feSeni pocatecni tlohy (2.9), (2.10) spoleéné se svymi

obalkami a fadzovymi portréty pro dané volby parametru. Jelikoz dochédzi k rezonanci, s ros-
toucim ¢asem amplituda feSeni roste nade vSechny meze a feSeni je neomezené.

y(t) | /

y'(t)

' y(1)
6

Obr. 2.19: Reseni pocateéni tlohy (2.9), (2.10) a jeho fazovy portrét (modie), obélka fesent
(Gervené) pro volbu parametri yo =0, y3 =0, w =2.5, 2 =25, D = 1.
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Obr. 2.20: Reseni pocateéni tlohy (2.9), (2.10) a jeho fizovy portrét (modie), obélka fesent
(Gervené) pro volbu parametru yo =0, y1 =2, w=5,Q2=5 D = 1.

' y(1)
5

Obr. 2.21: Reseni pocatecni tlohy (2.9), (2.10) a jeho fazovy portrét (modie), obalka fesent
(Gervené) pro volbu parametru yo =1, y1 =0, w=5,Q2 =5 D = 1.

2.3.2 Tlumené kmity
Netlumena budici sila

Uvazujme pocateéni tlohu pro nehomogenni diferencidlni rovnici 2. fadu ve tvaru:

Yy (t) + 20y (t) + wy(t) = D sin Qt, (2.17)

{ y(0) = o, (2.18)
Y1-

V této sekci budeme uvazovat pouze podkritické tlumend.
Obecné Feseni rovnice (2.17) pro w? > b? m4 tvar:

y(t) = Ae P sin v/w? — b2t + Be " cos /w2 — b2t + Ysin(Qt + 1), A,BeR,

18



Y — D , tgr(/} — ﬂ’
\/(w2 —02)2 4 4p2Q2 w? — 02

pouzitim pocatecnich podminek (2.18) dostavame vysledné feseni piislusné pocdteéni tilohy pro
rovnici (2.17) ve tvaru:

y(t) = Xe b sin(v/w? — b2t + @) + Y sin(Qt + 1),

kde B
X = A2+B27 tg(p:ia
A
DQO? — w? + 20°) 2D
A=y +b b= '
Y1 + 0yo + (w2 — b2) T AR02 Yo + (wz — b2) 4 4b2Q)2

Pouzitim vztaht (2.11) - (2.13) dostdavame vysledné feseni pocatecni ulohy (2.17), (2.18) ve
tvaru:
y(t) = E(t)sinn(1),

E(t) = \/Xze_%t +Y? 4+ 2XYe " cos (wm — Q)i+ (p— @/J)),

kde funkce E(t) je obalkou teseni y(t).

Symbolem Ys; ozna¢me partikuldrni feseni rovnice (2.17) s konstantni pravou stranou a plati

D
Yo = E
Pro dalsi tpravy zavadime novou proménnou
Q
n=—
w
a veli¢inu danou vztahem
Y
Z(n) = —, 2.19
)= - (219)
nazveme amplitudovou charakteristikou.
Konkrétné tedy
D
Jowiiww 1
Z(’I’]) = D - 2 - 2 b2 ’
2 \/(w2 — Q)" + 4b2Q2 \/(1 —n?)" +45n?
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— b =0.15
— b=0.3
— b=0.45
— b=0.6
— b=0.75
— b=0.9

Obr. 2.22: Amplitudova charakteristika po¢atecni ulohy (2.17), (2.18) pro w = 1.

Na obr. 2.23 - 2.29 jsou zndzornéna feSeni pocdtecni ulohy (2.17), (2.18) spoleéné se svymi
obéalkami a fazovymi portréty pro dané volby parametru. Reseni nejprve kona aperiodicky pohyb,
ale po Case se ustali na periodické funkci s konstantni amplitudou.

y'(t)
y(b) 1.0
1.0¢
0.5+
05¢F

0.0 t /y(t)
10./ 15\/20 10 -05\_| J 05 10

-05¢

-0.5¢

-1.0*

-1.0"

Obr. 2.23: Resen{ pocatecni tlohy (2.17), (2.18) a jeho fazovy portrét (modie), obélka feseni
(Gervené) pro volbu parametru yo =0,y =0, w=2,Q=1,D=1,b=1.
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Obr. 2.24: Reseni pocatecni tlohy (2.17), (2.18) a jeho fizovy portrét (modfe), obélka fesent
(Gervené) pro volbu parametru yo =0, y1 =0, w =2, Q2 =4, D=1, b =0.05.

Obr. 2.25: Reseni pocatecni tlohy (2.17), (2.18) a jeho fazovy portrét (modie), obélka feseni
(Cervené) pro volbu parametru yop =1, y1 =5, w=5,Q=1, D=1,b=0.1.
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S | -y
1 2

2L

Obr. 2.26: ReSenf pocatecni tlohy (2.17), (2.18) a jeho fazovy portrét (modie), obalka fesent
(Gervené) pro volbu parametru yo =1, y1 =1, w=5,Q=4, D=4, b=14.

y'(1)

y(t)
15

1.0
0.5

-0.5
-1.0
-1.5

Obr. 2.27: ReSenf pocatecni tlohy (2.17), (2.18) a jeho fazovy portrét (modie), obalka fesent
(Gervené) pro volbu parametru yp =0, y1 =2, w =2, Q = %, D=1,b= 2—?;).
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y'(t)
y(t) 1.0

y(t)
0

-1.0"

Obr. 2.28: ReSenf pocatecni tlohy (2.17), (2.18) a jeho fazovy portrét (modie), obalka fesent
(Gervené) pro volbu parametru yp =0, y; =0, w = %, Q= ‘1/—85, D=1b= %. Specialni piipad

volby parametru, kdy Q = v w? — b2.

y(f)

Obr. 2.29: Reseni pocatecni tlohy (2.17), (2.18) a jeho fazovy portrét (modie), obalka feseni
1 o_
PR

(¢ervené) pro volbu parametrii yo =0, 51 =0, w =%, Q=2 D=1 b= 1

10° 16°

Tlumenda budici sila

Uvazujme pocéateéni tlohu pro nehomogenni diferencidlni rovnici 2. fadu ve tvaru:

Y (t) + 2by (t) + w?y(t) = De % sin Qt, (2.20)
y(0) = wo,
{y'<o> —y. (220)

V této sekci budeme uvazovat pouze pfipad, kde budici sila ma stejné tlumeni jako systém,
tj. podkritické.
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3.2.2.1 Bez rezonance

Obecné fesen{ rovnice (2.20) pro w? > b? a zéroven Q # v/w? — b2 m4 tvar:

y(t) = Ae™sin Vw? — Dt 4+ Be M cos Ve — B2t g —on e sinQt, A BER,

QQ

pouzitim pocéatecnich podminek (2.21) dostdvame FeSeni piislusné pocéatecni ulohy pro rovnici
(2.20) ve tvaru:

D
y(t) = Xe Y sin (\/ w2 —b2t+ go) + 276_“ sin Ot,
w p—

b2 _ )2

YoV w? — b2(w? — b — Q?)

(w? = b2 = Q2)(y1 + byo) — DQ

, tgp=

((w? — b2 — Q2)(y1 4 byo) — DQ)?
X = \/y8 T (w? — b2) (w2yl_ b2y_0 92)2

Po dpravé pomoci vztahu (2.11) - (2.13) dostdvame vysledné feSeni pocdteéni tdlohy (2.20),
(2.21) ve tvaru:

y(t) = E(t) sinv(t),

_ D 2 2XD
E(t)=e bt\/XQ—l— < QZ) +w2 cos( (Vw2 —b2-Q t—i—go) (2.22)

02 — b2 — 2

kde funkce E(t) je obalkou feseni y(t).

D
Specidlné pro X = Ry CRoT) ma TeSeni tvar:

y(t) = e—btﬁ (sin (mt + 90) + sin Qt) :
D
R

2D (Vw2 =02 - Qt+ ¢ sin (Vw2 =02+ Q)t+ ¢

bt
y(t) =e T cos 5 5

Po tpravé dostavame vysledny tvar feseni pro X =

obalku feseni y(t) lze volit jako

2D (Vw2 =62 —Q)t+ ¢

_ bt
E(t)=e 7 e O 5 . (2.23)
Dosazenim X = 2 do vztahu (2.22) a pouzitim zndmého goniometrického vztahu
w2 — b2 —

9 1+ cos2z
cos 2= ————

ukazeme, ze v tomto piipadé jsou vztahy (2.22) a (2.23) identické:

E(t) :e_bt\/( 2D? (1+cos( (Vw2 —b2-9Q t+go)>

w? — b2 — Q2)2
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_ D2 (Vw? =02 —Q)t+ ¢
E(t) = e btm 2COS2 9 s
_ 2D (Vw? =02 —Q)t+ ¢
_ bt
E(t)=e T 2 O 5 .

I v tomto pripadé mohou vznikat zaznéje.
Na obr. 2.30 - 2.35 jsou zndzornéna feseni pocdtecni ulohy (2.20), (2.21) spoleéné se svymi
obéalkami a fazovymi portréty pro dané volby parametru. Obélka feSeni konverguje k nule.

y'(f)
y(f) 107

-10t
Obr. 2.30: Reseni pocatecni tlohy (2.17), (2.18) a jeho fizovy portrét (modfe), obélka fesenf

(Gervené) pro volbu parametru yo =0, y1 =0, w = %, O0=2,D=10,b= 13—0.

Obr. 2.31: Resenf pocatecni tlohy (2.17), (2.18) a jeho fazovy portrét (modie), obalka feseni
(Gervené) pro volbu parametru yo =0, y1 =0, w =5, Q=2, D =10,b= ﬁ.
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y(t)

1.0
0.5
0.0 t
25 30
-0.5

-1.0

Obr. 2.32: Reseni pocatecni tlohy (2.17), (2.18) a jeho fizovy portrét (modfe), obélka fesenf

(Gervené) pro volbu parametru yo =1, y1 =0, w=1, Q=2 D=1,b= 1_10_

y'(t)

Obr. 2.33: Resen{ pocatecni tlohy (2.17), (2.18) a jeho fazovy portrét (modie), obélka feSeni
(¢ervené) pro volbu parametrii yo =0, y1 =0, w=1,Q2=2, D =5,b= 1.
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y(t)
0.2

0.1

0.0 t
20 30 40

Obr. 2.34: ReSenf pocatecni tlohy (2.17), (2.18) a jeho fazovy portrét (modie), obalka fesent
(Gervené) pro volbu parametriu yo =0, y1 =0, w = g, N=10,D=1,b= %.

y'(t)

Obr. 2.35: Reseni pocatecni tlohy (2.17), (2.18) a jeho fizovy portrét (modfe), obélka fesent
(Gervené) pro volbu parametru yo =1, y1 =1, w =1, Q = g, D=4 b= %.
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0 1 {! :

Obr. 2.36: ReSenf pocatecni tlohy (2.17), (2.18) a jeho fazovy portrét (modie), obalka fesent
(CGervené) pro volbu parametru yp = 1,91 =2, w =2,Q =19, D = 0.39,b = ﬁ. Specialni
D
W2 b2 02’

si blizké. V tomto piipadé dochézi k zaznéjim.

pripad volby parametru, kdy X = tlumeni b je velmi malé a frekvence w, {2 jsou

3.2.2.2 S rezonanci

Obecné fesenf rovnice (2.20) pro w? > b% a zéroven Q = v/w? — b2 m4 tvar:

-D
y(t) = Ae P sin /w2 — b2t + Be " cos Vw? — b2t + ﬁte_bt cosQt, A,BER,

pouzitim poc¢ate¢nich podminek (2.21) dostavame feSeni piislusné pocatecni ilohy:

—Dt
y(t) = Xe blsin(Qt + @) + 50 e % cos O,
5 — o] (2u192+ 2byoQ + bDE + D)? + Q2 (2500 + Dt)? o Q200 + Dt)
- 401 YT Ot 2y L bDE+ D

Upravime tvar feseni do vyhodnéjsiho tvaru
—Dt
y(t) = e (X sin (Qt + ¢) + 50 sin (Qt + g))

a pouzitim vztahu (2.11) - (2.13) ziskdvdame konecény tvar feSeni pocdtecni tlohy (2.20), (2.21)
ve tvaru:

y(t) = E(t) siny(t),
D22 XDt
_ bt 2 _ :
E(t)=e X2 4+ 2 sin ¢,

kde funkce E(t) je obalkou feseni y(t).
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Na obr. 2.37 - 2.38 jsou zndzornéna feSeni pocatecni ulohy (2.20), (2.21) spoleéné se svymi
obéalkami a fazovymi portréty pro dané volby parametru. I kdyz v tomto piipadé dochézi k re-
zonanci, feseni je omezené a amplituda klesa az do nuly.

y'(f)
y(t)
4_
6_
4 2
2
0 t y(t)
of 2 0 40 50 60 70 -4 2 4
-4 -2
-6 F
4t

Obr. 2.37: Reen{ pocatecni tlohy (2.17), (2.18) a jeho fazovy portrét (modie), obélka feSeni
(Gervené) pro volbu parametru yop =0, y1 =0, w = 1%7 D=5 b= %,

030 40 50 60 70

Obr. 2.38: ReSenf pocatecni tlohy (2.17), (2.18) a jeho fazovy portrét (modie), obalka fesent

(Gervené) pro volbu parametru yo =4, y1 =0, w = 1%, D=5b= %.
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Kapitola 3

Prehled zakladnich nelinearnich
oscilatoru

V této kapitole si neklademe za cil sepsat vyGerpavajici seznam vSech nelinedrnich oscilatoru,
zminujeme pouze par ze zakladnich oscilatoru, které upoutaly nasi pozornost. V dalsich kapi-
tolach budeme analyzovat dva z téchto systému vice podrobnéji. Informace v této kapitole byly
cerpany z [1], [2], [3] a [10].

3.1 Matematické kyvadlo

V kapitole linedrnich oscilatoru jsme pomoci rovnovahy sil odvodili rovnici (2.3) popisujici pohyb
matematického kyvadla a nésledné jsme zkoumali rovnici (2.4) vzniklou jeji linearizaci. Linerizo-
vana rovnice aproximuje feSeni uspokojivé jen pro malé vychylky od rovnovazné polohy, a proto
m4& smysl FeSit i puvodni nelinearni rovnici.

Matematické kyvadlo je popsano nasledujici nelinearni diferencialni rovnici 2. fadu ve tvaru

u (t) + w?sinu(t) = 0,

kde w € R.

3.2 Duffingtv oscilator

Duffingova rovnice je jednim z nejjednodusSich nelinedrnich modela, k linedrnimu modelu je
pridan pouze jeden ¢len, a to kubicka tuhost. Popisuje Sirokou skalu fyzikalnich systému

a v soucasnosti je ukdzkovym modelem, na kterém muze byt vylozena fada zékladnich pojmu

nelinearni dynamiky. Vice se timto systémem budeme zabyvat v Kapitole 4.
Duffinguv oscildtor je popsdn nésledujici nelindrni diferencidlni rovnici 2. fadu ve tvaru

u (t) + 20w (t) + wu(t) + M (t) = Dcos O,

kde b,\, D, Q2 >0aw e R.

3.3 Asymetricky oscilator

Asymetricky oscilator je oznaceni pro obycejné linearni kyvadlo obohacené o tzv. skdkajici neli-
nearitu. Jednd se o po ¢astech linearni funkci popisujici tuhost asymetrického oscilatoru, ktera
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typicky nabyvé ruznych hodnot pro kladné, resp. zaporné tihly. Blize se timto modelem budeme
zabyvat v Kapitole 5.
Asymetricky oscildtor je popsdn nésledujici nelinearni diferencidlni rovnici 2. fddu ve tvaru

u”’(t) + aut(t) — Bu” (t) = 0,

kde u™t(t) = max{u(t),0}, v (t) = max{—u(t),0}, a, 8 > 0.

3.4 Van der Poluv oscilator

Van der Pol popsal tento oscilator ve svém ¢lanku z roku 1928. Jedna se o systém s ne-
linearnim ¢lenem tlumeni, kterym se modeluji oscilace jak ve fyzikalnich, tak biologickych
védach. Napiiklad v biologii se autorim R. Fitzhugh a J. Nagumo podafilo rozsifit tuto rov-
nici do roviny jako model akénich potencidlii neuront. Rovnice byla také vyuzita v seismologii
k modelovani dvou tektonickych desek v geologické poruse.

Van der Poluv oscildtor je popsan nasledujici nelinearni diferencidlni rovnici 2. fadu ve tvaru

u'(t) —e (1 — () u'(t) +ult) =0,

kde € > 0.

3.5 Pruzné (elastické) kyvadlo

Elastické kyvadlo je model popisujici pohyb hmotného bodu zavéseného na nehmotné pruziné
o klidové nezatizené délce [. Funkce u popisuje odchylku kyvadla od svislého sméru a v zménu
délky pruziny vudi jeji klidové délce. Pruzné kyvadlo je model, kterym lze sledovat fadu pozo-
ruhodnych jevl, napiiklad v minulosti byly pomoci néj modelovany vazby mezi kmity molekuly
COa.

Elastické kyvadlo je popsano soustavou dvou nelinearnich diferencidlnich rovnic 2. fadu ve tvaru

" 2
O T

V(1) — (L4 v(t)) (/1) = Acosu(t) + w?o(t) =0,

u' ()0 (t) + w2 sinu(t) = 0,

kde I, A > 0 a wy, w, € R.

3.6 Spojena kyvadla

Tento model sestava ze dvou identickych kyvadel, jejichz zavazi jsou propojena pruzinou o tu-
hosti k. Funkce u, resp. v popisuji odchylku prvniho, resp. druhého kyvadla od svislého sméru.
Oproti standardnimu modelu s jednim kyvadlem v tomto piipadé, diky propojeni pruzinou,
dochézi k vymeéné energie mezi obéma kyvadly. Rovnice byla napiiklad vyuzita k vysvétleni
nékterych jevu sluneéniho zafeni.

Spojena kyvadla jsou popsdana soustavou dvou nelinedrnich diferencidlnich rovnic 2. fadu ve
tvaru

{u”(t) + w?sinu(t) 4 k (sinu(t) — sinwv(t)) = 0,
V" () + w?sinw(t) — k (sinu(t) — sinv(t)) =0

kde k >0aw e R.

31



Kapitola 4

Duffingova rovnice

Duffingova rovnice byla pojmenovana podle némeckého inzenyra George Duffinga, ktery se aka-
demické ¢innosti vénoval pouze ve svém volném case. Koncept nelinedrnich kmitua byl zndm jiz
dlouho pfedtim, nez Duffing zvefejnil svoji zndmou knihu o kmitani, ve které se poprvé ob-
jevila jeho znama rovnice. Duffing byl ale prvnim autorem, ktery se zacal zabyvat rovnicemi
s kvadratickou a kubickou nelinearitou (viz [5]). Termin Duffingovy rovnice se v dnesni dobé
pouziva pro diferenciani rovnice s kubickym ¢lenem tuhosti bez ohledu na typ tlumeni nebo
buzeni. Obecna Duffingova rovnice s kubickymi a kvadratickymi nelinearitami charakterizuje
velkou §kalu MEMS/NEMS ! oscildtorii, které se hojné vyuzivaji ve fotovoltaice, mikroelektro-
nice nebo optice (viz [9]).

Duffingova rovnice se pro velkou ¢dst nelinearnich systému dé vyuzit jako hruby popis chovéni,
kdyz nelinearni ¢len nahradime pfislusnym Taylorovym polynomem tfetiho stupné. Diky tomu
se nasledné zkoumani kvalitativnich vlastnosti vyrazné zjednodusi.

V nésledujicim textu budeme uvazovat po¢. tlohu pro Duffingovu rovnici ve tvaru:

u (t) 4 2bu/ (t) + w?u(t) + M (t) = D cos Qt, (4.1)

u(0 0,
10 (4.2)

u'(0) = 1.
kde nezndma funkce u = w(t) popisuje polohu v ¢ase ¢, b je tlumeni, w linedrni tuhost, A ne-
linedrni (kubickd) tuhost, D amplituda periodické budici sily a Q frekvence periodické budici

sily. Takto zvolend rovnice (4.1) popisuje tlumeny, periodicky buzeny oscildtor s nelinedrnim
¢lenem tuhosti.

4.1 Metoda homotopické analyzy (HAM)

Metoda homotopické analyzy, déale také HAM, je metoda na feSeni silné nelinearnich dife-
rencidlnich rovnic. Od ostatnich analytickych metod se 1isi v nékolika nasledujicich vlastnostech.
Hlavni vyhodou (viz [4], [7]) je jeji §iroké vyuziti, HAM je nezdvisla na velikosti vstupnich pa-
rametri fesené diferencidlni rovnice. Lze ji vyuzit na vétsinu nelinedrni problematiky napfic

'MEMS = mikro-elektromechanicky systém, NEMS = nano-elektromechanicky systém
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védnimi obory. Posledni vyhodou je bezpochyby volnost, kterou ndm HAM nabizi pii volbé po-
mocného linearniho operatoru L.

Zakladnim principem metody HAM (viz [11] nebo [6]) je koncept tzv. homotopického spojeni.
Jedna se o spojitou transformaci mezi dvéma objekty, v nasem piipadé operatory, které poji
spoletna vlastnost v urc¢itém aspektu. Napiiklad kruznice muze byt spojité transformovana na
elipsu nebo ¢tverec, nikoli vSak tfeba na hyperbolu.

Uvazujme nelinearni diferencidlni rovnici
Nfu()] = 0, (4.3)

kde N je nelinedrni operator. Pouzitim parametru p € (0, 1) a homotopické transformace muzeme
sestrojit systém rovnic

(1 =p)L[U(E, p) — uo(t)] = copN[U (¢, p)], (4.4)

kde L je pomocny linedrni operdtor, ug(t) pocateéni odhad u(t) a ¢y parametr zajistujici
naslednou konvergenci Taylorova rozvoje (viz nize). Tento systém ¢asto oznac¢ujeme jako rovnici
homotopického spojeni a jeji feseni U (t, p) zavisi na parametru p.

Pro p = 0 pfechdzi (4.4) na linearni rovnici

LU, p) — uo(t)] = 0 (4.5)

a pocatecni odhad U(t,0) = ug(t) je jejim feSenim. Naopak pro p = 1 je rovnice (4.4) ekvivalentni
s puvodni nelinedrni rovnici (4.3). Z toho duvodu se spojitou zménou parametru p reseni U (t, p)
rovnice (4.4) deformuje z pocateéniho odhadu ug(t) na feseni uvazované nelinearni rovnice (4.3).
Pokud rozvineme U(t, p) do Taylorovy rady vzhledem k p se stredem v p =0

+oo
U(t,p) =Y ua(t)p" (4.6)
n=1

a za predpokladu, ze parametr ¢q byl zvolen tak, aby fada (4.6) konvergovala v p = 1, dostavdme
feseni puvodni nelinearni diferencidlni rovnice (4.3) ve tvaru

+oo
u(z) = un(t). (4.7)
n=1

V tomto textu budeme HAM vyuzivat k feseni Duffingovy rovnice ve tvaru (4.1) (ukdzka pouziti
na jednoduchém piikladu viz [8]).

Uvazujme parametr p € (0,1) a funkci U(¢,p) : RT x (0,1) — R, kterd popisuje spojity prechod
od pocatecniho odhadu U(t,0) = ug(t) k presnému feseni U(t,1) = wu(t) Duffingovy rovnice
v zéavislosti na parametru p.

Nelinedrni operdtor N[U(t,p),t] ma v nasem piipadé podobu

2
NU(t,p), 1] = 3(({)7(57;,]9) + 2baUéi’p) WU p) + NU(tp) — DeosQt (4.8)

a linedrni operdator L[U (¢, p)] muzeme zvolit ve tvaru

_ 9?U(t,p)

L[U(t,p)] = 7+ Q?U(t, p). (4.9)
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Resenf U(t,p) rozvineme do Taylorovy fady vzhledem k parametru p

+oo
U(t,p) = un(t)p" (4.10)
n=0
s koeficienty
o"U(t,0) 1

Lemma 4.1.1. Necht L|U(t,p)] je linedrni operdtor dany predpisem (4.9), potom ¥n € N :

o" LU, p) —uo(t)] 9" 'LIU(t,p) —uo(t)]

apn (1= PILUEP) —uo(®)]) = (1-p) ap" aprT

(4.12)

Dukaz. Dukaz provedeme matematickou indukei.
Pro dalsf dpravy ozna¢me vyraz na levé, resp. pravé strané rovnice (4.12) symbolem V', resp.
Vp.

Oveérime platnost tvrzeni pro n = 1:

v (;1 (1 LU (Ep)— w0l — (1 —p) 6L[U(t,g;— ()] d(1d; p)

L[U(t,p) - uO(t)] =

OL[U(t,p) — uo(t)]
dp

Necht tvrzeni plati pro n = m. UkdZeme, Ze plati i pro n = m + 1.

—(1—p) — L[U(t,p) — uo(t)] = Vp.

omtt 0 ( om

V= e (= DL )~ w) = 5 (5 (=L ()~ w(0)) =

o <(1 _p)amL[U(t,p) —u®)] _9mT'LU() —uo(t)]> _

ap apm apm—l
OmILIU(t, p) — uo(t)] O LIU(t, p) — uo(t)]
=(1- ’ — 1 ’ =Vt
1-p) Jpmt (m +1) opm Vp

O]

Lemma 4.1.2. Necht N[U(t,p),t] je nelinedrni operdtor dany prepisem (4.8), potom ¥n € N :

o _ 0" IN[U(t,p),1] O"N[U(t,p), ]
o (copN[U(t,p),t]) = nco gy + cop o .

(4.13)

Dukaz. Dukaz provedeme matematickou indukei.

Pro dalsi dpravy ozna¢me vyraz na levé, resp. pravé strané rovnice (4.13) symbolem Z7}, resp.
Zp.

Oveérime platnost tvrzeni pro n = 1:

5 d ON[U(t,p),t
ON|[U(t,p),t
— Nt t] + cop? UGV _ 1
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Necht tvrzeni plati pro n = m. UkéZeme, Ze plati i pro n = m + 1;
gm+l 0 ( am

Znt = T (copN[U(t,p),t]) = 3 \ o (copN [U(t,p),t])) =

_ 0 O IN[U(t,p), 1] O"N[U(t,p), ]

= 871) <mco 8pm_1 + cop apm >

___O"N[U(t,p)1] IMN[U(t,p),t] I"IN[U(t,p),t]

= mco apm +¢o apm + cop apmiL

OmNI[U(t,p),t OMHIN[U(t, p),t
[ (,p),]+00p [U(t,p), ]
apm 8pm+1

_ rm+1
=z,

= (m+1)co
]

Pokud rovnici homotopického spojeni (4.4) n-krat parcidlné zderivujeme podle p a pouzijeme
Lemmata 2.1., 2.2. dostavame
O"L[U(t,p) —uo(t)] 9" 'L[U(t,p) — uo(t)] 0" IN[U(t,p).t] ,  I"N[U(t,p).1]
—n = ncy “+cop .
apn apn— 1 8pn— 1 8pn

Nyni diky linearité L a za predpokladu zaménnosti parcialnich derivaci dostavame

(1-p)

_ 9" 'N[U(t,p),t] O"N[U(t,p), 1]
= nco + cop :

8pn—1 8}9"‘
Dosadime za p = 0 a vyuzijeme vztah pro Taylorovy koeficienty u,(t). Musime v8ak uvazovat
zv1ast pifpad n =1an > 2.

e Pro n =1 dostavame

aU(tp)}
L|—= = coN[U(t,p),t]|p=
| = o) e
Llui(t)] = coN[U(t,p), t]]p=0- (4.14)
e Pro n > 2 dostavame
o"U(t,p) " tU(t,p) a ot

po vydéleni n! a pouziti vztahu (4.11) ziskdvame

L0 N0 ) )], (4.15)

Llun(t) — up—1(t)] = COMW [

Sjednocenim vztahu (4.14) — (4.15) dostédvame tzv. deformaéni rovnici n-tého fadu

n—1
u%m—xwwwn:mmngLANwwmwmo, (4.16)
kde
w={l 02 (1
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4.2 Aproximace reSeni metodou HAM
Pocatecni odhad ug(t) uvazujme ve tvaru
up(t) = zsin(Qt + ¢), (4.18)

kde z, Q, ¢ € R. Vsimnéme si, ze plati Lug(t)] = 0, uo(0) = zsin ¢, uj(0) = 282 cos .
Deformaéni rovnici prvniho fddu ziskdme ze vztahu (4.16), (4.17) a (4.9) dosazenim za n = 1:

uf (t) + Q%uy (t) = coNuo(t), 1], (4.19)
Nelinearn{ vyraz na pravé strané rovnice (4.19) mé po dosazeni ze vztahu (4.8) podobu:
NTug(t), ] = (zsin(Qt+p))" +2b(2 sin(Qt+p)) +w?2 sin(Q +¢) + A2 sin(Qt+p))® — D cos Ot =
= (w?z — Q%2) sin(Q + ) + 2002z cos(Ut + @) + Az3sin®(Qt + ) — D cos Q.
Vyuzijeme vztahu sin®(Qt + @) = 2 sin(Qt + ¢) — 1 sin (3(Qt + ¢)):

Nlup(t),t] = (wzz - QQZ) sin (Qt + ) + 200z cos(Qt + )+

1
+A23 (i sin(Qt + ¢) — 1 sin (3(Qt + go))) — D cos Q. (4.20)

Pozadujeme, aby feseni u;(t) rovnice (4.19) bylo omezené, nesmi proto dochdzet k rezonanci.
Pravé strana rovnice (4.19) tedy nesmi obsahovat vyrazy sinQt, cosQt, které jsou ve funda-
mentdlnim systému levé strany rovnice (4.19).
Dosadime (4.20) do (4.19), vyuzijeme vztaht

sin(Qt + ¢) = cos ¢ sin Qt + sin ¢ cos O,

cos(QUt + ¢) = cos ¢ cos Qt — sin @ sin Ot

a koeficienty pfed sin Qt i pred cos 2t polozime rovny nule. Tim ziskame nésledujici soustavu
dvou rovnic.
sin Ot :

co <(w2t — Q%2) sinp — 2bQzsin p + Z/\z?’ cos (p) =0, (4.21)

cos {2t : 3
o ((w2t — Q%2) cos p + 2bQz cos ¢ + Z)\Z2 sinp — D> =0. (4.22)

Poznamenejme, ze parametr ¢y nemd vliv na dal$i dpravy. Umocnime oba vztahy na druhou
a seCtenim dostavame vysledny tvar kiivky, popisujici vztah mezi amplitudou z a budici frekvenci
). Tento vztah muzeme chapat jako amplitudovou charakteristiku feseni rovnice (4.1) pomoci
HAM prvniho fadu, protoze popisuje vzajemnou vazbu mezi amplitudou z a budici frekvenci 2.

3
(z(w2 +02) + 4/\z3> + 4b*2%Q* = D2 (4.23)
Na obr. 4.1 - 4.3 je zndzornéna amplitudova charakteristika feSeni poc¢atecni tlohy (4.1), (4.2)
ziskand metodou HAM prvniho fddu, resp. numerickym vypoctem (viz pozndmka nize). Amplitu-

dovou charakteristikou u nelinearnich systému myslime zavislost amplitudy na budici frekvenci,
nikoliv na bezrozmérnych veli¢indch jako u linedrnich systému.
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Obr. 4.1: Amplitudova charakteristika feseni poc¢atecni ulohy (4.1), (4.2) pro volbu parametru
b=01,w=2A=1,D=1.
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Obr. 4.2: Amplitudova charakteristika feseni poc¢atecni ulohy (4.1), (4.2) pro volbu parametru
b=02 w=2 A=2 D=4,
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Obr. 4.3: Amplitudova charakteristika feseni pocatecni ulohy (4.1), (4.2) pro volbu parametru
b=02,w=23A=1,D=1.

Poznamka 4.2.1. Numerické hodnoty na obr. 4.1 - 4.8 byly ziskdny za pomoci software Mathe-
matica. Nalezené hodnoty jsou extrémni hodnoty amplitudy Teseni pocdatecni dlohy (4.1),(4.2)
v zavislosti na parametru Q pro casy z intervalu (100,200). Mazima byla hleddina pro casy
vzddlené od pocdtku, abychom zmirnili vliv pocdteénich podminek na hodnoty amplitudy.

Za predpokladu, ze hledané feseni u(t) je omezené, prechazi rovnice (4.19) na tvar

—coAz3

ull (t) + Q%uy (t) = sin(3Qt + 3¢), (4.24)

kde za z dosazujeme ze vztahu (4.23) a za ¢ z (4.21), nebo (4.22).
Reseni Duffingovy rovnice (4.1) muzeme aproximovat nasledovné

+o0
u(t) = U(t,1) = 3 un(t) - 17 ~ ug(t) +ur(t) (4.25)
n=0

a pocatecni podminky (4.2) pro aproximované feseni (4.25) prechazeji na tvar

0) +u1(0) =0,
u0(0) +21(0) (4.26)
u(0) +u(0) =1
Resen{ pocatecn{ dlohy (4.24), (4.26) ma tvar
_ . 3 . .
s (1) = —zsin g cos Ot + (1 — 20 cos p) sin Qt n coAz®(cos Qt — 1) sin(3Q + 34,0). (4.27)

Q 403

Na obr. 4.4 - 4.6 jsou znazornéna numerickd reseni poc¢ateéni ulohy (4.1), (4.2) (modie) a feseni
piislusné pocatecni tlohy ziskand metodou HAM nultého fadu (zlute).
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Obr. 4.4: Reseni pocateéni tlohy (4.1), (4.2) a aproximace feseni dané pocateéni tlohy metodou
HAM nultého 7adu pro volbu parametra b = 0.5, w =05, A=1,D =8, Q= 1.

- U
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Obr. 4.5: Resen{ pocateéni tlohy (4.1), (4.2) a aproximace feseni dané pocateéni tilohy metodou
HAM nultého #ddu pro volbu parametru b = 0.5, w =05, A=1, D =8, Q=1.
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Obr. 4.6: Resen{ pocatecni tlohy (4.1), (4.2) a aproximace Feseni dané pocatecni tlohy metodou
HAM nultého Faddu pro volbu parametra b = 0.5, w =05, A=1, D=8, Q= 1.

Na obr. 4.7 - 4.9 jsou znazornéna numericka feseni po¢atecni tlohy (4.1), (4.2) (modfe), poc¢atecni
odhady feSeni ug (zluté) a Feseni piislusné pocatecni ilohy ziskand metodou HAM prvniho fadu
(zelené). Pocatecni odhad wug je zde dan vztahem (4.18), kde parametry z, ¢ jsme dopocetli ze
vztahu (4.23) a (4.21).

Obr. 4.7: ReSeni pocéatecni tlohy (4.1), (4.2), pocatecéni odhad wug a aproximace feseni dané
pocate¢ni ilohy metodou HAM prvniho #adu pro volbu parametri b = 0.5, w = 0.5, A\ =1, D =
8, Q=1
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Up + U4

-2

Obr. 4.8: ReSeni poéitecni tlohy (4.1), (4.2), pocatecni odhad ug a aproximace feseni dané
pocatecni dlohy metodou HAM prvniho #adu pro volbu parametru b =1, w =1, A =0.5, D =
4,0 =0.5.

Ug + U4

Obr. 4.9: ReSeni pocitecni tlohy (4.1), (4.2), pocatecni odhad ug a aproximace feseni dané
pocate¢ni ilohy metodou HAM prvniho #ddu pro volbu parametri b = 0.3, w = 0.5, A =5, D =
1,Q=2

Na obr. 4.10 - 4.12 jsou zndzornéna numerickd feseni pocatecni tlohy (4.1), (4.2) (modfe),
pocatecni odhady Feseni ug (zluté) a feseni piislusné pocdteéni tlohy ziskand metodou HAM
prvniho fadu (zelené) pro stejné volby parametrii jako na obr. 4.7 - 4.9. Reseni u(t) je vy-
kresleno pro ¢asy vzdalené od pocatku, abychom zkoumali, jak se feseni chova, pokud jiz neni
zatizeno pocatecnimi podminkami. I pfesto, ze pocateéni odhad ug pro Casy blizké nule neni
dobrou aproximaci feseni wu(t), s rostoucim ¢asem se amplituda poc¢atetniho odhadu ug velmi
blizi amplitudé feseni u(t). Naopak aproximace FeSeni ug+u; splituje poc¢dteéni podminky (4.2),
chovanim se ale pfesnému feSeni piilis neblizi. Pfesnost aproximace silné zavisi na vstupnich
parametrech rovnice (4.1), tato skuteénost muze byt zpusobena ,naivni“ volbou poé¢étec¢nich
podminek (4.26).
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Up + U4

Obr. 4.10: Reseni pocateéni tlohy (4.1), (4.2), pocateéni odhad 1y a aproximace feseni dané
pocatecni tlohy metodou HAM prvniho fadu pro volbu parametra b = 0.5, w = 0.5, A =1, D =
8, Q=1

Ug + U4

-2

T T T T T T

Obr. 4.11: Resen{ pocatecni tlohy (4.1), (4.2), pocatecni odhad ug a aproximace feseni dané
pocate¢ni tdlohy metodou HAM prvniho fddu pro volbu parametru b=1,w =1, A =0.5, D =
4,0 =0.5.
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Ug + U4

Obr. 4.12: Resen{ pocatecni tlohy (4.1), (4.2), pocatecéni odhad ug a aproximace feseni dané
pocate¢ni ilohy metodou HAM prvniho #ddu pro volbu parametri b= 0.3, w = 0.5, A\ =5, D =
1, = 2. Pocétecni odhad wug a FeSeni u(t) jsou pro zobrazené ¢asy az na posun témér identické.

Obdobnym zpusobem muzeme v odvozovani pokracovat pro druhou iteraci, vyrazy se ale rychle
stavaji komplikovanymi a zpfesnéni, kterého timto dosahneme, neni piilis veliké.
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Kapitola 5

Asymetricky oscilator

5.1 Matematické kyvadlo se zarazkami

Uvazujme matematické kyvadlo se dvéma zarazkami, které zkracuji aktivni délku zavésu v zavislosti
na poloze hmotného bodu.

LLLIL L L

Obr. 5.1: Model matematického kyvadla se zarazkami.

Necht dhel u je kladny v pravé poloroviné a zadporny v levé poloroviné. Oznacme [y aktivni délkou
zavésu v pravé poloroviné a [y aktivni délkou zavésu v levé poloroviné. Stejné jako v piipadé
matematického kyvadla bez zarazek je délka zavésu neménna, gravitaéni pole homogenni a odpor
vzduchu spoleéné se tfenim v zavésu zanedbany.

Pokud pohyb kyvadla rozdélime na dva pfipady, tj. w > 0, resp. u < 0 a provedeme stejné
odvozeni jako v kapitole jednoduchého matematického kyvadla, muzeme psat
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u>0:
g

u”(t) + o sinu(t) =0, (5.1)
1
u<0:
u”(t) + lgsin u(t) = 0. (5.2)
2
Oznacime o = lg’ 8= lg a provedeme obdobnou linearizaci jako u jednoduchého matematického
1 2
kyvadla
u>0:
u”(t) + au(t) =0, (5.3)
u<0:
u”(t) + Bu(t) = 0. (5.4)

Rovnice (5.3), (5.4) muzeme jednotné zapsat pomoci kladné a zdporné ¢asti u a dostavdme
vysledny vztah popisujici pohyb matematického kyvadla se dvéma zardzkami ve tvaru

u”’(t) + aut(t) — Bu (t) = 0, (5.5)

kde ut(t) = max{u(t), 0}, u=(t) = max{—u(t),0} a @ = % B = %

5.2 Volné kmity

5.2.1 Netlumené kmity

Uvazujme pocéateéni tlohu pro homogenni nelinearni diferencidlni rovnici 2. fadu ve tvaru:

u"(t) + aut () — Bu” (t) = 0, (5.6)
ot &

Reseni lze analyticky popsat ,lepenim* kladnych a zdpornych ¢ésti, tj. postupné fesime pocatecni
ulohu (5.6), (5.7) a navazujeme tak, abychom dostali hladké feseni (v bodech napojeni sedi 1.
i 2. derivace). Vysledné feseni dané pocatecni dlohy ma tvar:
1 m
—— sinat pro t € (0, —=) + kT,
o a

Va va
1 . T ™ ™ ™
—ﬁsm\/g(t—\ﬁ) prot€<ﬁ, ﬁ—i_ﬁ
kdeT:ﬁ+ﬁakeZ.

Na obr. 5.2 - 5.4 jsou zndzornéna feseni pocate¢ni ilohy (5.6), (5.7) spoleéné se svymi fazovymi
portréty pro danou volbu parametru. Systém kona periodicky pohyb s periodou T a kladné,
resp. zaporné Casti feeni u(t) maji konstantni amplitudu.

u(t) =
) + KT,
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u(t)
1.0+

05F

-1.0r

Obr. 5.2: Redeni pocétecni tlohy (5.6), (5.7) a jeho fizovy portrét pro volbu parametri
a = = 1. Pro tuto volbu parametru prechdzi rovnice (5.6) na linedrni rovnici a FeSeni wu(t)

kond harmonicky kmitavy pohyb.
u'(t)

u(t)
04r

02 /\

L L |A L L L A L L L /\: L L t L

5 10 15 20 I

0.2} L
-04r -10 -0.8 -06 -04 -02 |
-0.6F :
0.8} I

-05
-1.0F -

Obr. 5.3: Redeni pocateéni tlohy (5.6), (5.7) a jeho fizovy portrét pro volbu parametrii
a =9, = 1. Parametr o > 3, a proto amplituda kladnych kmiti je mensi nez amplituda

zéapornych kmitu.

0.5
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u'(t)

N |

/B

1

o

N}
T

Obr. 5.4: Reseni pocateéni tlohy (5.6), (5.7) a jeho fizovy portrét pro volbu parametrii
a =1, 8 = 9. Opaénd volba parametru «, 5 nez na obr. 5.3. Analogicky v tomto pfipadé je

amplituda FeSeni pro kladné kmity vétsi nez pro zaporné kmity.

5.2.2 Tlumené kmity

Uvazujme pocatecni tlohu pro homogenni nelinearni diferencialni rovnici 2. fadu ve tvaru:

u”’(t) +bu'(t) + au™(t) — Bu~(t) =0, (5.9)
u(0) =0,
{UI(O) —1 (5.10)

Analyticky tvar feSeni lze obdobné jako pro volné netlumené kmity ziskat ,lepenim* kladnych
a zapornych ¢asti.

Na obr. 5.5 - 5.8 jsou zndzornéna feSeni pocatecni ulohy (5.9), (5.10) spole¢né se svymi fazovymi
portréty pro danou volbu parametru. Systém kond oscilatoricky pohyb a amplituda Feseni u(t)
s rostoucim ¢asem klesd. Vyjimkou je obr. 5.8, kde feseni u(t) je diky volbé b utlumeno diive,
nez dojde k oscilatorickému pohybu.
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u(t)

_04F[

-0.6F

Obr. 5.5: Reseni pocdtecni tlohy (5.9), (5.10) a jeho fézovy portrét pro volbu parametrii
a = =1, b=0.25. Pro volbu parametru a = 8 prechézi rovnice (5.9) na linedrni rovnici.

u(t)

o_zh‘ .

Obr. 5.6: Reseni pocdtecni tlohy (5.9), (5.10) a jeho fézovy portrét pro volbu parametrii
a=29, 4 =1,b=0.25. Diky odlisnym volbam «,  neni feseni u(t) soumérné podle vodorovné
0sy.
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u'(t)

u(t)

0.8

0.6

0.4

0.2

Obr. 5.7: ReSeni pocdtecni tlohy (5.9), (5.10) a jeho fézovy portrét pro volbu parametrii
a=1,6=9,b=0.25.

0.3
0.2

0.1

Obr. 5.8: Reseni pocdtecni tlohy (5.9), (5.10) a jeho fézovy portrét pro volbu parametrii
a=1, =1, b= 2. Systém se pro takto zvolené tlumeni b pfiblizi své rovnovazné poloze jiz po

velmi kratkém case.
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5.3 Vazané kmity

5.3.1 Netlumené kmity

Uvazujme pocatecni tlohu pro homogenni nelinearni diferencidlni rovnici 2. fadu ve tvaru:

u"(t) + aut () — Bu(t) = f(t), (5.11)
u(0) =0,
{u/(O) 1 (5.12)

Bez rezonance

V tomto piipadé volime funkci f na pravé strané rovnice (5.11) ve tvaru f(¢) = Dsin(, kde
D, Q € R. Na obr. 5.9 - 5.15 jsou zndzornéna feseni pocdtecni tlohy (5.11), (5.12) spole¢né se
svymi fazovymi portréty pro danou volbu parametru. Na obr. 5.10 - 5.15 se feSeni u(t) svym
chovanim blizi zaznéjim. Podrobnéjsi analyzou lze ziskat hodnoty parametri, pro které skuteéné
dochéazi k zaznéjim.

u'(t)
u(t) I

0.5

Obr. 5.9: Reseni pocdtecni tlohy (5.11), (5.12) a jeho fizovy portrét pro volbu parametrii
a=F=1,0=72D=1.
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u(t)
10t
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R A
T Vj |
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U I |

Obr. 5.10: Reseni pocatecni tlohy (5.11), (5.12) a jeho fizovy portrét pro volbu parametrit
a=353=1,0=25D=1.

u(t)

05F

u(t)

-0.5H

M

Obr. 5.11: ReSeni pocatecni tlohy (5.11), (5.12) a jeho fizovy portrét pro volbu parametrii
a=82 =19 Q=55 D=1.
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Obr. 5.12: ReSeni pocétecni tlohy (5.11), (5.12) a jeho fdzovy portrét pro volbu parametru
a=72 3=49 Q=172 D=1.

n[

20 T 10 60

Obr. 5.13: ReSeni pocatecni tlohy (5.11), (5.12) a jeho fizovy portrét pro volbu parametrit
a=1,=100,0=1,D=1.
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u'(t)

u(t)

2 40 ol

-0.6 -0.2

-1.0 -0.4

-0.8

—05F

Obr. 5.14: ReSeni pocatecni tlohy (5.11), (5.12) a jeho fizovy portrét pro volbu parametrit
a=100,8=1,Q=10,D = 1.

u'(t)

u(t)

u(t)

| VTR AT AV
IETNRRA

-2t

Obr. 5.15: Reseni pocatecni tlohy (5.11), (5.12) a jeho fizovy portrét pro volbu parametrit

\ﬁﬁ+¢??D va+ B
VIO T Vel o

5 , D = 1. Specidlni volba parametri, kdy €2 =

a=158=67,Q=

V rezonanci

1) Nejprve volime pravou stranu rovnice (5.11) jako f(t) = DsinQt. Pokud ma dochdzet
k rezonanci, musime zajistit, aby frekvence nebuzeného systému byla shodna s frekvenci pravé
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strany, tj. )
s s s

_ =
Ve /B Q
Po secteni vyrazu na levé strané rovnice, vykraceni m a vyjadieni €, ziskdvdme podminku pro
zajisténi rezonance ve tvaru
2v/af

Q=——"—.
va+B
Na obr. 5.16 - 5.18 jsou zndzornéna feSeni pocatecni dlohy (5.11), (5.12) spoletné se svymi

fézovymi portréty pro danou volbu parametru. Jelikoz dochézi k rezonanci, amplituda vychylky
roste nade vSechny meze a feSeni je neomezené.

(5.13)

u'(t)

)| || |
V/\V/\ A /\ /\ /0\ /\ 2 L . : - b
V”\/VVV | | Uso :

Obr. 5.16: ReSeni pocatecni tlohy (5.11), (5.12) a jeho fizovy portrét pro volbu parametri
a = =1, D = 1. ReSeni je linedrni, nebot pro o = 3 je rovnice 5.11 linedrni.
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u(t)
40+

N u(t)

1 0 40

Obr. 5.17: ReSenf pocatecni tlohy (5.11), (5.12) a jeho fizovy portrét pro volbu parametrii
a=1,8=9D=1.

U(_t)

gw_VAAAIA.A.AAAAA. . | I |

5 VVVVVV T
_105_ : RARREAN - i u(t)
-202— U U U
= u U u l’

Obr. 5.18: ReSeni pocatecni tlohy (5.11), (5.12) a jeho fizovy portrét pro volbu parametrii
a=9,8=1,D=1.

2) Dalsi moznost, jak muzeme zkusit docilit rezonance, je nasledujici. Volime funkci f na pravé
strané rovnice (5.11) rovnu feseni dané diferencidlni rovnice bez pravé strany, znacime wg(t),
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tj.

f(t) = un(?).
Na obr. 5.19 - 5.21 jsou znazornéna feSeni pocatecni tdlohy (5.11), (5.12) spoletné se svymi
fazovymi portréty pro danou volbu parametrii. Resenf ug(t), které nasledné dosazujeme jako
pravou stranu f(t), hleddme numericky. Stejné jako v ptredchozi volbé funkce na pravé strané
f(t) dochazi k rezonanci a proto s rostoucim ¢asem amplituda vychylky roste nade vSechny meze
a feSeni je neomezené.

] || -
VAV/\VO/\ /\ /\ /0\ 2 Ly B : | b u
VR Il !

Obr. 5.19: ReSeni pocatecni tlohy (5.11), (5.12) a jeho fizovy portrét pro volbu parametrii
a = = 1. Diky volbé a = 8 pfechdzi rovnice (5.11) na linearni rovnici.
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u'(t)

u(t)
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/\/\v/\v/\/\ VI
TR 5

Obr. 5.20: ReSeni pocatecni tlohy (5.11), (5.12) a jeho fizovy portrét pro volbu parametrii
a=1,8=09.

u'(t)

u(t)

5

;VAAAAIA.A.AAAA... A,
_55_ VVV\O/\/ 60 80

1l

20+

Obr. 5.21: ReSenf pocatecni tlohy (5.11), (5.12) a jeho fizovy portrét pro volbu parametrii
a=9,8=1

Na obr. 5.22 - 5.23 je zndzornéna amplitudova charakteristika feseni pocatecni tlohy (5.11),

2Vop

(5.12) ziskand numerickym vypoctem (viz pozndmka nize). Kdyz se Q blizi k —————= roste

Va+ B
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absolutni hodnota amplitudy vychylky nade vSechny meze. Je patrné, ze k vyraznéjsimu narustu
amplitudy dochdzi i pro dalsi hodnoty €2, evidentné se jednd o nasobky a zlomky puavodni volby
Q ze vztahu (5.13).

va+/B
Q= 4+ ap
NoT | va+/B

— Q0= m

Va+/B

Numericky

Obr. 5.22: Amplitudova charakteristika feseni po¢atecéni tilohy (5.11), (5.12) pro volbu parametru
a=9 =1
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Q= 2yap
Va+/B

1 Q= 4ap

N Va+/B
6? i Q= vag

Va+/B

Numericky

Obr. 5.23: Amplitudova charakteristika feseni poc¢atecni ilohy (5.11), (5.12) pro volbu parametru
a=1, =09

Poznadmka 5.3.1. Numerické hodnoty na obr. 5.22 - 5.23 byly ziskiny za pomoci software
Mathematica. Nalezené hodnoty jsou extrémni hodnoty amplitudy TeSend pocateéni dlohy (5.11),(5.12)
v zdvislosti na parametru  pro c¢asy z intervalu (100,200). Mazima byla hleddna pro céasy
vzddlené od pocdtku, abychom zmirnili vliv pocdteénich podminek na hodnoty amplitudy.

5.3.2 Tlumené kmity

Uvazujme pocéateéni tlohu pro homogenni nelinearni diferencidlni rovnici 2. fadu ve tvaru:

u”’(t) + b/ (t) + aut(t) — Bu(t) = f(t), (5.14)

{ w(0) =0, (5.15)

Bez rezonance

V tomto piipadé volime funkci f na pravé strané rovnice (5.14) ve tvaru f(t) = Dsin(,
kde D, 2 € R. Na obr. 5.24 - 5.30 jsou znézornéna feseni poc¢atecni tulohy (5.14), (5.15) spolecné
se svymi fazovymi portréty pro danou volbu parametru.
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Obr. 5.24: Reseni pocatecni tlohy (5.14), (5.15) a jeho fizovy portrét pro volbu parametrit
a=17,=0=3b=0.1,D=1.

u(t)
0.4

ool | |

nnnhhnﬂﬂﬁl\nﬂl\hmmt

Obr. 5.25: ReSeni pocatecni tlohy (5.14), (5.15) a jeho fazovy portrét pro volbu parametrit
a=72 =65 Q=41,b=0.1,D=1.
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Obr. 5.26: Reseni pocatecni tlohy (5.14), (5.15) a jeho fizovy portrét pro volbu parametrit
a=685=63 Q=168 b=04,D=1.

J‘

jLl'llll||HHHIHHIl“lllllHlllH“HllHHllH t

Obr. 5.27: ReSeni pocatecni tlohy (5.14), (5.15) a jeho fazovy portrét pro volbu parametrit
a=8, =185 Q=185 b=0.5 D = 1.
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Obr. 5.28: Reseni pocatecni tlohy (5.14), (5.15) a jeho fizovy portrét pro volbu parametrit

2
a=3 B=0925 Q= +2 )

5
]

,b=0.1,D=1.

u(t)

,*\F

0.1

-0.1 “

i

\
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Obr. 5.29: Reseni pocatecni tlohy (5.14), (5.15) a jeho fizovy portrét pro volbu parametrii
a =100, =10, Q=10,b=0.1, D = 1.
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Obr. 5.30: Reseni pocatecni tlohy (5.14), (5.15) a jeho fizovy portrét pro volbu parametrit
a=4,8=90,Q=2b=0.435 D = 1.

V rezonanci

1) Nejprve volime pravou stranu rovnice (5.14) jako f(t) = D sin Q¢. Identicky jako pro piipad
bez tlumeni, pokud mé dochézet k rezonanci, musi frekvence 2 spliiovat nésledujici podminku

Q- B
va+vB

Na obr. 5.31 - 5.33 jsou zndzornéna feSeni pocatecni ulohy (5.11), (5.12) spoleéné se svymi
fazovymi portréty pro danou volbu parametri. Systém kond oscilatoricky pohyb, amplituda
vychylky Feseni u(t) se po ¢ase ustali na pevné hodnoté.

(5.16)

u'(t)

u(t)
15F

0.5

u(t)

Obr. 5.31: ReSeni pocatecni tlohy (5.14), (5.15) a jeho fazovy portrét pro volbu parametrii
a=p=3,b=04,D =1.
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Obr. 5.32: Reseni pocatecni tlohy (5.14), (5.15) a jeho fizovy portrét pro volbu parametrit
a=1,8=950b=04,D=1.
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Obr. 5.33: Reseni pocatecni tlohy (5.14), (5.15) a jeho fizovy portrét pro volbu parametrit
a=10,8=1,b = 0.04, D = 1. V tomto piipadé diky malému tlumeni b dojde k ustaleni
amplitudy po znac¢né delsim case nez v pfedchozich piipadech.

2) Jako druhou moznost, jak docilit rezonance, opét volime funkei f na pravé strané rovnice
(5.11) jako numerické feseni dané diferencidlni rovnice bez pravé strany, znac¢ime ugy (),
tj.

f(t) = un(?).
Na obr. 5.19 - 5.21 jsou zndzornéna feseni pocatecni ulohy (5.11), (5.12) spoleéné se svymi
fdzovymi portréty pro danou volbu parametri. Abychom zajistili, Ze bude dochézet k rezonanci,
volime funkci f na pravé strané rovnice (5.14) jako feseni dané diferencidlni rovnice bez pravé
strany.
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Na obr. 5.34 - 5.37 jsou zndzornéna feSeni pocdtecni tlohy (5.14), (5.15) spoletné se svymi
fézovymi portréty pro danou volbu parametrii. Systém kond oscilatoricky pohyb a amplituda
vychylka feSeni u(t) s rostoucim ¢asem klesé k nule.

u'(t)

u(t)
0.6

ol

0.2

/\ /\./\.II\.A\;AVJ—M et i ot
1v V \/20 30 40
_02 L

Obr. 5.34: ReSen{ pocatecni tlohy (5.14), (5.15) a jeho fizovy portrét pro volbu parametri
a=F=3,b=04.
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0.5 /\
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Obr. 5.35: ReSeni pocatecni tlohy (5.14), (5.15) a jeho fizovy portrét pro volbu parametri
a=1,8=95b=04.
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Obr. 5.36: ReSeni pocatecni tlohy (5.14), (5.15) a jeho fizovy portrét pro volbu parametrii
a=87 =13 b=02

u(t)
15F

1.0¢

A

-1.0F

-15¢

Obr. 5.37: ReSeni pocatecni tlohy (5.14), (5.15) a jeho fizovy portrét pro volbu parametrii
a=6,53=6,b=0.04

Na obr. 5.38 - 5.39 je zndzornéna amplitudova charakteristika feseni pocatecni tlohy (5.14),

2Vop

(5.15) ziskand numerickym vypoétem (viz poznamka nize). Kdyz se Q blizi k ————— absolutni

Va+ B
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hodnota amplitudy vychylky z vyrazné roste. Diky tomu, Ze je systém tlumeny, ale nedochézi
k rastu z nade vSechny meze. Stejné jako pro netlumeny systém i zde dochazi k patrnému narastu
amplitudy i pro jiné volby 2, opét se jedna o ndsobky a zlomky puvodni volby Q ze vztahu (5.13).

o= 2YaB_
Va+/B

Q= 4+ap

N 21 i p—
Va+/B

Q= _YaE

Va+/B

Numericky

Obr. 5.38: Amplitudova charakteristika feseni po¢atecéni tilohy (5.11), (5.12) pro volbu parametru
a=38=1b=0.1.

Poznamka 5.3.2. Numerické hodnoty na obr. 5.88 - 5.39 byly ziskany za pomoci software
Mathematica. Nalezené hodnoty jsou extrémni hodnoty amplitudy TeSend pocdteéni dlohy (5.14),(5.15)
v zdvislosti na parametru 0 pro ¢asy z intervalu (100,200). Mazima byla hleddna pro céasy
vzddlené od pocdtku, abychom zmirnili vliv pocdteénich podminek na hodnoty amplitudy.
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Obr. 5.39: Amplitudova charakteristika feseni po¢atecéni tilohy (5.11), (5.12) pro volbu parametru
a=1,8=9b=0.1
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