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Abstrakt

Budeme se zabývat dynamickými systémy v diskrétnı́m prostředı́, které budeme modelovat
neorientovanými grafy. Jako výchozı́ bod uvedeme zákon zachovánı́, z něhož podrobně od-
vodı́me difuznı́ rovnici na daném grafu. Zanalyzujeme model, který je řı́zen lineárnı́m zákonem
na grafu o dvou a vı́ce vrcholech, jako přı́klady uvedeme rovnice na kružnici a cestě. V poslednı́
části představı́me model difuze dané vybraným nelineárnı́m zákonem na grafu o dvou vrcho-
lech. Kromě difuze mezi vrcholy postupně přidáme různé kombinace exponenciálnı́ a logistické
vnitřnı́ dynamiky v jednotlivých vrcholech. Zaměřı́me se předevšı́m na kvalitativnı́ vlastnosti
zkoumaných systémů, a to předevšı́m klidové stavy a jejich stabilitu.

Klı́čová slova: diferenciálnı́ rovnice, reakčně-difuznı́ rovnice, nelineárnı́ difuze, diskrétnı́ pro-
středı́, rovnice na grafech.
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Abstract

We deal with dynamic systems in a discrete structure, which we model by undirected gra-
phs. As a starting point, we present the conservation law, from which we deduce the diffusion
equation on a given graph in detail. We analyze the model, which is operated by a linear law
on a graph of two or more vertices, as examples we present equations on a cycle and a path. In
the last part, we present a model of diffusion operated by a selected nonlinear law on a graph
with two vertices. In addition to the diffusion between the vertices, we gradually add various
combinations of exponential and logistic internal dynamics in the individual vertices. We focus
mainly on qualitative properties of the investigated systems, especially on equilibria and their
stability.

Keywords: differential equations, reaction-diffusion equations, nonlinear diffusion, discrete spa-
tial structure, equations on graphs.
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Závěr 42

Literatura 44

v



Motivace
a základnı́ poznatky 1

1.1 Zákon zachovánı́

Mnoho procesů v přı́rodě a kolem nás funguje na základě zákonů zachovánı́ různých veličin.
Zkoumejme v této diplomové práci chovánı́ látky, jež je uzavřena v určitém prostoru.

Začněme připomenutı́m spojitého přı́padu, viz např. [6, 8]. Pro jednoduchost uvažujme 1D
model, napřı́klad úsek trubice o konečné nenulové délce (b − a) orientované podél osy x v
prostoru, viz Obrázek 1.1. V této trubici bude proměnná koncentrace jisté látky dána funkcı́
u(x, t), kde x ∈ R a t ≥ 0. Tok této látky se bude řı́dit funkcı́ φ(x, t). Uvažujme, že průřez této
trubice je konstantnı́ jednotkový a koncentrace látky se ve směru y ani z neměnı́, respektive
funkce u a φ jsou proměnné pouze podél osy x a závisı́ na čase. Pak je celková hmota látky v
daném čase a úseku určena integrálem ∫ b

a
u(x, t)dx.

Jestliže se hmota v čase trubicı́ pohybuje, pak je časová změna celkové hmoty v tyči dána
rozdı́lem látky, která vteče v bodě a a která vyteče v bodě b, tj.

d
dt

∫ b

a
u(x, t)dx = φ(a, t)− φ(b, t). (1.1)

Rovnice (1.1) se nazývá zákon zachovánı́ v integrálnı́m tvaru. Mějme podmı́nku, že funkce u
a φ jsou hladké. Levou stranu rovnice (1.1) pak můžeme upravit

d
dt

∫ b

a
u(x, t)dx =

∫ b

a

∂

∂t
u(x, t)dx =

∫ b

a
ut(x, t)dx,

kde ut značı́ parciálnı́ derivaci funkce u podle proměnné t, a s využitı́m fundamentálnı́ věty
matematické analýzy

φ(a, t)− φ(b, t) =
∫ a

b
φx(x, t)dx = −

∫ b

a
φx(x, t)dx.

Zákon zachovánı́ v (1.1) má tedy pak tvar∫ b

a
ut(x, t)dx = −

∫ b

a
φx(x, t)dx, (1.2)

1



KAPITOLA 1. MOTIVACE A ZÁKLADNÍ POZNATKY 2

a

φ(a, t)→

b
x

φ(b, t)→

u(x, t)

Obrázek 1.1: Trubice o délce (b− a) orientovaná podél osy x.

tedy ∫ b

a
(ut(x, t) + φx(x, t))dx = 0.

Tato rovnost platı́ pro všechny intervaly [a, b], a musı́ tedy platit

ut(x, t) + φx(x, t) = 0, (1.3)

kde x ∈ R a t ≥ 0. Rovnice (1.3) se nazývá lokálnı́ zákon zachovánı́.

Obdobně by šlo zákon zachovánı́ odvodit i ve vı́ce dimenzı́ch. Pak bychom uvažovali prostor
o objemu V, koncentrace látky by byla dána funkcı́ u(x, t) a tok látky by udávala vektorová
funkce φ(x, t). V přı́padě 3D modelu by pak rovnice (1.1) s využitı́m Gaussovy-Ostrogradského
věty měla tvar

d
dt

∫∫∫
V

u(x, t)dx = −
∫∫

∂V
φ(x, t) · n(x)dS = −

∫∫∫
V

divxφ(x, t)dx.

Po úpravě dostáváme ∫∫∫
V
(ut(x, t) + divxφ(x, t))dx = 0.

Jelikož tato zákonitost musı́ platit při každé volbě objemu V, musı́ platit

ut(x, t) + divxφ(x, t) = 0,

kde x ∈ R3 a t ≥ 0, což je parciálnı́ rovnice udávajı́cı́ lokálnı́ zákon zachovánı́ v prostoru.

1.1.1 Difuze

V 1D modelu jsme obdrželi parciálnı́ diferenciálnı́ rovnici (1.3), kdy u a φ na sobě nezávisı́.
Máme tak jednu rovnici pro dvě neznámé funkce. Doplňme proto ještě tzv. konstitutivnı́ vztah
mezi funkcemi φ a u, kdy φ bude operátorem u.

Zvolme nejprve nejjednoduššı́ přı́pad

φ(x, t) = c · u(x, t),

kde c ∈ R. Pak je (1.3) ve tvaru

ut(x, t) + c · ux(x, t) = 0.
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Tı́mto jsme zı́skali vztah pro transportnı́ rovnici. Jedná se o nejjednoduššı́ rovnici, jejı́ž řešenı́ je
ve formě tzv. cestujı́cı́ vlny. Použı́vá se např. pro modelovánı́ šı́řenı́ signálů, atd., viz [8].

V této práci se budeme zabývat difuzı́, zvolme proto jiný konstitutivnı́ vztah ve tvaru

φ(x, t) = −d · ux(x, t), (1.4)

kde d > 0, či ve vı́ce dimenzı́ch

φ(x, t) = −d · ∇xu(x, t),

kde ∇x je prostorový gradient. Tı́mto jsme zı́skali tzv. Fickův zákon, který řı́ká, že hustota di-
fuznı́ho toku φ je úměrná záporně vzatému gradientu koncentrace u. Pak dosad’me (1.4) do
(1.3) a zı́skáme

ut(x, t)− d · uxx(x, t) = 0 (1.5)

či ve vı́ce dimenzı́ch
ut(x, t)− d · ∆xu(x, t) = 0,

kde ∆xu(x, t) = divx (∇xu(x, t)) je tzv. Laplaceův operátor vzhledem k proměnné x.

Obdrželi jsme difuznı́ rovnici, která v přı́rodě popisuje napřı́klad vedenı́ tepla. Druhý termo-
dynamický zákon řı́ká, že teplo samovolně přecházı́ z teplejšı́ho tělesa na studenějšı́, čı́m většı́
je rozdı́l teplot, tı́m rychleji přenos tepla probı́há. Obdobně se chová napřı́klad i hmyz, jež se
přesouvá z mı́st s vysokou koncentracı́ do mı́st, kde je menšı́ zastoupenı́ jeho druhu, ve směru
největšı́ho úbytku koncentrace, viz např. [8].

1.1.2 Diskrétnı́ prostředı́

Doposud jsme popisovali systém ve spojitém prostředı́. Z určitého důvodu se ale může v přı́-
rodě látka šı́řit i na prostředı́ diskrétnı́m, napřı́klad uved’me neuronovou sı́t’, souostrovı́, různé
biotopy, atd., viz např. [10]. Pak je vhodné prostředı́ reprezentovat diskrétnı́ strukturou mo-
delovanou napřı́klad grafem. Mějme proto libovolný souvislý orientovaný graf G bez smyček,
množinu vrcholů označme V = {1, 2, ..., n} a množinu hran E ⊂ V ×V. Vyberme jeden vrchol
i, koncentraci zkoumané látky v tomto vrcholu v daném čase označme xi(t), všechny jeho sou-
sedy označme j, koncentraci látky v těchto vrcholech označme xj(t).

Pak zaved’me funkci
φ(i, j, t) : E×R+

0 → R+
0 ,

která bude udávat tok po orientované hraně (i, j) ∈ E v čase t ≥ 0. Funkce φ(i, j, t) popisuje tok
po hraně z vrcholu i do vrcholu j, analogicky mějme φ(j, i, t) udávajı́cı́ tok z j do i. Začı́náme
s tı́m, že graf G uvažujeme orientovaný, nebot’ v takové struktuře nelze formálně zavést tok
mezi vrcholy i a j a jeho směr pomocı́ neuspořádané dvojice {i, j}. Změna koncentrace ve vr-
cholu i je pak dána

x′i(t) = ∑
j∈N+(i)

φ(j, i, t)− ∑
j∈N−(i)

φ(i, j, t), (1.6)

kde N+(i) značı́ všechny sousedy j vrcholu i, z nichž vede hrana do i, a N−(i) značı́ všechny
sousedy j, do nichž vede hrana z i.

Z formálnı́ch důvodů nynı́ proved’me symetrizaci grafu G, konkrétně jestliže v G existovala
hrana z i do j, pak v novém grafu bude existovat hrana také z j do i (pokud již neexistovala v G).
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Označme tento nový graf G̃ =
(
V, Ẽ

)
. Rozšiřme tok φ na graf G̃, tj. definujme φ̃ : Ẽ×R+

0 → R+
0

jako

φ̃(i, j, t) =
{

φ(i, j, t), pokud (i, j) ∈ E,
0, jinak.

Potom můžeme přepsat (1.6) jako

x′i(t) = ∑
(i,j)∈E

(φ̃(j, i, t)− φ̃(i, j, t)) . (1.7)

Označme nově funkci D(i, j, t) jako

D(i, j, t) := φ̃(j, i, t)− φ̃(i, j, t),

kde D : Ẽ×R+
0 → R. Zřejmě platı́ D(i, j, t) = −D(j, i, t).

Ukažme, že se celková hmota ∑i∈V xi(t) v grafu s časem neměnı́. Z linearity derivovánı́ a vlast-
nosti funkce D(i, j, t) dostaneme(

∑
i∈V

xi(t)

)′
= ∑

i∈V
x′i(t) = ∑

i∈V
∑

(i,j)∈E
(φ̃(j, i, t)− φ̃(i, j, t)) = ∑

(i,j)∈E

D(i, j, t) + D(j, i, t)︸ ︷︷ ︸
=0

 = 0.

Označı́me-li celkovou hmotu zkoumané látky v daném čase jako s(t) := ∑i∈V x(t). Platı́ s′(t) =
0, a tedy s(t) = s(0) pro všechna t ≥ 0.

Poznámka 1.1. Zatı́m nic nebránı́ tomu, aby koncentrace byla záporná. To zajistı́ až konkrétnı́
volba konstitutivnı́ho vztahu mezi D a x (viz dále).

Jelikož nynı́ máme diskrétnı́ zákon zachovánı́ (1.7) popsaný na symetrickém grafu G̃, lze na
toto nahlı́žet jako na vztah v neorientovaném grafu G0 = (V, E0), kde bude dvojice hran (i, j)
a (j, i) z množiny Ẽ reprezentována jednou neorientovanou hranou {i, j} ∈ E0 ⊂ (V

2), tj. z (1.7)
a definice funkce D(i, j, t) dostaneme

x′i(t) = ∑
j∈N0(i)

D(i, j, t), (1.8)

kde N0(i) značı́ množinu všech vrcholů j, které jsou s i spojeny hranou v grafu G0. Postup syme-
trizace grafu G je znázorněn na Obrázku 1.2. Od ted’ budeme uvažovat reprezentaci neoriento-
vaným grafem a funkcı́ D, pro stručnost pišme dále pouze G = (V, E) mı́sto G0 = (V, E0). Upo-
zorněme ale, že ve funkci D zůstává zachována daná informace o tom, zda daný tok přispı́vá
do vrcholu i, či do vrcholu j.

1.1.3 Toková funkce

Obdobně jako ve spojitém přı́padě jsme obdrželi jednu rovnici (resp. jeden systém ODR) (1.8)
pro dvě neznámé funkce x a D, kde x(t) = [x1(t), x2(t), . . . , xn(t)]. Musı́me proto znovu dodat
vazbu mezi x a D.

Motivováni Fickovým zákonem (1.4) začněme s tı́m, že tok φ̃(i, j, t) z i do j bude dán

φ̃(i, j, t) = d · (xi(t)− xj(t))+,
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φ(i, j, t)

ji

G

φ̃(i, j, t) = φ(i, j, t)

φ̃(i, j, t) = 0

ji

G̃

D(i, j, t) = −D(j, i, t)

ji

G0

Obrázek 1.2: Ilustrace postupu symetrizace orientovaného grafu G.

tj. z i do j docházı́ k toku, pokud xi(t) > xj(t), a naopak pro xj(t) > xi(t) docházı́ k toku
z j do i. Navı́c tento tok je lineárně úměrný rozdı́lu koncentracı́ mezi těmito dvěma vrcholy,
viz [16]. Platı́

D(i, j, t) = φ̃(j, i, t)− φ̃(i, j, t) = d · (xj(t)− xi(t))+ − d · (xi(t)− xj(t))+ = −d · (xi(t)− xj(t)),

tj.
x′i(t) = ∑

j∈N(i)
D(i, j, t) = −d ∑

j∈N(i)
(xi(t)− xj(t)).

Tento systém lineárnı́ch diferenciálnı́ch rovnic lze ekvivalentně zapsat pomocı́ Laplaceovy ma-
tice LG grafu G, viz [4], která je dána předpisem

lij =


deg(i) pro i = j,
−1 pro i 6= j taková, že {i, j} ∈ E,
0 jinak,

jako
x′(t) = −LGx(t). (1.9)

Analýza rovnice (1.9) je detailně uvedena v Kapitole 3.

Motivováni [9] budeme předevšı́m zkoumat také nelineárnı́ konstitutivnı́ vztahy, konkrétně se
zaměřı́me na funkci ve tvaru

D(i, j, t) = −d · (xi(t)− xj(t))xi(t)xj(t).

1.1.4 Reakce

V daném prostoru nemusı́ látka pouze difundovat, ale může i vznikat či zanikat působenı́m
vnitřnı́ho či vnějšı́ho zdroje. Doplňme proto ve spojitém přı́padě v 1D do rovnice (1.1) tzv.
zdrojovou funkci f , která bude závislá na mı́stě x, čase t a dané koncentraci u, tedy

d
dt

∫ b

a
u(x, t)dx = φ(a, t)− φ(b, t) +

∫ b

a
f (x, t, u(x, t))dx. (1.10)

Pak je (1.3) ve tvaru ∫ b

a
(ut(x, t) + φx(x, t)− f (x, t, u(x, t)))dx = 0, (1.11)

resp.
ut(x, t) + φx(x, t) = f (x, t, u(x, t)).
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u

t

u0

Obrázek 1.3: Časový průběh řešenı́ rovnice (1.13) s počátečnı́ podmı́nkou u0 pro r > 0 (modře)
a r < 0 (zeleně).

V diskrétnı́m prostředı́ bychom obdobně dostali (1.8) jako

x′i(t) = ∑
j∈N(i)

D(i, j, t) + fi(t, xi(t)), (1.12)

kde fi(t, xi) popisuje zdroj ve vrcholu i.

V přı́padě lineárnı́ch difuznı́ch konstitutivnı́ch vztahů φ(x, t) = −d ·ux(x, t) ve spojitém přı́padě,
resp. D(i, j, t) = −d · (xi(t)− xj(t)) v diskrétnı́m přı́padě dostáváme

ut(x, t) = d · uxx(x, t) + f (x, t, u(x, t)),

resp.
x′i(t) = −d ∑

j∈N(i)
(xi(t)− xj(t)) + fi(t, xi(t)).

Věnujme se nynı́ detailněji dvěma možným tvarům zdrojové funkce f , které v této práci zahr-
neme do dále zkoumaných populačnı́ch modelů.

Pro tuto chvı́li uvažujme, že se látka prostorem nešı́řı́ a jejı́ změna je tedy dána pouze lokálnı́mi
zdroji. V následujı́cı́ch odstavcı́ch si detailně popišme dva základnı́ modely, a to exponenciálnı́
a logistický růst.

Exponenciálnı́ reakce

Thomas Robert Malthus položil základy teorie populačnı́ho růstu. Na základě relativnı́ mı́ry
porodnosti a úmrtnosti tvrdil, že růst populace se řı́dı́ exponenciálnı́m zákonem

u′(t) = r · u(t), (1.13)

kde r ∈ R je reakčnı́ parametr daný rozdı́lem mı́ry porodnosti a úmrtnosti a u(t) popisuje
velikost populace v čase t.

Rovnice (1.13) má řešenı́
u(t) = u0 · ert,

viz Obrázek 1.3. Budeme-li hledat tzv. klidové stavy systému (1.13), tj. stavy, kdy se velikost
populace s časem neměnı́, snadno pro r 6= 0 obdržı́me u(t) ≡ 0, který je tzv. asymptoticky



KAPITOLA 1. MOTIVACE A ZÁKLADNÍ POZNATKY 7

u

t

k
2

k

Obrázek 1.4: Časový průběh řešenı́ rovnice (1.14) s počátečnı́ podmı́nkou u0 pro u0 > k (modře),
pro k > u0 ≥ k

2 (červeně) a u0 < k
2 (zeleně).

stabilnı́ (pro r = 0 je klidovým stavem jakýkoliv počátečnı́ stav u0). Pro r > 0 řešenı́ systému
(1.13) exponenciálně roste nade všechny meze, pro r < 0 řešenı́ systému exponenciálně klesá
ke klidovému stavu u(t) ≡ 0 (pro r = 0 zůstává u(t) konstantnı́ rovno počátečnı́mu stavu).

Tento přı́stup má ale mnohá úskalı́, předevšı́m nijak nezahrnuje průběh života jedinců a očekává
stále stejnou reprodukci. Taktéž předpokládá neomezené zdroje a prostor, ve kterém populace
žije.

Logistická reakce

Pierre François Verhulst je spojen s populačnı́m modelem, který je popsán tzv. logistickou rov-
nicı́. Tento model je oproti Malthusovu realističtějšı́, nebot’ zahrnuje informaci o tzv. kapacitě
prostředı́. Tato kapacita zohledňuje mj. omezené zdroje a prostor, což má vliv na růst velikosti
populace. Tento model má tvar

u′(t) = r · u(t) ·
(

1− u(t)
k

)
, (1.14)

kde r > 0 je reakčnı́ parametr (uvažuje se, že malé populace majı́ tendenci růst), k > 0 je
parametr udávajı́cı́ zmı́něnou kapacitu prostředı́ a u(t) opět popisuje velikost populace v čase t.

Rovnice (1.14) má řešenı́

u(t) = u0 ·
k ert

k + u0 (ert−1)
,

viz Obrázek 1.4. Klidové stavy systému (1.14) splňujı́

r · u(t) ·
(

1− u(t)
k

)
= 0.

To platı́ pro u(t) ≡ 0 a u(t) ≡ k. Systém má tendenci ustálit se pro t → ∞ na hranici kapacity
prostředı́ k (a to tı́m, že ke k roste pro u0 < k, resp. exponenciálně klesá pro u0 > k).

Tı́m jsme si detailněji představili dvě funkce, jež v této práci budeme dále potřebovat. Jevů,
které ovlivňujı́ vnitřnı́ dynamiku populace, a funkcı́, jež toto popisujı́, je nepřeberné množstvı́.
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u′
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ks

f (u)

u

f (u)
u

u

Obrázek 1.5: Graf funkce pravé strany úlohy (1.15) pro k > s > 0 a r > 0 (vlevo). Hollingovy
funkce I. typu (modře), II. typu (oranžově), III. typu (zeleně) (uprostřed) a jejich přepočet na
jednoho jedince (vpravo).

Uved’me pro přehled ještě alespoň dalšı́ dvě.

Bistabilnı́ dynamika modelována rovnicı́

u′(t) = r · u(t) ·
(

1− u(t)
k

)
·
(

u(t)
s
− 1
)

, (1.15)

kde r > 0 je reakčnı́ parametr, k > 0 kapacita prostředı́ a s ∈ (0, k) tzv. kritická hodnota, se
použı́vá k popisu tzv. Aleeho efektu, viz Obrázek 1.5.

Populace, které jsou menšı́ než kritická hodnota s zde vymı́rajı́. Napřı́klad různé druhy zvı́řat
žijı́ ve smečkách a nejsou schopny přežı́t a ubránit se predátorům, nebo naopak lovit potravu
v malých skupinách či individuálně. Dalšı́m důvodem může být nedostatečný počet jedinců k
reprodukci, a proto populace zanikne. Tento problém můžeme pozorovat i u rostlin, jež nejsou
samosprašné, tedy k opylovánı́ je potřebný dalšı́ jedinec. Jestliže se tedy v dostatečně malé
vzdálenosti nenacházı́ dalšı́ jedinec, docházı́ k úhynu rostliny, viz [10].

Jakmile je velikost populace vyššı́ než kritická hodnota s, řı́dı́ se populace v podstatě logis-
tickým zákonem, viz (1.14), tedy velikost populace se v čase ustálı́ na hodnotě kapacity prostře-
dı́ k.

Jako dalšı́ uved’me skupinu tzv. Hollingových funkcı́, jež zahrnujı́ vliv vnějšı́ch zdrojů. Tyto
zdroje způsobujı́ vlastnı́ dynamiku popsanou funkcı́, tzv. funkčnı́ odpověd’. V přı́rodě se může
jednat o predátora, jež ohrožuje zkoumanou populaci (kořist). Crawford Stanley Holling uva-
žoval různé typy funkčnı́ reakce, viz [6]. Ve všech přı́padech se tato zdrojová funkce uvažuje se
záporným znaménkem.

Odezva typu I ve tvaru
f (u) = r · u, r > 0,

popisuje lineárnı́ nárůst spotřeby kořisti vzhledem k velikosti populace u. Odezvy typu I způ-
sobujı́ u kořisti úmrtnost v přepočtu na jedince nezávislou na hustotě.

Odezva typu II uvažuje, že podı́l ulovené kořisti v přepočtu na jedince klesá monotónně s hus-
totou kořisti. Funkčnı́ odpověd’ je dána

f (u) =
r · u

h + u
, r > 0, h > 0.
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Naopak odezva typu III ve tvaru

f (u) =
r · u2

h + u2 , r > 0, h > 0,

uvažuje, že podı́l ulovené kořisti na jednoho jedince nejdřı́ve roste a od určité prahové hodnoty
monotónně klesá, viz Obrázek 1.15.

V přı́padě funkčnı́ch odpovědı́ se sleduje pouze vývoj populace kořisti a vliv predátora na ni
se uvažuje jako vnějšı́ zdroj popsaný funkčnı́ odpovědı́. Je přirozené snažit se dále sledovat i
vývoj populace predátora, což vede na složitějšı́ tzv. interakčnı́ modely, viz [10].

1.1.5 Známé výsledky

Představili jsme si základnı́ fenomény pro tuto diplomovou práci, a to difuzi na diskrétnı́m
prostředı́ a různé reakce popisujı́cı́ vnitřnı́ či vnějšı́ zdroje.

Motivováni populačnı́mi modely z předchozı́ch odstavců budeme uvažovat, že naše modely
na grafech popisujı́ velikosti populacı́ v prostorově separovaných oblastech (např. souostrovı́,
atd.). Budeme tedy zkoumat populačnı́ model, kdy populace difunduje mezi jednotlivými lo-
kalitami (vrcholy grafu) a jejı́ vnitřnı́ dynamika v daném mı́stě se bude řı́dit jednı́m z výše
popsaných zákonů (exponenciálnı́ či logistický růst).

V práci [5] nalezneme výsledky pro model na dvou vrcholech, jež uvažuje lineárnı́ difuznı́
zákon, tedy

D(i, j, t) = −d(xi(t)− xj(t)), d > 0,

a navı́c různé zdrojové funkce. K lineárnı́ difuzi přidává exponenciálnı́, logistickou a bistabilnı́
dynamiku, kdy uvažuje také jejich různé kombinace na jednotlivých vrcholech. Studuje kvali-
tativnı́ vlastnosti těchto modelů, předevšı́m klidové stavy a jejich stabilitu. Uvažuje různé pa-
rametry ovlivňujı́cı́ reakčnı́ funkce, jež vedou na existenci nových klidových stavů, analyzuje
tedy vyskytujı́cı́ se bifurkace vzhledem k přı́tomným parametrům.

Dále zmiňme práci [9], kde byly analyzovány modely difuze na diskrétnı́m prostředı́, nejdřı́ve
na dvou vrcholech, a poté na libovolném neorientovaném grafu G, jež se řı́dily předevšı́m ne-
lineárnı́mi zákony. Napřı́klad zmiňme tokovou funkci

D(i, j, t) = −d · (xi(t)− xj(t)) · (xi(t)− xj(t)− 1) · (xi(t)− xj(t) + 1),

či
D(i, j, t) = −d · (xi(t)− xj(t)) · (1− xi(t) + xj(t)) · (1 + xi(t)− xj(t))

·(xi(t)− xj(t)− a) · (xi(t)− xj(t) + a),

kdy prvnı́ z funkcı́ popisuje v závislosti na znaménku parametru d model nelineárnı́ difuze či
shlukovánı́ a druhá z funkcı́ modeluje přı́pad koexistence populacı́ na jednotlivých vrcholech.
Autor se opět věnuje kvalitativnı́m vlastnostem, klidovým stavům a stabilitě.

V této diplomové práci se zaměřme na obdobné otázky, avšak v jejı́ hlavnı́ části zvolme kombi-
naci přı́stupů z [5] a [9].

Hlavnı́m výsledkem bude analýza nelineárnı́ho difuznı́ho zákona v prostředı́ neorientovaného
grafu o dvou vrcholech ve tvaru

D(i, j, t) = −d · (xi(t)− xj(t)) · xi(t) · xj(t), (1.16)
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kde d > 0 je difuznı́ parametr. Obdobně jako v [5] budeme dále uvažovat k výše popsané
nelineárnı́ difuzi v (1.16) vnitřnı́ dynamiku populace, tedy různé reakčnı́ funkce, viz Kapi-
tolu 1.1.4. Vyšetřı́me klidové stavy a jejich stabilitu. Zaměřı́me se i na dalšı́ kvalitativnı́ popis
řešenı́ těchto systémů.

1.2 Základnı́ poznatky

V předchozı́ kapitole jsme doposud bez hlubšı́ho detailnı́ho vysvětlovánı́ použı́vali vcelku ši-
roký matematický aparát. Záměrem bylo uvést čtenáře do problematiky a motivovat zkou-
mané problémy. Neuváděli jsme proto přesné definice a vlastnosti použı́vaných pojmů, jež jsme
potřebovali k odvozenı́ některých zákonitostı́.

Nynı́ tedy pro úplnost stručně shrňme definice a věty, které budeme v rámci studia difuze
v diskrétnı́m prostředı́ nadále potřebovat. Čerpali jsme předevšı́m z literatury [1, 7, 14], kde lze
najı́t i dalšı́ detaily.

DEFINICE 1.2. Systémem obyčejných diferenciálnı́ch rovnic (autonomnı́m) rozumı́me sou-
stavu

x′(t) = f(x(t)), t ∈ I ⊂ R, (1.17)

kde x(t) = [x1(t), x2(t), ..., xn(t)] je vektor neznámých funkcı́ a f : Rn → Rn je daná vektorová
funkce. Funkce x(t), která splňuje (1.17), a navı́c x(t0) = x0 je řešenı́ tzv. počátečnı́ úlohy{

x′(t) = f(x(t)), t ∈ I ⊂ R,

x(t0) = x0.
(1.18)

Řešenı́ x(t) počátečnı́ úlohy (1.18) definované na intervalu I0 ⊂ I se nazývá maximálnı́, po-
kud nelze rozšı́řit interval jeho existence, tj. neexistuje řešenı́ x̃(t) úlohy (1.18) definované na
intervalu I1, kdy I0 ( I1, takové, že x̃|I0 = x.

Poznámka 1.3. Diferenciálnı́ rovnici (1.17) budeme také nazývat dynamickým systémem a řešenı́
trajektoriı́.

Dále uved’me důsledek tzv. Picardovy-Lindelöfovy věty o existenci a jednoznačnosti řešenı́
počátečnı́ úlohy (1.18).

VĚTA 1.4. Předpokládejme, že f : Rn → Rn v (1.18) je vektorová funkce třı́dy C1. Potom existuje
právě jedno maximálnı́ řešenı́ x(t) počátečnı́ úlohy (1.18).

Poznámka 1.5. Necht’ je interval existence maximálnı́ho řešenı́ interval (a, b). Tento interval může
být omezený i neomezený. Při studiu asymptotických vlastnostı́, tj. chovánı́ řešenı́ na okrajı́ch
tohoto intervalu, tj. pro t → a+ či t → b− budeme pro jednoduchost vždy psát t → −∞ či
t→ +∞.

Existence a jednoznačnost řešenı́ platı́ za podmı́nek, které budou v dalšı́m textu vždy splněny.
Zaměřme se proto na studium zmı́něných asymptotických vlastnostı́, tj. tzv. klidových stavů
dynamického systému (1.17) a jejich stability.
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DEFINICE 1.6. Řekneme, že x∗ ∈ Rn je klidový stav dynamického systému (1.17), pokud
platı́

f(x∗) = 0.

Klidový stav x∗ ∈ Rn je:

• stabilnı́, pokud pro všechna ε > 0 existuje δ > 0 takové, že všechna řešenı́ x(t) úlohy
(1.17) splňujı́cı́ ‖x0 − x∗‖ < δ splňujı́ pro všechna t > 0

‖x(t)− x∗‖ < ε,

• asymptoticky stabilnı́, je-li stabilnı́ a splňuje x(t)→ x∗ pro t→ ∞,

• nestabilnı́, nenı́-li stabilnı́.

Uved’me nynı́ definici systému lineárnı́ch diferenciálnı́ch rovnic a tvrzenı́, které rozlišuje (asym-
ptoticky) stabilnı́ a nestabilnı́ klidové stavy takového systému na základě vlastnı́ch čı́sel matice
soustavy.

DEFINICE 1.7. Systémem lineárnı́ch diferenciálnı́ch rovnic (autonomnı́m, s konstantnı́mi
koeficienty) rozumı́me soustavu

x′(t) = Ax(t), t ∈ R, (1.19)

kde x(t) = [x1(t), x2(t), ..., xn(t)] je vektor neznámých funkcı́ a A ∈ Rn×n je daná matice.

VĚTA 1.8. Klidový stav x∗ ∈ Rn dynamického systému (1.19) je:

• asymptoticky stabilnı́, jestliže všechna vlastnı́ čı́sla matice A majı́ záporné reálné části,

• stabilnı́, jestliže všechna vlastnı́ čı́sla matice A majı́ nekladné reálné části a ke každému vlastnı́mu
čı́slu majı́cı́mu nulovou reálnou část a násobnost m ∈N existuje m lineárně nezávislých vlastnı́ch
vektorů,

• nestabilnı́, jestliže existuje alespoň jedno vlastnı́ čı́slo matice A s kladnou reálnou částı́.

Nynı́ se vrat’me k nelineárnı́mu systému (1.17). Uved’me tvrzenı́ obdobné Větě 1.8 pro ne-
lineárnı́ systémy, které bude založené na vlastnı́ch čı́slech Jacobiovy matice zobrazenı́ f.

DŮSLEDEK 1.9. Předpokládejme, že f : Rn → Rn v (1.17) je vektorová funkce třı́dy C1 a f(x∗) = 0.
Klidový stav x∗ je:

• asymptoticky stabilnı́, jestliže všechna vlastnı́ čı́sla Jacobiovy matice J(x∗) zobrazenı́ f v bodě x∗

majı́ záporné reálné části,

• nestabilnı́, jestliže existuje alespoň jedno vlastnı́ čı́slo Jacobiovy matice J(x∗) s kladnou reálnou
částı́.

Poznámka 1.10. V přı́padě nelineárnı́ho systému (1.17) nedokážeme pomocı́ předchozı́ho Dů-
sledku 1.9 rozhodnout o stabilitě x∗ v přı́padě, že J(x∗) má vlastnı́ čı́slo s nulovou reálnou částı́.
V tomto přı́padě se musı́ použı́t jiné techniky, např. tzv. nulokliny, teorie Ljapunovových funkcı́,
atd.
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Poznámka 1.11. Pro naše potřeby budeme často použı́vat x(t) = [x(t), y(t)] a

f(x(t)) =
[

f (x(t), y(t))
g(x(t), y(t))

]
,

neboli pro systém dvou diferenciálnı́ch rovnic mějme{
x′(t) = f (x(t), y(t)),
y′(t) = g(x(t), y(t)).

Dále zmiňme dvě důležité věty, které popisujı́ dalšı́ kvalitativnı́ vlastnosti řešenı́ nelineárnı́ho
systému (1.17). Začněme Poincarého-Bendixsonovou větou popisujı́cı́ systém v rovině.

VĚTA 1.12. Mějme dynamický systém (1.17), kde x ∈ R2 a vektorová funkce f : R2 → R2 je třı́dy
C1. Předpokládejme omezenou, uzavřenou, neprázdnou množinu M ⊂ R2. Jestliže nějaká trajektorie ležı́
v M pro všechna t ≥ 0, pak tato trajektorie:

• je klidovým stavem, či uzavřenou trajektoriı́, nebo

• se pro t→ ∞ blı́žı́ ke klidovému stavu či uzavřené trajektorii ležı́cı́ v M, nebo

• se pro t → ∞ blı́žı́ k jiným trajektoriı́m spojujı́cı́m klidové stavy v M (tzv. homoklinickým či
heteroklinickým trajektoriı́m).

V závěru této kapitoly zmiňme Bonyho větu o invarianci, která nám za určitých předpokladů
zaručı́, že daná trajektorie neopustı́ jistou vybranou množinu.

VĚTA 1.13. Necht’ M ⊂ Rn je uzavřená množina a f : Rn → Rn je vektorová funkce třı́dy C1.
Potom jsou následujı́cı́ tvrzenı́ ekvivalentnı́:

• každé řešenı́ x(t) diferenciálnı́ rovnice x′ = f(x), pro které x(t0) ∈ M, splňuje x(t) ∈ M pro
všechna t > t0, kde toto řešenı́ existuje,

• pro každý bod x ∈ ∂M a každý tzv. Bonyho vnějšı́ normálový vektor υ(x) k M v bodě x platı́
υ(x) · f(x) ≤ 0.

Poznámka 1.14. Necht’ M ⊂ Rn je uzavřená množina a x ∈ ∂M. Necht’ B(y) ⊂ Rn je otevřená
koule se středem y taková, že x ∈ ∂B(y) a M ∩ B(y) = ∅. Potom se vektor υ(x) = y− x nazývá
Bonyho vnějšı́m normálovým vektorem k M v bodě x.

Poznámka 1.15. Mějme oblast M, jejı́ž hranici ∂M lze lokálně popsat funkcı́ třı́dy C1. Tato funkce
má v každém bodě tečnou nadrovinu. Pak existuje i (klasický) vnějšı́ normálový vektor v kaž-
dém bodě hranice ∂M. Jestliže existuje (klasický) vnějšı́ normálový vektor, pak Bonyho vnějšı́
normálový vektor neexistuje, nebo je libovolným násobkem (klasického) vnějšı́ho normálového
vektoru. Jestliže Bonyho vnějšı́ normálový vektor neexistuje, pak je předpoklad Věty 1.13 splněn.
Jestliže Bonyho vnějšı́ normálový vektor existuje, stačı́ ověřit předpoklady Věty 1.13 pro (kla-
sický) vnějšı́ normálový vektor.

Poznámka 1.16. Množinu M ⊂ Rn, která má tu vlastnost, že je-li [x0, y0] ∈ M, potom řešenı́
(1.18) ležı́ v M pro všechna t ≥ 0, nazveme pozitivně invariantnı́, či jen invariantnı́.

Pokud nebude řečeno jinak, vždy budeme chápat veškeré funkce závislé na čase t, pro většı́
přehlednost však budeme v zápisu vynechávat nezávisle proměnnou t, a psát tak pouze x mı́sto
x(t), y mı́sto y(t), atd.



Lineárnı́ difuze
na dvou vrcholech 2

V této kapitole si detailně shrňme poznatky o nejjednoduššı́m přı́padu, a to lineárnı́ difuzi
na dvou vrcholech bez reakce. Tato část bude sloužit jako výchozı́ bod pro dalšı́ studium,
konkrétně nelineárnı́ difuzi s přı́padnými reakcemi.

Připomeňme, že lineárnı́ difuzi dostaneme volbou tokové funkce

D(i, j, t) = −d
(
xi(t)− xj(t)

)
, d > 0, (2.1)

mezi vrcholy i a j. V přı́padě grafu o dvou vrcholech, viz Obrázek 2.1, kde označı́me x(t) :=
x1(t) a y(t) := x2(t), dostaneme systém

{
x′ = −d(x− y),

y′ = −d(y− x).
(2.2)

Na úvod uved’me, že skutečně platı́ zachovánı́ populace zmı́něné v Kapitole 1.1.3, a navı́c platı́,
že populace při volbě (2.1) zůstává nezáporná.

LEMMA 2.1. Řešenı́ soustavy (2.2) splňuje

x(t) + y(t) = x0 + y0 pro všechna t ≥ 0.

Navı́c je-li x0 ≥ 0, y0 ≥ 0, platı́

x(t) ≥ 0, y(t) ≥ 0 pro všechna t ≥ 0.

Důkaz. Označme s := x + y. Potom

s′ = x′ + y′ = D(x, y) + D(y, x) = −d(x− y)− d(y− x) = 0.

Zřejmě tedy s(t) = s0, tj. x(t) + y(t) = x0 + y0, pro všechna t ≥ 0.

Zbytek tvrzenı́ jinými slovy řı́ká, že prvnı́ kvadrant fázového prostoru je pozitivně invariantnı́.
Toto dokažme pomocı́ Bonyho věty 1.13. Hranicı́ prvnı́ho kvadrantu jsou nezáporné poloosy x
a y. Dokažme, že na těchto poloosách mı́řı́ vektorové pole dynamického systému (2.2) dovnitř

13
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D

x y

Obrázek 2.1: Graf o dvou vrcholech. Funkce D udává způsob, jakým docházı́ k šı́řenı́ mezi
oběma vrcholy.

prvnı́ho kvadrantu. Necht’ x ≥ 0 a y = 0, pak ( f (x, y), g(x, y)) = (−x, x) a vnějšı́ normálový
vektor má tvar ν(x, y) = (0,−1). Dostáváme tedy

( f (x, y), g(x, y)) · ν(x, y) = (−x, x) · (0,−1) = −x ≤ 0.

Obdobně bychom toto obdrželi pro nezápornou poloosu y, a z Bonyho věty dostáváme poža-
dovanou invarianci prvnı́ho kvadrantu.

Systém (2.2) je lineárnı́, a tedy jej lze vyřešit analyticky. Uvažujme x0 + y0 = s0, kde s0 > 0
je celkový součet populace. Pak dı́ky Lemmatu 2.1 platı́ y(t) = s0 − x(t). Řešme tedy pouze
rovnici

x′(t) = −d(x(t)− (s0 − x(t)) = −d(2x(t)− s0).

Řešenı́ této diferenciálnı́ rovnice je

x(t) = c · e−2dt +
s0

2
, c ∈ R,

analogicky pro y(t). Pro počátečnı́ podmı́nku x0, y0 má řešenı́ systému (2.2) tvar x(t) =
(

x0 − 1
2

)
e−2dt + s0

2

y(t) =
(

y0 − 1
2

)
e−2dt + s0

2 , s0 > 0.
(2.3)

Klidový stav x∗ = [x∗, y∗] splňuje podmı́nku

f (x∗) = 0,

kde f je funkce pravých stran (2.2). V přı́padě systému (2.2) se tato soustava redukuje pouze na
jednu rovnici

−d (x∗ − y∗) = 0. (2.4)

Ihned vidı́me, že (2.4) platı́ pro x∗ = y∗, tedy

[x∗, y∗] = [p, p], p ≥ 0.

Klidových stavů je tak nekonečně mnoho a ležı́ na ose prvnı́ho kvadrantu fázového prostoru,
viz Obrázek 2.2. Budeme-li uvažovat dodatečnou podmı́nku x0 + y0 = 1, pak pro všechna t ≥ 0
platı́

x(t) + y(t) = 1.

Uvažujeme pak pouze přı́mku v celém fázovém prostoru kolmou právě na přı́mku klidových
stavů [p, p], viz Obrázek 2.2. Celková populace je tedy normovaná a klidový stav je

[x∗, y∗] =
[

x0 + y0

2
,

x0 + y0

2

]
=

[
1
2

,
1
2

]
. (2.5)
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Obrázek 2.2: Fázový prostor úlohy (2.2) (vlevo), s dodatečnou podmı́nkou x + y = 1 (vpravo).

VĚTA 2.2. Klidové stavy x∗ = [p, p], p ≥ 0, rovnice (2.2) jsou stabilnı́. Navı́c pro x0 + y0 = 1
je klidový stav

[
1
2 , 1

2

]
asymptoticky stabilnı́.

Důkaz. Systém (2.2) je lineárnı́ a matice této soustavy je

−d
(

1 −1
−1 1

)
.

Vlastnı́ čı́sla této matice jsou
λ1 = −2d, λ2 = 0

a přı́slušné vlastnı́ vektory
v1 = (−1, 1), v2 = (1, 1).

Pro d > 0, je klidový stav x∗ podle Věty 1.8 stabilnı́, nebot’ všechna vlastnı́ čı́sla jsou ne-
kladná. Dı́ky nulovému vlastnı́mu čı́slu λ2 však tyto stavy nejsou asymptoticky stabilnı́, viz
Obrázek 2.2.

Navı́c pro x0 + y0 = 1 uvažujeme pouze přı́mku ve fázovém prostoru kolmou na vektor v2,
a tedy klidový stav

[
1
2 , 1

2

]
je s touto dodatečnou vazbou asymptoticky stabilnı́ dı́ky λ1 < 0.

2.1 Závislost na směru

Odražme se v této kapitole od systému (2.2) a prozkoumejme jeho ”přirozené“ rozšı́řenı́, kdy
difuze mezi vrcholy bude opět lineárně úměrná rozdı́lu velikosti jednotlivých populacı́, avšak
s jinou konstantou úměrnosti. Mějme tedy konkrétně systém{

x′ = −d1(x− y),

y′ = −d2(y− x).
(2.6)

Ukažme, že obdoba Lemmatu 2.1 o zachovánı́ celkové populace v tomto přı́padě neplatı́.
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Obrázek 2.3: Časový průběh jednotlivých složek systému (2.2) tj. pro d > 0 (vlevo), resp.
systému (2.6) pro d1 > d2 > 0 (uprostřed) a jeho fázový portrét (vpravo).

Označme opět s := x + y a zvolme d1 6= d2 = d1 + δ, δ ∈ R− {0}. Potom pro x0 6= y0

s′ = x′ + y′ = −d1(x− y)− d2(y− x)
= −d1(x− y)− (d1(y− x) + δ(y− x)) = δ(x− y) 6= 0.

Zřejmě tedy je-li x0 6= y0, platı́ s(t) 6= s0, tj. x(t) + y(t) 6= x0 + y0, pro všechna t > 0. Systém
(2.6) tedy pro d1 6= d2 popisuje nejen difuznı́ proces, ale zahrnuje i určitou interakci závislou na
rozdı́lu parametrů d1 a d2 a na rozdı́lu počtu jedinců x a y v jednotlivých vrcholech.

Tento fakt je dán tı́m, že systém (2.6) nevzešel ze zákona zachovánı́ (1.12). Tento ve své pod-
statě negativnı́ výsledek zde uvádı́me pro úplnost a dokreslenı́ významu zákona zachovánı́
a důležitost pečlivé volby tokové funkce D. Zároveň lze na toto nahlı́žet jako na motivaci, proč
dále volı́me vždy jednotný difuznı́ parametr.

Nicméně klidové stavy jsou opět x∗ = [p, p], p ≥ 0, a jsou stabilnı́ (neasymptoticky). Pravá
strana lineárnı́ho systému (2.6) je dána maticı́(

−d1 d1
d2 −d2

)
.

Vlastnı́ čı́sla této matice jsou
λ1 = −d1 − d2, λ2 = 0.

Vlastnı́ vektory majı́ tvar

v1 =

(
−d1

d2
, 1
)

, v2 = (1, 1).

Klidový stav
x∗ = [p, p], p ≥ 0,

je tedy podle Věty 1.8 stabilnı́. Situaci ilustrujeme na Obrázku 2.3.

2.2 Záporný difuznı́ parametr

V přı́padě spojité difuznı́ rovnice (1.5) nelze jednoduše otočit znaménko difuznı́ho parametru
(tj. otočit směr běhu času), např. [2]. Je proto přirozené se ptát, zda je toto možné v diskrétnı́m



KAPITOLA 2. LINEÁRNÍ DIFUZE NA DVOU VRCHOLECH 17

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

0.0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

x

y

0

1

2

x, y

t
T

Obrázek 2.4: Fázový portrét systému (2.2) pro d < 0 (vlevo). Časový průběh jednotlivých složek
systému (2.2) pro d < 0 (vpravo).

prostředı́. Motivacı́ pro nás může být fakt, že v tomto přı́padě by tok mı́řil do mı́st, kde je většı́
populace, a tedy by šlo o model shlukovánı́, viz [9].

Zachovejme tvar systému (2.2) a difuznı́ parametr uvažujme záporný, tedy{
x′ = −d(x− y),

y′ = −d(y− x),
(2.7)

kde d < 0.

Pro systém (2.7) platı́ opět, že celková populace se zachovává, tedy x(t) + y(t) = x0 + y0 pro
všechna t ≥ 0.

Ovšem neplatı́ již, že pro nezáporné počátečnı́ podmı́nky zůstávajı́ populace nezáporné. Zde
pro x0 6= y0 dojde v konečném čase T > 0 ke shluknutı́ veškeré populace v jednom z vrcholů.
Rovnice (2.7) by však dále uvažovala čerpánı́ dalšı́ch jedninců z již prázdné lokality (populace
v druhém vrcholu by začala být záporná), viz Obrázek 2.4.

Klidové stavy se oproti (2.2) nezměnı́, jejich tvar je x∗ = [p, p], kde p ≥ 0, avšak změnı́ se jejich
stabilita. Pravá strana systému (2.7) je opět dána maticı́

−d
(

1 −1
−1 1

)
.

Vlastnı́ čı́sla této matice jsou stejná

λ1 = −2d, λ2 = 0.

Klidové stavy
[x∗, y∗] = [p, p], p ≥ 0,

jsou ale v tomto přı́padě nestabilnı́, nebot’ existuje kladné vlastnı́ čı́slo λ1 = −2d > 0 dı́ky d < 0.
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V Kapitole 4 budeme uvažovat nelineárnı́ tokovou funkci

D(i, j, t) = −d(xi(t)− xj(t))xi(t)xj(t),

která tuto nepřı́jemnou vlastnost nemá. Prvnı́ kvadrant zde zůstává invariantnı́ i pro záporné
parametry d < 0, a tedy lze v tomto přı́padě model použı́t také v přı́padě shlukovánı́.



Lineárnı́ difuze
na vı́ce vrcholech 3

3.1 Lineárnı́ difuze na n vrcholech

Obecně se dále podı́vejme na libovolný neorientovaný graf G o n vrcholech, který je souvislý
a bez smyček. Jestliže by se skládal z několika komponent, bylo by možné každou komponentu
považovat za samostatný podgraf a zkoumat chovánı́ systému na každém podgrafu jednotlivě.

Zvolme opět lineárnı́ tokovou funkci (2.1). Zı́skáme systém, který lze zapsat pomocı́ matice
sousednosti AG = (aij)n×n, kde

aij =

{
1 pro {i, j} ∈ E,
0 jinak.

Dostáváme systém

x′i = −d
n

∑
j=1

aij(xi − xj), t ≥ 0, i = 1, 2, ..., n. (3.1)

Jak již bylo uvedeno v Kapitole 1.1.3, ekvivalentně můžeme úlohu (3.1) zapsat ve tvaru

x′ = −dLGx, (3.2)

kde x = [x1, x2, ..., xn] a LG je Laplaceova matice grafu G, viz (1.9).

Pro námi zvolenou tokovou funkci se opět celková populace zachovává, tj. celkový součet po-
pulace je s časem konstantnı́. Znovu také jednotlivé populace zůstávajı́ v čase nezáporné.

Poznámka 3.1. Počátečnı́ podmı́nky xi(0) dynamického systému (3.1) označme symbolem xi,0.

LEMMA 3.2. Řešenı́ úlohy (3.1) splňuje

n

∑
i=1

xi(t) =
n

∑
i=1

xi,0 pro všechna t ≥ 0.

Navı́c je-li xi,0 ≥ 0 pro všechna i = 1, 2, . . . , n, platı́

xi(t) ≥ 0 pro všechna t ≥ 0 a všechna i = 1, 2, . . . , n.

19
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Důkaz. Zvolme s := ∑n
i=1 xi. Potom podle (3.1) je

s′ =
n

∑
i=1

x′i = −d
n

∑
i=1

n

∑
j=1

aij(xi − xj).

Vzhledem k tomu, že matice sousednosti neorientovaného grafu G je symetrická a na diagonále
nulová, můžeme uvažovat pouze hornı́ trojúhelnı́kovou matici, a tedy psát

s′ = −d
n−1

∑
i=1

n

∑
j=i+1

(
aij(xi − xj) + aji(xj − xi)

)
= 0.

Zřejmě tedy s(t) = s0, tj. ∑n
i=1 xi(t) = ∑n

i=1 xi,0, pro všechna t ≥ 0.

Obdobně jako v Lemmatu 2.1 budeme dále dokazovat invarianci v tomto přı́padě kladného
ortantu, který si označı́me jako množinu M. Hranici ∂M tvořı́ body x = [x1, x2, . . . , xn], kde
některé složky jsou nulové a některé jsou kladné. Bez újmy na obecnosti předpokládejme, že

x1, x2, . . . , xk = 0 a xk+1, . . . , xn > 0.

V tomto bodě může existovat nekonečně mnoho Bonyho vnějšı́ch normálových vektorů, všechny
majı́ nicméně tvar

ν(x) = (−α1,−α2, . . . ,−αk, 0, 0, . . . , 0),

kde α1, . . . , αk > 0 jsou libovolná. Pro vektorové pole f(x) = ( f1(x), f2(x), . . . , fn(x)) platı́

fi(x) = −d · deg(i)xi + d ∑
j∈N(i)

xj = 0 + d ∑
j∈N(i)

xj ≥ 0, je-li i = 1, 2, . . . , k.

Dostáváme tedy

f(x) · ν(x) = ( f1(x), f2(x), . . . , fk(x), fk+1(x), . . . , fn(x)) · (−α1,−α2, . . . ,−αk, 0, 0, . . . , 0)

= −α1 f1(x)− α2 f2(x)− . . .− αk fk(x) ≤ 0.

Z Bonyho věty 1.13 nynı́ dostáváme invarianci prvnı́ho ortantu.

Podrobnějšı́ přı́stup k tomuto problému lze nalézt v [9].

Dále zformulujme tvrzenı́, které nám poskytne informaci o rovnovážných stavech systému (3.1)
a jejich stabilitě.

VĚTA 3.3. Systém (3.1) má nekonečně mnoho klidových stavů ve tvaru

x∗ =
[ s0

n
, ...,

s0

n

]
, s0 =

n

∑
i=1

xi,0 ≥ 0,

které jsou stabilnı́. Navı́c pro ∑n
i=1 xi,0 = 1 je x∗ =

[
1
n , ..., 1

n

]
asymptoticky stabilnı́ klidový stav.

Důkaz. Dokažme, že x∗ =
[ s0

n , ..., s0
n
]

je klidový stav, tedy splňuje f(x∗) = 0. Řešı́me pak rovnici

− dLGx = 0. (3.3)

Shrňme nynı́ pro nás užitečné vlastnosti Laplaceovy matice LG souvislého neorientovaného
grafu, viz např. [4].
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Obrázek 3.1: Grafy o třech vrcholech, kružnice K3 (vlevo) a cesta P3 (vpravo).

• Matice LG má pouze jedno nulové vlastnı́ čı́slo λ1 = 0.

• Matice LG má všechna dalšı́ vlastnı́ čı́sla λ2, . . . , λn kladná.

• Vlastnı́ vektor přı́slušný nulovému vlastnı́mu čı́slu je vektor (1, 1, . . . , 1).

Homogennı́ soustava (3.3) má tedy nekonečně mnoho řešenı́ ve tvaru

x∗ = c · (1, 1, . . . , 1), c ∈ R.

Podle Lemmatu 3.2 platı́ ∑n
i=1 x∗i = ∑n

i=1 xi,0 = s0, tedy n · c = s0, a tedy

x∗ =
s0

n
· (1, 1, . . . , 1).

Navı́c z linearity a faktu, že matice −d · LG má všechna vlastnı́ čı́sla nezáporná, z čehož právě
jedno nulové, jsou tyto klidové stavy neasymptoticky stabilnı́.

Pokud ∑n
i=1 xi,0 = 1, uvažujeme ve fázovém prostoru pouze nadrovinu kolmou na vektor

(1, 1, . . . , 1), a tedy ze zápornosti ostatnı́ch vlastnı́ch čı́sel matice −dLG dostáváme asympto-
tickou stabilitu klidového stavu x∗ =

[
1
n , ..., 1

n

]
.

3.2 Lineárnı́ difuze na třech vrcholech

Tvrzenı́ uvedená v Kapitole 3.1 nynı́ budeme ilustrovat na konkrétnı́ch přı́kladech. Zvolme
grafy o 3 vrcholech.

Mějme neorientovaný souvislý graf G o třech vrcholech bez smyček. Tento graf může být bud’
kružnice, tedy úplný graf K3 = C3, nebo cesta P3. Úlohu můžeme zapsat ve tvaru

x′ = −dLGx,

kde x = [x, y, z] je vektor neznámých a LG je Laplaceova matice grafu G.

3.2.1 Lineárnı́ difuze na kružnici o třech vrcholech

Vyšetřeme nejprve chovánı́ systému, jestliže uvažujeme kružnici o třech vrcholech. Po úpravách
zı́skáváme soustavu diferenciálnı́ch rovnic ve tvaru

x′ = d(−2x + y + z),

y′ = d(x− 2y + z),

z′ = d(x + y− 2z).

(3.4)
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0

1

3

x, y, z

t 0

1

3

x, y, z

t

Obrázek 3.2: Časový průběh řešenı́ s počátečnı́mi podmı́nkami systému (3.4) na kružnici G =

K3 (vlevo). Časový průběh řešenı́ s počátečnı́mi podmı́nkami systému (3.5) na cestě G = P3

(vpravo). Navı́c je zde v obou přı́padech znázorněn klidový stav
[

1
3 , 1

3 , 1
3

]
.

Uvedeme zde důsledek Věty 3.3 o klidových stavech systému (3.4), kde se navı́c věnujeme
vyšetřenı́ jejich typu, viz [14].

DŮSLEDEK 3.4. Klidový stav x∗ = [p, p, p], p ≥ 0, systému (3.4) je stabilnı́. Navı́c pro x0 + y0 +

z0 = 1 je klidový stav
[

1
3 , 1

3 , 1
3

]
asymptoticky stabilnı́ typu hvězda.

Důkaz. Prvnı́ tvrzenı́ je přı́mým důsledkem Věty 3.3. Ukažme tedy typ klidového stavu
[

1
3 , 1

3 , 1
3

]
v přı́padě x0 + y0 + z0 = 1. Matice lineárnı́ soustavy (3.4) má tvar

d

 −2 1 1
1 −2 1
1 1 −2

 .

Vlastnı́ čı́sla jsou
λ1,2 = −3d, λ3 = 0

a přı́slušné vlastnı́ vektory majı́ tvar

v1 = (−1, 0, 1), v2 = (−1, 1, 0), v3 = (1, 1, 1).

Je-li x0 + y0 + z0 = 1, pak uvažujeme pouze rovinu kolmou na vektor v3. Protože uvažujeme
pouze d > 0, jsou vlastnı́ čı́sla λ1, λ2 záporná, a tedy klidový stav

[
1
3 , 1

3 , 1
3

]
je asymptoticky

stabilnı́. Navı́c lze řı́ct, že se jedná o stabilnı́ klidový stav typu hvězda, nebot’ λ1 = λ2 a vlastnı́
vektory přı́slušné těmto vlastnı́m čı́slům jsou lineárně nezávislé, viz Obrázek 3.3.

3.2.2 Lineárnı́ difuze na cestě o třech vrcholech

Odstranı́me-li hranu mezi prvnı́m a třetı́m vrcholem, vznikne z kružnice cesta. Tuto situaci lze
popsat soustavou ve tvaru 

x′ = d(−x + y),

y′ = d(x− 2y + z),

z′ = d(y− z).

(3.5)
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Obrázek 3.3: Průmět fázového portrétu systému (3.4) na kružnici G = K3 (vlevo), a systému
(3.5) na cestě G = P3 (vpravo) za podmı́nky x0 + y0 + z0 = 1 do roviny xy. Navı́c je zde
znázorněn klidový stav

(
1
3 , 1

3 , 1
3

)
(červeně).

DŮSLEDEK 3.5. Klidový stav x∗ = [p, p, p], p ≥ 0, systému (3.5) je stabilnı́. Navı́c pro x0 + y0 +

z0 = 1 je klidový stav
[

1
3 , 1

3 , 1
3

]
asymptoticky stabilnı́ typu uzel.

Důkaz. Opět se věnujme pouze typu asymptoticky stabilnı́ho stavu
[

1
3 , 1

3 , 1
3

]
v přı́padě x0 +

y0 + z0 = 1. Matice

d

 −1 1 0
1 −2 1
0 1 −1

 .

má vlastnı́ čı́sla
λ1 = −3d, λ2 = −d, λ3 = 0

a přı́slušné vlastnı́ vektory majı́ tvar

v1 = (1,−2, 1), v2 = (−1, 0, 1), v3 = (1, 1, 1).

Pro x0 + y0 + z0 = 1 ležı́ přı́slušná trajektorie opět v rovině kolmé na vektor v3, a tedy klidový
stav

[
1
3 , 1

3 , 1
3

]
je asymptoticky stabilnı́ uzel, nebot’ vlastnı́ čı́sla λ1 = −3d a λ2 = −d jsou pro

d > 0 záporná různá, viz Obrázek 3.3. Navı́c dı́ky λ1 < λ2 < 0 se trajektorie blı́žı́ pro t → ∞
k rovnovážnému stavu tečně s vektorem v2.

Odstraněnı́ jedné hrany z grafu o třech vrcholech tedy stabilitu systému nijak neovlivnilo.
Pouze se změnila rychlost průběhu difuze, viz Obrázek 3.2.



Nelineárnı́ difuze
na dvou vrcholech 4

4.1 Difuze

Vrat’me se v této kapitole ke grafu o dvou vrcholech. Opust’me nynı́ prostředı́, ve kterém se tok
řı́dı́ lineárnı́m zákonem (2.1). Motivováni [9] se věnujme detailně přı́padu, kdy se tok po hraně
mezi jednotlivými vrcholy bude řı́dit vztahem

D(i, j, t) = −d(xi(t)− xj(t))xi(t)xj(t), d > 0. (4.1)

Rozdı́l mezi těmito přı́stupy ilustrujeme na Obrázku 4.1, kde vidı́me, že v přı́padě (2.1) je di-
fuze nejsilnějšı́, když se vzdalujeme od klidového stavu 1

2 , oproti vztahu (4.1), kdy je difuze
nejsilnějšı́ mezi klidovým stavem 1

2 a novými klidovými stavy, které odpovı́dajı́ situaci, kdy je
celá populace nashromážděna v jedné z lokalit (detailně viz dále).

Studujme tedy systém {
x′ = −d(x− y)xy,

y′ = −d(y− x)xy.
(4.2)

Tento systém lze zjednodušit vydělenı́m obou rovnic systému (4.2) konstantou d > 0 a zave-
denı́m nového času τ := d · t. Využitı́m ẋ := dx

dτ = dx
dt ·

dx
dτ = x′ · 1

t dostáváme z prvnı́ rovnice
(4.2)

x′ · 1
d
= (y− x)xy,

tj.
ẋ = (y− x)xy.

Obdobně bychom postupovali u druhé rovnice (4.2). Pak po přeznačenı́ ẋ =: x′, ẏ =: y′

zı́skáváme systém bez parametrů ve tvaru{
x′ = (y− x)xy,

y′ = (x− y)xy.
(4.3)

Poznámka 4.1. Nelineárnı́ systém (4.3) je pro x, y ≥ 0 symetrický podle osy x = y.

Celková populace se v systému (4.3) opět zachovává.

24
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Obrázek 4.1: Časový průběh grafu funkce D(x, 1− x) = 1− 2x (vlevo) a D(x, 1− x) = (1−
2x)(1− x)x (vpravo).

LEMMA 4.2. Řešenı́ soustavy (4.3) splňuje

x(t) + y(t) = x0 + y0 pro všechna t ≥ 0.

Navı́c je-li x0 ≥ 0, y0 ≥ 0, platı́

x(t) ≥ 0, y(t) ≥ 0 pro všechna t ≥ 0.

Důkaz. Pro s := x + y platı́

s′ = x′ + y′ = (y− x)xy + (x− y)xy = 0.

Tedy s(t) = s0, tj. x(t) + y(t) = x0 + y0, pro všechna t > 0. Invarianci prvnı́ho kvadrantu zde
dostáváme z Bonyho věty 1.13 přı́mo, nebot’ vektorové pole je na hranici prvnı́ho kvadrantu
nulové.

Klidové stavy tohoto systému vyhovujı́ podmı́nce f(x∗) = 0, tedy v tomto přı́padě opět jediné
rovnici

(y− x)xy = 0.

To platı́ pro
x∗0 = [p, p], p > 0,

x∗1 = [p, 0], p ≥ 0,

x∗2 = [0, p], p ≥ 0.

Uvažujeme-li dodatečnou podmı́nku x0 + y0 = 1, klidové stavy pak majı́ tvar

x∗0 =
[

x0+y0
2 , x0+y0

2

]
=
[ 1

2 , 1
2
]
,

x∗1 = [x0 + y0, 0] = [1, 0],

x∗2 = [0, x0 + y0] = [0, 1].

(4.4)

Definujme nynı́ nulokliny, jejichž průnikem jsou klidové stavy systému. Tyto křivky rozdělujı́
fázovou rovinu na oblasti, v nichž zůstává znaménko derivace dané složky stejné, viz Obrá-
zek 4.2.



KAPITOLA 4. NELINEÁRNÍ DIFUZE NA DVOU VRCHOLECH 26

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

0.0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

x

y 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

0.0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

x

y

[0, 1]

[1, 0]

[
1
2 , 1

2

]

Obrázek 4.2: Fázový portrét úlohy (4.3) s vyznačenými klidovými stavy, respektive nuloklinami
danými v (4.5) (černě), (vlevo). S dodatečnou podmı́nkou x + y = 1 (vpravo).

DEFINICE 4.3. Množina Nx =
{
(x, y) ∈ R2

+ : f (x, y) = 0
}

se nazývá nuloklina vzhledem
k proměnné x. Obdobně definujeme nuloklinu Ny vzhledem k proměnné y.

LEMMA 4.4. Nulokliny systému (4.3) jsou

Nx = Ny =
{
(x, y) ∈ R2

+ : x = 0∨ y = 0∨ x = y
}

. (4.5)

Důkaz. Nuloklina Nx splňuje x′(t) = 0, tedy

(y− x)xy = 0.

Tato rovnost platı́ pro
x = 0 nebo y = 0 nebo x = y,

čı́mž jsme zı́skali množinu Nx. Stejný výsledek bychom obdrželi pro nuloklinu Ny.

VĚTA 4.5. Klidové stavy systému (4.3) jsou

x∗0 = [p, p], p > 0, stabilnı́,

x∗1 = [p, 0], p ≥ 0, nestabilnı́,

x∗2 = [0, p], p ≥ 0, nestabilnı́.

Navı́c pro x0 + y0 = 1 je x∗0 =
[

1
2 , 1

2

]
asymptoticky stabilnı́.

Důkaz. Vyšetřeme stabilitu klidových stavů. Systém (4.3) je nelineárnı́, pokusme se proto roz-
hodnout podle Důsledku 1.9. Jacobiho matice systému (4.3) je ve tvaru

J(x, y) =
(

y2 − 2xy −x2 + 2xy
−y2 + 2xy x2 − 2xy

)
.
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Tedy

J(p, p) = p2
(
−1 1

1 −1

)
,

J(p, 0) = p2
(

0 −1
0 1

)
a

J(0, p) = p2
(

1 0
−1 0

)
.

Vlastnı́ čı́sla matice J(p, p) jsou
λ1 = −2p2, λ2 = 0.

Vlastnı́ vektory majı́ tvar
v1 = (−1, 1), v2 = (1, 1).

Protože p > 0, pak λ1 < 0. Vlastnı́ čı́slo λ2 je nulové, přičemž systém (4.3) je nelineárnı́, tedy
nelze rozhodnout o stabilitě klidového stavu x∗0 na základě linearizace. Využijme tedy znalosti
tvaru nuloklin v (4.5). Vektor pravých stran f(x) pro x > 0 a y > 0 je kolmý na polopřı́mku
x = y, což plyne z Lemmatu 4.2 o zachovánı́ celkové populace, nebot’ se vždy pohybujeme po
přı́mce x + y = s0. Pro y > x mı́řı́ vektorové pole stejným směrem jako vektor (1,−1), pro y < x
pak s vektorem (−1, 1). Polopřı́mka x = y ve fázovém prostoru tedy opět tvořı́ stabilnı́ klidové
stavy. Pro x0 + y0 = 1 uvažujeme pouze přı́mku ve fázovém prostoru kolmou na vektor v2,
a tedy navı́c dı́ky zápornosti λ1 je klidový stav x∗0 =

[ 1
2 , 1

2
]

asymptoticky stabilnı́.

Vlastnı́ čı́sla matice J(p, 0) jsou
λ1 = p2, λ2 = 0.

Pro p > 0 je pak λ1 > 0, a dı́ky tomu klidový stav x∗1 je nestabilnı́.

Stejně vlastnı́ čı́sla matice J(0, p) jsou

λ1 = p2, λ2 = 0.

Klidový stav x∗2 je pro p > 0 nestabilnı́.

Uvažujme ještě p = 0, pak všechny tři klidové stavy splynou v jeden bod fázového prostoru
[0, 0]. Z nuloklin opět vidı́me, podobně jako výše, že tento klidový stav je stabilnı́.

Pro počátečnı́ podmı́nky splňujı́cı́ x0 + y0 = 1 se tak systém ustaluje v x∗0 =
[

1
2 , 1

2

]
, nebo zůstane

v bodě x∗1 = [1, 0], přı́padně x∗2 = [0, 1], viz Obrázek 4.2.

Zachovejme dále tvar systému (4.3) a difuznı́ parametr uvažujme záporný, tedy{
x′ = d(y− x)xy,

y′ = d(x− y)xy,
(4.6)

kde d < 0. V tomto přı́padě se vlastně změnı́ vektorové pole systému (4.3) na opačné. Vyměnı́
se tedy i stabilita klidových stavů. Docházı́ tedy pro x0 6= y0 ke shlukovánı́ populace v jednom
z vrcholů. Nicméně oproti přı́padu s lineárnı́ difuzı́ (2.7) k tomuto docházı́ až pro t → ∞.
Populace tedy zůstávajı́ nezáporné i v přı́padě záporného d < 0, viz [9].
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4.2 Difuze s reakcı́

V tomto odstavci se věnujme situaci, kdy v jednotlivých lokalitách přidáme vnitřnı́ zdroje.
Připomeňme, že situace s lineárnı́ difuzı́ a jednotlivými kombinacemi reakčnı́ch funkcı́ (expo-
nenciálnı́, logistická a bistabilnı́ dynamika) je studována v [5].

V našem přı́padě se podı́vejme na přı́pad nelineárnı́ difuze popsané tokovou funkcı́ (4.1) a jed-
notlivé volby zdrojových funkcı́. Začneme se studiem exponenciálnı́ho růstu v obou vrcholech.

4.2.1 Exponenciálnı́ růst

Uvažujme neorientovaný graf o dvou vrcholech s nelineárnı́ difuzı́, viz systém (4.3). V každém
vrcholu přidejme exponenciálnı́ reakci závislou na reakčnı́m parametru r{

x′ = (y− x)xy + rx,

y′ = (x− y)xy + ry.
(4.7)

Předpokládáme r ≥ 0, tento parametr nynı́ zahrnuje nejen reakčnı́ parametr, ale nově i difuznı́
parametr d > 0, k čemuž bychom došli opět zavedenı́m nového času τ = d · t a přeznačenı́m
r := r

d .

Pro r = 0 je reakce nulová, a tedy mezi vrcholy probı́há pouze difuze popsána v Kapitole 4.1.

Poznámka 4.6. Nelineárnı́ systém (4.7) je pro x, y ≥ 0 opět symetrický podle osy x = y.

VĚTA 4.7. Systém (4.7) má nestabilnı́ klidový stav x∗ = [0, 0]. Nulokliny tohoto systému jsou

Nx =
{
(x, y) ∈ R2

+ : x = 0∨ x = y + r
y

}
,

Ny =
{
(x, y) ∈ R2

+ : y = 0∨ y = x + r
x
}

.
(4.8)

Důkaz. Nuloklina Ny splňuje y′(t) = 0. Po úpravě

y((x− y)x + r) = 0.

Tato rovnost platı́ pro

y = 0 nebo y = x +
r
x

,

čı́mž jsme zı́skali množinu Ny. Analogicky bychom obdrželi nuloklinu Nx. Klidové stavy se
nacházejı́ v průnicı́ch těchto množin.

Vyšetřeme nejprve průběh funkce

γ(x) = x +
r
x

, x > 0. (4.9)

Obor hodnot této funkce je podmnožinou R+, nebot’ uvažujeme pouze r > 0 a x > 0. Prvnı́
derivace je ve tvaru

γ′(x) = 1− r
x2 .

Stacionárnı́ bod této funkce splňuje γ′(x) = 0, tedy x =
√

r a γ(
√

r) = 2
√

r. Z druhé derivace

γ′′(x) =
2r
x3
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Obrázek 4.3: Graf funkce γ(x) v (4.9) se znázorněným minimem a asymptotou x = y.

pro x > 0 pak můžeme řı́ct, že funkce je pro x > 0 konvexnı́, a tedy daný stacionárnı́ bod je
globálnı́m minimem. Doplňme ještě

lim
x→0+

γ(x) = ∞ a lim
x→∞

γ(x) = ∞.

Asymptotou funkce γ(x) pro x → ∞ je osa x = y, viz Obrázek 4.3. Analogicky funkci γ(y) =
y+ r

y z nulokliny Nx bychom vyšetřili obdobně. Křivky γ(x) a γ(y) tedy nemajı́ žádný společný
bod.

Klidovým stavem tak může být pouze počátek [x∗, y∗] = [0, 0], tj. průsečı́k přı́mek x = 0 a y = 0.

Proved’me linearizaci systému (4.7). Jacobiho matice je ve tvaru

J(x, y) =
(

y2 − 2xy + r −x2 + 2xy
−y2 + 2xy x2 − 2xy + r

)
.

Pak

J(0, 0) =
(

r 0
0 r

)
.

Vlastnı́ čı́sla této matice jsou
λ1,2 = r > 0.

Klidový stav [x∗, y∗] = [0, 0] je nestabilnı́ hvězda, nebot’ existujı́ dva lineárně nezávislé přı́slušné
vlastnı́ vektory, např. v1 = (1, 0) a v2 = (0, 1), viz Obrázek 4.4.

Pro popis systému (4.7) nynı́ definujme křivku, která procházı́ bodem, kde má funkce γ(x)
v (4.9), z nulokliny Ny, nulovou derivaci. Tato křivka je jednoznačně určená jednou trajektoriı́
systému (4.7).

Necht’ (xN(t), yN(t)) značı́ řešenı́ systému (4.7) s počátečnı́ podmı́nkou [x0, y0] =
[√

r, 2
√

r
]
.

Definujme funkci ỹ(x) :
[
0,
√

r
]
→
[
0, 2
√

r
]
, která je ostře rostoucı́, platı́ ỹ(0) = 0 a ỹ(

√
r) = 2

√
r
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Obrázek 4.4: Fázový portrét systému (4.7).

a pro všechna t ∈ (−∞, 0) je
yN(t) = ỹ(xN(t)).1

Potom definujme následujı́cı́ množinu

K :=
{
(x, ỹ(x)) ∈ R2

+ : 0 ≤ x ≤
√

r
}

. (4.10)

Dále zadefinujme tři oblasti ve fázovém prostoru úlohy (4.7), viz Obrázek 4.6, dı́ky kterým
budeme moci popsat monotonii trajektoriı́.

Pro y ≥ x definujme

Ω0 :=
{
(x, y) ∈ R2

+ :
(
0 < x ≤

√
r, x ≤ y ≤ ỹ(x)

)
∨
(√

r < x, x ≤ y ≤ x +
r
x

)}
, (4.11)

Ω1 :=
{
(x, y) ∈ R2

+ :
(

0 < x ≤
√

r, x +
r
x
≤ y

)
∨
(√

r < x, x +
r
x
< y

)}
, (4.12)

Ω2 :=
{
(x, y) ∈ R2

+ : 0 < x <
√

r, ỹ(x) < y < x +
r
x

}
. (4.13)

V následujı́cı́ větě opět uvažujme pouze y ≥ x, pro y ≤ x platı́ analogická tvrzenı́ dı́ky symetrii
(viz Poznámku 4.6).

VĚTA 4.8. Necht’ y0 ≥ x0 > 0, Ω0, Ω1, Ω2 jsou oblasti definované postupně v (4.11), (4.12) a (4.13)
a necht’ (x(t), y(t)) je řešenı́ systému (4.7) s počátečnı́ podmı́nkou (x(0), y(0)) = (x0, y0). Potom platı́
x′(t) > 0 pro všechna t > 0 a

1. jestliže [x0, y0] ∈ Ω0, pak je y′(t) > 0 pro všechna t > 0,

2. jestliže [x0, y0] ∈ Ω1, pak existuje t1 > 0 takové, že y′(t) < 0 pro všechna t ∈ (0, t1) a y′(t) > 0
pro všechna t ∈ (t1, ∞),

1Obdobně jako v důkazu Věty 4.8 lze dokázat, že oblast
[
0,
√

r
]
×
[
0, 2
√

r
]

je negativně invariantnı́, viz Bonyho
větu 1.13. Z Poincarého-Bendixonovy věty 1.12 pak plyne, že trajektorie (xN(t), yN(t)) pro t → −∞ se musı́ blı́žit ke
klidovému stavu [0, 0], nebot’ v této oblasti neexistuje uzavřená trajektorie. Navı́c z nuloklin ihned dostáváme xN(t)′ >
0, yN(t)′ > 0 pro t ∈ (−∞, 0), což ověřuje existenci a vlastnosti funkce ỹ(x).
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Obrázek 4.5: Červeně znázorněna trajektorie (xN(t), yN(t)) systému (4.7), jejı́ž součástı́ je
i křivka K dána v (4.10) (černě jsou znázorněny nulokliny tohoto systému).

3. jestliže [x0, y0] ∈ Ω2, pak existujı́ t1, t2 > 0 taková, že y′(t) > 0 pro všechna t ∈ (0, t1),
y′(t) < 0 pro všechna t ∈ (t1, t2) a y′(t) > 0 pro všechna t ∈ (t2, ∞).

Důkaz. Uvažujeme y ≥ x > 0, a tedy y + r
y > x. Podle Věty 4.7 je x′(t) = f (x(t), y(t)) > 0 pro

všechna t > 0. Vyřešme chovánı́ druhé složky y(t). Pro y = 0 a y = x + r
x je g(x, y) = 0, pro

dané x platı́

je-li y ∈
(

0, x +
r
x

)
, pak g(x, y) > 0

a
je-li y ∈

(
x +

r
x

,+∞
)

, pak g(x, y) < 0.

1. Necht’ [x0, y0] ∈ Ω0. Chceme ukázat, že oblast Ω0 je pozitivně invariantnı́. Využijme
Věty 1.13. Zvolme

M := Ω0 ∪ {[0, 0]} ,

tj.

∂M := [0, 0] ∪ K ∪
{
(x, y) ∈ R2

+ : x >
√

r, y = x +
r
x

}
∪ {(x, y) ∈ R2

+ : x = y}.

Dokažme, že platı́
υ(x) · f(x) ≤ 0

pro všechna x ∈ ∂M.
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Obrázek 4.6: Oblasti Ω0, Ω1 a Ω2 se zvýrazněnou křivkou K (červeně) a částı́ množiny Ny pro
x, y > 0 (modře).

Jestliže uvažujeme bod [0, 0], jsou předpoklady Věty 1.13 triviálně splněny, nebot’ se jedná
o klidový stav, a tedy υ(x) · f(x) = 0.

Pro (x, y) ∈ K je tečný vektor ke křivce K vektor (x′, y′), protože K je trajektorie, viz
Obrázek 4.5. Pak Bonyho vnějšı́ normálový vektor υ(x) je vektor kolmý na f(x), a tedy
opět

υ(x) · f(x) = 0.

Pro (x, y) ∈
{
(x, y) ∈ R2

+ : x >
√

r, y = x + r
x
}

je tečný vektor k nuloklině Ny pro y > x

ve tvaru
(

x, 1− r
x2

)
. Bonyho vnějšı́ normálový vektor je

υ(x) =
( r

x2 − 1, x
)

a
f(x) =

(
x′, 0

)
= ((y− x)xy + rx, 0) ,

kde y = x + r
x , tedy

f(x) =
(

2rx +
r2

x
, 0
)

.

Pak pro x >
√

r je

υ(x) · f(x) =
( r

x2 − 1
)

︸ ︷︷ ︸
<0

·
(

2rx +
r2

x

)
︸ ︷︷ ︸

>0

< 0.
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Obrázek 4.7: Časový průběh řešenı́ systému (4.7) pro počátečnı́ podmı́nky [x0, y0] ∈ Ω0 (vlevo),
[x0, y0] ∈ Ω1 (uprostřed), [x0, y0] ∈ Ω2 (vpravo).

Zbylá část
{
(x, y) ∈ R2

+ : x = y
}

hranice ∂M je tvořena jednou z trajektoriı́ (viz Poznám-
ku 4.6), z čehož okamžitě dostáváme, že vektorové pole je zde kolmé na vnějšı́ normálový
vektor.

Tı́m jsme ověřili předpoklady Věty 1.13 pro celou hranici množiny M. Množina M je tedy
pozitivně invariantnı́. Nebot’ bod [0, 0] je rovnovážným stavem, je stejně tak pozitivně in-
variantnı́ i množina Ω0. Jelikož z nuloklin vı́me, že na Ω0 je y′(t) > 0, platı́ tvrzenı́ 1.

2. Necht’ [x0, y0] ∈ Ω1. Dokažme, že existuje t1 > 0 takové, že y(t1) = x(t1) +
r

x(t1)
.

Definujme opět množinu

M =
{
(x, y) ∈ R2

+ : x > 0 ∧ x +
x
r
≤ y ≤ y0

}
.

Již jsme vyšetřili klidové stavy systému (4.7) ve Větě 4.7. V oblasti M neexistuje žádný
klidový stav. Navı́c jelikož v této oblasti majı́ x′(t) a y′(t) vždy stejné znaménko, nemůže
v M existovat ani uzavřená trajektorie. Z Poincarého-Bendixsonovy věty 1.12 dostáváme,
že trajektorie začı́najı́cı́ v [x0, y0] musı́ v určitém čase t1 > 0 opustit množinu M. Ze směrů
vektorového pole na hranici ∂M obdržı́me, že toto musı́ nastat přechodem nulokliny Ny
bodem, kde x >

√
r, tj. y(t1) = x(t1) +

r
x(t1)

, a trajektorie přecházı́ do oblasti Ω0, kde je
jejı́ chovánı́ popsáno v bodě 1.

3. Necht’ [x0, y0] ∈ Ω2. Z obdobného důvodu jako v předchozı́m bodě existuje t1 > 0 takové,
že y(t1) = x(t1) +

r
x(t1)

, kde x(t1) <
√

r.

Trajektorie tedy má v t1 průsečı́k s nuloklinou Ny v bodě, kde x <
√

r, trajektorie tak
přecházı́ do oblasti Ω1, kde je jejı́ chovánı́ popsáno v bodě 2.

Tvrzenı́ Věty 4.8 ilustrujeme na Obrázku 4.7.

Prozatı́m jsme se věnovali situaci, kdy je dynamika v obou vrcholech identická. Reakce je ovliv-
ňována pouze parametrem r. Budeme-li uvažovat různé exponenciálnı́ reakce s různými para-
metry, bude se systém chovat obdobně. Mějme tak pro r1, r2 > 0 systém ve tvaru{

x′ = (y− x)xy + r1x,

y′ = (x− y)xy + r2y.
(4.14)
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Obrázek 4.8: Fázový portrét a nulokliny (černě) systému (4.14) pro r2 > r1 > 0.

Tı́m porušı́me symetrii prvnı́ho kvadrantu z Poznámky 4.6. Nulokliny systému (4.14) jsou

Nx =
{
(x, y) ∈ Rn

+ : x = 0∨ x = y + r1
y

}
,

Ny =
{
(x, y) ∈ Rn

+ : y = 0∨ y = x + r2
x
}

.
(4.15)

Změnou parametrů kvalitativně nezměnı́me chovánı́ funkce γ(x) v (4.9). Nulokliny Nx a Ny
dané v (4.15) majı́ pouze jediný průsečı́k, a to nestabilnı́ klidový stav x∗ = [0, 0].

Dále by bylo možné dokázat obdobné tvrzenı́ jako Větu 4.8. Znázorněme proto chovánı́ systému
(4.14) pouze na Obrázku 4.8.

4.2.2 Exponenciálnı́ a logistický růst

Dále uvažujme opět neorientovaný graf o dvou vrcholech, nelineárnı́ difuzi a v jednom vrcholu
přidejme exponenciálnı́ reakci závislou na reakčnı́m parametru r > 0 a v druhém obvyklou
logistickou reakci závislou na stejném reakčnı́m parametru r > 0 a kapacitnı́m parametru k > 0{

x′ = d(y− x)xy + rx,

y′ = d(x− y)xy + ry
(
1− y

k
)

.
(4.16)

Tento systém je závislý na třech parametrech. Vydělenı́m obou rovnic parametrem d a substitucı́
u := x

k a v := y
k zı́skáme { 1

dk · u
′ = 1

k3 (v− u)uv + r
dk u,

1
dk · v

′ = 1
k3 (u− v)uv + r

dk v (1− v) .
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Přeškálovánı́m času τ := d
k2 · t a označenı́m u̇ = du

dτ = u′ · k2

d , v̇ = dv
dτ = v′ · k2

d dostaneme{ 1
k3 · u̇ = 1

k3 (v− u)uv + r
dk u,

1
k3 · v̇ = 1

k3 (u− v)uv + r
dk v (1− v) .

Vynásobenı́m obou rovnic k3 a zpětným přeznačenı́m pak obdržı́me systém závislý pouze na
novém parametru r := rk2

d ve tvaru{
x′ = (y− x)xy + rx,

y′ = (x− y)xy + ry (1− y) .
(4.17)

Popišme nynı́ nulokliny systému (4.17) a vyšetřeme, zda tento systém má nějaký klidový stav,
a pokud ano, tak jeho stabilitu.

VĚTA 4.9. Systém (4.17) má nestabilnı́ klidové stavy x∗0 = [0, 0], x∗1 = [0, 1] a stabilnı́ klidový stav
x∗2 , kde x∗2 > 0 a y∗2 > 0.2 Nulokliny tohoto systému jsou

Nx =
{
(x, y) ∈ Rn

+ : x = 0∨ x = y + r
y

}
,

Ny =
{
(x, y) ∈ Rn

+ : y = 0∨ y = r+x2

r+x

}
.

(4.18)

Důkaz. Klidové stavy tohoto systému splňujı́ x′(t) = 0, y′(t) = 0. Řešme tedy soustavu dvou
rovnic

x ((y− x) y + r) = 0,

y ((x− y) x + r (1− y)) = 0.

To platı́ pro triviálně pro [x∗0 , y∗0 ] = [0, 0]. Pro x = 0 má druhá rovnice tvar

ry (1− y) = 0,

a tedy[x∗1 , y∗1 ] = [0, 1]. Třetı́ klidový stav [x∗2 , y∗2 ], viz Obrázek 4.11, je pak průsečı́k křivek

x = y +
r
y

,

y =
r + x2

r + x
.

Ve Větě 4.7 jsme již analyzovali chovánı́ funkce γ(y) = y + r
y , proto

je-li x ∈
(

0, y + r
y

)
, pak f (x, y) > 0,

je-li x ∈
(

y + r
y , ∞

)
, pak f (x, y) < 0.

(4.19)

Dále vyšetřeme chovánı́ funkce

ψ (x) =
r + x2

r + x
. (4.20)

Definičnı́ obor této funkce je R+, nebot’ uvažujeme pouze x > 0. Prvnı́ derivace má tvar
2Přesná hodnota tohoto klidového stavu má komplikovaný tvar a lze jej analyticky vyjádřit napřı́klad pomocı́

software Wolfram Mathematica.
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Obrázek 4.9: Graf funkce ψ(x) v (4.20) se znázorněnou osou prvnı́ho kvadrantu (čárkovaně).

ψ′ (x) =
x2 + 2rx− r

(r + x)2 .

Stacionárnı́ bod splňuje ψ′(x) = 0, to nastává pro nezápornou hodnotu

xs =
√

r2 + r− r.

Druhá derivace

ψ′′ (x) =
2r (1 + r)

(r + x)3

je pro x = xs

ψ′′ (xs) =
2√

r2 + r
> 0.

Stacionárnı́ bod je tedy minimem této funkce, a proto

je-li y ∈
(

0, r+x2

r+x

)
, pak g(x, y) > 0,

je-li y ∈
(

r+x2

r+x , ∞
)

, pak g(x, y) < 0.
(4.21)

Dokažme ještě, že existuje právě jeden průsečı́k křivek x = γ(y), y = φ(x), a to právě [x∗2 , y∗2 ].
Daný průsečı́k splňuje

ψ (γ(y)) =
r +

(
y + r

y

)2

r +
(

y + r
y

) = y.

Zı́skáme kubickou rovnici
y3 − 2y2 − r = 0. (4.22)

Využijme k jejı́mu vyřešenı́ Cardanových vzorců, viz např. [12]. Zaved’me substituci

z = y +
2
3

,
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Obrázek 4.10: Klidové stavy systému (4.17) (vlevo) a zjednodušené zobrazenı́ směrů vekto-
rového pole systému (4.17) (vpravo).

čı́mž eliminujeme kvadratický člen. Rovnice (4.22) pak má tvar tzv. redukované kubické rovnice

z3 − 4
3

z− r− 16
27

= 0.

Označme
p := −4

3
a q := −r− 16

27
(4.23)

a
D = 81q2 + 12p3. (4.24)

Kubická rovnice má právě jedno reálné řešenı́ a dvě komplexnı́ řešenı́ pro D > 0. V přı́padě
(4.23) zı́skáme

D = 81r2 + 96r > 0

pro všechna r > 0. Rovnice (4.22) má tedy právě jeden reálný kořen. Z vyšetřenı́ průběhu funkcı́
γ(y), resp. ψ(x) dostáváme, že se tyto křivky neprotı́najı́ mimo prvnı́ kvadrant, a tudı́ž průsečı́k
[x∗2 , y∗2 ] ležı́ v prvnı́m kvadrantu.

Dokažme dále stabilitu klidových stavů, viz Obrázek 4.11.

Proved’me linearizaci systému (4.17). Jacobiho matice má tvar

J(x, y) =
(

y2 − 2xy + r −x2 + 2xy
−y2 + 2xy x2 − 2xy + r− 2ry

)
.

Pak

J(0, 0) =
(

r 0
0 r

)
,

J(0, 1) =
(

1 + r 0
1 −r

)
,

tedy existuje v obou přı́padech alespoň jedno kladné vlastnı́ čı́slo, a tedy v přı́padě x∗0 , x∗1 se
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Obrázek 4.11: Fázový portrét systému (4.17).

jedná o nestabilnı́ klidové stavy.

Vlastnı́ čı́sla matice J(0, 0) jsou λ1 = λ2 > 0, proto se jedná o nestabilnı́ klidový stav typu
hvězda. Vlastnı́ čı́sla matice J(0, 1) splňujı́ λ1 < 0 < λ2, proto je klidový stav [0, 1] nestabilnı́
klidový stav typu sedlo.

Vzhledem ke komplikovanému vyjádřenı́ [x∗2 , y∗2 ] ukažme asymptotickou stabilitu tohoto kli-
dového stavu pomocı́ nuloklin systému (4.17). Zvolme si libovolně malé okolı́ bodu [x∗2 , y∗2 ].
Z (4.19) a (4.21) plyne, že vektorové pole mı́řı́ dovnitř okolı́ tohoto bodu, a tedy [x∗2 , y∗2 ] je
asymptoticky stabilnı́ klidový stav, viz Obrázek 4.10.

4.2.3 Logistický růst

Mějme neorientovaný graf o dvou vrcholech, nelineárnı́ difuzi mezi nimi a v každém vrcholu lo-
gistickou reakci závislou na reakčnı́m parametru r a kapacitnı́m parametru k (uvažujeme v obou
rovnicı́ch tyto parametry stejné). Pro d, r, k ≥ 0 mějme úlohu ve tvaru{

x′ = d(y− x)xy + rx
(
1− x

k
)

,

y′ = d(x− y)xy + ry
(
1− y

k
)

.
(4.25)

Tento systém můžeme opět převést na jednoparametrický systém stejně jako v systému (4.16).
Zaved’me tedy substituci u := x

k a v := y
k a přeškálujme čas τ := d

k2 · t. Po přeznačenı́ pak
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obdržı́me systém závislý pouze na novém parametru r := rk2

d ve tvaru{
x′ = (y− x)xy + rx (1− x) ,

y′ = (x− y)xy + ry (1− y) .
(4.26)

Poznámka 4.10. Nelineárnı́ systém (4.26) je pro x, y ≥ 0 symetrický podle osy x = y.

Zabývejme se nynı́ nuloklinami systému (4.26) a jeho klidovými stavy.

VĚTA 4.11. Systém (4.26) má nestabilnı́ klidové stavy x∗0 = [0, 0], x∗1 = [1, 0] a x∗2 = [0, 1]
a asymptoticky stabilnı́ klidový stav x∗3 = [1, 1]. Nulokliny tohoto systému jsou

Nx =
{
(x, y) ∈ Rn

+ : x = 0∨ x = r+y2

r+y

}
,

Ny =
{
(x, y) ∈ Rn

+ : y = 0∨ y = r+x2

r+x

}
.

(4.27)

Důkaz. Klidové stavy systému (4.26) splňujı́ x′(t) = 0 a y′(t) = 0. Dı́ky symetrii prvnı́ho kvad-
rantu řešme pouze y′(t) = 0, tedy

(x− y)xy + ry (1− y) = 0.

To platı́ pro y = 0 a y = r+x2

r+x . Obdobně pro x′(t) = 0. Ihned dostaneme tři klidové stavy

[x∗0 , y∗0 ] = [0, 0],

[x∗1 , y∗1 ] = [1, 0],

[x∗2 , y∗2 ] = [0, 1].

Hledejme dále průsečı́ky křivek

x =
r + y2

r + y
, (4.28)

y =
r + x2

r + x
. (4.29)

Funkci ψ(x) = r+x2

r+x danou v (4.20) jsme již analyticky vyšetřili ve Větě 4.9. Proto

je-li y ∈
(

0,
r + x2

r + x

)
, pak g(x, y) > 0

a

je-li y ∈
(

r + x2

r + x
, ∞
)

, pak g(x, y) < 0.

Analogicky

je-li x ∈
(

0,
r + y2

r + y

)
, pak f (x, y) > 0

a

je-li x ∈
(

r + y2

r + y
, ∞
)

, pak f (x, y) < 0,

viz Obrázek 4.12.
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Obrázek 4.12: Klidové stavy systému (4.26) (vlevo) a zjednodušené zobrazenı́ směrů vekto-
rového pole systému (4.26) (vpravo).

Řešme rovnici

γ(ψ(x)) =
r +

(
r+x2

r+x

)2

r + r+x2

r+x

= x,

po úpravě

(x− 1)
(

x4 + 3rx2 + 3r2 + r3
)
= 0.

Tato rovnice je splněna pouze pro
x = 1,

nebot’ druhá závorka je pro x > 0, r > 0 vždy kladná.

Tı́m jsme dokázali, že křivky (4.28) a (4.29) majı́ průsečı́k pouze v bodě

x∗3 = [1, 1].

Navı́c zlinearizujme systém (4.26). Jacobiho matice je ve tvaru

J(x, y) =
(

y2 − 2xy + r− 2rx −x2 + 2xy
−y2 + 2xy x2 − 2xy + r− 2ry

)
.

Pak

J(1, 1) =
(
−1− r 1

1 −1− r

)
,

kdy vlastnı́ čı́sla majı́ tvar λ1 = −r − 2 a λ2 = −r. Obě jsou tedy záporná pro všechna r > 0,
a proto je klidový stav x∗3 = [1, 1] stabilnı́ typu uzel. Dále

J(1, 0) =
(
−r −1
0 1 + r

)
,

J(0, 1) =
(

1 + r 0
−1 −r

)
,
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Obrázek 4.13: Fázový portrét systému (4.26).

J(0, 0) =
(

r 0
0 r

)
.

Ve všech těchto přı́padech existuje alespoň jedno kladné vlastnı́ čı́slo, a proto jsou klidové stavy
x∗0 , x∗1 a x∗2 nestabilnı́. Klidový stav [0, 0] je nestabilnı́ hvězda, nebot’ λ1 = λ2 < 0, a [0, 1]
a [1, 0] jsou nestabilnı́ klidové stavy typu sedlo, nebot’ pro oba z nich platı́ λ1 < 0 < λ2, viz
Obrázek 4.13.



Závěr

V úvodu jsme připomněli zákon zachovánı́, se kterým se v přı́rodě setkáváme v různých ob-
dobách. V přı́padě diskrétnı́ho prostředı́, které jsme reprezentovali neorientovaným grafem G,
může mı́t tento zákon tvar reakčně-difuznı́ rovnice

x′i(t) = ∑
j∈N(i)

D(i, j, t) + fi(xi(t)), (4.30)

kde funkce D(i, j, t) popisuje tok modelované látky mezi vrcholy i a j v grafu G a funkce
fi(xi) popisujı́ zdroje ve vrcholech grafu G. Z rozmanitých možnostı́ volby funkcı́ fi(xi) jsme
představili několik možných reakcı́, a to exponenciálnı́, logistickou a např. bistabilnı́ dynamiku.
Nejprve jsme prozkoumali čistě difuznı́ model bez reakčnı́ch funkcı́ fi(xi), kdy difuze mezi jed-
notlivými vrcholy závisela lineárně na rozdı́lu koncentracı́. Věnovali jsme se nejjednoduššı́mu
grafu se dvěma vrcholy a poté obecně grafu na n vrcholech. Předevšı́m jsme se však zabývali
modelem nelineárnı́ difuze, která byla dána tokovou funkcı́

D(i, j, t) = −d(xi(t)− xj(t))xi(t)xj(t), d > 0. (4.31)

Poté jsme k nelineárnı́ difuzi přidali některé kombinace zdrojových funkcı́ fi(xi), tj. řešili jsme
reakčně-difuznı́ systémy na grafu o dvou vrcholech ve tvaru{

x′ = −d(x− y)xy + f1(x),
y′ = −d(y− x)xy + f2(y),

kdy jsme konkrétně uvažovali funkce f1, f2 pocházejı́cı́ z modelu exponenciálnı́ho či logis-
tického růstu. Vyšetřili jsme některé kvalitativnı́ vlastnosti těchto modelů jako klidové stavy,
stabilitu a monotonnı́ chovánı́ řešenı́ takových systémů.

Obecně lze řı́ci, že zákon zachovánı́ (4.30) obsahuje tři základnı́ stavebnı́ kameny, které mohou
významným způsobem ovlivňovat výsledné chovánı́ konkrétnı́ho modelu:

• toková funkce D, která určuje vztah, jı́mž se řı́dı́ tok látky mezi danými vrcholy (lze uvažovat
lineárnı́, nebo nelineárnı́),

• graf G, jehož struktura rovněž ovlivňuje difuznı́ proces,

• reakčnı́ funkce fi, které mohou být voleny velice rozličně a být závislé na různých parame-
trech.

42
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Nejen náš text, ale i dalšı́ práce, např. [5, 9, 13], se věnujı́ některým konkrétnı́m kombinacı́m
výše zmı́něných principů. Nicméně je zřejmé, že se otevı́rá široký prostor otázek, které budou
řešit zatı́m neprobádané směry. Zmiňme některé z nich.

Grafy

Mohli bychom se věnovat reakčně-difuznı́m rovnicı́m na obecném grafu G, a to jak s lineárnı́,
tak nelineárnı́ difuzı́. Jelikož je v tomto přı́padě obtı́žné, či dokonce nemožné zı́skat nejen expli-
citnı́ řešenı́, ale také dalšı́ námi použı́vané nástroje, napřı́klad nulokliny, bude pravděpodobně
k tomuto studiu potřeba nějaký speciálnı́ matematický aparát.

Bylo by také možné se podı́vat na některé speciálnı́ třı́dy grafů, např. triangulace pocházejı́cı́
z numerických modelů, rovinné grafy pocházejı́cı́ z biologických modelů, stromy, atd. Zejména
je zajı́mavá otázka, zda bychom při studiu kvalitativnı́ch vlastnostı́ řešenı́ rovnic na takových
grafech mohli využı́t některé poznatky z teorie grafů (v našı́ práci viz např. Laplaceova matice
grafu). Ještě konkrétněji bychom se mohli věnovat modelům na konkrétnı́ch grafech o vı́ce vr-
cholech pocházejı́cı́ch např. z biologických aplikacı́.

Dalšı́ reakčnı́ funkce

V Kapitole 1.1.4 jsme uvedli kromě exponenciálnı́ a logistické dynamiky i dalšı́ reakčnı́ funkce
jako např. bistabilnı́ dynamiku, či tzv. Hollingovy funkce. Takové zdroje spolu s nelineárnı́ di-
fuzı́ mohou také přinést kvalitativně nové chovánı́ přı́slušných reakčně-difuznı́ch rovnic na
grafech.

Parametry

Již v práci [5] bylo zjištěno, že lineárnı́ difuze na grafu o dvou vrcholech s logistickými či bis-
tabilnı́mi reakcemi vykazujı́ zajı́mavé chovánı́, a to bifurkace nových klidových stavů vzhle-
dem k přı́tomným parametrům. Na grafu o n vrcholech s bistabilnı́ reakcı́ je toto ukázáno
v článku [13]. V našı́ práci jsme kombinovali exponenciálnı́ a logistické reakčnı́ dynamiky, které
po převodu do bezrozměrného tvaru závisely pouze na jednom parametru. Vzhledem k to-
muto parametru k bifurkacı́m nedocházelo. Výše zmı́něné výsledky však motivujı́ otázku, zda
k bifurkacı́m nedocházı́, budeme-li uvažovat nelineárnı́ difuzi na dvou vrcholech a logistické
reakce s různými kapacitami, či reakčnı́mi parametry x′ = −d(x− y)xy + r1x

(
1− x

k1

)
,

y′ = −d(y− x)xy + r2y
(

1− y
k2

)
,

a samozřejmě budeme-li uvažovat dynamiku bistabilnı́.

Dalšı́ nelineárnı́ zákony

V návaznosti na [9] jsme zvolili tokovou funkci (4.31). Možnostı́ jak tokovou funkci volit je však
mnoho, a tedy dále by bylo zajı́mavé hledat systémy řı́zené jinými tokovými funkcemi, jež majı́
např. určitou analogii v přı́rodě.

Nakonec poznamenejme, že všechny zmı́něné směry lze opět v rovnici (4.30) kombinovat, a do-
stávat tak nové otevřené problémy.
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[10] J.D. Murray: Mathematical Biology: I. An Introduction, Springer, 2002.

[11] J.D. Murray: Mathematical Biology: II. Spatial Models and Biomedical Applications, Sprin-
ger, 2003.
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