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Existence postupných vln jako řešenı́ zobecněného modelu
visutého mostu

Hana Levá1, Gabriela Holubová2

1 Úvod
Rovnice, jejichž řešenı́mi jsou postupné vlny, lze nalézt v mnoha aplikacı́ch. Jako typický

přı́klad můžeme zmı́nit populačnı́ modely, modely prouděnı́ tekutin nebo modely vibrovánı́
dlouhých konstrukcı́. V poslednı́m přı́padě je přı́tomnost takových řešenı́ nežádoucı́ a je třeba
zjistit, za jakých podmı́nek nastává. Postupné vlny byly pozorovány např. na visutých mostech
Golden Gate Bridge nebo Tacoma Narrows Bridge, u něhož v důsledku tohoto jevu došlo v roce
1940 ke zřı́cenı́.

V tomto textu se zabýváme existencı́ řešenı́ ve tvaru postupné vlny u = u(x, t) parciálnı́
diferenciálnı́ rovnice čtvrtého řádu

utt + uxxxx + αu+ − βu− + g(u)− 1 = 0, x ∈ R, t > 0, (1)

kde α > 0, β ≥ 0, u± = max{±u, 0} a g
(
1
α

)
= 0. Dalšı́ vlastnosti g budou upřesněny později.

Jelikož u ≡ 1
α

je stacionárnı́m řešenı́m rovnice (1), je vhodné uvažovat okrajovou podmı́nku

u(x, t)→ 1

α
pro |x| → +∞ (2)

a hledat tzv. homoklinická řešenı́. Úloha (1)–(2) může sloužit jako model asymetricky po-
depřeného nosnı́ku nebo zobecněný model visutého mostu.

Hlavnı́ motivacı́ pro naši práci jsou texty McKenna a Walter (1990) a Chen a Mc-
Kenna (1997), v nichž byla původně úloha popisujı́cı́ normalizovaný model visutého mostu
představena a zkoumána. Autoři dokazujı́ existenci netriviálnı́ch řešenı́ ve tvaru postupné vlny
za poměrně silných předpokladů.

Výsledky našı́ práce souhlası́ se závěry uvedenými v citované literatuře. Předpoklady
na nelinearitu však podstatně zeslabujeme a dále ji zobecňujeme tı́m, že do nı́ zahrnujeme
zápornou část u−. Na druhou stranu se zdá, že když připustı́me i nelinearity zachovávajı́cı́
znaménko, vede to k omezenı́ možných hodnot vlnové rychlosti.

2 Variačnı́ formulace problému
Předpokládáme, že řešenı́ majı́ tvar u(x, t) = 1

a4
z (ax− ca2t) − 1

a4
, kde a4 = α

a z ∈ C4(R). Dále označı́me g̃(z) = g
(
1
α
(z + 1)

)
. Uvažujme Hilbertův prostor H = W 2,2(R)

a funkcionál

I(z) =
1

2

∫

R

(
(z′′(t))2 − c2(z′(t))2 +

(
(z(t) + 1)+

)2
+ ξ

(
(z(t) + 1)−

)2 − 1
)
dt−

∫

R

z(t)dt+

∫

R

G(z(t))dt
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s parametry ξ = β/α ≥ 0 a c2 ∈ (0, 2), kde G(z) =
∫ z
0
g̃(w)dw a |ca| odpovı́dá vlnové

rychlosti. Navı́c zavádı́me konstantuC1 =
4

4−c4 a uvažujeme, že nelinearita g̃ splňuje následujı́cı́
předpoklady

g̃ ∈ C(R), g̃(0) = 0, g̃′±(0) ∈ R, (3)
∃δ > 0 a ν ∈ (0, 1) : g̃(z)z ≥ −1−ν

C1
z2 pro všechna |z| ≤ δ, (4)

lim
z→−∞

g̃(z) > −∞ a g̃ je konvexnı́ pro z < 0 a konkávnı́ pro z > 0. (5)

Kritické body funkcionálu I odpovı́dajı́ slabým řešenı́m ve tvaru postupné vlny z = z(t) úlohy
(1)–(2), tj. I ′(z)ϕ = 0 pro ϕ ∈ H .

3 Existence řešenı́ ve tvaru postupné vlny a použité metody
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Obrázek 1: Graf klasického řešenı́ z úlohy (1)–(2)
s parametry ξ = 0, 19 a c = 1, 2422.

Za předpokladů (3)–(5) má úloha
(1)–(2) pro libovolné ξ ∈ [0, 1/3)
a c4 ∈ (12ξ, 4) nekonečně mnoho ne-
triviálnı́ch homoklinických řešenı́ ve tvaru
postupné vlny s libovolnou vlnovou
rychlostı́ 4

√
αc ∈

(
− 4
√
4α,− 4

√
12β

)
∪(

4
√
12β, 4

√
4α
)
, tedy má alespoň jedno vl-

nové řešenı́ pro pevně zvolenou rychlost.
Pro c < 0 to znamená, že se vlna pohy-
buje směrem doleva, pro kladné hodnoty
postupuje doprava.

Důkaz je založen na variačnı́ch
metodách, konkrétně pak na použitı́
věty Mountain Pass Theorem. Vzhle-
dem k tomu, že řešı́me úlohu na neome-
zené oblasti, nelze využı́t klasické argu-
menty o kompaktnı́ch vnořenı́ch prostorů.
K důkazu existence kritického bodu I mı́sto toho využijeme metodu nenulové slabé konver-
gence po vhodné translaci.

Dále byly provedeny numerické experimenty v prostředı́ MATLAB pro nalezenı́ para-
metrů popisujı́cı́ch klasické řešenı́ z úlohy (1)–(2). Jedno z možných klasických řešenı́ můžeme
vidět na Obrázku 1. Zdá se, že pro zmenšujı́cı́ se hodnoty c, resp. zmenšujı́cı́ se vlnové rych-
losti, se amplituda řešenı́ zvětšuje. Tento výsledek je také v souladu s výsledky uvedenými
v literatuře.
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