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SEZNAM ZKRATEK A SYMBOLU

NSD - nejvétsi spolecny délitel
NSN - nejmensi spole¢ny nasobek
alb - Cislo b je délitelné Cislem a beze zbytku, tedy existuje ¢isloc = b/a

[N] -hodnota celého ¢isla N

Ly, -mnozina zbytkovych tfid pro ¢,
= - je kongruentni s (modulo)

* - neni kongruentni s

A - a zaroven

= - rovna se

* - nerovna se

< - je mensi nebo roven

< - je menSi nez

= - implikuje; vyplyva
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Uvop

Tématem této bakalarské prace jsou ,Klasické i moderni faktorizacni algoritmy*“.
V bakalarské praci jsou podrobné rozebrany metody rozkladu c¢isel, tedy zejména
algoritmy, kterymi se faktorizuji velkd cisla. Béhem studia se studenti zabyvaji
predevsim jednoduchymi postupy rozkladu ¢isel, jako je napiiklad zkusmé déleni. Tato
prace prispéje k prohloubeni dosavadnich znalosti a predstavi dal$i moZné postupy
pro faktorizaci ¢isel. Problematika samotné faktorizace je rozsahlejsi nez samotné
nahodilé nebo zamérné déleni Cisel. PrestoZe se nejedna o sloZitou problematiku, jde

o matematickou operaci, ktera je ¢asové a pamétove velmi naroc¢na.

Pro faktorizaci malych ¢isel staci zakladni matematické znalosti. iz na zakladni Skole
se faktorizace pouziva pro nalezeni nejvétSiho spolecného délitele a nejmensiho
spolecného nasobku dvou nebo vice cisel. Pokud bychom se pokouSeli faktorizovat

v

vétsi Cisla je mozné vyuzit stejnych postupti, ale ¢asova narocCnost je pro né prilis

vysoka. S nastupem pocitaca se proces faktorizace urychlil, ale pro vysoka ¢isla v fadu

nékolika tisicii cifer, ani za vyuZiti pocitace nelze provést faktorizaci v prijatelném Case.

V bakalarské praci je uvedeno shrnuti zdkladnich i pokrocilejSich algoritmi.
Ke kazdému faktoriza¢nimu algoritmu je podrobné vysvétlen postup a uveden alespon

jeden feseny priklad pro srozumitelnéjsi pochopeni jednotlivych metod a algoritm?.

Obsahem prvni kapitoly je seznameni se zakladnimi matematickymi pojmy, které jsou
dileZité pro faktorizaci, jsou jimi naptiklad prvocislo, sloZené Cislo, ctvercové ¢islo atd.
Dale je zde podrobnéji vysvétlen proces faktorizace ajeho vyuZiti v matematice
a Sifrovani.

V druhé kapitole jsou uvedeny zakladni postupy pro testovani prvociselnosti.
Testovani prvociselnosti lze vyuZit tak, abychom zbytecné neprovadéli faktorizaci

vysokych Cisel, ktera jsou prvocisly, u kterych tedy nejde nalézt jejich faktory.

Hlavnim cilem této prace je seznameni s vybranymi klasickymi i modernimi
faktoriza¢nimi metodami a jejich podrobnéjsi popis, kterym se vénuji posledni dvé
kapitoly této prace. Ve treti kapitole jsou rozepsany klasické faktorizacni algoritmy.

Posledni ¢tvrta kapitola se zabyva modernimi faktorizacnimi algoritmy.
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1 UVOD DO FAKTORIZACE

Tato kapitola je zamérend na vysvétleni zakladnich matematickych pojmi, jako jsou
napriklad prvocislo, sloZené cislo, nesoudélna ¢isla atd. Pro pochopeni faktoriza¢nich

algoritmi je nutné nejprve vysvétlit, co znamena pojem faktorizace.

1.1 FAKTORIZACE

Faktorizace predstavuje proces rozkladu libovolného ¢isla N na sou¢in menSich ¢isel,
v idealnim pripadé na soucin prvocisel. Proces faktorizace ma vyznam pro nalezeni
vlastniho délitele nebo pri hledani nejvétsitho spolecného délitele a nejmensiho

spolecného nasobku dvou ¢isel. [1]

1.2 ZAKLADNi POJMY VE FAKTORIZACI

V nasledujici kapitole budou shrnuty zakladni pojmy a matematické procesy, které se
vramci faktorizacnich metod pouzivaji a které je tfeba znat pro jejich rychlejsi

a spravné pochopeni.

Prvocisla
Za prvocislo je mozné oznacit takové prirozené cislo, které je vétsi nez 1, a zaroven je
beze zbytku délitelné pouze jedni¢kou a sebou samym. Z tohoto tvrzeni lze odvodit, Ze

libovolné prirozené cislo vétsi nez 2 je ¢islem sloZenym nebo prvocislem. [2], [24]

Vycet prvocisel od 1 do 100: 2,3,5,7,11,13,17,19, 23, 29, 31, 37, 41, 43,47, 53, 59,
61,67,71,73,79,83,89,97

SloZené cislo

Za sloZené Ccislo se oznacuje prirozené Cislo, které ma alespon jednoho prirozeného
délitele razného od jednicky a sebe samého. Slozené cislo 1ze tedy beze zbytku délit
minimalné tfemi Ccisly, tyto tri délitele maji predevSim c¢isla, ktera jsou tvorena
mocninami prvocisla, ostatni sloZena Cisla maji ¢tyti a vice délitelti. Kazdé sloZené Cislo
lze zapsat jako soucin dvou menSich Cisel. NejmenSim sloZenym Ccislem je cislo 4,

jelikoz je délitelné jednickou, samo sebou a dvojkou. [3]
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Prvociselny rozklad

Jedna se o matematicky pojem, ktery charakterizuje vyjadreni prirozeného cisla jako
soucin mocnin prvocisel. Necht je N libovolné prirozené ¢islo vétsi nez 1, potom je jeho
prvociselny rozklad roven 'pfl -pgz -'p§3 - ..o pit, kde p; je prvoéislem. Rozklad musi
splinovat dvé zakladni podminky. Prvni podminkou je, Ze exponenty s; jsou nenulova
kladna cela cisla. Druhd podminka je vzajemnd rlznost prvocisel serazenych podle

velikosti.

Priklad prvociselného rozkladu se mize ukazat na Cislech 24 nebo 8 400, obé tato ¢isla
jsou ¢&isly sloZzenymi, tudiZ je lze zapsat jako soucin prvocisel. Cislo 24 se miiZe
faktorizovat na: 24 = 23-3' druhé ¢&islo 8400 se miZe rozlozit na soudin:

8400 = 2*-31.52.71,

Ctvercové ¢islo
Pojmem Ctvercové Cislo nebo ¢tverec se oznacuje takové celé cislo, které 1ze zapsat jako
druhou mocninu celého c¢isla. Napriklad ¢isla 49 a 121 jsou ¢tvercovym cislem, protoze

mohou byt zapséana jako 72 a 112. [4]

Cisla soudélna
Cisla soudélna znamenaji takova ¢&isla, ktera maji alespoii jednoho spoleéného délitele
s vyjimkou ¢isla 1. Napriklad cisla 21 a 18 jsou ¢isla soudélng, protoZe jejich spolecnym

délitelem je cislo 3.

Cisla nesoudélna
Cisla nesoudélna nemaiji jiného spoleéného délitele neZ ¢islo 1. Napiiklad ¢isla 15 a 23

jsou cisla nesoudélna, jelikoZ pro né nelze nalézt jiného spolecného délitele nez 1. [5]

1.3 VYUZITi FAKTORIZACE V MATEMATICE

Proces rozkladani prirozenych Cisel na soucin prvocisel se uci détijiz v 6. tridé zakladni
Skoly. V. matematice se faktorizace prirozenych cisel vyuziva predevSim pro nalezeni
nejmensiho spole¢ného nasobku (NSN) a nejvétsiho spolecného délitele (NSD) dvou ¢i
vice C¢isel. Pro dana Cisla se urci soucin prvocisel odpovidajici jejich hodnoté€, ze kterého

se nasledné ziska NSD a NSN.
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1.3.1 NEJVETSi SPOLECNY DELITEL

Pro nalezeni nevétsiho spole¢ného délitele a nejmensiho spolecného nasobku je mozné
vyuzit nasledujici postup. Jednotliva prirozena ¢isla se rozepisi na soucin prvocisel. Pro
urceni nejvétsiho spolecného délitele je tfeba nalézt soucin cisel, ktery je shodny
v obou rozkladech. Napriklad pro ¢isla 60 a 5 544, ktera se daji rozepsat jako soucin
prvocisel2-2-3-5a2-2-2-3-3-7-11,lze urcit jejich nejvétsi spolecny délitel jako
2:-2-3=12.

Pokud neexistuje shodny soucin nebo alespon jedno spolecné ¢islo v obou rozkladech,
znamena to, Ze Cisla nemaji Zadného spole¢ného délitele kromé 1, jsou tedy
nesoudélna. Napriklad ¢isla 209 a 135, Cisla se daji rozloZitna 11-19 a 5-3-3-3. V téchto

rozkladech nelze najit shodny soucin a ani jedno spolecné cislo.

Naopak pokud prvni rozklad obsahuje cely soucin druhého rozkladu, znamena to, Ze
prvni ¢islo je ndsobkem druhého. Toto plati napriklad pro ¢isla 75 867 a 2 299, ktera
se daji rozlozit na 19-11-11-11-32a19-11-11.

1.3.2 NEJMENSIi SPOLECNY NASOBEK

Pro hledani nejmensiho spolecného nasobku lze opét vyuzit rozkladu na soucin
prvocisel. V postupu se vyuZije cely soucin jednoho z rozkladg, ke kterému je doplnén
soucin Cisel, ktera jsou obsaZena v rozkladu druhém, ale zaroven nejsou jizZ obsaZena

v prvnim vybraném rozkladu.

Pro znazornéni lze vyuZzit opét Cisla 60 a 5 544. Vybere se jeden z rozklad{i, naptiklad
2-2-3-5, ke kterému se doplni soucin Cisel 2-3-7-11. Timto se ziska nejmensi

spole¢ny nasobek 2-2-2-3-3-5-7-11 = 27 720.

Uvedené postupy je mozné vyuzit pii hleddni NSD a NSN i pro vice ¢isel. Pri hledani
NSD se opét hleda spolecna cast obsaZena ve vSech prvociselnych rozkladech. Pro
ziskani NSN se kvybranému rozkladu postupné ptidava soucin chybéjicich cisel

obsaZenych ve zbyvajicich rozkladech.
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1.4 VYUZITI FAKTORIZACE V SIFROVANI

Samotné Sifrovani zprav bylo jiz vynalezeno pred stovkami let. Uvadi se, Ze Gaius Julius
Caesar uzival jednoduchou Sifru, v niZ pri Sifrovani bylo kazdé pismeno nahrazené
jinym pismenem. Je zfejmé, Ze v dneSni dobé by nebylo deSifrovani této metody prilis
sloZité. Dnesni Sifrovaci metody museji byt podstatné sofistikovanéjsi, jelikoz je
zapotrebi pocitat s tim, Ze existuje vyspéla vypocetni technika, ktera tyto jednoduché

metody Sifrovani snadno rozlusti. [9]

1.4.1 SIFROvVACi METODA RSA

Sifrovaci metodu RSA navrhli roku 1978 matematici Ronald Rivest, Adi Shamir
a Leonard Adleman. Jedna se o Sifru sjednim verejnym Sifrovacim klicem (e, N)
ajednim soukromym deSifrovacim klicem (d, N). Nazev Sifrovaci metody vychazi

z prvnich pismen pfijmeni autord. [10]

Pro Sifrovani pomoci RSA je nutné mit dvé rizné velkd ndhodna prvocisla p a q.
Vynasobenim téchto dvou Cisel dostaneme tzv. modul N = p - q. DalSim krokem je

ziskani hodnoty Eulerovy funkce ¢y, ktera se vypocte podle nasledujiciho vztahu:

o =@—-1D-(@-1)
Eulerova funkce ¢y) vyjadfuje pocet vSech celych Cisel k vrozsahu 1 < k < N, ktera

jsou takova, Ze plati NSD (k,N) = 1. [11]

Po vypoctu ¢y, zvolime Cislo e, pro které plati: e<(p(N)/\NSD(e,g0(N)) = 1.
Poslednim krokem je ziskdni hodnoty d, kterou lze ziskat pomoci rozsifeného
Eukleidova algoritmu. Podrobnéjsi popis algoritmu je v kapitole 1.5.

Py =€ ng+2z;

e=Zl'Tl2 +Zz

Tabulka 1 - Rozsifeny Eukleidiv algoritmus

Py a; =1 B1=0
e az == 0 ﬁz == 1
ny Z 3 =0 —a "Ny B3 =P1— B2y
ny, z, =1 Up = Ap_p — Ap_q1 "Ny ,811 = ,871—2 - ﬂn—l Ny
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Cislo f3,, je multiplikativni inverzi ¢isla e v Z tedy nalezne se takové Cislo d pomoci

Py’

kterého miizeme zpravu rozsifrovat.

d =By

Pro zaSifrovani zpravy m, kterou chceme poslat je tfeba znat Sifrovaci exponent e

a modul n, pomoci kterych se vytvori zaSifrovana zprava c.
¢ = m® (mod N)

Pro deSifrovani prijaté zpravy c je treba znat desifrovaci exponent d a modul n, pomoci

kterych se zprava uvede do plivodni podoby m.

m = ¢4 (mod N)

Priklad 1: Sifrovaci metoda RSA

Za pomoci Sifrovani RSA zaSifrujte a deSifrujte zpravu m = 100, pro Sifrovani zvolte
prvocislap = 13 aq = 29.

Reseni: V prvnim kroku vypoéteme modul N: N = p-q = 13 -29 = 377.

Druhym krokem je ziskdni hodnoty Eulerovy funkce: oy =@—-1)-(q—1) =
(13-1)-(29—-1) =12-28 = 336.

Predposlednim krokem, neZ se bude moci zprava m zaSifrovat, je zvoleni si hodnoty
e pro kterou bude platit: e < @) A NSD(e, (p(N)) = 1. Vtomto pripadé se zvoli cislo
e = 13, pro které je predchozi podminka splnéna.

Poslednim krokem pro nastaveni Sifrovaciho systému je ziskdni hodnoty d. Tato

hodnota se zjisti pomoci Bézoutovy rovnosti jejiz vypocet je uveden v nasledujici

tabulce:
Tabulka 2 - Sifrovaci metoda RSA - piiklad
oy =336 1 0
e=13 0 1
n, =25 z; =11 1-0-25=1 0—-1-25=-25
n, =1 Z, =2 0—-1-1=-1 1—-(-25)-1=26
ny=>5 z3=1 1-(-1):'5=6 —25—-26-5=-155
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Pomoci rozsireného Euklidova algoritmu se ziskala hodnota d = —155. Tato hodnota

se mlZe upravit, jelikoZ se pocitd v modu 336, nad = —155 + 336 = 181.

Nyni se miiZe zaSifrovat zadand zprava m = 100, jelikoZ uz zndme Sifrovaci

exponent e = 13 a modul N = 377, pomoci kterych se vytvori zaSifrovana zprava c.
¢ = m® (mod N)

Dosazenim do rovnice se ziska:

¢ = 1003 (mod 377)

Protoze by vychazeli vysoké hodnoty, které nemuseji byt ani za pomoci vypocetni
techniky zvladatelné, 1ze postup umocnéni upravit. Mocninu 13 miiZeme rozloZit na

soucet Cisel 1,4 a 8.
¢ = 100***8 (mod 377) = 100 - 100* - 1008 (mod 377)

Nyni staci ziskat hodnotu mocniny pro dany soucin Cisel. Abychom nemuseli pocitat

s Cisli s velkym mnoZstvim cifer, l1ze kazdé ¢islo upravit do modulu 377.
100' = 100 (mod 377)

Je zbyte¢né v kazdém kroku pocitat mocninu z celého ¢isla zpravy m, postaci spocitat

druhou mocninu zbytku z piredchoziho kroku.

100% = 198 (mod 377)

100* = 373 (mod 377)

1008 = 16 (mod 377)

Pro ziskani zpravy c je dostacujici provést soucin zbytki prislusnych mocnin.
¢ =100-373-16 (mod 377)

¢ =596 800 (mod 377) = 9 (mod 377)

Za pomoci verejného klice se provedlo zaSifrovani zpravy m do podoby c.
m=100 =>c=9

Vypoctem bylo zjiSténo, Ze zadana zprava m = 100 se zakoduje do podoby ¢ = 9.
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Pro deSifrovanti prijaté zpravy c je tfeba znat deSifrovaci exponent d a modul N, pomoci

kterych se zprava uvede do ptivodni podoby m.
m = ¢4 (mod N)
Dosazenim do rovnice se ziska:
m = 9181 (mod 377)
Umocnéni zaSifrované zpravy c se upravi na soucet Cisel 1, 4, 16, 32 a 128.
m = QIH4+16+32+12 (164 377) = 91 . 9%. 916.. 932 . 9128 (104 377)
Opét se ziska hodnota pro jednotlivé mocniny v modulu 377.
91 = 9 (mod 377)
9% = 152 (mod 377)
916 = 139 (mod 377)
932 = 94 (mod 377)
9128 = 81 (mod 377)
Zprava se desifruje provedenim soucinu zbytki piislusSnych mocnin v modulu 377.
m=9-152-139-94-81 (mod 377)
m = 1447 817 328 (mod 377) = 100 (mod 377)

Pomoci soukromého Kklice se provedlo deSifrovani zasifrované zpravy c do plivodni
podoby zpravy m.
c=9=m=100
Tento priklad vyuzivd malych prvocisel p a g pro nazorné predstaveni postupu
Sifrovani a desifrovani zpravy metodou RSA, takto mala cisla by byla velmi snadno
rozlustitelna. V praxi by tato ¢isla méla tisice aZ miliént radu cifer, postup metody je

vSak totoZny.

1.4.2 VYZNAM PRVOCISEL V SIFROVACICH SYSTEMECH

RSA je Sifra, ktera je zaloZena na verejném Kklici, jeho Cast se tvori soucinem dvou
prvocisel N = p - q. Jedna se o systém, ktery je moZné pouzit jak pro Sifrovani zprav,

tak i pro elektronicky podpis. Cely systém bezpecnosti systému RSA je postaven na

10
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predpokladu, Ze je velmi obtiZné, respektive v rozumném case nemozné ¢islo N, které

je soucasti vetrejného klice, rozlozit na ptivodni faktory p a q.

Pokud by byl vytvoren algoritmus, ktery by dokazal faktorizovat vrealném case
opravdu velka c¢isla (v fadu miliont cifer), tak by systém RSA byl snadno prolomitelny.
Proto s délkou klice stoupa obtiZnost prolomeni Sifry a tim stoupa bezpecnost
Sifrovani. ProtoZe po ziskani faktorl p a q je relativné jednoduché ziskat i neverejny
kli¢ (d, N) a zaSifrovanou zpravu deSifrovat. Bezpe¢nost systémi Sifrovani, které jsou
zaloZeny na cislech sloZenych z prvocisel, je pfimo Umérna schopnosti faktorizace

velkych ¢isel. [12]

1.5 ALGORITMY VYUZIVANE PRI FAKTORIZACI

V této kapitole jsou uvedeny zakladni algoritmy, které se vyuzivaji jako pomocné nebo

doplitkové k samotnym algoritmlim faktorizace.

1.5.1 EUKLIDUV ALGORITMUS

Euklidliv algoritmus je jeden znejstarSich algoritmd. Timto algoritmem Ize urcit
nejvétSiho spolecného délitele dvou prirozenych cisel, tedy takové nejvétsi prirozené
Cislo, kterym lIze délit obé prirozena cisla beze zbytku. Byl pojmenovan podle reckého
matematika Euklida, ktery jej uvedl ve svém dile Zaklady, a to jiz ve 4. stoleti

pr.n.l [6],[7]
Existuji dvé prirozena Cisla a a b, pro ktera kdyz aplikujeme Euklid@v algoritmus, se
nalezne Cislo z, které je jejich NSD. Postup hledani NSD pomoci Euklidova algoritmu je
nasledujici:
7, predstavuje zbytek po déleni.

a = b - nl + Zl
Protoze NSD(a, b) musi byt faktorem Cisla b a zaroven cela prava strana musi byt timto

faktorem délitelna, je zjevné Ze bude délitelny i zbytek. Je mozné rovnici upravit

ahledat NSD (b, z, ). [8]

b=Zl'Tl2 +Zz

11
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Pokud po provedeni tohoto tikkonu neni nalezen nulovy zbytek, cely proces se opakuje

s Cisli z; a z,, pti kterych vznikne celociselny zbytek z5.
Z1 =42y Tl3 + Z3

Z2=23'n4+Z4_

Zn-2 = Zn—1 Nyt 2y

Zn-1 = Zn " Npy1 +0
Algoritmus se provadi do té doby, neZ se zbytek rovna nule. Vysledkem algoritmu je
poté Cislo z,,, které predstavuje NSD ¢isel a a b. V pripadé, Ze vysledkem metody je ¢islo
Z, = 1,znamena to, Ze ¢isla a a b jsou nesoudélna. [25]
Priklad 2: Euklidiav algoritmus

Pomoci Euklidova algoritmu najdéte NSD ¢isela = 91 333 ab = 16 093.

Reseni: V prvnim kroku se vétsi Cislo vydéli mensim cCislem, pri kterém se ziska
n-nasobek ¢isla b. Sestavi se nasledujici rovnice, ve které se vétsi ¢islo a rovna souctu

n-nasobku cisla b a zbytku z;.
a=b-n +2z; =91333=16093-5+ 10868

ProtoZe zbytek z; # 0 je nutné v algoritmu pokracovat s ¢isli 16 093 a 10 868. A tento

postup opakovat do té doby, nez se z; = 0.
b=z -n,+z, =16093=10868-1+5 225
Zy =2, N3 +2z3 = 10868 =5225-2 + 418
Zy =23 Ny +24 = 5225 =418-12 + 209

Z3 = Zy ' Ng+ 25 = 418=209-2+0

Pouzitim Euklidova algoritmu bylo zjiSténo, Ze nejvétsim spole¢nym délitelem cisel
a=91333 a b=16093 je cislo 209. Vysledek je mozZné ovérit pomoci metody
rozkladu na soudin prvoéisel, kdy a = 11* - 19223 a b = 71 - 112 - 191, nejvétsim
spolecnym délitelem opét vychazi ¢islo 11 - 19 = 209. U vyssich Cisel je slozité nalezeni

tohoto rozkladu, proto je vyhodnéjsi pouziti Euklidova algoritmu.
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- s~

1.5.2 ROZSIRENY EUKLIDUV ALGORITMUS

Rozsireny Euklidiv algoritmus vychazi z Euklidova algoritmu, pomoci néhoZ je mozné
ziskat nejen nejvétsi spolecny délitel ¢isel a a b, ale i spocitat Bézoutovu rovnost, ktera
rika, Ze NSD dvou prirozenych ¢isel a a b je mozné zapsat jako linearni kombinaci

a a b s koeficienty a a 8, které jsou celymi ¢isly. [8]
a-a+pf-b=NSD(a,b)

Pomocirozsiteného Euklidova algoritmu Ize nalézt multiplikativni inverzi na télese Z,,

kde p je prvocislo.

Ze zakladniho Euklidova algoritmu vime, Ze ¢islo a 1ze napsat jako nasobek n; ¢isla b
se zbytkem z;. V ramci rozsireného algoritmu se postupuje shodné se zakladnim
algoritmem, ktery je doplnén o vypocet Bézoutovych koeficientli @ a 5.

a=b-n +2z

b=Z1'n2 +Z2

Tabulka 3 - Rozsireny Euklidiv algoritmus

a 0(121 ﬁ1=0

b a2=0 ﬁ2=1
ny Zq a3 =01 —az "Ny Bs=P1—B2
n; Z Uy = Ay — A3 "N By =Pz — B3N,
Ny Zn Ap = Up—2 — Ap_1 Ny Prn = Bn—2 — Pn-1"Nn

Z predchozi rozepsané tabulky lze ziskat linearni kombinace Cisel a a b v nasledujicim

tvaru:
a=a-a+f;-b
b=a,-a+p,b
Zn = Onyz @+ Pryz2 b

Pokud jsou cisla a a b nesoudélna je Cislo S,, multiplikativni inverzni ¢isla b v Z,,.

13
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Priklad 3: Euklidiv rozsifeny algoritmus

Pomoci Euklidova rozsifeného algoritmu najdéte NSD Cisel a = 91333 ab = 16 093
a urcete koeficienty a a 8, tak aby se linearni kombinace ¢isel a a b rovnala NSD(a, b)

a nule.

Reseni: V prvni ¢asti vypoctu se postupuje podle zakladniho Euklidova algoritmu.

Vétsi cislo se vydéli menSim cislem, pri kterém se ziska n-nasobek a zbytek z viz

predchozi priklad.
Tabulka 4 - Rozsireny Euklidiv algoritmus - priklad
a =91333 a, =1 B, =0
b =16093 a, =0 f,=1
az=a;—a'n P3=p1—P2'n
ny =5 2, = 10 868 3 1 2y 3 1 2 My
(X3=1—0'5=1 33:0_1'5:_5
Ay =0, —az- n Pr=pP2— P31
n, =1 2, = 5225 4 2 3 N2 4 2 3 Ny
a,=0—-1-1=-1 Bo=1—(=5)-1=6
Ny =2 2, = 418 a5 = A3z — Uy " N3 Bs = B3 — By N3
as=1-(-1)-2=3 fs=-5—-6-2=-17
Be = B4 — P51y

A = Ty — U " M
n, = 12 2, = 209 e e Be = 6— (—17) - 12
@g=—-1-3-12=—37 o

B7 = Bs — Be " s
a7 = A5 — Qg " MNg

ng = 2 25 =0 B, =—17—210-2
° ° @, =3—(=37-2=77| "’ 47

Za pouziti rozsireného Euklidova algoritmu byl urcen nejvétsi spole¢ny nasobek cisel
a=91333ab =16 093, kterym je z, = 209. Dale byly zjiStény koeficienty ag = —37

a ¢ = 210 pro které plati nasledujici rovnost:
a-a+pB-b=NSD(a,b)
—37-91333+210-16 093 = NSD(91 333,16 093)
Pomoci algoritmu byly také zjiStény koeficienty a; = 77 a f; = —437, pro které plati:

a-a+pf-b=0

14
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7791333+ (—437)-16093 =0

Uzitim téchto koeficientu se linearni kombinace a a b rovna nule.

Priklad 4: Euklidiv rozsifeny algoritmus

Prostrednictvim Euklidova rozsifeného algoritmu najdéte multiplikativni inverzi ¢isla

b na télese Z,,a =53 ab = 13.

Reseni: Opét se postupuje dle algoritmu a hled4 se NSD(a, b), ktery musi byt roven 1

jinak by multiplikativni inverze neexistovala.

Tabulka 5 - Rozsiteny Euklidiv algoritmus - priklad

a=53 a’1=1 ,31=0
b=13 a2=0 ﬁzzl
n 4 . 1 3 =a; — A" Ny Bs=P1— B2y
! ' a;=1-0-4=1 Bs=0-1-4=—4

Podle Bézoutovy rovnosti plati nasledujici vztah:
a-a+pf-b=1

V tomto pripadé lze dosadit:

1-53-4-13=1

ProtoZe se pohybujeme v Z, jsou vSechny nasobky a = 53 rovny nule, pfedchozi

vztah Ize upravit do nasledujici podoby:
4-13 =1 (mod 53)

Lze tedy Fict, Ze Cislo 4 je multiplikativni inverzi ¢isla 13 v Zss.
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2 TESTOVANIi PRVOCISELNOSTI

Protoze faktorizace je proces rozkladu sloZenych cisel na jejich faktory, videalnim
pripadé na soucin prvocisel, je vhodné pred zahajenim faktorizace zjistit, zda zadané

Cislo neni prvocislem, u kterého faktorizaci nelze provést.

2.1 JEDNODUCHE ALGORITMY PRO TESTOVANI PRVOCISELNOSTI

Vprvni c¢asti druhé kapitoly jsou uvedeny zakladni algoritmy pro testovani
prvociselnosti. Tyto metody jsou praktické zejména pro mensi ¢isla, u vétsich cisel

nartista jejich ¢asova a pamét'ova narocnost.

2.1.1 ZKUSME DELEN{

Testovani pomoci zkusmého déleni je jedna z nejjednodusSich metod. Zakladnim
principem této metody je, Ze se ¢islo N postupné zkousi délit nahodnymi ¢isly. Pokud
je nalezen podil roven celému ¢islu, znamena to, Ze byly nalezeny faktory cisla N, tedy
se nejedna o prvocislo. Princip této metody se vyuziva i pri hledani samotnych faktort

Cisel. Podrobnéji vysvétleno v kapitole 3.1 Metoda pokusného déleni.

2.1.2 ERATOSTHENOVO SITO

Z dalsich algoritmi pro vyhledavani prvocisel se mizZe vyuZit algoritmus, ktery byl
pojmenovan po feckém matematikovi Eratosthénovi z Kyrény. Eratosthenovo sito je
jednoduchy algoritmus pro vyhledavani prvocisel leZicich ve zvoleném intervalu

(vintervalu od ¢isla 2 do zvoleného cisla).

Princip algoritmu je zaloZen na vySkrtdvani nasobki jednotlivych cisel vtomto
intervalu. Nejdrive je vytvoren seznam prirozenych cisel jdouci postupné od 2 do
zadaného cisla. Prvni zapsané cislo v seznamu se oznaci jako prvocislo, a poté se
nasledné vysSkrtne ze seznamu. Postupné se vyskrtavaji i vSechny jeho nasobky.
V dalSim kroku se opét vezme prvni cislo ze seznamu, opét se oznaci jako prvocislo
a stejné jako v predchozim kroku se provede vyskrtnuti ¢isla a jeho nasobki. Tento
postup se opakuje, dokud nejsou vySkrtana vSechna cisla ze seznamu. Pokud je
dosazZeno poloviny intervalu, je mozZné oznacit vSechna zbyvajici ¢isla jako prvocisla.

JelikoZ pri prekroceni poloviny intervalu jsou ndsobky nevyskrtanych ¢isel jiZ mimo
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hledany interval, a tedy zbyvajici Cisla jiZ nemohou byt nasobkem jiného Ccisla

v seznamu. [10]

Priklad 5: Eratosthenovo sito

Pomoci algoritmu Erathosthenova sita najdéte vSechna prvocisla vdaném intervalu

<2;25>.
Reseni: Nejprve se vytvori seznam prirozenych &isel od 2 do 25.

2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25
Dale si oznacime prvni Cislo ze seznamu jako prvocislo a postupné se ze seznamu
vysSkrtaji vSechny nasobky toho cisla.

2 3/4, 5 6 7 8 910 11|12 13|14 15 16 17 (18 19 20| 21 [22 23 24 25
Prvnim ¢islem v seznamu bylo Cislo 2, které je prvnim prvocislem na daném intervalu.
Ze seznamu byly vySkrtnuty vSechny nasobky c¢isla 2 (2; 4; 6; 8; 10; 12; 14; 16; 18; 20;
22; 24).V dalSim kroku se postup opakuje.

2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20|21 22 23 24 25
V tomto kroku bylo prvnim ¢islem v seznamu ¢islo 3, ¢islo 3 je tedy druhym prvocislem
na daném intervalu. Opét byly vysSkrtnuty vSechny ndsobky tohoto cisla, které

v seznamu zlstaly z predchoziho kroku (3; 9; 15; 21).

2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25
V dals$im kroku bylo oznaceno jako prvocislo ¢islo 5 a ze seznamu byly vyskrtnuty jeho
zbyvajici nasobky (5 a 25).

2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25
V nasledujicich krocich byla oznacena a vyskrtnuta ¢isla 7 a 11, jejich ndsobky byly jizZ

vysSkrtnuty v predchozich krocich.

2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25
VeSkera zbyvajici nevySkrtnuta cisla lze oznacit jako prvocisla daného intervalu,

protoze jejich nasobky jsou jiZ mimo zadany interval.

2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25

V tomto prikladé jsou zbyvajicimi prvocisly ¢isla 13; 17; 19 a 23.

Pomoci algoritmu Erathosthenova sita byla nalezena vSechna prvocisla v intervalu od

2 do 25, kterymi jsou Cisla: 2; 3; 5; 7; 11; 13; 17; 19 a 23. [13]
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2.2 OBECNE ALGORITMY PRO TESTOVANI PRVOCISELNOSTI

Vdruhé casti druhé kapitoly jsou uvedeny obecné algoritmy pro testovani
prvociselnosti. Na rozdil od metod v predchozi kapitole nasledujici metody umoznuji

snadnéji testovat i vysoka cisla.

2.2.1 FERMATUV TEST
Fermatiiv test prvociselnosti je zaloZzen na Malé Fermatové vété, tedy Ze pro kazdé
prvocislo plati:

a1 =1 (mod p)
Neplati-li pro testované cislo p tato rovnost, Cislo p urcité neni prvocislem. Pokud
tvrzeni plati, dané ¢islo je moZna prvocislem. Slovo moZna je zde uvedeno, protoZe pro
Fermatiiv test existuji tzv. Fermatova pseudoprvocisla. Pro tato ¢isla vychazi Fermativ

test prvociselnosti jako pozitivni, i presto Ze jsou to ¢isla sloZenda. Z tohoto dlivodu neni

v praxi Fermatlv test priliS pouZivan. [14]

2.2.2 MILLER-RABINUV TEST
V praxi je vice vyuzivany Miller-Rabintiv test prvociselnosti, ktery také vyuziva Malou

Fermatovu vétu doplnénou o nasledujici vztah:
p—1=2-m
Kde m je liché ¢islo. Kombinaci téchto dvou vztahii Ize ziskat nasledujici vztah:
a?’™ —1 = 0 (mod p)

Pfi ovérovani prvociselnosti ¢isla N se ovéruje, zda plati vyrazy z predchozich vztaht.
Pokud je z podminek alespori jedna splnéna, da se rici, Ze Cislo N je s pravdépodobnosti

75 % prvocislem. Pokud podminky nejsou splnény, jedna se o sloZené ¢islo. [15]
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3 KLASICKE FAKTORIZACNI METODY

Obsahem této kapitoly jsou vybrané metody, které lze oznacit jako klasické metody
faktorizace. Daly by se charakterizovat jako jednoduché metody se snadnym postupem
vypoctu. Jejich vyhodou a zaroven jejich nevyhodou je, Ze jsou vytvoreny pro cisla
urcitého charakteru, coZ jim umoziiuje tato cisla rychle faktorizovat, a vsak pro ostatni

C¢isla mohou byt tyto metody zdlouhavé nebo nevhodné.

3.1 METODA POKUSNEHO DELENI

Metoda pokusného déleni je jednou z nejstarsich a nejjednodussich metod faktorizace.
Zakladnim principem této metody je, Ze se faktorizované ¢islo N postupné zkousi délit
prvocisly, ktera jsou mensi neZ ¢islo N. Pokud se nalezne néjaké prvocislo, které déli N,
tak se jednak nasel prvociselny faktor N a jednak se dokazalo, Ze N je sloZené cislo.
Chceme-li ¢islo N touto metodou faktorizovat dplné, musi se tak N timto prvocislem
délit, dokud se da délit beze zbytku. Dale se pokracuje tak, Ze se vezme dalsi prvocislo
a postup se opakuje.

Je dobré si uvédomit, Ze pro nalezeni faktoru ¢isla N nebo pro jeho tplnou faktorizaci,

postacuje vyzkousSet pouze vSechna prvocisla mensi nez [\/ NJ.

Pro kazdé slozené &islo, jehoZ jeden z faktord je vétsi neZ VN, musi existovat faktor
mensSineZ v N. Pokud neexistuje faktor mensi nez VN, nemiiZe existovat ani faktor vétsi
nezv'N, mimo piipadu, kdy je jednim faktorem samotné ¢islo N a druhym faktorem je
Cislo 1.[16]

Tento fakt 1ze ovérit na jednoduchém prikladu, kdy se hledaji faktory cisla 21. Prvnim
prvocislem, kterym lze délit ¢islo 21 beze zbytku, je ¢islo 3. Cislo 21 se tedy miize

rozdélit na faktory 3 a 7. Pokud by se hledaly faktory vy$si neZ v21 nalezl by se opét

faktor 7, ke kterému naleZi druhy faktor ¢islo 3. Tato dvojice faktorti byla nalezena jiz
v intervalu od 2 do v21. V rdmci metody je dostacujici hledat faktory pouze v intervalu

od 2 do V/N.
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Piiklad 6: Metoda pokusného déleni
Pomoci metody pokusného déleni zjistéte faktory ¢isla 1 176.

Reseni: V prvnim kroku se zkusi ¢islo 1 176 vydélit prvnim prvocislem, kterym je &islo
2. Po vydéleni vyjde celociselny zbytek 588. Toto cislo l1ze opét délit prvocislem 2.
Po druhém vydéleni se dostane celoCiselny zbytek 294. Tento postup se opakuje,
dokud je zbytkem déleni celé Cislo. Pro tento pripad je to treti déleni, kdy se dostane

zbytek Cislo 147, které dale nejde délit beze zbytku.

V nasledujicim kroku zbytek ¢islo 147 se vydéli dalSim prvocislem, kterym je cislo 3.
Po vydéleni se ziska zbytek cislo 49, které uz neni mozné délit ¢islem 3 beze zbytku.
Dals$im prvocislem je ¢islo 5. Timto prvocislem délit zbytek ¢islo 49 beze zbytku nelze,
proto se musi pokracovat v déleni s jinym prvocislem. Nasledujicim prvocislem je ¢islo
7, timto prvocislem lze vydélit zbytek Cislo 49. Po vydéleni zlistane zbytek ¢islo 7, které

je samotné prvocislem.

Cislo 1 176 lze faktorizovat na 2-2-2-3-7-7.

Priklad 7: Metoda pokusného déleni
Pomoci metody pokusného déleni zjistéte faktory c¢isla 98 325.

Reseni: V prvnim kroku se ¢islo 98 325 vydéli prvnim prvocislem, jelikoZ je zadané
Cislo liché, je ziejmé Ze, prvnim prvocislem, kterym je cislo 2 vydélit beze zbytku
nepujde. Proto ¢islo 98 325 vydélime dalSim prvocislem coZ je Cislo 3. Po vydéleni vyjde
celoCiselny zbytek 32 775. Tento celociselny zbytek lze opét délit prvocislem 3.
Po druhém vydéleni se dostane zbytek 10 925, ktery jiZ nelze dale délit ¢islem 3 beze
zbytku. V dalSim kroku zbytek 10 925 se vydéli nasledujicim prvocislem, kterym je
Cislo 5. Po vydéleni se ziska zbytek 2 185, ktery lze vydélit jeSté jednou prvocislem 5.
Po druhém vydélenti se ziska hodnota zbytku rovna ¢islu 437, ktera jiZ neni beze zbytku

délitelnd c¢islem 5.

JelikoZ ¢islo 437 neni délitelné beze zbytku nasledujicimi prvocisly 7, 11, 13 a 17, musi
se vydélit dalSim prvocislem 19. Po vydéleni se ziska zbytek ¢islo 23, které je samotné

prvocislem.

Cislo 98 325 lIze faktorizovat na 3-3-5-5-19-23.
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Pouziti metody pokusného déleni je vyhodné pro mensi Cisla, protoze u vétSich Cisel je
tato metoda zdlouhavj, tedy Casové narocna. Napriklad pro ¢islo 988 027, které ma
faktory 991 a 997 by bylo nutné projit vSechny prvocisla nizsi nez 991, kterych je uz
pro tento piipad 166.

3.2 POLYNOMICKA FAKTORIZACE

Polynomicka faktorizace je zaloZena na principu, kdy existuje polynom P(x) stupné n,
jehoZ faktorem je polynom Q(x) mensSiho stupné neZ n, ktery je mozné vynasobit

polynomem R (x) mensiho stupné nez n, tak aby vznikl polynom P (x).
P(x) = Q(x) - R(x)
Pro faktorizaci celych ¢isel 1ze upravit rovnici do zakladni podoby:
N=x?>=x-x

Ve specifickych pripadech, pokud je ¢islo N ¢tvercem, tak na zakladé rovnice vyplyva,
Ze vyslednymi faktory cisla N jsou hodnoty odmocniny N. Prikladem miiZe byt ¢islo

N=36 >N=6"6.
Pro Cisla, ktera nejsou ¢tvercem, lze vyuZzit nasledujici rovnici:
N=x*-1=(x+1)-(x-1)

Tato rovnice lze vyuZit v pripadé, kdy zadané Cislo N je mensi o hodnotu 1 od Ctverce.

Tedy odmocnina vyrazu N + 1 je celym ¢islem. Prikladem miiZe byt ¢islo N = 143.
x*=N+1=143+1=144=>x=12=>N=(12+1)-(12-1) =13-11

Za predpokladu pouziti vSeobecného vzorce, 1ze vytvorit metodu, ktera bude hledat,

takové ¢islo y, aby vznikl ¢tverec ¢isla x.
A2—B*=(A-B)-(A+B)>N=x*—-y?=(x—-vy) - (x+y)
V prvnim kroku se zvoli y = 1 a zji$t'uje se zda x? je étvercovym &islem.
y=1:N=x2—-1=2x*=N+1=2x=VN+1
Pokud bylo nalezeno ctvercové ¢islo, tak faktory ¢isla N se stanovi:

x=0(mod1l)=>N=x—-y) - (x+7y)
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Pokud ctvercové Cislo nebylo nalezeno, provede se zvétSeni hodnoty y a postup se

opakuje do té doby, nez je nalezen Ctverec nebo je dosaZena stanovena mez. [17]

xZ0(mod1)=yzvétsimo 1

Priklad 8: Polynomicka faktorizace
Pomoci metody polynomické faktorizace urcete faktory ¢isla N = 475.

Reseni: V prvnim kroku se zvoli y = 1 a zjit'uje se zda x? je ¢tvercovym &islem.

y=1:N=x*-1=3x2=N+1=>x=VN+1=v475+1=+476 = 21,817

Pro y = 1 neni x? ¢tvercovym ¢islem, proto se pokratuje v postupu, kde se provede

zvétSeni y o 1.

y=2N=x* -4 >3x2=N+4 5x=VN+4=vV475+ 4 =479 = 21,886

xZ0(mod 1) = yzvétsio 1

y=3:N=x2-9 2x2=N+9 2x=+VN+9=v475+9 =484 = 22
x=0(mod1l)=>N=x—-y)-(x+y)=(22-3)-(22+3)=19-25

Pomoci polynomické faktorizace se urcily faktory ¢isla N = 475, kterymi jsou ¢isla 19

a 25.

3.3 FERMATOVA FAKTORIZACNI METODA

Fermatova faktoriza¢ni metoda patfi také mezi zakladni metody faktorizace, byla
pojmenovana po francouzském matematikovi Pierrovi de Fermatovi. Metoda pochazi

ze 17. stoleti a je druhou nejstarsi metodou pro faktorizaci daného celého cisla.

Principem metody je, Ze kazdé liché ¢islo N se da zapsat jako rozdil dvou c¢tverct, a to
treba i nékolika zplisoby. Pro vysvétleni budeme predpokladat ¢tverce s? at?

a budeme hledat faktory a a b.
N=s?—t?=(s—t)'(s+t)=a-b (1)
Z predchozi rovnosti Ize odvodit zavislost faktor(i a a b na odmocninach ¢tverct.

a=s—t;b=s+t (2)

22



KLASICKE FAKTORIZACNI METODY PETRA POJAROVA

Po vyjadreni a dosazeni do rovnice (1) se dostane:

b—a b+a
Ss=a+tANs=b—-t=>t= A S=
2 2
b+ a\? b —a\?
o= (-5
s 2 2

Na zakladé rovnice (1) lze urcit trividlni pripad, kdy a = 1 tudiZ b = N. A proto pro

kazdé ¢islo N 1ze nalézt i trivialni rozklad:

LS

K nalezeni ostatnich ctverci je tifeba vyuZit metody Fermatovy faktorizace,

2

s nasledujicim algoritmem:

1) Urdi se hodnota cisla s, kterd se bude rovnat hodnoté celého ¢isla odmocniny

¢isla N zvétSenou o hodnotu 1; s = [\/N] + 1.

2) V dalsim kroku se ur¢i hodnota t, ktera se na zakladé rovnice (1) urci jako:

t =V—N + s2, pokud vyraz —N + s? neni roven druhé mocning, provede se
zvySeni hodnoty s; s = s + 1.

3) Postup se opakuje, dokud vyraz —N + s? neni roven druhé mocniné.

4) Po ziskani hodnot s a t, se ur¢i hodnoty a, b na zakladé rovnice (2). [18]

Priklad 9: Fermatova faktoriza¢ni metoda
Pomoci Fermatovy faktorizani metody najdéte faktory cisla N = 27.

Reseni: Piiklad vypoéteme pomoci algoritmu, ktery byl popsan o odstavec vyse. Tedy

nejdrive vypocteme hodnoty s a t.

s=[VN]+1= [V27]+1=6

t=y-N+s2=-27+62=v9=3

Hned po prvnim vypoctu jsme ziskali vyraz —N + s? roven druhé mocniné. MiZeme

tedy pokracovat ve vypoctu hodnot a a b.
a=s—t=6—3=3

b=s+t=6+3=9
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Vysledkem prikladu jsou faktory a = 3; b = 9.

Vypocet faktord cisla 27 byl jednoduchy, jelikoZ vtomto pripadé nebylo nutné
pro vypocet faktorl vyuZzit zvySovani hodnoty o jednu vétsi. Vysledek se ziskal ihned
v prvnim kroku Fermatovy faktorizacni metody.

Priklad 10: Fermatova faktoriza¢ni metoda

Za pomoci Fermatovy faktorizacni metody najdéte faktory cisla N = 799.

Reseni: Piiklad se vypocte pomoci stejného algoritmu jako v piredchozim ptikladé.

s=[VN]+1= [V799] +1 =29

t =+ —N + 52 =+/-799 + 292 = V42 = 6,48

Zde se vyraz —N + s? nerovna druhé mocning, proto se musi hodnosta s zvétsit o 1
a pokracovat timto zpilisobem do té doby, dokud se neziskd vyraz roven druhé

mocniné.

Ss<s+1=29+1=30

t =+—N +s2=+-799 + 302 =101 = 10,05

s<s+1=30+1=31

t =+—N+s2=1-799 + 312 =162 = 12,73

s«<s+1=31+1=32

t =+—N + 52 =+—-799 + 322 = V225 = 15

Po tretim zvétSeni se ziskal vysledek roven druhé mocniné, a proto se mtiize pokracovat

ve vypocCtu hodnot a a b.
a=s—t=32-15=17
b=s+t=32+15=47

Vysledkem prikladu jsou faktory a = 17; b = 47.

V tomto pripadé bylo treba ve vypoctu faktort ¢isla 799 pouzit postup, pti kterém se

zvétSuje hodnota s o jednu vétsi, tim se stal vypocet delSim a pracnéjSim.
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Piiklad 11: Fermatova faktoriza¢ni metoda
Pomoci Fermatovy faktorizani metody najdéte faktory ¢isla N = 1 003.
Reseni: Piiklad se vypodita pomoci stejného algoritmu jako u piredchozich ptikladd.

s=[VN]+1= [v1003]+1=32

t =+—N +s2=+-1003 + 322 = V21 = 4,58

V tomto piipadé se vyraz —N + s? nerovna druhé mocniné. Proto se musi hodnosta
s zvétsSit o 1 a pokracovat timto zpilisobem do té doby, dokud se neziska vyraz roven

druhé mocnineé.

s«<s+1=32+1=33

t =+—N +s2=+-1003 + 332 =86 = 9,27

s«<s+1=33+1=34

t =+—N +s2=+-1003 + 342 = 3v/17 = 12,37

s«<s+1=34+1=35

t =+—N +s2=+-1003+ 352 =222 = 14,9

s«<s+1=354+1=236

t =+—N+s2=1-1003+ 362 =293 = 17,12

s<s+1=36+1=37

t =+—N +s2=+-1003 + 372 =366 = 19,13

s«<s+1=37+1=238

t =+—N +s2=+-1003 + 382 =441 = 21

Po Sestém zvétSeni se ziskala hodnota druhé mocniny, a proto se miize pokracovat ve

vypoctu hodnot a a b.
a=s—-t=38—-21=17
b=s+t=38+21=059

Vysledkem prikladu jsou faktory a = 17; b = 59.
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7 w7

Porovnanim predchozich vypoctl, se zjistilo, Ze tato metoda je pro kazdé cislo jinak
Casové narocna a pracna. Napriklad u cisla 27 bylo zapotrebi jenjednoho kroku
vypoCtu pro zjisténi faktorl, naopak u c¢isla 799 se muselo vyuzit opakovaného
pridavani hodnoty 1, aby byly ziskdny jeho faktory. U ¢isla 1 003 se musela dokonce

6krat pricitat hodnota 1, aby byla ziskdna druha mocnina.

3.3.1 PIERRE DE FERMAT - ZIVOTOPIS

Pierre de Fermat byl francouzsky pravnik a vladni urednik, ktery mél zaliby
v matematice. Narodil se 17. srpna 1601 v Beaumont de Lomagne a zemftel 12. ledna
1665 v Castres ve Francii. Spolu s Descartem byl povaZovan za jednoho predniho

matematika prvni poloviny 17. stoleti.

Fermatova rodina
Otec Pierra Fermata byl bohatym obchodnikem s kiizi a druhym konzulem Beaumont-
Lomange. Jeho matka byla Claire de Long. Pierre mél bratra a dvé sestry. Byl

vychovavan ve mésté jeho narozeni, tedy v Beaumont de Lomange, kde chodil do Skoly.

7 z

Studia a vzdélani

Fermat navstévoval univerzitu v Toulouse. V druhé poloviné roku 1620 se prestéhoval
do Bordeaux. Zde zahajil své prvni seriézni matematické vyzkumy. Setkal se zde
s Beaugrandem, francouzskym matematikem, ktery publikoval prace o geostatice

a matematice. V této dobé vytvoril praci pojednavajici o maximech a minimech.

Obrazek 1- Pierre de Fermat (zdroj: Wikimedia)
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Z Bordeaux Fermat odeSel do Orléans, kde studoval pravo na univerzité. Titul ziskal
voboru obCanského prava. Vroce 1631 se Fermat stal pravnikem a vladnim
utfednikem v Toulouse. Kvili utfadu, ktery zde zastaval, mél pravo zménit své jméno
z Pierra Fermata na Pierra de Fermata. TéhoZ roku se oZenil s Louise de Longovou,

ctvrtou sestrenici své matky. Spolu méli osm déti, z nichZ se pét dozilo dospélého véku.

Po zbytek svého Zivota Zil v Toulouse, ale také pracoval v jeho rodném meésté Beaumont
de Lomange a v nedalekém mésté Castres. Od svého jmenovani vroce 1631 Fermat
pracoval v dolni komofte parlamentu, o sedm let pozdéji byl jmenovan do vyssi komory,
poté byl vroce 1652 povySen na nejvyssi uroven u trestniho soudu. Jeho postup
v kariére byl ovlivnén nejen jeho vysledky, ale i vyskytem moru, ktery zasahl oblast
v 50. letech 17. stoleti (velmi mnoho starSich muzii vtento ¢as zemielo). BEhem

morové epidemie byl Fermat vyhlaSen za mrtvého.

Fermat se samozrejmé porad béhem Zivota zabyval matematikou. Po prestéhovani do
Toulouse si udrzZel matematické pratelstvi s Beaugrandem, také ziskal nového
matematického pritele Pierra de Carcavi, se kterym se podilel o lasku k matematice.
Vroce 1636 navazal Carcavi v PariZi kontakt s Mersennem a dal$imi védci. Carcaviho
popis Fermatovych objevii vzbudil natolik Mersenniiv zajem, Ze Fermatovi napsal
dopis. Fermat na néj odpovédél a kromé toho, Ze ekl Mersennemu o chybach, které

Galileo udélal ve svém popisu volného padu, také se zminil Mersennemu o jeho praci

na spiralach a jeho navraceni Apolloniusovych rovinnych lokust.

V obdobi od 1643 do 1654 byl Fermat v kontaktu se svymi védeckymi kolegy v Parizi.
Praci mu komplikovali uredni povinnosti, také se konala obc¢anska valka ve Francii,

kterou byla Toulouse velmi zasaZena. Béhem této doby Fermat pracoval na teorii ¢isel.

Fermat vyznamné prispé€l krozvoji matematiky, v oblastech analytické geometrie,
pravdépodobnosti, teorii Cisel a matematické analyzy. Béhem Zivota se zabyval
i problémy ve fyzice zejména v optice, kde se zaobiral zakony lomu a odrazu svétla.

Jeho matematické prace byly vydany tiskem az po jeho smrti v roce 1679. [19]
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3.4 EULEROVA FAKTORIZACNIi METODA

Tato metoda faktorizace je pojmenovana po Svycarském matematikovi a fyzikovi
Leonhardu Paulu Eulerovi. Eulerova faktorizacni metoda je postup pro hledani faktoru
daného prirozeného cisla N, které se da zapsat jako soucet Ctverct, a to dvéma riznymi
zplisoby. Napriklad ¢islo N = 500 Ize rozepsat jako soucet dvou ctvercl dvojic cisel
22 a 4 nebo ¢isel 20 a 10. Cislo 500 je zde uvedeno jako piiklad, jelikoZ je sudé, Ize najit

jednodusi metodu pro ziskani jeho faktort.

Eulerova faktorizace je zaloZena na predpokladu, Ze N = a? + b? = ¢? +d?, tato
rovnici se mZe upravit do podoby: a? — ¢? = d? — b?. Dalsi moZnou tpravou se ziska

rovnice ve tvaru:
(a—=c)-(a+c)=(d—-b)-(d+Db) 3)

Pokud plati Ze k se rovna NSD vyrazli (a —c) a (d —b) a n se rovna NSD vyrazi
(a + c¢) a(d + b), tak museji existovat konstanty [,m ap,q:

(a—c)=kl
(d—b)=km

NSD(l,m) = 1; pokud by ¢isla [,m byla délitelna libovolnym ¢islem jinym od 1,
znamenalo by to, Ze k neni NSD pro vyrazy (a —c) a (d — b).

(a+c)=nq
(d+b)=np
NSD(q,p) =1

Pokud se dosadi do (3) rovnice dostane se kinq = kmnp. Po Gpraveé rovnice se ziska

lqg = mp. Z této rovnice lze urcit, Ze [ = pam = q, protoZe ¢islal am jsou nesoudélna.
Nyni se tedy dostanou rovnice:

(a—c)=kl

(d—b)=km

(a+c)=nm

(d+b)=nl
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Na zakladé ziskanych rovnosti Ize vyjadiit 2a = (a—c) + (a+c) =kl+nm a 2b =
(d+b)—(d—b) =nl—km. Po dosazeni do rovnice N =a?+ b? =c? +d? lze

vyjadrit hodnotu ¢isla N jako:

kl + nm\? nl — km\?
) +(=)

> 5 [(k? +n?) - (1> + m?)]

1
N = g2 b2=( _.
a“ + 1

Zvyjadrenych rovnice lze pomoci Eulerovy faktoriza¢ni metody ziskat faktory
libovolného prirozeného ¢isla N, pro které jsou znamé dvé moznosti souctu ¢tverct.
Princip metody lze dokazat na nasledujicich ptikladech.

Priklad 12: Eulerova faktoriza¢ni metoda

Pomoci Eulerovy faktoriza¢ni metody urcete faktory pro Cislo N = 793.

Reseni: Cislo 793 lze rozepsat jako soucet dvou &tvercii dvojic &isel 27 a 8 nebo ¢isel

28 a 3. Timto rozkladem se ziskaji hodnoty a, b, c a d.
N =793 =282 +3%2 =27% + 82
a=28b=3;c=27;d=8

Nyni se dosadi tyto Ctyti hodnoty do ziskanych rovnic.
a—c=28-27=1

a+c=28+27=55

d—-b=8-3=5

d+b=8+3=11

Poté se vypoctou nejvétsi spolecni délitelé.

k =NSD(a—c;d—b)=NSD(1;5) =1
l=NSD(a—c;d+b)=NSD(1;11) =1

m = NSD(a+ c;d —b) = NSD(55;5) =5
NSD(l,m) =1

n=NSD(a+c;d +b) = NSD(55;11) =11
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Nyni jsou vypoclteny vSechny potfebné neznamé, které se dosadi do rovnice

N = %- (k% + n?) - (I* + m?) a ziskaji se tim faktory &isla N.
1 1
N =Z-(k2 +n?) - (1> + m?) =Z-(12 +11%) - (1* + 5%) = 793

Cislo 793 lze faktorizovat na soudin i- (124+11%)- (12 +5%) = %- 122 - 26, ze kterého

se ziskaji faktory 61 a 13.

Priklad 13: Eulerova faktoriza¢ni metoda
Pomoci Eulerovy faktoriza¢ni metody urcete faktory pro ¢islo N = 71 721.

Reseni: Cislo 71 721 Ize rozepsat jako soucet dvou ¢tvercii dvojic ¢isel 264 a 45 nebo

Cisel 261 a 60. Timto rozkladem se ziskaji hodnoty a, b, c a d.
N = 71721 = 264% + 45% = 2612 + 602

a = 264;b =45;c =261;d =60

Opét se tyto hodnoty dosadi do ziskanych rovnic.
a—c=264—-261=3
a+c=264+261=0525
d—b=60—-45=15

d+b=60+45=105

Dale se vypocitaji nejvétsi spolecni délitelé.

k =NSD(a—c;d—b) =NSD(3;15) =3
l=NSD(a—c;d+b)=NSD(3;105) =3

m = NSD(a + ¢c;d —b) = NSD(525;15) = 15
NSD(l,m)=1=1=1,m=5
n=NSD(a+c;d+ b) =NSD(525;105) = 105

Nyni jsou vypocteny vSechny potiebné neznamé, které se dosadi do rovnice

N = %- (k? + n?) - (I + m?) a ziskaji se faktory ¢isla N.
1 1
N =Z-(k2 +n?) - (1> + m?) =Z-(32 +105%) - (1> +5%) = 71721
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Cislo 71 721 lze faktorizovat na souéin i- (32 4+105%) - (12 +5%) = %- 11 034 - 26, ze

kterého se ziskaji faktory 5517 a 13.

Priklad 14: Eulerova faktoriza¢ni metoda
Pomoci Eulerovy faktoriza¢ni metody urcete faktory pro ¢islo N = 1 000 009.

Reseni: Cislo 1 000 009 Ize rozepsat jako soudet dvou ¢tverct dvojic ¢isel 1000 a 3

nebo Cisel 972 a 235. Timto rozkladem se ziskaji hodnoty a, b, c a d.
N = 1000009 = 1000% + 3% = 9722 + 2352

a=1000;b =3;¢c =972;d = 235

Opét se tyto hodnoty dosadi do ziskanych rovnic.
a—c=1000-972 =28

a+c=1000+972=1972

d—b=235-3=232

d+b=235+3=238

Znovu se vypocitaji nejvétsi spolecni délitelé.

k = NSD(a—c;d —b) = NSD(28;232) =4

l=NSD(a—c;d+ b) =NSD(28;238) = 14

m = NSD(a+c;d —b) =NSD(1972;232) =116
NSD(Lm)=1=1=7,m =758

n=NSD(a+c;d+b) =NSD(1972;238) = 34

Nyni jsou vypoclteny vSechny potfebné neznamé, které se dosadi do rovnice
N = %- (k? + n?) - (I + m?) a ziskaji se faktory ¢isla N.

N =2 (k? +n?)- (12 +m?) = 2 (4% + 34%) - (72 + 582) = 1000 009

Cislo 1 000 009 Ize faktorizovat na soudin %- (42 + 342) - (7% + 582), ze kterého se

ziskaji faktory 293 a 3 413.
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3.4.1 LEONHARD EULER - ZIVOTOPIS
Leonhard Euler byl priikopnicky Svycarsky matematik a fyzik. Je povaZovan za
nejlepsiho matematika 18. stoleti a za jednoho z nejlepSich matematiki viibec. Narodil

se 15. dubna 1707 v Basileji ve Svycarsku a zemfel 18. zai{ 1783 v Petrohradé.

Eulerova rodina

Otcem Leonarda Eulera byl Paul Euler, ktery vystudoval teologii na Basilejské
univerzité, kde se zucastnil matematickych prednasek Jacoba Bernoulliho. BEhem
zivota se Paul Euler stal protestanskym pastorem a oZenil se s Margaretou
Bruckerovou, matkou Leonarda Eulera. KdyZ byl Leonhardu jeden rok, rodina se

prestéhovala do Riehenu, kde byl vychovavan babickou.

Studia a matematické vzdélani

Ve Skole v Basileji se Leonhard o matematice mnoho nedovédél. Jelikoz Paul Euler, jeho
otec, mél jakési matematické vzdélani, mohl tedy sdm vyucovat svého syna
v elementarni matematice. Otctiv vyklad vzbudil natolik Eulertiv zdjem o matematiku,
Ze zacal sam cist matematické texty a hledat cesty k dalsimu vzdélani. Eulertv otec si
pral, aby ho syn nasledoval a stal se pastorem jako on. Proto vroce 1720 Leonhard
Euler zacal studovat, jako 14lety, na université v Basileji. Nejprve aby ziskal vSeobecné
vzdélani a pak mohl nastoupit na teologickou fakultu. Otctv pritel, Johann Bernoulli,
pfi soukromych lekcich, které navrhl samotny Leonardo, brzy zjistil, Ze Euler ma

obrovské matematické nadani. Sam Euler to popsal takto:

“...Brzy jsem nasel prileZitost byt predstaven slavnému profesoru Johanu Bernoulliovi ...
pravda, mél mdlo casu, a tak hned odmital ddvat mi soukromé hodiny. Ale dal mi mnohem
cennéjsi radu, abych zacal sam studovat obtiznéjsi matematické knihy, a to tak pilné, jak
to jen piijde. A kdybych narazil na néjakou obtiZ nebo prekdzku, Ze za nim mohu kazdé

nedélni odpoledne prijit, a on mi vysvétli, co jsem nepochopil...” [20]

V roce 1723 dokoncil magisterské studium a na podzim téhoZ roku podle prani svého
otce zacal studium na teologické fakulté. BohuZel nemohl najit takové nadSeni pro
studium teologie, Fectiny a hebrejstiny jaké nasel ve studiu matematiky. Po primluvach
Johanna Bernoulliho, ktery byl pritelem Paula Eulera, otec nakonec souhlasil, aby se
Leonhard zameéril na matematiku. Své studium na université ukoncil v roce 1726,

béhem studia prostudoval mnoho matematickych praci. Téhoz roku byla otiSténa jeho
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prvni kratka prace pojednavajici o izochronnich kfivkach v odporujicim médiu. O rok
pozdéji, tedy kdy mu bylo 20 let, publikoval dalsi praci o vzajemnych trajektoriich. Také
zaslal do soutéze o Velkou cenu pariZzské akademii soutézni prispévek, na téma:

nejlepsi umisténi stozarli na plachetnici, za ktery ziskal 2. misto.

Obrazek 2 - Leonhard Euler (zdroj: Mendeleu)

Prace na akademii v Petrohradé

Vroce 1726, po smrti Nicolause Bernoulliho, bylo Eulerovi nabidnuto misto
vyucujictho matematiky a mechaniky ve fyziologii. Euler tuto pozici prijal s tim, Ze do
Ruska pojede aZ na jare priStiho roku. Potreboval ¢as na studium témat tykajicich se
jeho nového postu a jednak mél nadéji, Ze na université v Basileji ziska misto po
nedavno zemrelém profesoru fyziky. Vkonecném rozhodnuti, vSak nebyl prijat na

katedru fyziky. Jakmile se Euler dovédél tuto negativni zpravu, odjel z Basileje.

Roku 1727 prijel do Petrohradu, kde nastoupil do Petrohradské akademie véd,
zaloZenou o dva roky drive Katerinou I. (manzelka Petra Velikého). Na zakladé Zadosti
Daniela Bernouliho a Jakoba Hermanna byl Euler jmenovan do matematicko-fyzikalni
sekce akademie misto do fyziologického postu, ktery mu byl piivodné nabidnut.
V Petrohradé mél Euler mnoho kolegtli, skupinu eminentnich védct, kteri vytvareli
vyjimefné priznivé badatelské prostiedi v oblasti analyzy a geometrie. Do skupiny
patftili jeho pribuzni Jakob Hermann a Daniel Bernoulli, ddle mnohostranny ucenec
Christian Goldbach, s nimz Euler diskutoval o mnoha problémech analyzy, teorii ¢isel

a dalsi vyznamni védci. [20]

Vletech 1727 az 1730 slouzil Euler jako 1ékarsky porucnik v ruském namornictvu.
Vroce 1730 se stal na akademii profesorem fyziky, coZ mu umozZnilo stat se radnym
Clenem akademie a opustit tak ruské namornictvo. Poté co Daniel Bernoulli opustil
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Petrohrad a vratil se zpét do Basileje, bylo Eulerovi pridéleno jeho misto na akademii.
Finan¢ni vylepSeni, které vyplynulo z tohoto jmenovani umoznilo Eulerovi se oZenit.
Jeho Zenou se stala Katharina Gsell, dcera malite ze Svycarské rodiny. Méli celkem 13

déti, i kdyz pouze pét z nich preZilo své détstvi.

Euler sepsal knihu Mechanica, ve které podrobné popisuje Newtonovu dynamiku ve
formé matematické analyzy. Po publikaci této knihy a mnoha dalsich ¢lankl se mu

otevrela cesta k praci na vétSich matematickych dilech.

Eulerovy zdravotni problémy zacaly vroce 1735, kdy mél téZkou horecku a témeér
prisel o zZivot. Ve svych autobiografickych spisech Euler tvrdi, Ze jeho problémy se
zrakem zacaly v roce 1738 pretiZenim kvili kartografické praci. Nejdrive ptisel o zrak

v pravém oku, pozdéji osleplo i levé oko ze Sedého zakalu.

Prestéhovani do Berlina

Euler mél velmi vysokou reputaci jiz ve 33 letech. Vroce 1738 a 1740 ziskal Velkou
cenu parizské akademie. Vynikajici povést mu prinesla nabidku do Berlina. Euler
nejdrive daval prednost pobytu v Petrohradé, pozdéjsi politické nepokoje v Rusku vSak
ztizily postaveni cizinci a prispély k tomu, aby Euler zménil sviij nadzor. Poté prijal
nabidku od Fridricha Velikého, odjel do Berlina, kde méla byt Spolecnost véd
nahrazena Akademii véd. Prezidentem berlinské akademie byl po jejim zaloZeni v roce
1744 Pierre Louis Maupertuis. Euler se stal reditelem matematické sekce a zastupoval
Maupertuise v dobé jeho nepritomnosti na akademii. Oba se stali velkymi prateli. V této
dobé mél Euler mnoho povinnosti. Plisobil ve vyboru akademie zabyvajicim se

knihovnou a védeckymi publikacemi, také ptisobil jako poradce vlady pro statni loterie,

pojisténi atd. Jeho védecky vystup v tomto obdobi byl fenomenalni.

Béhem dvaceti péti let stravenych v Berliné napsal Euler kolem 380 ¢lank. Psal knihy
o variacnim pocCtu; o vypoctu planetarnich drah; o délostrelectvu a balistice; o stavbé a
navigaci lodi; prednasky o diferencialnim poctu atd. Také napsal popularni védeckou
publikaci: Dopisy némecké princezné, které vysly ve trech svazcich. Vroce 1759
dobré vztahy skralem Fridrichem vystridala neprizen, diky které Euler nebyl
jmenovan predsedou akademie. Tato pozice byla v roce 1763 nabidnuta d’Alembertovi,

se kterym Euler v nékterych védeckych otazkach nesouhlasil, D’Alembert misto na
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akademii neprijal. Neustalé zasahovani Fridricha do Cinnosti akademie nakonec Eulera

donutilo k jejimu uplnému opusténi. [20]

Navrat do Petrohradu

V roce 1766 se Euler vratil do Petrohradu, brzy po navratu do Ruska Euler onemocnél
a stal se témér Uplné slepym. Vroce 1771 byl jeho dlim zni¢en ohném, Euler byl
schopny zachranit jen sviij Zivot a jeho matematické rukopisy. V tom samém roce byl
Euler operovan na Sedy zakal. Jeho zrak se mu na kratkou dobu vratil, zanedbanim
nutné ochrany a neSetrenim zraku, ale oslepl definitivné. Diky jeho pozoruhodné
paméti byl schopny pokracovat ve své védecké praci. Je fascinujici, Ze po svém navratu
do Petrohradu (59 let) navzdory uplné ztraté zraku napsal témét polovinu z celkového
poctu svych védeckych praci. Samozrejmé, Ze Euler nemohl vytvorit tolik praci bez cizi
pomoci. Pomahali mu jeho synové, Johann Albrecht Euler a Christoph Euler, dva
Clenové akademie, W. L. Krafft a A. . Lexell, a mlady matematik N. Fuss. Po Eulerové
smrti Petrohradska akademie zacala vydavat Eulerovy nepublikované pisemnosti,

pokracovala s tim dalSich 50 let.

Euler byl asi nejplodnéjsim matematikem vSech dob. Napsal kolem 880 ¢lankd, desitky
knih a tisice védeckych sdéleni ve formé dopisti. Posunul hranice analytické geometrie
a trigonometrie, kde jako prvni uvaZoval o sinu, kosinu atd. jako o funkcich. PoloZil
zaklady analytické mechaniky. VSichni védci si Eulera vaZili a jeho dila byla inspiraci

pro celé generace matematikd. [20]
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4 MODERNI FAKTORIZACNIi METODY

Moderni faktorizacni algoritmy jsou oproti klasickym faktorizatnim metodam
v principu sloZitéjsi. Narozdil od metod, které jsou vedeny v predchozi kapitole, nejsou

u téchto metod urceny podminky na podobu faktorizovaného cisla.

4.1 POLLARDOVA METODA P-1

Jednou z modernich faktorizacnich metod je Pollardova p-1 metoda, kterou uvedl
britsky matematik John Pollard v roce 1974. Metoda slouZi k rozloZeni sloZenych cisel
na jejich prvociselny rozklad. Algoritmus vytvoreny na zakladé této metody je vhodny
predevSim pro C¢isla, jejichZ faktor bez jedné je hladké nebo témér hladké Ccislo.
0 celkové sloZitosti metody nerozhoduje velikost faktorizovaného ¢isla N, ale hladkost
jeho faktoru. Cislo je mozné oznacit jako B-hladké, pokud Zadny z jeho prvoéiselnych
délitelt neni vet$i nez B. Napiiklad ¢islo 10 500 ma prvodiselny rozklad 22 - 31 - 53 - 71,

je tedy 7-hladké, jelikoz zadny z jeho prvociselnych délitelt neni vétsi nez 7.
Podstatou algoritmu je princip vychazejiciz Malé Fermatovy véty, tedy Ze pro libovolné
prvocislo p a libovolné s nim nesoudélné cislo a plati, Ze vyraz a? — a je délitelny
prvocislem p.
a? =amodp
Pokud zaroven a a p jsou ¢isla nesoudélng, tak Ize vyraz upravit na tvar:
a’™l = 1mod p,tedy aP"! —1=0mod p

Vyraz (a?~! — 1) je stejné jako ¢islo N délitelné p. Moznym zptisobem, jak jej nalézt je
uréeni nejvétsiho spoletného délitele vyrazu (aP~! — 1) a N. ProtoZe p je neznamé
a zkouset, Ze pro nahodné p plati NSD(a?~! — 1; N) > 1 by bylo ¢asové narocné, je

nutné nalézt takové cislo, které ovéri vice hodnot najednou.

ProtoZe predesly vyraz je pravdivy i pokud ¢islo a umocnime libovolnym k ndsobkem
vyrazu p — 1, je mozné na zdkladé tohoto tvrzeni zapsat vyraz jako:

ak®=Y =1modp

Nebot plati tvrzeni, Ze je vyraz pravdivy pro jakékoliv k # 0, je moZné tento princip
pouzit v kombinaci s Malou Fermatovou vétou, kdy je moZné nalézt takové cislo M, pro

které bude platit (p — 1)|M, tedy ¢islo M je délitelné vyrazem p — 1.V idedlnim piipadé
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takové ¢islo M, které bude soucinem moZznych prvocisel a jejich mocnin. Pro pokryti co
nejvétSiho poctu prvocisel se urci hranice, do které budou vyhledana vSechna prvocisla
a jejich mocniny. Dale se hledd nejmensi spolecny nasobek vSech prvocisel i jejich
mocnin, takovych, ze p;®t < B, kde e; > 1. Po provedeni téchto operaci bude ¢islo M
zcela jisté B-hladké a zaroven pro kazdé prvocislo p; bude platit (p; — 1)|M.

ZvySovanim hranice B se zvySuje i Sance pro nalezeni netrividlniho délitele ¢isla N. [10]

Tato metoda miuZe selhat vpiipadé, Ze hranice B je zvolena nizka, tedy Ze
NSD(a™ — 1; N) = 1. Nalezena prvotisla a jejich mocniny nemohou délit &islo N beze
zbytku. Je mozné hranici zvysSit, ale s kazdym zvysSenim roste i sloZitost metody.
Teoreticky je mozné vyuzit Pollardovu p-1 metodu s hranici B = VN, ale z diivodu
sloZitosti se pouziva pouze jako zkusma rychla metoda pro nizkou hranici, jinak se
prechazi na jinou metodu. Pollardova metoda miiZe selhat také v pripadé, Ze vyrazy
aM — 1 1ze beze zbytku délit ¢islem N, tedy NSD(a — 1; N) = N. [21], [24]

Piiklad 15: Pollardova p-1 faktoriza¢ni metoda

Pomoci algoritmu Pollardovy metody proved'te faktorizaci ¢isla N = 357.

Reseni: V prvnim kroku se zvoli libovolna mez neboli &islo B.

B=3

Pro tuto mez byla vyhledana vSechna prvocisla a jejich mocniny.

M=2'-31=6

Daéle se zvoli libovolné celé ¢islo a.

a=2

Vypocte se nejvétsi spole¢ny délitel vyrazu a” — 1 a N, ¢imz se ziska jeden z faktord

¢isla N.
q = NSD(a™ — 1; N) = NSD(2° — 1;357) = NSD(63;357) = 21
Druhy faktor se ziska vydélenim zadaného c¢isla N ziskanym faktorem gq.

357
P=7%1~
N=p-q=17-21
Pouzitim algoritmu Pollardovy p-1 metody byly ziskany faktory 17 a 21.
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Piiklad 16: Pollardova p-1 faktoriza¢ni metoda

Pomoci algoritmu Pollardovy metody proved'te faktorizaci ¢isla N = 5 001.
Reseni: V prvnim kroku se zvoli libovolna mez neboli &islo B.

B=3

Pro tuto mez byla vyhledana vSechna prvocisla a jejich mocniny.
M=2'-31=6

Dale se zvoli libovolné celé cislo a.

a=2

Vypocte se nejvétsi spole¢ny délitel vyrazu a” — 1 a N, ¢imz se ziska jeden z faktort
¢isla N.

q = NSD(a™ — 1;N) = NSD(2° — 1;5001) = NSD(63;5001) = 3

Druhy faktor se ziska vydélenim zadaného ¢isla N ziskanym faktorem gq.

5001
p=——73—=1667

N=p-q=1667"-3

Pouzitim algoritmu Pollardovy p-1 metody byly ziskany faktory 1 667 a 3.

4.2 METODA KVADRATICKEHO SITA

Algoritmus metody kvadratického sita je v praxi druha nejrychlejSi metoda faktorizace.
Je stale nejrychlejSi metodou pro ¢isla do stého radu. ObtiZnost této metody zavisi na
velikosti faktorizovaného ¢isla vice nez na strukture Cisla a jeho vlastnostech. Tato
metoda byla objevena Carlem Pomerancem v roce 1981, jako vylepSeni Schroepplova

linearniho sita.

Algoritmus vychazi ze vzorce N = x? — y?2, tedy hledaji se dvé takova ¢isla, pro néz
plati, Ze rozdil jejich druhych mocnin se rovna zadanému ¢islu N. Faktory ¢isla N se

stanovi na zakladeé vzorce:
N=x+y) (x—y);x+ty

V ramci metody se hleda takovy ¢tverec x2, aby existoval ¢tverec druhy y?, ktery je

z vychozi rovnice stanoven jako: y? = x2 — N. Hodnotu vét$iho ¢tverce x? je mozné
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stanovit jako ([\/N] + k)z, kde se bude hledat takové k, aby platila viSe zminéna

rovnice, k =1;2;3..n. Je mozné stanovit hranici B, ve které se bude hledat

k < B.[22], [24]
y2 = (VW] +k)° =N
x% = y?(mod N) = (|[VN| + k)2 = y% (mod N)

Priklad 17: Metoda kvadratického sita

Pomoci metody kvadratického sita proved'te faktorizaci ¢isla N = 481.

Reseni: V prvnim kroku se vypo¢ita odmocnina ¢&isla N, které se zaokrouhli na celé
Cislo.

VN =21,932 = |[VN| =21

Déle se dosadi do vzorce y? = ([\/NJ + k)z — N, stanovi se koeficient k = 1 a hleda se
étverec y2.

y2 = (21+1)2—481 =3; V3£ 0 (mod 1)

Pokud po odmocnéni ziskaného ¢tverce y? se y rovna celému ¢islu je nalezen jeden z

faktorti ¢isla N. Pro tento piipad, kdy k = 1 neni odmocnina ¢isla 3 celoc¢iselnym ¢islem

(v/3 = 1,732) a proto se musi pokra¢ovat v dal$im kroku, kde k = 2.
y? = (21 + 2)? — 481 = 48; V48 # 0 (mod 1)

Opét se ziska vysledek, ktery po odmocnéni neni celym cislem. Z tohoto diivodu se

pokracuje ve stejném postupu, dokud se neziska celociselna odmocnina.
k =3:y2 = (214 3)2 — 481 = 95; V95 # 0 (mod 1)

k =4:y% = (21 4 4)? — 481 = 144; V144 = 0 (mod 1)

Cislo 144 lze odmocnit beze zbytku (vV144 = 12).

Po dosazeni do rovnice N=(x+y) -(x—y)=(25+12) (25— 12) se ziskaji

faktory cisla N, kterymi jsou Cisla 37 a 13.
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Piiklad 18: Metoda kvadratického sita

Pomoci metody kvadratického sita proved'te faktorizaci ¢isla N = 2 673.

Reseni: V prvnim kroku se opét vypoéita odmocnina ¢isla N, které se zaokrouhli na celé
Cislo.

VN =51,701 = |VN| = 51

V druhém kroku se dosadi do vzorce y? = ([\/NJ + k)2 — N, stanovi se koeficient k =

1 a hleda se ¢tverec y2.
y2 = (51+1)2—-2673 =31; V31 £ 0 (mod 1)

Pokud po odmocnéni ziskaného ¢tverce y? se y rovna celému ¢islu je nalezen jeden z

faktori ¢isla N. Pro tento pripad, kdy k = 1 neni odmocnina ¢isla 31 celociselnym

¢islem (v/31 = 5,568) a proto se musi pokracovat v dal$im kroku, kde k = 2.
y?=(5142)*—2673 =136; V136 # 0 (mod 1)

Opét se ziska vysledek, ktery po odmocnéni neni celym cislem (V136 = 11,662),

a proto se pokracuje ve stejném postupu, dokud se neziska celoc¢iselna odmocnina.
k=3:y2 = (5143)2—2673 = 243; V243 % 0 (mod 1)
k =4:y2 = (514 4)% — 2673 = 352; V352 £ 0 (mod 1)
k=5:y2=(5145)2—2673 = 463; V463 % 0 (mod 1)
k=6:y2=(5146)2—2673 =576; V576 = 0 (mod 1)

Cislo 576 lze odmocnit beze zbytku (V576 = 24). Nyni se d4 dosadit do rovnice pro

ziskani faktoru ¢isla N.

Po dosazeni do rovnice N=(x+7y)-(x—y)=(57+24)-(57 —24) se ziskaji
faktory cisla N, kterymi jsou cisla 81 a 33.
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4.3 SHANKSOVA CTVERCOVA FAKTORIZACNI METODA (SQUFOF)

Jedna se o moderni faktorizacni metodu predstavenou Danielem Shanksem v roce
1975. Origindlnim ndzvem Shanks’s method Square Forms Factorization do ceStiny
prelozeno jako Shanksova faktorizatni metoda c¢tvercovych rozkladl. Vychazi
z Fermatovy faktorizatni metody s vyuzitim binarni kvadratické formy, tyto formy

se vyuzivaji v radé modernich metod faktorizace.
q(x,y) = ax?® + bxy + cy?
Jako zakladni myslenku tato metoda pouZiva vztah:
N = x? —y?
Upraveny na tvar:
x% = y?(mod N)

0d Fermatovy faktorizaéni metody se li$i postupem ziskani ¢isel x a y. Cislo N je
zakladnim vstupem do Shankseova algoritmu, existuji rozSirené verze, které pocitaji i
smalymi koeficientem k. Cislo N, které chceme faktorizovat nesmi pro tento
algoritmus byt prvocislem ani druhou mocninou celého ¢isla. Pro hledani faktort je

potireba nejprve urcit nékolik proménnych.

Py = [VN| (4)
Qo =1 (5)
Q; =N — P (6)

Pro dalsi kroky se opakuji nasledujici vztahy:

b = {[\/NJ + Pl-_1|

Qi (7)
Pi=b;-Q;— P4 (8)
Qiv1 = Qi1 + by (Pi-y — P) 9)

Postup se opakuje do té doby, dokud neni dosaZeno ¢tvercového cisla Q;. Nasledné se

opét urc¢i zakladni hodnoty proménnych b, Py, Qo a Q, na zakladé ziskaného indexu i.
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= Lt
i Ja (10)
Py = bO\/E-}_Pi—l (11)
Qo = \/E (12)

0, = N — P
Qo (13)

Poté vypocet pokracuje opétovnym dosazovanim do rovnic (7), (8) a (9), do té doby,
nez je nalezeno takové P; = P;_,. Faktor ¢isla N se poté nalezne jako nejvétsi spolecny

délitel ¢isel P; a N. [23]

N=p-q ANp=NSD(P;,N)

Priklad 19: Shanksova ¢tvercova faktorizaéni metoda
Pomoci Shanksovy metody proved’te faktorizaci ¢isla N = 3 021.

Reseni: V prvnim kroku se vypocita odmocnina cisla N, které se zaokrouhli na celé

Cislo. Hodnota Q, je rovna 1.

Py = |VN| = |[V3 021 = 54

Q=1

Z nasledujiciho stavu se urc¢i hodnota pro Q;.
Q=N —P2=3021—54% =105

Dosazenim do rovnice (7), kde za i se dosazuje Cislo 1 se ziskd hodnota b;. Stejnym

zpusobem se urci hodnoty pro P; a Q, dosazenim do rovnic (8) a (9).

_ |IVN] +Py| _|[V3021] + 54 54+54 108
bl—[Q—1|—{ 105 | l105 l105J

P,=b;-Q;—P,=1-105—-54 =51
Q,=0Qy+by-(Py—P)=1+1-(54—-51)=1+3=4

Tento postup by se opakoval do té doby, neZ se ziska hodnota Q; rovna ¢tvercovému

Cislu. V tomto pripadé vyslo ¢tvercoveé Cislo hned v druhém kroku vypoctu.
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Nyni se proces otoc¢i a z nasledujicich rovnic, na zakladé ziskaného cisla Q,, se vypocte
faktor ¢isla N. Do rovnic (10), (11) a (12) se dosadi index i, ktery byl ziskan v prvni

casti vypoctu. V tomto pripadé se ziskal index i = 2.

by = [[Wb;_sz_1| _ [[\/Wf/_zj — 51| _ l54 51J lZJ

Py = bo/Qy + P,y = 1V4+51 =2+ 51 =53

Q=Q;=V4=2

Po ziskani téchto hodnot je mozno dosadit do rovnice (13).

N—-P? 3021-532 3021—2809 212
0, = - - =" =106
Q0 2 2 2

Postupné se dosazuje do rovnic (7), (8) a (9), a hleda se takové P;, které se rovna P;_;.

_ [NNJ + P1_1| ~ [54 + 53J lm
b ) ~ | 106 106

PlzbllQl_Pl—lz1.106_53:53

Hned v prvnim kroku se hodnota P; rovnd P,. Jeden zfaktori Cisla N se ziska

vyhledanim nejvétsiho spolecného délitele cisel N a P;.
N=p-q Ap=NSD(53,3021) =53

Druhy faktor se ziska vydélenim ¢isla N prvnim faktorem.
N =3021 =53-57

Cislo N lze rozdélit na souéin dvou &isel 53 a 57.
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Piiklad 20: Shanksova ¢tvercova faktoriza¢ni metoda
Pomoci Shanksovy metody proved’te faktorizaci ¢isla N = 13 930 021.
Reseni: V prvnim kroku se uréi hodnoty Py, Q, a Q; dosazenim do rovnic (4), (5) a (6).

Tabulka 6 - Shanksova metoda - piiklad (a)

i P; Qi b;
0 3732 1

1 2859 2197 3
2 2381 2620 2
3 772 3153 1
4 3457 4229 1
5 3563 468 15
6 1715 2639 2
7 2449 4164 1
8 3266 1905 3
9 3586 1713 4
10 3289 625 11

Ctvercové ¢&islo se ziskalo v desatém kroku, kde Q;, = 625. Nyni pomoci indexui = 10
se opét urc¢i hodnoty Py, by, Qp a Q; pomoci rovnic (10), (11), (12) a (13). Naslednym
dosazovanim do rovnic (7), (8) a (9) se hledaji hodnoty P; a P;_; takové které jsou si

rovny.
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Tabulka 7 - Shanksova metoda - ptiklad (b)

i P; Qi b;
0 3711 25 5
1 2629 6340 1
2 2906 1107 5
3 2049 4955 1
4 1879 1964 2
5 3416 5295 1
6 3416 427 16

Stejnych dvou hodnot bylo dosaZeno v Sestém kroku, hodnota Py se rovna hodnoté Ps.

Jeden z faktort se ziska nalezenim NSD cisel P, a N.

N=p-q ANp=NSD(3416,13930021) = 427

N =13930021 =427 -32 623

Faktory ¢isla N se pomoci Shanksovy metody urcily jako p = 427 aq = 32 623.
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ZAVER
V této bakalarské praci s nazvem ,Klasické i moderni faktorizacni algoritmy“ jsou

popsany rizné narocné faktorizac¢ni algoritmy. Prace seznamuje s vybranymi

klasickymi i modernimi metodami faktorizace.

Jednim z hlavnich ptinosti této bakalaiské prace je usnadnéni se zorientovat
v problematice faktorizace celych ¢isel. Kazda metoda je podrobné popsana, vysvétlena
a doplnéna o ndzornou ukazku, ke kazdému algoritmu je uveden alesponi jeden priklad

k nazornéjsimu pochopeni.

V prvni casti prace je vysvétlena teorie faktorizace, jsou zde popsany dileZité
matematické pojmy pro proces faktorizace. Stejné tak je zde uveden prinos faktorizace
v oblasti matematiky. Jsou zde uvedeny podrobné postupy, jak faktorizaci vyuzit pro
ziskani nejvétSiho spolecného délitele a nejmensiho spole¢ného nasobku. V zavéru
uvodu tématu je uveden vyznam prvocisel a samotné faktorizace pro bezpecnost
moderni Sifrovacich nastrojd. Princip vyuziti je demonstrovan na Sifrovaci metodé

RSA, ktera je opét podrobné vysvétlena a doplnéna o priklad.

Druha kapitola se zabyva velmi uZite¢nymi nastroji, a to metodami testovani
prvociselnosti. Pro faktorizaci je testovani prvociselnosti velmi dtilezZité, protoze
prvocisla nelze rozdélit na faktory. Bylo by tedy zbyte¢né se pokouSet tyto cisla
faktorizovat. Test prvociselnosti je dale vyuzitelny po provedeni samotné faktorizace,
kdy se zjiStuje, zda ziskané faktory jsou prvocisly nebo jsou Cisly sloZenymi, a tedy

proces faktorizace miZe pokracovat.

StéZejni ¢ast prace je rozebirana ve treti a Ctvrté kapitole. Ve tieti kapitole jsou popsany
ctyti klasické metody: metoda pokusného déleni, polynomicka faktorizace, Fermatova
faktoriza¢ni metoda a Eulerova faktoriza¢ni metoda. Pro moderni faktoriza¢ni metody
byly vybrany a zpracovany: Pollardova p-1 metoda, metoda kvadratického sita

a Shanksova ¢tvercova metoda.

Kazda metoda ma své vyhody i nevyhody, které se projevuji nejen casovou narocnosti,
ale také vhodnosti pouZzitelnosti dané metody pro jednotliva cisla. Podrobnéjsi

srovnani jednotlivych metod je uvedeno v nasledujici souhrnu.
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Metoda pokusného déleni:

faktorizované Cislo N se postupné zkousi délit prvocisly, ktera jsou mensi

nez cislo [\/NJ

Vstupni data nejsou omezena, metoda je vhodna pro cisla s mensim radem

cifer, jelikoz pro velka ¢isla by byla metoda velice zdlouhava.

Vysledkem této metody je uplna faktorizace zadaného cisla N na prvocisla,

protoZe béhem faktorizace dojde k vyhledani vSech prvociselnych faktort.

Polynomicka metoda:
pomoci metody se vyhledavaji ¢tverce x? a y?, tak aby platila nasledujici
rovnice: N = x2 —y2 = (x —y) - (x + y). Ur¢i se hodnota y = 1, ktera se

postupné zvysuje vzdy o jednu a hleda se ¢tvercové ¢islo x2.

Vychazi se z predpokladu, Ze vstupni hodnota N je liché ¢islo. Metoda je

nejvhodnéjsi pro ¢isla, u kterych se y = 1 nebo blizké k jedné.

Vysledkem této metody je nalezeni dvou faktort ¢isla N, které nemuseji byt

prvocislem.

Fermatova faktoriza¢ni metoda:

je zaloZena na predpokladu, Ze ¢islo N se da zapsat jako rozdil dvou ¢tvercii:
N =s2?—t2 Urd se hodnota s = [VN|+ 1a t = V=N + s2. Postupy se

provadi zvySeni hodnoty s o 1 a hleda se celé cislo t.

Vychazi se z predpokladu, Ze vstupni hodnota N je liché ¢islo. Metoda je

nejvhodnéjsi pro ¢isla, u kterych se s = 1 nebo blizké k jedné.

Vysledkem této metody je nalezeni dvou faktort ¢isla N, které nemuseji byt

prvocislem.
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Eulerova faktorizac¢ni metoda:

je zaloZena na predpokladu, Ze zadané ¢islo N se da zapsat jako soucet

¢tverct, a to dvéma riznymi zptsoby: N = a® + b? = ¢? + d*.

Aby tato metoda mohla byt pouZita, musi se pro Cislo N nejprve nalézt zapis
dvou riznych souctii ctvercli, pokud tato ¢isla nejsou nalezena nebo

neexistuji nelze tuto metodu pouzit.

Vysledkem této metody je nalezeni dvou faktort ¢isla N.

Pollardova metoda p-1:

vychazi z Malé Fermatovy véty: a*®=1 = 1 mod p, a hleda se ¢islo M, které
je souCinem prvocisel a jejich mocnin mensich nez hranice B. Jeden z faktori

se uréi jako g = NSD(a™ — 1; N).

Metoda je vyhodna pro Cisla N o urcité hladkosti B. Pokud je zvolena hranice
B nizka muzZe dojit k selhan{ algoritmu. S kazdym zvysenim hranice B roste

sloZitost a ¢asova naro¢nost metody.

Vysledkem této metody je nalezeni dvou faktort ¢isla N.

Metoda kvadratického sita:

vychazi ze vzorce: N = x? — y?, tedy hledaji se dvé takova ¢isla, pro néz

plati, Ze rozdil jejich druhych mocnin se rovna zadanému Ccislu N.

y? = ([\/NJ + k)z — N . Hleda se takové k, aby platil vychozi vzorec.

Vstupni data nejsou omezend. ObtiZnost této metody zavisi na velikosti

faktorizovaného cisla vice neZ na strukture cisla a jeho vlastnostech.

Vysledkem této metody je nalezeni dvou faktort ¢isla N.
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Shanksova ¢tvercova faktorizaéni metoda:

vychazi z Fermatovy faktorizatni metody a vyuziva binarni kvadratické

formy, zakladni mys$lenka vychazi ze vztahu: x? = y?(mod N).

Vstupni hodnota nesmi byt druhou mocninou nebo prvocislem.

Vysledkem této metody je nalezeni dvou faktort ¢isla N, které nemuseji byt

prvocislem.
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RESUME

V bakalatské praci jsou popsany rizné narocné faktorizacni algoritmy, které jsou
rozdéleny do dvou kapitol, jak jiZ ndzev napovidd do Kklasickych a modernich. Ke
kazdému algoritmu je uveden alespon jeden prtiklad k nazornéjSimu pochopeni.

Celkova prace je rozdélena do ctyt hlavnich kapitol.

Prvni kapitola je rozclenéna do péti podkapitol. Na zacatku je popsan nejdilezitéjsi
pojem této prace tedy faktorizace a co si clovék ma predstavit pod timto matematickym
pojmem. V druhé podkapitole jsou popsany dalsi zakladni matematické pojmy, které
s touto problematikou souviseji. Najde se zde vysvétleni pojmil jako je napriklad
prvocislo, Ctvercové Cislo, slozené Cislo nebo prvocliselny rozklad. Ve treti a Ctvrté
podkapitole se mlize ¢tenaf seznamit s vyuzitim faktorizace v matematice a Sifrovani.
V posledni podkapitole jsou uvedeny pomocné algoritmy, které se vyuZivaji pri

samotné faktorizaci.

Druha kapitola se zabyva testovanim prvociselnosti. Timto testovanim je dobré se
zabyvat, aby se zbytecné faktorizace neprovadéla pro ¢isla, pro ktera je to nemozné.
Proto jsou v této kapitole uvedeny jednoduché a obecné algoritmy pro testovani
prvociselnosti ze kterych se dozvime, zda je zadané cislo prvocislem nebo ¢islem
slozenym. Tedy pokud zadané ¢islo vyjde pomoci téchto testii jako prvocislo, nemusi

se jiz faktorizovat neboli nelze nalézt jeho jiné faktory nezli samotné zadané cislo.

Treti kapitola pojednava o klasickych faktorizacnich metodach. Jedna se o pomérné
jednoduché metody, které maji snadny vypocet. Nevyhodou téchto metod je, Ze jsou
urceny pro cisla specifického charakteru.

Posledni ¢tvrta kapitola uvadi moderni faktoriza¢ni metody, které jsou na rozdil od
klasickym faktoriza¢nich metod v principu slozitéjsi, avsak ve vétSiné pripadti odpadaji

podminky na podobu Cisla, které se ma faktorizovat.
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RESUME

The bachelor's thesis describes various demanding factorization algorithms. The
description of these algorithms is divided into two chapters, as the title suggests it is
divided into classic and modern. At least one example is given for each algorithm for

easier and clear understanding of it. The work is divided into four main chapters.

The first chapter is divided into five subchapters. In the beginning, the most important
concept of this work is described, that is the factorization. It describes what is
represented by this mathematical term. The second subchapter describes other basic
mathematical concepts related to this issue. There is an explanation of terms such as
prime number, square number, composite number or prime decomposition. In the
third and fourth subchapters, readers can learn about the use of factorization in
mathematics and encryption. The last subchapter presents the auxiliary algorithms

that are used in the factorization.

The second chapter deals with the testing of prime. It is good to deal whit this testing
so that factorization is not done unnecessarily for numbers that cannot be factorized.
Therefore, this chapter provides simple and general algorithms for testing prime
numbers. These tests determine whether the number entered is a prime number or a
composite number. If the result of the number test is prime number, this need not be

further factorized. It is not possible to find factors other than the number entered.

The third chapter deals with classic factoring methods. These methods are relatively
simple that have an easy calculation. The disadvantage of these methods is that they

are designed for numbers of a specific nature.

The last fourth chapter sets out modern factoring methods. These methods are more
complex in principle unlike classic factoring methods. In most cases, the conditions for

the form of the number to be factorized are eliminated.
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