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Abstrakt

Tato prace se zabyva cyklickymi vlastnostmi orientovanych grafii. Prvni kapitola je
seznamenim s nékterymi problémy v oblasti teorie grafii. Ve druhé kapitole definu-
jeme zakladni pojmy z teorie grafii - nejprve pro neorientované a déle pro orientované
grafy. Ve tfeti kapitole jsou uvedeny znamé véty a hypotézy o hamiltonovskych vlast-
nostech neorientovanych i orientovanych grafii, které kladou podminky zejména na
stupné vrcholtu danych grafi. Ve ¢tvrté kapitole jsou zminény postacujici podminky
zameéfené na souvislost a nezéavislost opét neorientovanych i orientovanych grafi.
Posledni kapitola je vénovana lokdlnim verzim Meynielovy véty a Manoussakisovy

hypotézy, které popisuji cykly na ur¢itych mnozinach vrcholi.

Kli¢ova slova: Orientovany graf, hamiltonovsky cyklus, stupiiové podminky, lokalni

podminky, souvislost grafu, nezéavislost grafu



Abstract

This thesis is focused on Hamilton properties of directed graphs. The first chapter is
a familiarization with some of the problems of graph theory. In the second chapter we
define fundamental terms of graph theory for both undirected and directed graphs. In
the third chapter we mention well-known theorems and conjectures about Hamilton
properties of undirected and directed graphs which provide particularly sufficient
degree conditions. In the fourth chapter we discuss sufficient conditions based on
connectivity and independence of given graphs. The last chapter is dedicated to
local versions of Meyniel’s theorem and Manoussakis’ conjecture which characterize

cycles on specific sets of vertices.

Keywords: Directed graph, Hamilton cycle, degree conditions, local conditions,

connectivity, independence
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1 Uvod

Teorie grafu patri spiSe k novéjsim oblastem matematiky. Za jejiho zakladatele se
povazuje Svycarsky matematik Leonhard Euler, ktery v roce 1736 publikoval prvni
¢lanek v historii teorie grafli, v némz fesil ,,problém sedmi mosti mésta Kralovce®.
Ulohou bylo nalézt ve mésté cestu, kterou by bylo mozné piejit pres kazdy most
pravé jednou. Euler v ¢lanku ukazal, Ze nalézt takovou cestu mozné neni. V teo-
rii grafu lze rozlisit dvé zékladni oblasti, kterymi jsou grafy neorientované a grafy
orientované. Obé zminéné kategorie maji Sirokou oblast pouziti pro feSeni problémi
v mnoha védnich disciplinach, jimiz jsou naptiklad biologie, fyzika, informatika nebo
kybernetika. Znamym problémem v neorientovanych grafech je napiiklad jiz zminény
problém sedmi mosti mésta Kralovce nebo problém obchodniho cestujiciho, ktery
odpovida hledani hamiltonovské kruznice v neorientovaném grafu. V orientovanych
grafech bychom za tilohu obdobnou Eulerovu problému sedmi mostii mésta Kréalovce
mohli povazovat napiiklad zndmou tlohu, kterou v roce 1893 v ramci své prace pu-

blikoval Georges Edouard Auguste Brunel:

Meéjme plnou nadobu vody o objemu 8 litri a dvé prazdné nddoby s objemy 5 a 3 litry.

Jakym zpisobem musime prelévat vodu tak, abychom nakonec dostali dvakrat 4 litry?

Tuto tlohu lze modifikovat na tlohy, ve kterych muzeme mit rizny pocet lahvi
o ruznych objemech, a kazdou lze reprezentovat orientovanym grafem. Podrobnéjsi
historicky piehled lze nalézt v [33]. Déle se v oblasti orientovanych grafii jedna na-
priklad o problémy tykajici se tokt v sitich. Pojem tokt se zde pouziva pro mnoho
druhtt konkrétnich priklad, mezi néz patii mimo jiné dopravni toky, toky v elek-
trickych obvodech nebo cirkulace v obéhové soustavé cloveéka. VSechny vyse uvedené

problémy zkoumaji cyklické vlastnosti grafii, které modeluji piislusny realny systém.



2 Zakladni pojmy

2.1 Neorientované grafy

Necht V' je konefna mnozina. Dvojici G = (V, E), kde E je mnozina dvouprvko-
vych podmnozin mnoziny V', nazveme neorientovanym grafem. Prvky mnoziny V
nazyvame vrcholy a prvky F nazyvame hrany. Neusporfadana dvojice {u, v}, kde
u,v € V, predstavuje hranu mezi vrcholy u a v. Mnoziny vrcholii a hran neorien-
tovaného grafu G, budeme déle znacit jako V(G) a E(G). Méjme grafy G a G'.
Rekneme, 7e graf G’ je podgrafem grafu G, jestlize V(G'") CV(G) a E(G") C E(G).

Rekneme, 7e vrcholy u, v € V(G) jsou sousedni, jestlize {u, v} € E(G). Pro kazdy
vrchol u € V(G) definujeme jeho stupen jako d(u) = [{v € V(G) : {u,v} € E(G)}|.
Okolim vrcholu u € V(G) nazveme mnozinu N(u) = {v € V(G) : {u,v} € E(G)}.
Radem grafu G nazveme &slo n = |V(QG)], zatimco &slo m = |E(G)| nazyvame
velikosti grafu G.

Posloupnost vrcholi vy, v, . . ., v takovou, ze Vi = 1,2, ..., k—1 plati {v;, v;41} €
E(G), nazveme sledem v grafu G. Tah v grafu G je sled, ve kterém se neopakuji
hrany. Cestou v grafu G mezi dvéma vrcholy v a v nazveme sled u = vy, vo, ..., v, =
v takovy, ze v; # v; Vi # j. Jestlize navic k = |V(G)|, pak je tato cesta hamiltonov-
ska.

Graf G je souvisly, pokud pro kazdé dva vrcholy u,v € V(G) existuje v G sled
mezi v a v. V opa¢ném piipadé je graf G nesouvisly. Kazdy maximalni souvisly

podgraf grafu G nazyvame jeho komponentou. Priklady souvislych a nesouvislych

grafl jsou znazornény na obrazcich 2.1 a [2.2]

Obrazek 2.1: Souvisly graf Obrazek 2.2: Nesouvisly graf

Rekneme, 7e graf G je k-souvisly, jestlize pro kazdou dvojici vrcholi u, v € V(G)
existuje k£ vrcholové disjunktnich cest mezi u a v. Nejvétsi ¢islo k takové, ze G je
k-souvisly pak nazveme souvislosti grafu G. Alternativné lze tuto vlastnost diky
Mengerové vété [24] definovat pomoci vrcholového Fezu. Vrcholovy fez grafu G je
mnozina vrchola U C V(G) takova, ze graf G' = (V(G) \ U, E(G)) neni souvisly.

Vrcholovou souvislosti (dale jen ,souvislosti“) x(G) grafu G pak nazveme mohutnost



minimalniho vrcholového fezu grafu G.

Graf G je hamiltonovsky souvisly, jestlize mezi kazdymi dvéma vrcholy u,v €
V(G) existuje v G hamiltonovska cesta.

Uzavieny sled v grafu G je posloupnost vrcholu vy, vs, ..., v, takova, ze Vi =
1,2,...,k — 1 plati {v;,v;11} € E(G) a zaroven v; = vy. Uzavieny tah v grafu
G je tah vy, v9, ..., vk, pro ktery plati v = vi. Kruznici v grafu G nazveme cestu
U1, Vg, ..., U takovou, ze vy = wvg. Jestlize k = |[V(G)|, pak je tato kruznice ha-
miltonovska. Graf obsahujici alespon jednu hamiltonovskou kruznici nazyvame ha-
miltonovskym grafem. Poznamenejme, Ze je-li graf hamiltonovsky souvisly, pak je
hamiltonovsky a je-li graf hamiltonovsky, pak obsahuje hamiltonovskou cestu. Ces-
tou a kruznici v grafu G budeme dale rovnéz oznacovat pirislusné podgrafy grafu G.

Rekneme, ze graf G je uplny, jestlize pro kazdé dva vrcholy u,v € V(G) plati,
ze {u,v} € E(G). Dale fekneme, ze graf G je bipartitni, jestlize lze mnozinu V(G)
rozdélit na dvé disjunktni podmnoziny A, B C V(G) takoveé, ze Yu,v € A a Vw, z €
B plati {u,v}, {w,z} ¢ E(G). MnoZiny A a B nazyvame partitnimi mnoZzinami.
Pokud navic Vu € A a Vv € B plati, ze {u,v} € E(G), potom G nazveme uplnym
bipartitnim grafem a znac¢ime jej K, ., kde m,n znaci pocet vrcholi jednotlivych
partitnich mnozin.

Jestlize u,v € V(@) je dvojice nesousednich vrcholii neorientovaného grafu G,
potom G + {u,v} oznacuje graf G’, pro ktery plati V(G') = V(G) a E(G') =
E(G) U {u,v}.

2.2 Orientované grafy

Necht V' je koneéna mnozina. Dvojici G = (V| E), kde E je podmnozina kartézského
sou¢inu V' x V| nazveme orientovanym grafem. Prvky V' nazyvame vrcholy a prvky
E nazyvame orientované hrany. Uspofadanéa dvojice (u,v), u,v € V, predstavuje
orientovanou hranu z vrcholu v do vrcholu v. Mnoziny vrcholi a hran orientovaného
grafu G budeme dale znadit jako V(G) a E(G). Rekneme, 7e vrcholy u,v € V(G)
jsou sousedni, jestlize (u,v) € E(G) nebo (v,u) € E(G). V této praci se zabyvame
pouze jednoduchymi orientovanymi grafy. Neuvazujeme tedy grafy s ndsobnymi ori-
entovanymi hranami a grafy se smyc¢kami, tj. hranami typu (v,v), kde v € V(G).
Protichiidné hrany ale pfipoustime.

Orientovany graf s mnozinou vrchola V(G) = {u, v, w, 2} a mnozinou orientova-
nych hran E(G) = {(u,v), (v,u), (u,w), (w,v), (w,z)} je zndzornén na obrazku [2.3|

Podobné jako u neorientovanych grafii i zde ¢islo n = |V(G)| nazyvame radem
orientovaného grafu G a ¢islo m = |E(G)| jeho velikosti. Pro vrchol u € G definu-

jeme jeho vystupni stupei jako d*(u) = [{v € G : (u,v) € E(G)}| a jeho vstupni
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Obrazek 2.3: Orientovany graf

stupen jako d~(u) = {v € G : (v,u) € E(G)}|. Stupném vrcholu u € G potom
nazveme ¢islo d(u) = d*(u) + d~(u). Pro orientovany graf znazornény na obrazku
2.4 plati d*(u) = 3, d”(u) = 2 a d(u) = 5. Pro vrchol u definujeme jeho vystupni
okoli jako mnozinu N*(u) = {v € G : (u,v) € E(G)} a jeho vstupni okoli jako
mnozinu N~ (u) ={v € G : (v,u) € E(G)}.

Obrazek 2.4: Vystupni a vstupni stupen vrcholu «

Orientovany sled v orientovaném grafu je posloupnost vrchola vy, vs, ..., v, ta-
kova, ze pro kazdé i = 1,2,..., k—1 plati, Ze v G existuje orientovana hrana (v;, v;41)
vedouci z vrcholu v; do vrcholu v; ;. Orientovany tah v orientovaném grafu je orien-
tovany sled, ve kterém se neopakuji hrany. Pokud posloupnost vy, vs, ..., vy je sled
v orientovaném grafu G a navic plati v; # v; Vi # j, nazveme tuto posloupnost ori-
entovanou cestou. Cyklus v orientovaném grafu G je orientovana cesta vy, vo, ..., Uy
takova, ze v; = vg. Pocet hran, které dany cyklus, resp. orientované cesta obsahuje,
nazyvame délkou cyklu, resp. orientované cesty.

Pro kazdy orientovany graf G existuje neorientovany graf G’, ktery nazveme sy-
metrizaci G, a pro ktery plati V(G') = V(G) a zaroven Yu,v € V(G) : (u,v) €
E(G) = {u,v} € E(G"). Rekneme, 7e orientovany graf G je slabé souvisly, jestlize
symetrizace G je souvisly graf. Dale fekneme, Ze orientovany graf GG je silné souvisly,
jestlize pro kazdou dvojici vrcholi u,v € V(G) existuje orientovany sled z u do wv.
Orientovany graf G je silné k-souvisly, jestlize pro kazdou dvojici vrchola u, v € V(G)
existuje k vrcholové disjunktnich cest z u do v. Nejvétsi ¢islo k takové, ze G je silné
k-souvisly pak nazveme souvislosti grafu G. Orientovany graf G fadu n nazveme
hamiltonovskym, jestlize v G existuje cyklus délky n. Tento cyklus nazyvame ha-

miltonovskym cyklem.



Mgéjme orientovany graf G = (V(G), E(G)). Orientovany graf G, pro néjz plati
V(G') C V(G) a E(G') C E(G), nazveme orientovanym podgrafem grafu G. Dale
mé&jme mnozinu S C V(G). Rekneme, ze podgraf G grafu G je indukovany mnoZinou
S, jestlize V(G') = S a pro mnozinu hran F(G’") C E(G) plati (u,v) € E(G') <=
(u,v) € E(G), kde u,v € S. Na obrazku [2.5] je znazornén orientovany graf G, jeho
podgraf G a podgraf G5 indukovany mnozinou S = {v, w, z}.

Y

G Gy Go

Obréazek 2.5: Orientovany graf GG, jeho podgraf (G; a indukovany podgraf Gs



3 Stupiniové podminky

V této kapitole jsou uvedeny znamé vysledky tykajici se existence hamiltonovskych
cest a hamiltonovskych kruznic nejprve v neorientovanych grafech a dale i hamilto-
novskych cest a hamiltonovskych cykli v orientovanych grafech. Jsou zde zminény
prevazné postacujici podminky, které pracuji se stupni vrcholi danych grafi. Pri

zpracovani této kapitoly byly pouzity podklady [2], [7], [10], [15] a [20].

3.1 Neorientované grafy

Zamérme se tedy nejprve na neorientované grafy a jejich cyklické vlastnosti. V roce
1952 dokéazal G. A. Dirac [16] jednu ze zakladnich vét, ktera poskytuje postacujici

podminku pro existenci hamiltonovské kruznice v grafu.

Véta 3.1.1 (Dirac [16]). Necht G je graf Fddu n, kde n > 3. Jestlize Vu € V(G)
plati, Ze d(u) > n/2, potom G je hamiltonovsky.

Diikaz. Nejprve ukdzeme, ze G je souvisly. Sporem predpokladejme, ze Yu € V(G) :
d(u) > n/2 a zaroven G neni souvisly. G se tedy sklada z £ > 2 komponent. Jednot-
livé komponenty postupné oznaéme G1, Go, ..., Gy tak, aby |V (G)| < |V(Gy)| <
- < |V(Gh)|. Ziejmé plati |V(Gy)| < § atedy Yu € V(Gy) @ d(u) < 5 — 1, coz je
spor s predpokladem, ze kazdy vrchol v G méa stupen alespon d(u) > n/2.

Dale necht P = wvq,v9,..., v je nejdelsi cestou grafu G. Kdyby existoval vrchol
z € V(G)\ V(P) takovy, ze {x,v;} € E(G) nebo {vg, x} € E(G), dostali bychom
spor s predpokladem, ze P je nejdelsi cestou v G. Lze tedy predpokladat, ze vSsechny
vrcholy sousedici s v; nebo vy, lezi na cesté P. Vzhledem k tomu, Ze P ma méné nez
n hran a kazdy z vrchold vy a vy sousedi alesponi s n/2 vrcholy na P, existuje hrana

{vi,vi;1} € E(P) takova, Ze v; je sousednim vrcholem vy a v;4; je sousednim vrcho-

lem vy (viz obr. 3.1)).

Obrazek 3.1: Situace z dukazu Diracovy véty

Posloupnost vrcholt C' = vy, v;41, Vivo, - -, Uk, V3, Vi1, - - ., Ug, U1 potom tvoii kruz-

nici v grafu G.



Ukazeme, ze C' je hamiltonovskia. Sporem predpokladejme, Ze existuje vrchol
x € V(G), ktery nelezi na kruznici C'. Diky souvislosti grafu G potom existuje j tak,
zel<j<kav,z} e EG).

Obrézek 3.2: Situace z ditkazu Diracovy véty. Carkované je naznacena mozné struk-
tura cest P a P’.

Cesta P’ = v,41, V42, ..., Uk, V1, ..., Vj_1,j, T je delsi nez cesta P (viz obr. 3.2)),

¢imz dostavame spor. Kruznice C' je tak hamiltonovskou kruznici v grafu G. O
Diracova véta je pfimym disledkem nésledujici Oreho véty.

Véta 3.1.2 (Ore [29]). Necht G = (V(G), E(G)) je neorientovany graf fddu n,
kde n > 3, takovy, Ze pro kaZdou dvojici nesousednich vrcholi u,v € V(G) plati
d(u) + d(v) > n, potom G je hamiltonovsky.

Pokud bychom v Oreho vété snizili pozadavky na soucet stupni kazdych dvou
nesousednich vrchold na d(u) 4+ d(v) > n — 1, dostali bychom postac¢ujici podminku

pro existenci hamiltonovské cesty v grafu G.

Véta 3.1.3 (Bondy, Chvatal [6]). Necht G = (V(G), E(G)) je neorientovany graf
Fadu n, kde n > 3, takovy, Ze pro kaZdou dvojici nesousednich vrcholi u,v € V(Q)

plati d(u) 4+ d(v) > n — 1, potom G obsahuje hamiltonovskou cestu.

Naopak kdyby pro stupné kazdych dvou nesousednich vrcholi u, v € V(G) platilo
d(u) + d(v) > n + 1, dostali bychom postacujici podminku pro hamiltonovskou

souvislost grafu G.

Véta 3.1.4 (Bondy, Chvatal [6]). Necht G = (V(G), E(G)) je neorientovany graf
Fadu n, kde n > 3, takovy, Ze pro kaZdou dvojici nesousednich vrcholii u,v € V(Q)

plati d(u) + d(v) > n+ 1, potom G je hamiltonovsky souvislyj.

Vysledky nésledujicich vét poskytuji postacujici podminky pro existenci hamilto-
novské kruznice v grafu zalozené na posloupnosti stupnu jeho vrcholi. Véta, kterou
v roce 1962 dokézal L. Pésa [30], na rozdil od vét a umoziuje nékterym

vrcholim v daném grafu mit nizky stupen.
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Véta 3.1.5 (Posa [30]). Necht G je graf fadun > 3 a necht dy < dy < --- < d, je
posloupnost stuptii vrcholii G. Jestlize d; > i+ 1 pro vsechna i < (n —1)/2 a navic

dinj21 > [n/2] pro liché n, potom G je hamiltonovsky.

Chvatalova véta zobeciuje vysledky Posovy véty tim, Ze popisuje vSechny po-

sloupnosti stupnu, které zajistuji existenci hamiltonovské kruznice v daném grafu.

Véta 3.1.6 (Chvatal [I1]). Necht G je graf fadu n > 3 a necht dy < dy < --- < d,
je posloupnost stupni vrcholi G. Jestlize d; > i + 1 nebo d,_; > n — i pro vSechna

i <mn/2, potom G je hamiltonovsky.

Nasledujici véta poskytuje postacujici podminku pro hamiltonovskost grafu G

za slabsich predpokladii nez jakych vyuziva Chvatalova véta.

Véta 3.1.7 (Las Vergnas [21]). Necht G je graf fadu n > 3. JestliZe existuje po-
sloupnost vrcholi vy, v, . . ., v, takovd, Ze v G neexistuje dvojice nesousednich vrcholi
v;,v; € V(G) splivugict podminky i < j, d(v;) <1, d(v;) < j—1, d(v;)+d(v;) <n—1
ai—+j >n, potom G je hamiltonovsky.

Néasledujici lemma uvadime za tcelem jeho vyuziti pii zavedeni pojmu Bondy-

Chvatalova uzavéru.

Lemma 3.1.8 (Ore [29]). Necht G je graf Tddu n a necht u,v € V(G) jsou dva
nesousedni vrcholy, které spliiuji podminku d(u) + d(v) > n. Potom G + {u,v} je
hamiltonovsky pravé tehdy, kdyz G je hamiltonovsky.

Definice 3.1.9. Necht G je graf fadu n. Bondy-Chvataliv uzavér CL(G) grafu
G je graf ziskany opakovanym pfiddvanim hran mezi vrcholy splhujici podminku
d(u) +d(v) > n, {u,v} ¢ E(G). Stupné se uvazuji vzdy v aktualnim grafu.

Na obrazku [3.3] je znazornéna konstrukce Bondy-Chvatalova uzavéru grafu G.

LA

Obrazek 3.3: Konstrukce Bondy-Chvatalova uzavéru grafu G

Zaména pofadi, v jakém jsou hrany do grafu priddvany v ramci konstrukce

Bondy-Chvéatalova uzavéru, nema vliv na vysledny graf CL(G).
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Lemma 3.1.10 (Bondy, Chvatal [6]). Bondy-Chvdtaliv uzdvér CL(G) grafu G je

urcen jednoznacné.

Opakovanim procesu popsaného v ramci lemmatu lze dojit k néasledujicimu

tvrzeni.

Lemma 3.1.11 (Bondy, Chvatal [0]). Graf G je hamiltonovsky prdvé tehdy, kdyz
CL(G) je hamiltonovsky.

Ztejmé kazdy tuplny graf na alespon 3 vrcholech obsahuje hamiltonovskou kruz-
nici, diky ¢emuz dostavame nésledujici postacujici podminku pro existenci hamilto-

novské kruznice v grafu.

Véta 3.1.12 (Bondy, Chvatal [6]). Necht G je graf fidu n > 3. Jestlize CL(G) je
uplny graf, potom G je hamiltonovsksy.

Kazda z vét —13.1.7, ktera poskytuje postacujici podminku pro hamiltonov-
skost grafu, zaroven implikuje, ze uzavér C'L(G) daného grafu G je uplny graf [22].

3.2 Orientované grafy

Nyni uvedme znamé postacujici podminky pro existenci hamiltonovskych cest a ha-
miltonovskych cykla v orientovanych grafech. Jednu ze zakladnich vét dokazal v roce
1960 A. Ghouila-Houri. Tato véta je ve své podstaté v orientovanych grafech obdo-

bou Diracovy véty o stupnich vrcholi v neorientovanych grafech.

Véta 3.2.1 (Ghouila-Houri [I7]). Je-li G silné souvisly orientovany graf tdadu n
takovy, Ze d(v) > n pro kazZdy vrchol v € V(G), potom G je hamiltonovsky.

Douglas R. Woodall dale dokazal néasledujici vétu, ktera poskytuje lepsi vysledky
nez véta [3.2.1, Zaroven lze tuto vétu v orientovanych grafech opét povazovat za

urc¢itou obdobu Oreho véty.

Véta 3.2.2 (Woodall [34]). Necht G je orientovany graf #ddu n. Jestlize dt(u) +
d~(v) > n VY(u,v) ¢ E(G), potom G je hamiltonovsky.

7 této véty plyne nasledujici disledek.

Disledek 3.2.3. Je-li G orientovany graf fadu n takovy, Ze d*(v) > n/2 ad (v) >
n/2 pro kazdy vrchol v € V(G), potom G je hamiltonovsky.

Y. Manoussakis dale dokazal vétu, ktera zobecnuje vysledky vét al3.2.2)



Véta 3.2.4 (Manoussakis [23]). Necht G je silné souvisly orientovany graf Tdadu n.
Jestlize pro kazdou trojici vrcholi u,v,w € V(Q), kde (u,v) ¢ E(G), plati

d(u) + d(v) +d*(u) + d (w) > 3n — 2 (pokud (u,w) ¢ E(Q)),

d(u) + d(v) + d"(w) +d~ (u) > 3n — 2 (pokud (w,u) & E(G)),
potom G je hamiltonouvsky.

Jestlize v € V(G) a S C V(G), zavedme znaceni F(v — S) pro mnozinu hran
vedoucich z v do S a mnozinu vSech hran mezi v a S ozna¢me jako E(v, S). Cestu P,
jejiz pocatecni i koncovy vrchol lezi na cyklu S budeme déle oznacovat jako S-cestu.
Nyni uvedeme lemma, které se ¢asto vyuziva v dikazech vét o stupnovych podmin-

kach pro orientované grafy.

Lemma 3.2.5 (Bondy, Thomassen [8]). Necht P : vy, v, ..., v je orientovand cesta
v orientovaném grafu G a necht v € V(G) \ V(P). Jestlize v G neexistuje cesta z vy
do v s mnozinou vrcholi V(P) U {v}, potom |E(v,V(P))| < k + 1.

Diikaz. Ziejmé Vi =1,2,...,k — 1 plati
[E(vi = {oD)][ + [E(v = {via})| < 1.

Odtud potom:

k—1 k—1
B, V(P)| <2+ 3 [E(w — {v)| + |E(w = {oim})| <2+ Y 1<24 k-1,

i=1 i=1
tedy |E(v,V(P))| < k + 1. O

Nasledujici véta, kterou v roce 1973 dokazal M. Meyniel, je opét zobecnénim vét

B2TaB.22

Véta 3.2.6 (Meyniel [25]). Necht G je silné souvisly orientovany graf Fddu n. Pokud
pro kaZdou dvojici nesousednich vrcholi u,v plati d(u) + d(v) > 2n — 1, potom G je

hamiltonouvsksj.

Meynielova véta je primym disledkem nasledujici véty, kterou dokazali J. A.
Bondy a C. Thomassen [§].

Véta 3.2.7. Necht G je silné souvisly orientovany graf, ktery neobsahuje hamil-
tonovsky cyklus a necht S = x1,x9,..., %y, x1 je nejdelsi cyklus v G. Potom v G

existuje vrcholv ¢ S a ¢isla a,b € Z (1 <a <m, 1 <b<m) tak, Ze plati:
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1. (z4,v) € E(G),
2. v nesousedi s Zadnym vrcholem x,y; pro 1 <1 < b,
3. dw) + d(xap) <2n—1—0.

Diikaz. Nejprve predpokladejme, Ze v orientovaném grafu G neexistuje zadna S-
cesta. Vime, ze G je silné souvisly a zaroven, ze V(S) # V(G), z ¢ehoz plyne, Ze
v (G existuje cyklus C' majici pravé jeden spolecény vrchol s S. Oznac¢me tento vrchol
x4 a jeho néslednika na cyklu C' ozna¢me v. Pokud by v G existovala cesta mezi v
a T,+1, pak by doslo ke sporu s predpokladem, zZe zadn4 cesta nema pocatek i konec
na cyklu S. Odtud dostaneme, ze |E(y,{v})| + |E(y,{xas1})] < 2 pro vSechna
y € V(G)\ (V(S)U{v}). Potom pro dvojici nesousednich vrcholi v a x4 plati

dw)+d(xes1) <24+2n—m—1)+2(m—1)=2n—2

a véta je timto dokdzéna pro b = 1.

Tq

LTa+1

Obrazek 3.4: Situace z dikazu Meynielovy véty

Dale predpokladejme, Ze v orientovaném grafu G existuje S-cesta. Necht P je
S-cesta mezi vrcholy z,, x.4. € V(S) takova, Ze ¢ je minimalni a zaroven ¢ > 1
(jinak by doslo k prodlouzeni S). Néslednika vrcholu z, na cesté P ozna¢me v. Déle
ozna¢me T cestu z z,4. do z, takovou, ze E(T) C E(S). Pro T plati |V(T)| =
m — ¢+ 1. Z predpokladu, ze S je nejdelsim cyklem v G plyne, Ze neexistuje cesta
Z Tate do x, s mnozinou vrchola V(T') U {v}. Pouzitim lemmatu dostaneme
|E(v,V(T))| < m — ¢+ 2. Z minimality ¢ déle plyne, Ze E(v,{x.+;}) = & pro
i=1,...,c—1.

Necht b, 1 < b < ¢, je nejvétsi celé ¢islo takové, ze v G existuje cesta R z 2,4 do
z, s mnozinou vrchold V(S)\ {zasp, .-, Tate—1}- Prob=1je R = T. Z maximality

b plyne, Ze v G opét neexistuje cesta z z,. do z, s mnoZzinou vrchola V(R)U{x .}
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Potom x4, sousedi s nejvyse m —c+ b+ 1 vrcholy cesty R. Pokud by v G existovala
cesta mezi vrcholy v a z,.p, pak by doslo ke sporu s pfedpokladem, Ze ¢ je minimé&lni.
Odtud opét dostavame, ze |E(y, {v})| + |E(y, {xatb})| < 2 pro vSechna y € V(G) \
(V(S)U{v}). Dale x4 sousedi s nejvyse 2(c—b—1) vrcholy V' (S)\ V(R). Se¢tenim

vSech téchto omezeni na stupné vrcholi v a x,,, dostaneme pozadovany vysledek
dv)+d(xep) <2(n—m—1)+m—c+24+m—c+b+1+2(c—b—1)=2n—->b—1.

O

Je tieba Tici, ze vysledek Meynielovy véty je nejlepsi mozny. Priklad potvrzujici
tuto skutec¢nost uvedeme dale po zavedeni symetrické orientace tplného grafu, nebot

pravé tohoto pojmu pfi konstrukeci zminéného prikladu vyuzijeme.

V roce 1992 navrhoval Manoussakis [23] nasledujici hypotézu, ktera v ur¢itém

smyslu navazuje na vétu [3.2.4]

Hypotéza 3.2.8 (Manoussakis [23]). Necht G je silné 2-souvisly orientovany graf
radu n. JestliZe pro kazZdé dvé rizné dvojice nesousednich vrcholi x,y a w,z plati, Ze
d(z) +d(y) + d(w) + d(z) > 4n — 3, potom G je hamiltonovsky.

Manoussakisova hypotéza byla v roce 2020 dokazéna S. Darbinyanem.

Véta 3.2.9 (Darbinyan [I3]). Necht G je silné 2-souvisly orientovany graf Tdadu n.
Jestlize pro kazdé dvé rmizné dvojice nesousednich vrcholi x,y a w,z plati, Ze d(x) +
d(y) + d(w) + d(z) > 4n — 3, potom G je hamiltonovsky.

Nasledujicich pojmi vyuzijeme v ramci konstrukce konkrétnich priklada, jez de-
monstruji, ze vysledky vét a jsou nejlepsi mozné.

Definice 3.2.10. Necht G je orientovany graf a necht z,y € V(G). Rekneme, 7e
dvojice {x,y} je dominovana vrcholem z € V(G), jestlize (z,2) € E(G) a (z,y) €
E(G). Podobné fekneme, ze dvojice {z,y} dominuje vrcholu z € V(G), jestlize
(x,2) € E(G) a (y,2) € E(G).

Definice 3.2.11. Necht G je neorientovany graf. Orientovany graf G’ s mnozinou
vrcholi V(G') = V(G) a pro jehoz mnozinu hran plati, ze pokud {z,y} € E(G),
potom pravé jedna z hran (x,y), (y, ) nalezi E(G’), nazveme orientaci neorientova-

ného grafu G.

Definice 3.2.12. Necht G je neorientovany graf. Orientovany graf G’, pro néjz
plati V(G') = V(G) a {z,y} € E(G) < {(z,y),(y,z)} C E(G"), nazyvame

symetrickou orientaci grafu G.
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Definice 3.2.13. Symetrickou orientaci tplného grafu nazveme tplnym orientova-

nym grafem.

Uplny orientovany graf na n vrcholech budeme dale znacit jako [? n-
Na nésledujicim piikladu (ptrevzato z [2]) ukaZeme, Ze vysledek Meynielovy véty
je za splnéni jejich pfedpokladi nejlepsi mozny. Uvazujme tuplny orientovany graf
na n — 2 vrcholech I(_(} n—2, kde n > 5. Dale v tomto grafu zvolme libovolné vrchol
u. Sestrojme orientovany graf H, tak, ze ke I%n_g pridame dvojici vrcholi v, w,
tedy V(H,) = V(I?n_Q) U {v,w}. Zaroven plati, ze vrcholy v a w dominuji kaz-
dému vrcholu orientovaného grafu [? n—2 a jsou dominovany pouze vrcholem wu, jak
je znazornéno na obrazku Orientovany graf H,, je silné souvisly a neobsahuje
hamiltonovsky cyklus. Zaroven jedinou dvojici nesousednich vrchola v H,, tvori vr-

choly v a w a soucet jejich stupni je d(v) + d(w) = 2n — 2.

(% w

<~
an?)

Obrézek 3.5: Vznikly graf H,

Ke konstrukei nasledujictho prikladu je nutno zavést pojem tplného bipartitniho

orientovaného grafu.

Definice 3.2.14. Uplny bipartitni orientovany graf je symetrickou orientaci iiplného
4
bipartitniho neorientovaného grafu. Znacime jej K, ,, kde m,n znaci pocet vrcholt

v jednotlivych partitnich mnozinach.

V ramci [28] je uveden nasledujici piiklad, na zékladé kterého lze Fici, ze vysledek
Manoussakisovy hypotézy je nejlepsi mozny. Uvazujme tplny bipartitni orien-
tovany graf G = ?(%1,%1, kde n > 9 je liché. Necht X, Y jsou jednotlivé partitni
mnoziny grafu G takové, ze |X| = 2% a [Y]| = 2 (viz obr. . Soucet stupiii
kazdych 4 vrcholi v X je potom roven 4(n + 1) a soucet stupniti kazdych 4 vrcholi
vY jeroven 4(n—1). Zfejmé tedy soucet stupini libovolnych 4 nesousednich vrchola

v G je alespon 4(n — 1) a pfesto G neni hamiltonovsky.
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Obrazek 3.6: Graf G = K ot ni1, kde n = 9. Kazda neorientovana hrana zde pred-
stavuje dvé protichtidné orientované hrany mezi tymiz vrcholy.

Zamérme se nyni na postacujici podminky pro hamiltonovskost zalozené na do-
minanci vrcholi v orientovanych grafech. Vzhledem k podstaté dominance neexistuji

analogické verze téchto podminek v oblasti neorientovanych grafu.

Véta 3.2.15 (Bang-Jensen, Gutin, Li [1]). Necht G je silné souvisly graf fadun > 2.
Jestlize pro kazdou dominugici dvojici nesousednich vrcholi {z,y} plati d(x) > n A
d(y) >n—1 nebo d(z) >n—1 A d(y) > n, potom G je hamiltonovsky.

Véta 3.2.16 (Bang-Jensen, Gutin, Li [I]). Necht G je orientovany graf iddu n.
Jestlize G spliiuje podminku min{d*(z) + d~(y),d"(z) + d"(y)} > n pro kaZdou

dominugici dvojici nesousednich vrcholi {x,y}, potom G je hamiltonovsky.

Vyznamnou ¢ast orientovanych grafii s Sirokou oblasti moznych aplikaci tvofi

turnaje. V této praci sekci o turnajich uvadime z duvodu jejich nezbytnosti pri

konstrukci prikladu, na kterém budeme demonstrovat, ze vysledky vét|3.2.15|a(3.2.16)|

jsou nejlepsi mozné.
Definice 3.2.17. Orientaci uplného grafu nazyvame turnajem.

Definice 3.2.18. f{ekneme, ze turnaj T je tranzitivni, jestlize plati, ze pokud
(u,v) € E(T) A (v,w) € E(T), pak (u,w) € E(T).

Dale uvedme nékolik vét, které poskytuji postacujici podminky pro existenci
hamiltonovskych cest a hamiltonovskych cykli v turnajich. V dukazu nasledujici
véty se vyuziva tzv. ,vlozitelnosti“ vrcholi do cest, ktera se déle objevuje
v kapitole [f]
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Véta 3.2.19 (Rédei [31]). Kazdy turnaj obsahuje hamiltonovskou cestu.

Diikaz. Necht T je turnaj fadu n a necht P = x1,x,, ..., x; je nejdelsi cesta v T
Sporem predpokladejme, Ze cesta P neni hamiltonovska, tedy k < n. Potom existuje
vrchol v € V(T), ktery nelezi na cesté P. Jelikoz T je turnaj, pak vrchol v ur¢ité
sousedi se v8emi vrcholy cesty P. Kdyby v T existovaly hrany (v, z;) nebo (zy,v),
pak bychom dostali spor s predpokladem, ze P je nejdelsi cestou v T'. Predpokla-
dejme tedy, ze (v,x1), (xk,v) ¢ E(T). Odtud plyne, ze {(z1,v), (v,zx)} C E(T)
a tedy existuje index i, 1 < i < k — 1, takovy, Ze (x;,v) a (v,2;41) jsou hranami
v turnaji T'. Existence takovychto dvou hran zarucuje, ze vrchol v lze vlozit do cesty
P, tedy existuje cesta P’ z x; do x; s mnozinou vrcholia V(P) U {v}. Cesta P’ je
prodlouzenim cesty P, coz je spor s piredpokladem, ze P je nejdelsi cestou turnaje
T. O

Disledek 3.2.20. KazZdy tranzitivni turnaj obsahuje prdvé jednu hamiltonovskou

cestu.

Predchozi disledek je specialnim piipadem vysledku, ze kazdy turnaj obsahuje
lichy pocet hamiltonovskych cest, ktery dokazali Rédei [31] a Szele [32].

Zabyvejme se dale existenci hamiltonovskych cykli v turnajich. Ziejmé plati,
ze pokud je turnaj hamiltonovsky, pak je silné souvisly. V roce 1959 dokazal Paul

Camion i opa¢né tvrzeni.

Véta 3.2.21 (Camion [9]). Turnaj T' je hamiltonovsky pravé tehdy, kdyZ T je silné

souwisly.

Definice 3.2.22. Cyklus C' v orientovaném grafu G, pro ktery plati |V(C)| = 3,

nazyvame trojuhelnikem grafu G.

Jestlize T' je hamiltonovsky turnaj, pak kazdy vrchol T' lezi na kazdém hamil-
tonovském cyklu turnaje T'. Nasledujici véta uvadi, ze kazdy vrchol T' je zaroven

i vrcholem trojihelniku turnaje 7'

Véta 3.2.23. KazZdy vrchol silné souvislého turnaje T' Tddu alesporni 3 je vrcholem

trojuhelniku turnaje T .

Uvedme nyni jiz zminovany piiklad, na kterém lze ukézat, Ze vysledek vét
a[3.2.16] je nejlepsi mozny. Necht G a H jsou tranzitivni turnaje a plati [V (G)| > 2
a |[V(H)| > 2. Ozna¢me w € V(G) vrchol, pro n&jz plati d*(w) = 0 a vrchol
w' € V(H) vrchol, pro néjz plati d~(w') = 0. Sestrojme novy orientovany graf tak,

7e ztotoznime vrcholy w a w’ do jednoho vrcholu z. K tomuto grafu pridejme 4 nové
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vrcholy z,y, u,v a hrany {(z,v), (y,v), (u,x), (u,y)} U{(z, 2), (z,2), (y,2), (z,y)} U
{(r.g) v €{z,y, v}, 9 € VIG)\{w}} U{(h,5) - h € V(H) \{w'},s € {u,z,y}}.
Tento orientovany graf (viz obr. oznatme @Q,, kde n je fad Q,. Zrejmé Q,, je
silné souvisly a neobsahuje hamiltonovsky cyklus. Zaroven {x, y} pfedstavuje jedinou
dominujici dvojici nesousednich vrcholii v orientovaném grafu @),. Sectenim vSech

vstupnich a vystupnich stupnu vrcholi x a y dostaneme vysledek

d(a) = d(y) = d*(2) + d~(y) = d~ () +d*(y) =n — 1.

G\ {w}

H A\ {uw'}

Obrézek 3.7: Graf @,

Nasledujici véta se v uréitych aspektech podoba vétam [3.2.6) a [3.2.16, ackoli ani

jedna z téchto vét neni jejim dusledkem.

Véta 3.2.24 (Zhao, Meng [35]). Necht G je orientovany graf Fadu n > 2. Jestlize
pro kaZdou dvojici dominugicich vrcholi {z,y} a pro kaZdou dvojici dominovanijch
vrcholi {u, v} plati d™ (x)+d* (y)+d~ (u)+d~(v) > 2n—1, potom G je hamiltonovskyj.

O postacujicich podminkach, které pracuji s posloupnostmi stupna vrcholi da-
ného grafu (jako u neorientovanych grafi napiiklad Posova nebo Chvatalova véta),
neni v oblasti orientovanych grafii mnoho znamo. Nasledujici stale oteviend hypo-

téza z roku 1968 je analogii k Posové véte.

Hypotéza 3.2.25 (Nash-Williams [26]). Necht G je orientovany graf Tidu n > 3
takovy, Ze plati df,d; > i+ 1 pro kazdé i < (n—1)/2 a navic dFrn/Q],d[_nm > [n/2]

pro liché n. Potom G je hamiltonovsky.

Obecnéjsi vysledky bychom opét dostali v ramci hypotézy, ktera je analogicka
s Chvatalovou vétou [3.1.6l
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Hypotéza 3.2.26 (Nash-Williams [27]). Necht G je silné souvisly orientovany graf
Fadu n > 3 a necht dy < dy < --- < d, je posloupnost vstupnich stupiii a df <
dy < --- < df posloupnost vijstupnich stupriii grafu G. Jestlize Vi < n/2 plati

df >i+1nebod, ,>n—i,

d; >i+1nebod! ,>n—i,

potom G je hamiltonovsky.

17



4 Podminky na souvislost a nezavislost

V této kapitole jsou uvedeny nékteré véty a hypotézy, které na rozdil od vét uvede-
nych v pfedchozi kapitole nekladou podminky na stupné vrchola grafu G, ale pracuji
s nezavislosti mnozin vrcholu grafu G a jeho souvislosti. Pii zpracovani této kapitoly
byly pouzity podklady [20] a [10].

4.1 Neorientované grafy

Nejprve zavedeme pojem nezavislosti daného grafu.

Definice 4.1.1. Rekneme, Ze mnoZina vrcholi U C V(G) grafu G je nezavisla,
jestlize zadné dva vrcholy U nejsou sousedni. Nejvyssi pocet vrcholi, které se mohou

nachazet v nezavislé mnoziné grafu (G, nazyvame nezavislost grafu G a znacime jej

a(@G).

V. Chvatal a P. Erdgs v roce 1972 dokazali, Ze je-li G graf fadu n > 3, jehoz

souvislost je vétsi nebo rovna jeho nezavislosti, potom G je hamiltonovsky.

Véta 4.1.2 (Chvatal, Erddss [12]). Necht G je graf Fdadu n > 3 se souvislosti k(G)
a nezdvislosti o(G). Jestlize k(G) > a(G), potom G je hamiltonovskyj.

Opét plati, ze pokud bychom v Chvatal-Erddsové vété pozadovali pouze souvis-
lost kK(G) > a(G) — 1, dostali bychom postac¢ujici podminku pro existenci hamilto-

novské cesty v grafu G.

Véta 4.1.3. [12] Necht G je graf rddun > 3 se souvislosti k(G) a nezdvislosti o(G).
Jestlize k(G) > a(G) — 1, potom v G existuje hamiltonovskd cesta.

Stejné tak k(G) > a(G) + 1 je postacujici podminkou pro hamiltonovskou sou-

vislost grafu G.

Véta 4.1.4. [12] Necht G je graf Fadun > 3 se souvislosti k(G) a nezdvislosti a(G).
Jestlize k(G) > a(G) + 1, potom G je hamiltonovsky souvisly.

4.2 Orientované grafy

Zaméime se nyni i u orientovanych grafii na stejny druh postacujicich podminek,
jaky pro hamiltonovské neorientované grafy poskytuje Chvatal-Erdésova véta (véta
4.1.2)). V oblasti orientovanych grafti momentalné neexistuje obdoba této véty. Sou-

vislosti £(G) zde minime silnou vrcholovou souvislost grafu G. Ozna¢me ay(G) pocet
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prvki nejvétsi mnoziny S C V(G) takové, ze zadné dva vrcholy u, v € S nejsou sou-
sedni. Déle oznacme as(G) velikost nejvétsi mnoziny S C V(G) takové, ze podgraf
indukovany mnozinou S neobsahuje cyklus délky 2. Pro «ay(G) je otézka nalezeni
postacujici podminky zaloZené na souvislosti k(G) grafu G a jeho nezavislosti ag(G)
stale oteviena. Pro ay(G) jiz tato podminka nalezena byla, dokazal ji v roce 1987
B. Jackson [19).

Véta 4.2.1 (Jackson [19]). Necht G je orientovany graf souvislosti k(G). JestliZe
plati k(G) > 2729 (ay(G) + 2)!, potom G je hamiltonovsks.

Pro neorientované grafy je podle Chvatal-Erd&sovy véty postacujici podmin-
kou hamiltonovskosti x(G) > «(G). V ramci [5] minil J. A. Bondy rozsifit tento
vysledek i na orientované grafy a navrhl odhad na postacujici podminku pro exis-
tenci hamiltonovského cyklu v silné x(G)-souvislém orientovaném grafu ve tvaru
k(G) > a(G). Nicméné pro k(G) = a2(G) = 2 a kK(G) = a2(G) = 3 existuje ne-
koneéné mnoho grafi, které tuto hypotézu vyvraceji (viz obr. a - prevzato
z [18]). Pro k(G) > az(G) > 4 je tato otazka ovsem oteviena.

Obrazek 4.1: Silné 2-souvisly orientovany graf s nezavislosti as(G) = 2, ktery neni
hamiltonovsky.

o— PN o
AE= eSS
o o ™~
K, K, K,

Obrazek 4.2: Silné 3-souvisly orientovany graf s nezavislosti ao(G) = 3, ktery neni
hamiltonovsky.

V ¢lanku [20] je zminéna nésledujici hypotéza jakozto mozna modifikace Bondyho
[5] hypotézy, ktera navic predpoklada souvislost a nezavislost daného orientovaného

grafu alespon 4.
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Hypotéza 4.2.2. [20] Necht G je orientovany graf se souvislosti k(G) a nezdvislosti
as(Q). Jestlize plati K(G) > az(G) > 4, potom G je hamiltonovskyj.

Obecné v8ak neni znam vysledek Bondyho [5] hypotézy o postacujici podmince
pro hamiltonovskost ,,x(G) > as(G)* ani kdybychom zvysili pozadavky na souvis-

lost daného orientovaného grafu na ,k(G) > az(G) + 1¢.

Hypotéza 4.2.3 (Jackson, Ordaz [I8]). Necht G je orientovany graf se souvislosti
k(G) a s nezdvislosti ay(G). Jestlize plati K(G) > as(G) + 1, potom G je hamilto-

novsky.

20



5 Lokalizace stupnovych podminek

Tuto kapitolu vénujeme lokdlnim zobecnénim zndmych stupnovych podminek.
V prvni podkapitole uvedeme lokalni verzi Meynielovy véty spolu se souvisejicimi
pojmy a ve druhé podkapitole se budeme detailnéji zabyvat analogickou lokalizaci

Manoussakisovy postacujici podminky na stupné vrcholi orientovanych grafi.

5.1 Meynielova podminka

Nejprve zavedme pojem Meynielovy mnoziny. Necht G = (V(G), E(G)) je oriento-

vany graf fadu n. Mnozinu M C V(G), kde pro kazdou dvojici nesousednich vrchola

u,v € M plati, ze d(u) + d(v) > 2n — 1, nazveme Meynielovou mnozinou.
Néasledujici véta lokalné zobeciiuje vysledek véty na libovolnou Meynielovu

mnozinu.

Véta 5.1.1 (Berman, Liu [3]). Necht G je orientovany graf fadu n. Jestlize G je
silne souwvisly, potom libovolnd Meynielova mnozina M lezi na orientovaném cyklu

v grafu G.

V dikazu pfedchozi véty se Casto vyuziva zobecnéni C-cesty (vzhledem

k cyklu C) v orientovaném grafu. Zavadi se zde pojem tzv. C-tahu.

Definice 5.1.2. Necht G je orientovany graf a necht C' je jeho podgrafem. C-tahem
v grafu G potom nazveme tah, jehoz pocatecni vrchol x i koncovy vrchol y nalezi

mnoziné V(C'), pfi¢emz x a y mohou predstavovat tentyz vrchol.

5.2 Manoussakisova podminka

Podobné jako predchozi vétu ktera lokalné vyuziva podminky Meynielovy vty
(véta [3.2.6)), zobecnime v této praci i Manoussakisovu podminku (véta [3.2.9)).

Necht G = (V(G), E(G)) je orientovany graf fadu n. Mnozinu M C V(G), kde
pro kazdé dvé dvojice nesousednich vrcholi x,y a w, z, kde x,y,w,z € M, plati,
ze d(z) + d(y) + d(w) + d(2) > 4n — 3, nazveme Manoussakisovou mnozinou. Déle
fekneme, ze mnozina M C V(G) je silné 2-souvisla v orientovaném grafu G, jestlize
v G existuji alespon 2 vrcholové disjunktni cesty z v do v a zaroven z v do u pro
kazdé u #v, u e M av e V(G).

Jestlize C' je cyklus v G a u,v € V(C), zavedme znaceni C[u,v] pro ¢ast cyklu
C' z u do v vzhledem k orientaci C'. Pro vrchol u € V(C') budeme dale znaéit jeho
naslednika, resp. pfedchtdce na cyklu C jako u™, resp. u~. Pro ¢ast cyklu C' z u do

v™, resp. z ut do v vzhledem k orientaci C' zavedme znaceni Clu,v), resp. C(u, v].
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Mgéjme orientovany graf G. Pro E(x,V(C)), kde = je vrcholem grafu G a C jeho
podgrafem, budeme dale pouzivat znaceni E(z,C') za uelem piehlednosti. Mé&jme
orientovany graf G a mnozinu M C V(G). M-cyklem nazveme cyklus obsahujici
v8echny vrcholy mnoziny M. M-nejvétsi cyklus je cyklus obsahujici nejvétsi pocet
vrcholti mnoziny M a ktery je zéroven mezi vSemi takovymi cykly ten nejdelsi.

Pro prehlednost zde nejprve uvedeme nasledujici lemmata, kterych pozdéji vyu-
zijeme v ramci dukazu véty [5.2.8]

Lemma 5.2.1 (O C-cestach, Bondy [4]). Necht G je silné 2-souvisly orientovany
graf. Ddle necht C' je podgraf grafu G takovy, Ze v G existuje alespon jeden vrchol,

ktery nelezi v C'. Potom v G existuje orientovand C-cesta.

Pozorovani 5.2.2 (Darbinyan [14]). Méjme orientovany graf G fadu n a mnoZinu
M CV(Q). Jestlize M je Manoussakisova mnozina, pak v M ezistuje nejvyjse jedna
dvojice nesousednich vrcholi x,y, pro kterou plati d(z) 4+ d(y) < 2n — 2.

Diikaz. Predpokladejme, ze v M existuji alespon dvé rtzné dvojice nesousednich
vrcholt 1, 31 a xq, Y2 spliujici podminku d(z1) + d(y1) < 2n — 2 a d(xs) + d(y2) <
2n — 2. Potom ale d(z1) + d(y1) + d(x2) + d(y2) < 4n — 4, coz je spor s tim, ze M je

Manoussakisova mnozina. O

Lemma 5.2.3 (Berman, Liu [3]). Necht G = (V(G), E(G)) je orientovany graf
a M C V(G) Meynielova mnoZina. Potom pro kaZdé dva vrcholy u,v € M existuje

v G cesta zu do v nebo zv do u délky nejvyse 2.
Nyni uvedeme lemma, které zobeciiuje lemma o C-cestéch.

Lemma 5.2.4. Necht G je orientovany graf Fadu n, C je cyklus v G a M C V(G)

silne 2-souvisla Manoussakisova mnoZina.

[. Nechtuw € V(C), v ¢ V(C), u,v € M. Jestlize v G existuje cesta z v do u
délky nejvyse 2 nebo cesta z u do v délky nejvyse 2, potom v G existuje C'-cesta
obsahugici v nebo existuje cyklus C" obsahugjici v a magici s C' spoleény pouze

vrchol .

II. Necht u,u' € V(C), u # v, v ¢ V(C) au,u',v € M. Jestlize v G existuje
cesta z v do u nebo zu do v délky nejvyse 2 a zdroven cesta z v do u' nebo z u'

do v délky nejvyse 2, potom v G existuje C'-cesta obsahujici vrchol v.
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Dikaz.

L.

IL.

Predpokladejme, Ze existuje vrchol b ¢ V(C) tak, ze (u,b),(b,v) € E(G).
Jelikoz M je silné 2-souvisla, existuji dvé vrcholové disjunktni cesty @1, Q2 z v
do u. Jestlize alespon jedna z nich neprochazi ani v ani b, existuje v G C-cesta
obsahujici vrchol v. Zaroven nejvyse jedna z cest (1, Q)2 prochazi vrcholem b.
Necht tedy b € V(Q1). Potom wu, b, v, Q2, u tvoii cyklus C” obsahujici vrchol v

a majici s cyklem C' spole¢ny pouze vrchol w.

Jestlize existuje a € V(C) tak, ze (a,v) € E(G), resp. (v,a) € E(G), potom
ze silné 2-souvislosti mnoziny M musi existovat orientované cesta z v na C,
resp. z C' do v. Tato cesta spoleéné s hranou mezi vrcholy a a v tvori C-cestu
v G.

Dale ukdzeme platnost tvrzeni pro jednotlivé pripady.

1. Pripad V G existuji cesty u,w,v a v/, w’,v.
A) w#w.

Ze silné 2-souvislosti M v G existuji dvé vrcholové disjunktni cesty

@1, Q2 z v do u. Nejvyse jedna z nich prochazi vrcholem w a nejvyse

jedna z nich prochazi vrcholem w'.

(a) Cesta @y prochazi obéma vrcholy w a w’ a cesta @)1 tedy naopak
ani jednim z nich. Jestlize Q3 prochéazi také vrcholem u’, potom
u',w', v, Qr, u tvori v G hledanou C-cestu. Jestlize (0o neprochéazi
vrcholem u’, potom vzhledem k orientaci ), existuje prvni vrchol
p takovy, ze p € V(C) a zaroven p € V(Q). Cesta u,w, v, @1, p,
je potom hledanou C-cestou.

(b) Cesta Q2 prochazi vrcholem w a neprochézi vrcholem w’. Vr-
chol v neméa zadného vstupniho ani vystupniho souseda na C'.
Ozna¢me H mnozinu V(G) \ (V(C) U {v}). Pfedpokladejme, ze
v G neexistuje C-cesta obsahujici vrchol v. Potom |E(H — )|+
|E(v — H)| < n—|V(C)], jelikoz v G neexistuje cesta v, z, u pro
x # w'. Obdobné plati |[E(H — )|+ |E(v — H)| <n—|V(C)],

jelikoz v G neexistuje cesta v, x,u pro x # w. Dale plati
|E(u— H)|+ |[E(H — v)| <n—[V(C)],

|E(u' = H)|+ |E(H — v)| <n—[V(C)],
[E(v = V(C))| = [E(V(C) = v)| =0,
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[E(u, V(O)] < 2(IV(C)] = 1),
[E@W, V()] <2(V(C)] = 1).

Sectenim téchto nerovnosti pro vrcholy u, u’, v dostavame
d(u) +d(v) < 2n —2,

d(u') +d(v) <2n—2,

tj. celkem mame 2d(v) +d(u’) +d(u) < 4n—4, coZ je spor s pied-
pokladem, Ze u,u/, v nalezi mnoziné M.

(c) Cesta ()3 neprochazi ani vrcholem w ani vrcholem w'. Jestlize
(> prochézi vrcholem u/, potom w, w, v, Qq, u’ tvori C-cestu v G.
Pokud ()5 neprochazi vrcholem o', potom vzhledem k orientaci
Q)2 existuje prvni vrchol p tak, ze p € V/(C') a zaroveii p € V(Qs).
Cesta v/, w', v, Q2, p je potom hledanou C-cestou v G.

B) w=uw'

Cesta )y prochazi vrcholem w = w’ (vrchol w = w’ tedy nelezi

na 1). Oznacme p prvni vrchol cesty @1 na cyklu C'. Jestlize p =

u, potom ', w,v,Qq,p tvoii C-cestu v G. Obdobné pokud p = o/,

potom u, w, v, @, p tvoii C-cestu v G. Pro p # u, p # v’ je napriklad

u,w, v, Q1,p C-cestou v G.

Obdobnym zptisobem ziskdme C-cestu, pokud cesta ()2 neprochazi

vrcholem w = w'.
2. Pripad V G existuji cesty v, w,u a v, w', u'.
C-cestu obdrzime analogickym zpiisobem jako v 1. piipadé.
3. Piipad V G existuji cesty u,w,v a v, w’,u'.
(A) w#w.
u,w,v,w ,u tvori C-cestu v G.
B) w=uw'
Necht @ je cesta z u' do v. Ozna¢me H mnozinu V(G)\ (V(C)U{v}).
Predpokladejme, ze v G neexistuje C-cesta prochéazejici vrcholem v.
Odtud pak v G neexistuji cesty v, z,v/, x € V(G) \ {w} a u,y,v,
y € V(G) \ {w}. Potom plati

[E(u— H)| +[E(H = v)| < n—[V(C)],
|E(H — )|+ |[E(v— H)| <n—[V(O)].
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Dale plati
|E(H = u)| + |E(v = H)| <n— V(O]

|E(u — H)| + [E(H = v)| <n—[V(C)],
[E(v = V(O)| = [E(V(C) = v)| =0,
|E(u, V()] < 2(]V(C)] = 1),
|E(, V(O)] < 2(IV(O)] - 1).

Sectenim téchto nerovnosti pro vrcholy u, v, v dostavame
d(u) +d(v) < 2n—2,

d(u') +d(v) <2n—2.

Celkem mame d(u’) + d(u) + 2d(v) < 4n — 4, coz je spor s predpo-

kladem, Ze u,u’, v nalezi mnoziné M.
]

Lemma 5.2.5 (Bondy, Thomassen [8]). Necht P = vy, v,..., v je orientovand
cesta v orientovaném grafu G a nechtv € V(G)\ V(P). Jestlize v G neexistuje cesta
z vy do vy s mnozinou vrcholi V(P) U {v}, potom |E(v,V(P))| < k+ 1.

Lemma 5.2.6 (Ning [28]). Necht G je orientovany graf fdadu n, ktery neni hamilto-
novsky. Ddle necht C' = x1,x9, ..., xy je nejdelst cyklus grafu G, P = zp,y1,Y2, ...,
Y, Tppa je C-cesta v G tak, Ze N je minimdlni, R = {Zpi1,Tpio, ..., Tpir_1}
a S ={v € R; v nelze vloZit do Clxpiy,x,)}. Potom pro kazZdé y,;, i € {1,2,...,t},
s € S plati d(y;) + d(s) < 2n — 2.

Diikaz. 7 maximality C' plyne, Ze y; nelze vlozit do C[z,4x, x,]. Zaroven s téz nelze

vlozit do C[zpix, zp]. Z lemmatu mame
[E (i, Clapen, 2p))| < V(Clapin, 2]) + 1, (1)

|E(s, Clapin, )| < [V(Clapia, zp])| + 1. (2)

Jelikoz P je takovou C-cestou v grafu GG, ze A je minimalni, y; zfejmé nesousedi

s zadnym vrcholem Clxpi1, pyr—1]. Odtud potom

| E (i, Cl@ps1; Tpra—])| = 0. (3)
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Déle pro s € S plati

|E(s, Cleps, tpaal)l < 2(V(Clapia, 2piaa])l = 1). (4)

Ozna¢me H C V(G) mnozinu H = V(G) \ V(C). Z minimality A v G neexistuje

orientovana cesta s, w,y; ani y;, w, s, kde w € H \ {y;}. Odtud méame
|E(s, H)| + |E(y:, H)| < 2(]H| - 1). (5)

Sec¢tenim — dostavame
d(ys) + d(s) = |E(yi, Clapen, mp))| + |E(Wi, Clapsr, wpea-1])| + |E(s, Clapa, 7)) +
|E(s, Clapsr, tpaa])| + [E(s, H)| + |E(y, )| < [V(Clapa, 1))l + 1 +
[V(Clapen, 2p))| + 14 2(IV(Clapsr, 2praa]) = 1) + 2(|H| = 1) = 2n — 2. O

Lemma 5.2.7 (Berman, Liu [3]). Necht P a Q jsou dvé vrcholové disjunktni cesty
a necht K C V(P). Jestlize kazdy vrchol z € K lze vlozZit do Q, potom existuje cesta
Q' se stejngmi koncovgmi vrcholy jako Q takovd, Ze V(Q) C V(Q') C V(Q) UV (P)
a zdarovenn K CV(Q').

Nyni uvedeme vysSe zminénou vétu, kterou lokalné zobecnime vysledek véty

na libovolnou Manoussakisovu mnozinu.

Véta 5.2.8. Necht G = (V(G), E(Q)) je orientovany graf a necht M C V(G) je

v G silné 2-souvislda Manoussakisova mnozina. Potom plati:

1. VG ezistuje cyklus C obsahugici alespori | M| — 1 vrcholic mnozZiny M,

2. V G existuje orientovand cesta obsahujici vSechny vrcholy mnoZiny M.

Diikaz. Predpokladejme, ze v GG neexistuje M-cyklus. Necht C' = x1,29,..., 2% je
cyklus obsahujici nejvétsi pocet vrcholi mnoziny M a necht je mezi vSemi takovymi
cykly ten nejdelsi. Jelikoz v G neexistuje M-cyklus, neni C' hamiltonovskym cyklem
vGatedy k <n—1aV(G)\V(C) # @. Necht H je podgraf orientovaného grafu G
indukovany na mnoziné V(H) C V(G)\V(C) a V(H) obsahuje alespon jeden vrchol
mnoziny M. Déle ozna¢me R podgraf grafu G indukovany mnozinou V(G)\ (V(C)U
V(H)). Protoze M je silné 2-souvisla, existuje v G orientovana C-cesta vzhledem k H
obsahujici vrchol mnoziny M (lemma . Oznacme P = Tp, y1,Y2, - -, Yt, Tpia
takovou C-cestu, ze A je minimalni, z,, z,4x € V(C), y1,%2,..., 5. € V(H) at > 1.
Déle oznatme S = {v € V(C[zps1, Tpia-1]) N M; v nelze vlozit do Clxpiyr, zp}-
Jelikoz C' je M-nejvétsi cyklus v G, je S # &, tj. v C existuje vrchol u € M tak, ze
w neni vlozitelny do C[z,4a, x,]. Necht s € S je libovolny vrchol. Z lemmatu m
plyne
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Tvrzeni 1. d(y;) +d(s) <2n—2proi € {1,2,...,t} takova, ze y; € M.

7 predpokladi véty plyne

Tvrzeni 2. Pro libovolnou trojici riznych vrcholta x,y, z takovych, ze z,y a x, 2
jsou dvé dvojice nesousednich vrcholt, plati 2d(x) 4+ d(y) + d(z) > 4n — 3.

Tvrzeni 3. S = {s}, {y1,v2, ..., 0} N M| = 1.

Diikaz. Predpokladejme, 7e |S| > 2 a s,s" € S. Necht y € {y1,vy2, ...,y N M. Podle
tvrzeni[l] plati d(y) + d(s) < 2n—2 a d(y) 4+ d(s') < 2n— 2. Z minimality X jsou y, s
a y,s dvé dvojice nesousednich vrcholi. Dostavame 2d(y) + d(s) + d(s') < 4n — 4,
coz je spor s tvrzenim [2] Proto |S] = 1.

Predpokladejme, Ze [{y1,vy2, ..., 5} N M| > 2. Potom 3 o, 5 € {1,2,...,t} tak,
7€ Yo 7 Ys & Ya,Ys € M. Necht s € S. Podle tvrzeni plati d(ya) + d(s) < 2n —2
ad(yg)+d(s) < 2n—2. Opét z minimality A jsou y,, s a ys, s dvé dvojice nesousednich
vrcholit. Dostavame 2d(s) + d(ya) + d(ys) < 4n — 4, coZ je spor s tvrzenim 2} Proto
Hy, ya, sy N M| =1 u

Tvrzeni 4. V(R)NM = o

Diikaz. Predpokladejme, ze V(R) N M # @. Existuje tedy H' podgraf G induko-
vany mnozinou V(H') C V(R) tak, ze V(H') N M # @. Z predpokladu véty
je mnozina M silné 2-souvisla. V G tedy existuje C-cesta vzhledem k H’, ktera ob-
sahuje alespofi 1 vrchol mnoziny M. Oznaéme P’ = g, 21, 22, . . ., 2¢, Tg+r takovou
C-cestu vzhledem k H’, ktera obsahuje alesponn 1 vrchol mnoziny M a r je mini-
malni, z,, g1, € V(C), {21, 20,..., 20} CV(H'), {z1,22,...,20 } N M # & a indexy
uvazujeme modulo k, kde k je délka cyklu C. Kdyby bylo mozné vSechny vrcholy
V(Clxgt1, Tgrr—1]) N M vlozit do Clzg4r, 4], pak by v G podle lemmatu existo-
val cyklus C’, ktery by obsahoval vice vrcholi mnoZiny M nez C, coZ je spor s volbou
C.V Clxgs1, Tgir—1] tedy existuje alesponi jeden vrchol nevlozitelny do Clz g4y, 2,).
Ozna¢me tento vrchol s'. Podle lemmatu [5.2.6) je d(z) + d(s') < 2n — 2. Na zdklads
volby H, H' je z # y a navic s,y a s, z jsou dvé rizné dvojice nesousednich vrcholi
mnoziny M. Se¢tenim dostavame d(y) + d(s) + d(z) + d(s') < 4n — 4, coz je spor
s predpokladem, ze M je Manoussakisova mnozina. Plati tedy V(R)N"M = @. O

Tvrzeni 5. V(H) N M = {y}

Diikaz. Sporem predpokladejme, ze V(H) N M \ {y} # @. Uvazujme podgraf G’ =
(V(G"), E(G")) orientovaného grafu G indukovany na mnoziné V(G’) = V(G) \ {y}.
JelikoZ mnozina M je silné 2-souvisla v G, je M silné souvisla v G'. Necht H' je

podgraf H indukovany mnoZinou V' (H) \ {y}, ktery obsahuje alespon jeden vrchol
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Yy € M. Vzhledem k silné souvislosti mnoziny M v orientovaném grafu G’ mohou

nastat dva pfipady:

1. v G’ neexistuje C-cesta prochézejici vrcholem 3/, ale existuje cyklus C’ pro-

chézejici y' majici pravé jeden vrchol x; spolecny s cyklem C),
2. v ¢ existuje C-cesta prochézejici vrcholem v/’

Nejprve predpokladejme, Ze v G’ neexistuje C-cesta prochézejici vrcholem v’
Potom v G’ tedy existuje cyklus prochazejici ¢y majici pravé jeden vrchol spolecny
s cyklem C. Oznatme C’ nejkratsi mezi viemi takovymi cykly. Necht z} je po-
sledni vrchol z mnoziny M na C pifed vrcholem x; (vzhledem k orientaci C'). Dale
F, resp. z; néslednika, resp. predchidce vrcholu z; na cyklu C’. UkaZeme,
ze |E(zM, G| + |E(y,G")| < 2|V(G")] — 2. Poznamenejme, 7e i v G’ je C cyklus

obsahujici nejvétsi pocet vrcholi mnoziny M. V G’ tedy nemuze existovat cesta

oznacme x

mezi vrcholy 2 a 3/, jinak bychom dostali spor s pfedpokladem, Ze v G’ neexistuje

C-cesta prochazejici vrcholem y'. Odtud dostavame, Ze plati

B, VH)\ V() + |E(y, VH) \V(C)| < 2[V(H)\V(C)].

7

Protoze cyklus C” byl zvolen jako nejkratsi, neexistuji v G’ hrany z v do v, kde
v € C'[lz},y'7), ani hrany z v do v, kde v € C'(y'",z;]. Protoze y' lezi na C’,
ziejmé (v'=, ), (v, y'") € E(G"). Odtud plyne, ze

[EQ, VIC)\{zi})] < V(C)\{w:} [+ 1.

Jelikoz G’ neobsahuje C-cestu prochézejici vrcholem 3/, nemohou v G’ existovat
hrany z M do v pro v € C'[z],y/] ani hrany z v do M pro v € C'[y/, z;]. Plati
tedy

[ B, V(C)\ Az )] < [V(C)\ {zi}| - 1.

Ozna¢me A C V(G) mnozinu V(G')\(V(C)UV (H')). Pro vrchol M plati |E(z}, A)]
< 2|A| a pro vrchol ¢ méame |E(y’, A)| = 0. Po secteni piedchozich podminek tedy

pro tyto vrcholy dostavame

B, VIG)\ VO + B, VG)\ V(O)] < 2V(G)\ V(C)] - 2.
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Vrchol ¥ muze na cyklu C sousedit pouze s vrcholem x;, tedy |E(y/, C)| < 2, jinak
by v G’ existovala C-cesta. Pro xM je trivialne |E(zM,C)| < 2|V(C)| — 2. Celkové
tak mame

B2, G+ |E(y, G| < 2[V(G)] - 2.

Dale v G neexistuje cesta xM y, 3/, jinak by v G existoval cyklus obsahujici vice

vrcholi mnoziny M nez C'. Plati tedy

{(y), (v, y)} N E(G)] < 1.

Zéarovenl v G neexistuje cesta ¢/, y, #M, jinak by v G’ existovala C-cesta (tvrzeni [3)).
Opét tedy plati

W), (v, 2)} N E(G)] < 1.

Celkem tedy mame

d(zM) +d(y) = |[E(=zM,G)| + |E(y,G)| < 2[V(G)| —2+2=2n — 2.

Z tvrzeni (1| mame d(s) + d(y) < 2n — 2. Vzhledem k tomu, ze vrcholy y a y' jsou
ruzné, plati potom

d(s) + d(y) + d(z}") + d(y') < 4n — 4,

co7 je spor s predpokladem dokazované véty [5.2.8

Obrazek 5.1: Situace z diikazu tvrzeni Bl
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Nyni predpokladejme, Ze v G’ existuje C-cesta prochazejici vrcholem y’. Necht
tedy P’ = xg, 21,22, - .., 2, Tgyy je C-cesta takova, Ze r je minimalni, kde z,, x4, €
V(C),y € MN{z,z,...,2}. Pokud lze kazdy vrchol z M NV (C[xy1, Tgrr-1])
vlozit do Clxy4r, 4], potom z lemmatu m plyne, Ze existuje orientovana cesta P
z Tgyr do x, takova, ze V(Py) = V(C). Potom ovSem na cyklu C' = Py[zgy,, x4 P’
lezi vice vrcholi mnoziny M nez na cyklu C', coz je spor s volbou C'. Existuje
tedy alespoi jeden vrchol M NV (Clx 41, Tgtr—1]), ktery nelze vlozit do Clzg4r, )
Oznacme takovéto vrcholy x;,, w4, ..., 7; ,. Z lemmatu pak Vj € {1,2,...,r"}
plati |E(z;,, G')| + |E(y, G")| < 2V(G")] - 2

Obrazek 5.2: Situace z diikazu tvrzeni Bl

Uvazujme nyni vrchol z;,. Pokud v G neexistuje cesta x;,,y,y ani v',y,z;, tj.
soucasn® plati |{(zs,, ), (5,4/)} N EG)] < 1 |{(s,1), (. 7)} N E(G)] < 1, po-
tom d(z;,) + d(y') < 2|V(G)| — 2 = 2n — 2. Protoze vrcholy y a ¢ jsou ruzné,
plati d(s) + d(y) + d(z;,) + d(y') < 4n — 4, coz je spor s predpokladem dokazované
véty [5.2.81 Pokud je {(v',v), (y,2i,)} € E(G), pak lze kazdy vrchol z Clz], x; ]
vlozit do Clzg4r, z4). Oznacme C'[x,4., x,] cestu ziskanou vlozenim vSech vrcholi
Clz}, x;] do Clwgsr, z4). Potom C" = P'[zg,y/],y, Clxi,, Tgsr], Clasy,, 24] tvoii cyk-
lus v G obsahujici vice vrcholi mnoziny M nez cyklus C', coz je spor. Tim dostéavame
{aw), 19)) € B(G).

Pro vrchol z;, 1ze odvodit spor obdobnym zptusobem. Pokud v G neexistuje cesta
Tiy, Y,y ani Y, y, z,, potom d(s) + d(y) + d(x;,) + d(y') < 4n — 4, coz je opét
spor s piedpokladem dokazované véty [5.2.80 Pokud je {(v/,v), (y,2:,)} C E(G),
pak lze kazdy vrchol z Claf,z;] vlozit do Clagir,zs). Oznacme C"[xgy,, ]
cestu ziskanou vlozenim vsech vrcholu Clz,z;] do Clzgs,, zg). Potom C” =
Clzg, zi,),y, Clziy, 140, C"g4r, 24] tvoii cyklus v G obsahujici vice vrcholii mno-
ziny M nez cyklus C, coz je spor. Odtud {(z4,,v), (y,¥")} C E(G).

Podobné odvodime, ze Vj € {1,2,...,7'} plati, Ze {(z,,y),(y,¥')} € E(G). Uva-
zujme tedy vrchol z; ,. Vime, ze {(z;,,y),(y,y)} € E(G). Jelikoz kazdy vrchol

lezici na Clx; v,,,) 1ze vlozit do Clzey,, x|, existuje opét cyklus v G obsahu-

1.0
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jici vice vrcholit mnoziny M nez cyklus C' a tim dostaneme spor. Plati tedy, ze
V(H)N M = {y}. O

Z tvrzeni[f| plyne, ze délka cyklu C' je |M|—1. Druha ¢ast véty je dusledkem
jeji prvni ¢asti, kterou jsme pravé dokazali. Necht C' je cyklus v G délky |M| — 1.
Ozna¢me v € M vrchol, ktery na C' nelezi. Protoze M je silné 2-souvislé, existuje
v G cesta P vedouci z u do v, kde u € V(C). Ozna¢me u*t néaslednika vrcholu u

na cyklu C. Cesta C[u',u|, P,v pak obsahuje vSechny vrcholy mnoziny M a dikaz
véty [5.2.8| je hotov. O
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6 Zaveér

Cilem této prace bylo sezndmeni s problematikou cyklickych vlastnosti orientova-
nych grafi. Nejprve jsme uvedli nékteré praktické problémy teorie grafti a definovali
zékladni pojmy z této oblasti.

Déle v praci nasledovala tfeti kapitola, ktera se zabyvala postacujicimi stupno-
vymi podminkami pro hamiltonovskost grafii - nejprve neorientovanych, dale orien-
tovanych. Zde jsme uvedli nékolik znamych vysledkt, kterymi jsou naptiklad Dira-
cova véta nebo Oreho véta, jez pracuji pfimo se stupni danych vrcholi, nebo Pésova
a Chvatalova véta, které se zaméruji na posloupnosti stupna vrcholi danych grafi.
V podkapitole o orientovanych grafech jsme opét uvedli nékteré zndmé stupnové po-
stac¢ujici podminky pro hamiltonovskost grafu a porovnali jsme je s jejich alternativ-
nimi verzemi o neorientovanych grafech. Zde se objevila fada doposud nevytesenych
problémi, nebot otazka existence hamiltonovskych cykli je v oblasti orientovanych
grafii zna¢né komplikovanéjsi. V ramci této kapitoly jsme zaroven uvedli nékolik
znamych vysledki k postacujicim podminkam pro existenci hamiltonovskych cest
a hamiltonovskych cykld v turnajich.

Ve ¢tvrté kapitole jsme se soustiedili na postacujici podminky na souvislost a ne-
zavislost danych grafii. Opét jsme nejprve uvedli znAmou Chvéatal-Erdgsovu vétu,
ktera poskytuje postacujici podminku pro hamiltonovskost neorientovaného grafu,
a nasledné jsme opét zminili obdobné vysledky pro orientované grafy, zde prozatim
prevazné formou hypotéz.

V posledni ¢asti této prace jsme se zabyvali lokalnimi verzemi stupnovych po-
stacujicich podminek, zejména pak Meynielovy véty a Manoussakisovy hypotézy.
Opét jsme nejprve uvedli vysledek od autoru [3], tykajici se lokalizace Meynielovy
podminky a nésledné jsme naformulovali a dokazali vétu [5.2.8], ktera analogicky lo-

kalizuje Manoussakisovu stupfiovou podminku.
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