
Západočeská univerzita v Plzni

Fakulta aplikovaných věd
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Plzeň, 2022 Jan Kaśık
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V Plzni dne 16. května 2022 ..............................................

Jan Kaśık
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Abstrakt

Ćılem této bakalářské práce je představit problematiku plánováńı trajektorie v

systémech ř́ızeńı pohybu. V úvodu se práce zabývá rozděleńım obecného mechat-

ronického systému na tři základńı vrstvy. Dále je vysvětlena kinematika tělesa se

zaměřeńım na druhy popisu jeho orientace. Poté je popsán pojem interpolace dat a

uvedeno několik základńıch v praxi použ́ıvaných typ̊u interpolace včetně problémů

s nimi spojených. Spolu s touto praćı byl také navržen program, který plńı funkci

generátoru trajektorie.

Kĺıčová slova : orientace tělesa, rotace, pohyb, interpolace, trajektorie,

generátor

Abstract The aim of this bachelor thesis is to introduce the problem of

trajectory planning in motion control systems. The thesis starts by dividing a general

mechatronic system into three basic layers. Then, the kinematics of the body is

explained, focusing on the types of descriptions of its orientation. The concept of

data interpolation is then described and several basic types of interpolation used in

practice are introduced, including the problems associated with them. In parallel

with this work, a program has been designed to serve as a trajectory generator.

Key words : body orientation, rotation, motion, interpolation, trajectory,

generator
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2.1 Ř́ıd́ıćı systém . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10
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konstantńı rychlost́ı . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 31
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8 Trojúhelńıkový rychlostńı profil . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 34
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1 Úvod

Hlavńım ćılem této bakalářské práce bylo navrhnout program v prostřed́ı MATLAB,

který bude plnit úlohu generátoru trajektorie. Generátor trajektorie je jedna z vrstev

každého systému ř́ızeńı pohybu. At’ už se jedná o pr̊umyslové robotické manipulátory

či CNC (Computer Numeric Control) obráběćı stroje, je jednou z kĺıčových úloh těchto

mechatronických systémů generovańı trajektorie na základě požadavk̊u operátora.

Kromě toho je také nutné, aby generátor respektoval fyzikálńı omezeńı stroje a

realizovatelnost samotného generovaného pohybu.

V prvńı části se práce zabývá úvodem do celé problematiky. Ve zkratce je

představena mechatronika jako věda a také popsán obecný mechatronický systém, se

zaměřeńım na vrstvu generátoru trajektorie a regulace. Druhá kapitola je věnována

samotnému pohybu se zaměřeńım na popis orientace tělesa v prostoru. Budou

představeny vybrané zp̊usoby reprezentace včetně jejich nedostatk̊u. Dále je pak

rozebrán rozklad pohybu a jeho následné využit́ı při výpočtech polohy tělesa. Závěr

teoretické části práce je věnován základńım myšlenkám plánováńı trajektorie po-

hybu. Budou popsány v praxi použ́ıvané typy interpolace od nejjednodušš́ı lineárńı

interpolace až po komplexńı NURBS křivky.

Součást́ı práce je také praktická část, která se zaměřuje na popis návrhu generátoru

trajektorie v celém rozsahu. Nejdř́ıve budou naprogramované jednoduché lineárńı a

kruhové interpolace, a dále pak metoda, která umožńı navázáńı jednotlivých segment̊u.

Poté bude vytvořena část generátoru, která převede geometrickou reprezentaci

trajektorie na fyzikálńı pohyb v reálném čase. Nejprve bude navrhnut algoritmus pro

konstantńı rychlost na celé dráze, který bude následně rozš́ı̌ren na realizovatelný pohyb

”z klidu do klidu”. Dále bude navržena metoda pro interpolaci dat pomoćı B-spline

křivky, pomoćı které bude interpolována jak poloha, tak i orientace. Posledńım úkolem

bude navrhnout vhodný algoritmus, jehož ćılem bude vyhodnotit a kompenzovat

chybu, které se dopust́ı B-spline interpolace oproti p̊uvodńı trajektorii tvořené

př́ımkami a kružnicemi.

Zvláště praktická část je doplněna o grafickou vizualizaci.
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2 Mechatronika

Mechatronika je komplexńı vědńı discipĺına spojuj́ıćı obdobné obory jako jsou

mechanika, elektrotechnika, softwarové inženýrstv́ı, automatické ř́ızeńı a daľśı. Pojem

”Mechatronika”je už́ıván již od roku 1969, kdy jej zavedla japonská firma Yaskawa

zaměřuj́ıćı se na výrobu motor̊u, servopohon̊u a robot̊u [13].

S rozvojem výpočetńı techniky bylo možné standardńı mechanické systémy

vylepšit o daľśı funkce, které umožńı využ́ıt potenciálu kombinace zpracováńı dat z

r̊uzných vestavěných senzor̊u spolu s vhodně umı́stěnými aktuátory k efektivńımu

ř́ızeńı daného systému [4]. Za vhodný př́ıklad lze uvažovat aktivńı ř́ızeńı podvozku

u automobilu, kdy p̊uvodńı mechanický systém ”pružina a tlumič”bude rozš́ı̌ren o

aktuátor a senzory sńımaj́ıćı polohou a rychlost kola automobilu v̊uči podvozku. S

pomoćı implementace vhodného ř́ıd́ıćıho systému je možné vylepšit kvalitu tlumeńı a

zajistit tak komfortněǰśı j́ızdu cestuj́ıćıch.

Obrázek 1: Mechatronika jako věda [8]

2.1 Řı́d́ıćı systém

Jak již bylo řečeno v předchoźı kapitole, mechatronický systém je vybaven ř́ıd́ıćım

systémem, který zajǐst’uje rozš́ı̌rené funkce. Obecně lze každý takový ř́ıd́ıćı systém

rozdělit z hlediska funkcionality na tři hlavńı části: vrstva pro monitorováńı a

diagnostiku, generátor trajektorie a regulátor pohybu [4].
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2.1.1 Vrstva pro monitorováńı a diagnostiku

Tato vrstva slouž́ı, jak již název napov́ıdá, k monitorováńı zbylých dvou vrstev

a pochod̊u v nich prob́ıhaj́ıćıch. Kĺıčovou funkćı je pak detekce havarijńıch stav̊u

a chyb v systému. Může se jednat např́ıklad o poškozeńı nebo výpadek senzoru,

ztrátu energie a daľśı. Sofistikovaněǰśı systémy maj́ı v současné době i software, který

umožňuje těmto stav̊um předcházet a sńıžit následná poškozeńı v co největš́ı mı́̌re [4].

2.1.2 Generátor trajektorie

Vyšš́ı vrstva systému pracuje interně ve dvou fáźıch. V prvńı fázi dojde k tzv.

interpolaci dat, neboli ke geometrickému propojeńı operátorem zadaných bod̊u

požadovanou křivkou. V druhé fázi dojde k převodu této geometrické reprezentace na

fyzikálńı pohyb v reálném čase, který je poté předán do nižš́ı vrstvy, tj. do regulátor̊u.

V praxi však samozřejmě existuj́ı mnohá omezeńı, se kterými muśı generátor operovat

[4]. Typickým př́ıkladem mohou být překážky v prostoru. Přirozeným požadavkem je

pak navrhnout dráhu tak, aby nedošlo ke kolizi stroje s překážkou. V těchto úlohách

je následně potřeba využ́ıt metody umělé inteligence a strojového učeńı z d̊uvodu

obt́ıžného nalezeńı analytického řešeńı [4].

Při generováńı fyzikálńıho pohybu je nutné dále poč́ıtat s fyzickými omezeńımi

stroje, respektive aktuátor̊u. V reálném prostřed́ı samozřejmě neńı možné vykonat

nekonečně rychlý pohyb. Každý aktuátor má sv̊uj maximálńı výkon, který spolu

s fyzikálńımi parametry stroje omezuje maximálńı zrychleńı, kterého je možné

dosáhnout. Je proto nutné omezit akčńı zásahy a doćılit tak realizovatelného pohybu.

Souvislost́ı jsou také vibrace stroje. Pokud by stroj zrychloval/zpomaloval př́ılǐs

prudce, mohlo by doj́ıt k nežádoućım vibraćım stroje, které by mohly zp̊usobit mimo

jiné jeho poškozeńı.

Z d̊uvodu současných požadavk̊u v pr̊umyslu je kladen velký d̊uraz na to, aby vše

proběhlo v co nejkratš́ım čase. To znamená řešit problém časové optimalizace. Je

tedy potřeba hledat takový časový pr̊uběh trajektorie, kdy je čas jeho vykonáńı co

nejkratš́ı, ovšem je nutné opět dbát na výše zmı́něné požadavky, tj. realizovatelnost

samotného pohybu a také omezeńı fluktuaćı stroje. Daľśımi problémy, které muśı

generátor trajektorie řešit, jsou např́ıklad zkoordinovańı v́ıce aktuátor̊u nebo zajǐstěńı

pohybu ve v́ıce osách najednou [4].
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2.1.3 Regulátor pohybu

Posledńı (nižš́ı) vrstvou je regulátor pohybu, jehož úkolem je sledováńı referenčńıho

signálu v podobě časového pr̊uběhu převzatého z generátoru trajektorie, a regulováńı

potřebných veličin tak, aby byl dosažen požadovaný pohyb. V pr̊umyslové praxi se

nejčastěji využ́ıvá zpětnovazebńı kaskádńı struktura o třech regulátorech, jej́ıž hlavńı

výhoda je zajǐstěńı minimálńıho zpožděńı mezi měřeným výstupem a poruchou.

Vnitřńı smyčka reguluje elektrický proud, prostředńı reguluje otáčky motoru a vněǰśı

smyčka pak polohu aktuátoru [4].

Nejčastěji použ́ıvané typy regulátor̊u jsou pro svou jednoduchost, efektivitu a

zároveň univerzálnost tzv. PID (Proporcionálně Integračně Derivačńı) regulátory.

P-složka představuje ześıleńı, d́ıky kterému je možné zrychlit odezvu a potlačit

ńızkofrekvenčńı poruchy. I-složka zajǐst’uje přesnost regulace v podobě nulové regulačńı

odchylky v ustáleném stavu. D-složka může při správném nastaveńı sńıžit kmitavost

a zvýšit robustnost. Generované ř́ızeńı má pak tvar [2,3]:

u(t) = K
[
e(t) + 1

TI

∫ t

0
e(τ)dτ + TD

de(t)
dt

]
,

kde e(t) je regulačńı odchylka, K proporcionálńı ześıleńı, TI integračńı časová

konstanta a TD derivačńı časová konstanta.

Kromě sledováńı trajektorie muśı vrstva regulace řešit i jiné problémy, např́ıklad

zajǐstěńı robustnosti v̊uči poruchám. Poruchy mohou nastat v podobě vněǰśıch vliv̊u,

př́ıpadně změnou parametr̊u systému. Dále je nutné regulovat a př́ıpadně eliminovat

např́ıklad nežádoućı vzniklé vibrace [4].
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3 Kinematika tělesa

Daľśım tématem, kterým se bude práce zabývat, je popis pohybu tělesa se

zaměřeńım na jeho orientaci.

Spojitá křivka, která koṕıruje dráhu pohybuj́ıćıho se bodu v prostoru, se nazývá

trajektorie. Na základě tvaru trajektorie je možné rozdělit pohyb na dvě základńı

skupiny [1]:

a) Př́ımočarý pohyb (v př́ıpadě, že dráhou je př́ımka).

b) Křivočarý pohyb (pokud je trajektoríı obecná křivka).

Daľśım možným děleńım by mohlo být rozděleńı na pohyb posuvný (translačńı),

otáčivý (rotačńı) a pohyb obecný. Při posuvném pohybu plat́ı, že všechny body

tělesa se pohybuj́ı po stejných vzájemně posunutých křivkách se stejnou rychlost́ı a

zrychleńım. Kinematika celého tělesa je tak určena kinematikou jednoho libovolného

hmotného bodu. Rotačńı pohyb je pak, zjednodušeně řečeno, popsán pohybem

libovolného referenčńıho bodu okolo středu (těžǐstě) tělesa. Výše zmı́něné principy

jsou platné jak v rovině, tak v prostoru.

3.1 Popis orientace tělesa v prostoru

V této podkapitole se práce bude zabývat popisem rotace, respektive orien-

tace. Obecně se jedná o úlohu nalezeńı transformačńıho vztahu, který transfor-

muje souřadnicový systém tělesa na souřadnicový systém pevného rámu. Typickým

př́ıkladem by mohlo být určeńı orientace koncového efektoru manipulátoru v souřadnicovém

systému stroje.

Pro účely této práce budou uvedeny tři zp̊usoby reprezentace: Eulerovy úhly,

matice rotace a jednotkový kvaternion.

3.1.1 Eulerovy úhly

Jedńım z možných popis̊u orientace jsou tzv. Eulerovy úhly. Grafické znázorněńı

Eulerových úhl̊u je na obrázku č. 2.

Eulerovy úhly zakreslené na obrázku výše jsou definovány následovně [5]:

1) úhel precese ψ - natočeńı z pevného (p̊uvodńıho) systému (X, Y, Z) do systému

(X’, Y’, Z’)

2) úhel nutace θ - natočeńı ze systému (X’, Y’, Z’) do systému (X”, Y”, Z”)
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3) úhel vlastńı rotace ϕ - natočeńı ze systému (X”, Y”, Z”) do výsledného systému

(X”’, Y”’, Z”’)

Obrázek 2: Eulerovy úhly [12]

3.1.2 Matice rotace

Daľśım v praxi použ́ıvaným zp̊usobem reprezentace orientace (rotace) je po-

moćı matice rotace. Pro účely následuj́ıch podkapitol necht’ jsou definovány dva

souřadnicové systémy. Kartézský souřadnicový systém (x1, y1, z1) a souřadnicový

systém tělesa (x2, y2, z2). Namı́sto použit́ı Eulerových úhl̊u popsaných v sekci výše

je zde orientace definována pomoćı následuj́ıćı matice:

R12 =

cos(x1, x2) cos(y1, x2) cos(z1, x2)

cos(x1, y2) cos(y1, y2) cos(z1, y2)

cos(x1, z2) cos(y1, z2) cos(z1, z2)

 ,
kde se na jednotlivých pozićıch nacházej́ı cosiny úhl̊u, které spolu sv́ıraj́ı dané

osy obou soustav souřadnic.

Blokově se také matice zapisuje následovně [13]:

R12 =
[
x2
1 y2

1 z2
1

]
, (3.1.1)

Z tohoto tvaru je patrné, že matice rotace je po sloupćıch složena z vektor̊u defi-

nuj́ıćıch osy souřadnicového systému tělesa v prostoru kartézské soustavy souřadnic.

Alternativńı variantou je sestaveńı matice pomoćı jednotkových směrových vektor̊u

jednotlivých os systémů, konkrétně jejich součin̊u. Matice poté vypadá takto [10]:
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R12 =

e⃗1x · e⃗2x e⃗1y · e⃗2x e⃗1z · e⃗2x
e⃗1x · e⃗2y e⃗1y · e⃗2y e⃗1z · e⃗2y
e⃗1x · e⃗2z e⃗1y · e⃗2z e⃗1z · e⃗2z

 , (3.1.2)

kde se jednotlivé pozice skládaj́ı ze skalárńıho součinu dvou os systémů.

Obecně plat́ı, že libovolnou rotaci je možné rozložit na rotace kolem jednotlivých

os souřadnicového systému o úhly α, β, γ. Matice rotace těchto tzv. elementárńıch

rotaćı plynou z obecného tvaru (3.1.1), jelikož vždy jedna osa z̊ustává neměnná.

Matice rotace elementárńıch rotaćı jsou definovány následovně [13]:

Rx(α) =

1 0 0

0 cos(α) −sin(α)
0 sin(α) cos(α)



Ry(β) =

 cos(β) 0 −sin(β)
0 1 0

−sin(β) 0 cos(β)



Ry(γ) =

cos(γ) −sin(γ) 0

sin(γ) cos(γ) 0

0 0 1


Matici rotace libovolné orientace tělesa lze poté zapsat jako součin výše popsaných

elementárńıch matic.

Při násobeńı matic je však nutné dbát na pořad́ı rotaćı, jelikož u maticového

počtu plat́ı, že násobeńı matic neńı komutativńı. Z tohoto hlediska lze uvést dvě

standardńı formy rotace, a to fixńı rotaci a postupnou rotaci.

Fixńı rotace

Kĺıčovým aspektem této verze je, že všechny rotace prob́ıhaj́ı kolem pevného

systému (x1, y1, z1). Výsledná matice bude součinem matic Rx, Ry a Rz v postupném

pořad́ı [13, 5]:

RRPY = RzRyRx

V praxi se této variantě také ř́ıká zkráceně RPY. Zkratka RPY pocháźı ze

tř́ı anglických slov: Roll, Pitch, Yaw; které lze z angličtiny přeložit jako kloněńı,

klopeńı, bočeńı. Typickým př́ıkladem využit́ı varianty RPY je letectv́ı, konkretně

popis orientace letadla ve vzdušném prostoru.
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Postupná rotace

Tato modifikace se lǐśı od předchoźı varianty pouze t́ım, že rotace prob́ıhaj́ı

postupně podle aktuálńıho souřadnicového systému. Nejprve se tedy provede rotace

kolem pevné osy x, dále kolem nově vzniklé osy y a v posledńı řadě kolem nově

vzniklé osy z. Matematický zápis je pak [13]:

R = RxRyRz

Rotace kolem obecné osy

Daľśı alternativńı variantou je rotace kolem obecné osy o úhel θ. Zat́ım byly

uvedeny pouze metody, které se zaměřuj́ı na rotace kolem jednotlivých os p̊uvodńıho

nebo nově vznikaj́ıćıho souřadnicového systému. Při rotaci kolem obecné osy se

využij́ı známé vztahy pro rotace kolem os x, y a z. Nejprve bude uveden vztah pro

tuto operaci [13]:

Ro = Rz(α)Ry(β)Rz(θ)Ry(−β)Rz(−α)

Celá operace je tedy složena z rotace kolem p̊uvodńı osy z o úhel α, poté rotaćı

kolem p̊uvodńı osy y o úhel β. Tyto úhly sv́ıraj́ı p̊uvodńı systém a obecná osa.

Výsledkem těchto dvou operaćı je nová osa z, mı́̌ŕıćı do směru obecné osy. Poté je

možné otočit nově vzniklý systém kolem obecné osy (pomoćı matice rotace kolem

osy z) o úhel θ. Nakonec se provedou prvńı dvě operace se zápornými úhly, č́ımž se

anuluj́ı prvńı dvě rotace a zachová se tak p̊uvodńı systém1.

Problém singularity

Doposud byla výše definována pouze dopředná transformace, tedy vztah, kterým

lze z daných úhl̊u sestavit matici rotace, kdy tato transformace je vždy jednoznačná. V

inverzńı situaci však již transformace jednoznačná neńı a může doj́ıt k tzv. singularitě.

Při úvaze rotace kolem všech tř́ı os, bude mı́t matice rotace po pronásobeńı tvar

[13]:

R(α, β, γ) =

 cβcγ −cβsγ sβ

sαsβcγ + cαsγ −sαsβsγ + cαcγ −sαcβ
−cαsβcγ + sαsγ cαsβsγ + sαcγ cαcβ

 ,
kde sα a cα znač́ı sin(α) a cos(α).

1Vzhledem k vlastnosti lichosti funkce sinus: sin(x) = -sin(-x)
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Pro úhel β = −π
2
degraduje matice na tvar [13]

R(α, β, γ) =

 0 0 −1

−sin(α− γ) cos(α− γ) 0

cos(α− γ) sin(α− γ) 1


a pro úhel β = +π

2
na tvar:

R(α, β, γ) =

 0 0 1

sin(α + γ) cos(α + γ) 0

cos(α + γ) sin(α + γ) 1


Z degradovaných matic výše lze jasně vidět, že je možné vypoč́ıtat pouze součet,

respektive rozd́ıl úhl̊u α a γ, nikoliv úhly jako takové.

Pro popis singularity při rotaci kolem obecné osy bude zvolena jiná reprezentace

než pomoćı úhl̊u, které sv́ırá pevný rám s obecnou osou. Osa bude vyjádřena jako

vektor r = [rx, ry, rz]
T . Odpov́ıdaj́ıćı matice rotace bude mı́t poté následuj́ıćı tvar

[11]:

R(r, θ) =

 r2x(1− cθ) + cθ rxry(1− cθ) + rzsθ rxrz(1− cθ) + rysθ

rxry(1− cθ) + rzsθ r2y(1− cθ) + cθ ryrz(1− cθ) + rxsθ

rxrz(1− cθ) + rysθ ryrz(1− cθ) + rxsθ r2z(1− cθ) + cθ

 ,
kde cθ a sθ znač́ı cos(θ) a sin(θ).

Zde singularita tkv́ı v tom, že R(r, θ) = R(−r,−θ), a tedy, že odpov́ıdaj́ıćı matice

rotace bude shodná pro tytéž parametry v opačné polaritě. Nelze tud́ıž určit, jaká

rotace byla, či má být provedena [11].

3.1.3 Jednotkový kvaternion

V předchoźı podkapitole se ukázalo, že matice rotace je poměrně jednoduchý

zp̊usob, jak popsat rotaci respektive orientaci tělesa. Kĺıčovou nevýhodou aplikace

matice rotace však byla singularita. Daľśım zp̊usobem, kterým je možné popsat

rotaci či orientaci tělesa je jednotkový kvaternion, jehož výhodou je předevš́ım právě

odstraněńı problému singularity. Principiálně je podobný popisu pomoćı rotace kolem

obecné osy. Kvaternion je definován následovně [11, 13]:

Π = [η, ϵt]T ,
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kde η = cos( θ
2
) a ϵ = sin( θ

2
)r 2.

Protože se jedná o jednotkový kvaternion, bude platit [11, 13]:

||Π|| = η2 + ϵ2x + ϵ2y + ϵ2z = 1

Jednotkový kvaternion je možné převést na odpov́ıdaj́ıćı matici rotace [11, 13]:

R(η, ϵ) =

2(η
2 + ϵ2x)− 1 2(ϵxϵy − ηϵz) 2(ϵxϵz − ηϵy)

2(ϵxϵy − ηϵz) 2(η2 + ϵ2y)− 1 2(ϵyϵz − ηϵx)

2(ϵxϵz − ηϵy) 2(ϵyϵz − ηϵx) 2(η2 + ϵ2z)− 1


V př́ıpadě kvaternionu nedocháźı k singularitě, jelikož rotaci (r, θ) i rotaci (−r,

−θ) odpov́ıdá tentýž kvaternion, při řešeńı inverzńıho problému převodu matice

rotace na kvaternion tak existuje jednoznačné řešeńı [11].

3.2 Rozklad pohybu

Popis obecného (složeného) pohybu bývá zpravidla komplikovaný, a tak se mı́sto

př́ımého výpočtu využ́ıvá tzv. rozkladu pohybu.

Nejprve obecná rovnice rozkladu:

31 = 32 + 21, (3.2.1)

kde č́ıslo 1 označuje polohu pozorovatele (pevný rám) a č́ıslem 3 je bod daného

těleso.

Levá strana rovnice (3.2.1) vyjadřuje souřadnice bodu tělesa 3 v souřadnicovém

systému 1, tedy výsledné (absolutńı) souřadnice, které je ćılem zjistit. Dále se zavede

nový souřadnicový systém pevně spojený s tělesem, jehož počátek bude ležet v

referenčńım bodu tělesa. Jako referenčńı bod se z praktických d̊uvod̊u voĺı např́ıklad

těžǐstě tělesa.

Na pravé straně rovnice (3.2.1) se nacháźı součet dvou pohyb̊u. Prvńı sč́ıtanec

vyjadřuje pohyb bodu tělesa 3 v nově vytvořeném souřadnicovém systému 2. Tomuto

pohybu se ř́ıká relativńı (druhotný). Druhý sč́ıtanec popisuje pohyb souřadnicového

systému 2 v souřadnicovém systému pevného rámu 1. Tento pohyb se nazývá unášivý.

Speciálńım př́ıpadem je situace, kdy unášivý pohyb je posuvný a relativńı po-

hyb sférický, respektive rotačńı. Pak se tento rozklad nazývá základńı prostorový,

respektive rovinný [10].

2Parametry θ a r odpov́ıdaj́ı parametr̊um při popisu rotace kolem obecné osy
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3.3 Výpočet polohy a orientace tělesa

Poznatky a vztahy z předchoźıch kapitol budou nyńı využity k popsańı výpočtu

polohy a orientace tělesa v prostoru.

Při úvaze základńıho rozkladu je unášivý pohyb pohybem translačńım. Pro

výpočet polohy tělesa postač́ı vypoč́ıtat polohu jednoho bodu, podle kterého lze

vypoč́ıtat posun všech ostatńıch bod̊u tělesa. Jako bod necht’ je zvoleno těžǐstě tělesa

O2, které je zároveň počátkem souřadnicového systému tělesa. Složky zvoleného

bodu O2 v souřadnicovém systému 1 udávaj́ı jednotlivé složky translačńıho pohybu.

Matematický zápis je pak3:

O⃗1
2(t) =

[
O1

2x(t) O1
2y(t) O1

2z(t)
]T
,

kde O⃗1
2 je vektor reprezentuj́ıćı translačńı pohyb.

Necht’ je zvolen jiný referenčńı bod L, který je součást́ı tělesa. Jelikož je uvažováno

dokonale tuhé těleso, bude vektor r⃗2L konstantńı velikosti. Protože je souřadnicový

systém 2 pevně spojen s tělesem, jedná se o úlohu rotace souřadnicového systému

2 okolo v daném okamžiku pevného bodu O2. Samotná rotace necht’ je vyjádřena

pomoćı matice rotace R12.

Praktickou úlohou je pak vyjádřeńı polohy bodu L v souřadnicovém systému 1.

Polohu bodu je možné vypoč́ıtat jako [10]:

r⃗1L = O⃗1
2 +R12r⃗

2
L (3.3.1)

Protože je uvažováno dokonale tuhé těleso, neńı připuštěna žádná deformace. T́ım

pádem matice rotace zachovává velikost vektoru a úhel dvou os. Plat́ı tedy vztah

[10]:

RT
12R12 = I, (3.3.2)

kde I je jednotková matice. Pokud bude rovnice (3.3.2) vynásobena zprava

inverzńı matićı R−1
12 , pak [10]:

RT
12 = R−1

12 (3.3.3)

Vztah (3.3.3) dává předpis, jak snadno vypoč́ıtat inverzńı matici. Inverzńı matice

může být užitečná, nebot’ popisuje inverzńı operaci, č́ımž umožňuje vypoč́ıtat převod

souřadnic ze systému 1 do systému 2. Matematicky tedy:

3V označeńı Xk
i udává i označeńı daného bodu a k souřadnicový systém, ve kterém je bod i

popsán [13]
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R21 = R−1
12 , (3.3.4)

kde matice R21 je matice rotace ze systému 1 do systému 2. Za užit́ı vztahu (3.3.4)

a (3.3.1) lze vypoč́ıtat souřadnice bodu v systému 2 [13]:

r⃗L2 = R21r⃗
1
L −R21O⃗

1
2

Daľśı vlastnost́ı matice R12 je jej́ı determinant, který je vždy roven [10]:

det(R12) = ±1,

kdy v př́ıpadě det(R12) = +1 plat́ı vztahy pro pravotočivý systém a v př́ıpadě

det(R12) = −1 pro systém levotočivý.
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4 Plánováńı trajektorie pohybu

V minulé kapitole se práce věnovala obecným zákon̊um pohybu, které budou

v praktické části využity. V této části bude pozornost zaměřena na generováńı

trajektorie a všech jej́ıch součást́ı.

Obecně se jedná o problém nalezeńı vhodné interpoluj́ıćı funkce v interńım

parametru u a následný převod na časový pr̊uběh trajektorie, který již může být

předán do ř́ıd́ıćıho systému, který tento pohyb vykoná. Parametr u může nabývat

hodnot z intervalu ⟨0, 1⟩, kdy se pro u = 0 nacháźı systém v počátečńım bodě a pro

u = 1 v bodě koncovém.

Z hlediska typu pohybu je možné rozdělit úlohy na dva typy: diskrétńı a spojitý.

Hlavńı rozd́ıl mezi těmito typy je v podobě popisu dráhy mezi počátečńım a koncovým

bodem [11, 4]. V diskrétńım př́ıpadě se jedná o úlohu tzv. Point-to-Point. Při této

variantě neńı d̊uležitý pr̊uběh mezi body, hlavńım a přirozeným požadavkem je pouze

dosáhnout ćılového bodu co nejrychleji a nejplynuleji. Je samozřejmé, že generátor

muśı dbát na fyzikálńı realizaci pohybu. Je tedy nutné přizp̊usobit rychlost, zrychleńı

a př́ıpadně vyšš́ı derivace polohy daného systému. Daľśım d̊uvodem k omezeńı těchto

veličin může být redukce vibraćı a plynulý chod stroje. U spojité varianty kromě

startovńıho a koncového bodu zadá uživatel body popisuj́ıćı trajektorii, kterou muśı

stroj sledovat [4, 11, 7].

Jiným typem děleńı by mohlo být podle počtu os pohybu, a to na pohyb jednoosý

a v́ıceosý. Jak už název napov́ıdá, u jednoosého pohybu bude sledován pohyb

pouze v jedné ose. Tento pohyb nalezne využit́ı u jednoduchých manipulátor̊u a

obráběćıch stroj̊u, ale také u dopravńık̊u. Daľśı možnost́ı využit́ı je rozděleńı v́ıceosého

pohybu na nezávislý pohyb v jednotlivých osách. U v́ıceosého pohybu je nutné pohyb

zkoordinovat ve všech osách a využ́ıt jej pak lze u složitěǰśıch manipulátor̊u a

pokročileǰśıch obráběćıch stroj̊u [4].

4.1 Souřadnicové systémy

Pro v́ıceosý pohyb je nutné definovat souřadnicové systémy pro snadněǰśı popis

samotného pohybu. Publikace [4] definuje 3 souřadnicové systémy:

1) Souřadnicový systém programu/produktu (PCS) - tento systém je vztažený k

prostřed́ı nebo produktu, se kterým stroj interaguje. Výhodou této varianty je

vlastnost, že je systém zaveden staticky nezávisle na konfiguraci př́ıstroje, č́ımž je

možné snadněji popsat trajektorii.
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2) Souřadnicový systém stroje (MCS) - v tomto př́ıpadě je systém pevně spojen se

statickou základnou stroje. V těchto souřadnićıch je pak určena pozice koncového

efektoru pomoćı translace a rotace jednotlivých čast́ı stroje.

3) Souřadnicový systém aktuátor̊u (ACS) - tento systém popisuje polohu a orientaci

jednotlivých aktuátor̊u, které vytvář́ı pohyb efektoru podél trajektorie

Mezi těmito systémy existuj́ı jednotlivé transformace. Mezi systémem PCS a MCS

plat́ı klasická kartézská transformace popsaná v kapitole č. 3. Pro převod mezi MCS

a ACS slouž́ı tzv. kinematické transformace, které se uplatňuj́ı předevš́ım v úloze

ř́ızeńı manipulátor̊u. Zjednodušeně řečeno se jedná o převod nastaveńı aktuátor̊u

(poloha, rychlost a zrychleńı) v jednotlivých kloubech stroje na polohu/orientaci

efektoru. Nastaveńı aktuátor̊u se nazývá ”kloubové souřadnice Θ”, poloha a orientace

efektoru pak tzv. ”zobecněné souřadnice X”[13].

Z hlediska převodu je pak možné definovat dvě úlohy: př́ımou a inverzńı kinema-

tickou úlohu [13].

1) Př́ımá kinematická úloha řeš́ı problém převedeńı známých kinematických souřadnic

na souřadnice efektoru. Matematicky je možné tento vztah zapsat následovně:

X = G(Θ)

2) Opačnou úlohu, tedy nalezeńı nastaveńı aktuátor̊u na základě známé polohy a

orientace koncového efektoru, se nazývá inverzńı kinematická úloha. Matematicky

se pak tento problém zaṕı̌se jako:

Θ = G−1(X)

Funkce G je hledaná funkce, která převede známé souřadnice na požadovanou

konfiguraci kloub̊u, respektive polohu a orientaci efektoru.

4.2 Interpolace

Jak již bylo řečeno v předchoźıch kapitolách, problém interpolace by se dal popsat

jako problém hledáńı vhodné funkce, která bude na určitém intervalu procházet za-

danými body. Nejpouž́ıvaněǰśımi funkcemi pak bývaj́ı funkce polynomiálńı (předevš́ım

pak lineárńı) či funkce kruhové. Interpolace může být ale obecně složitá úloha,

která vede k velmi komplikovanému řešeńı např́ıklad v podobě funkce vysokého

řádu. Problémem předchoźıho př́ıkladu je jednak z matematického hlediska nalezeńı
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př́ıslušných parametr̊u, kterých se zvyšuj́ıćım se řádem polynomu přibývá. Zároveň z

praktického hlediska bude výsledná trajektorie nadměrně zvlněná, což je samozřejmě

nežádoućı [4].

Řešeńım tohoto problému je následné rozděleńı trajektorie na menš́ı segmenty.

Na jednotlivých segmentech je poté hledána interpoluj́ıćı funkce, která prolož́ı body

na daném úseku. Výsledkem bude sada ”jednodušš́ıch”funkćı, pomoćı nichž je možné

propojit všechny zadané body. V tomto př́ıpadě docháźı ale k jiné překážce, a to v

podobě nespojitosti na okraj́ıch jednotlivých segment̊u. To může zp̊usobit problém

při řešeńı úlohy derivaćı polohy. Z matematické analýzy je známo, že derivace funkce

neexistuje v bodech nespojitosti. Je tedy nutné v těchto bodech funkce vhodně

”napojit”, aby nedošlo k nespojitosti v poloze a bylo možné polohu derivovat pro

výpočet rychlosti a zrychleńı. V opačném př́ıpadě by v praxi došlo k neúměrnému

skoku v rychlosti a tedy požadavku na velké zrychleńı, který může být násobně

větš́ı, než je maximálńı možná hodnota zrychleńı. Mimo to, tyto fluktuace mohou

např́ıklad u obráběćıch stroj̊u zp̊usobit nekvalitńı obráběńı a při častém opakováńı

by mohlo doj́ıt i k poškozeńı samotného stroje. Z tohoto d̊uvodu je třeba navrhnout

trajektorii v př́ıpadě jej́ıho rozděleńı na v́ıce menš́ıch segment̊u tak, aby segmenty na

sebe plynule navazovaly, č́ımž se zajist́ı plynulý ”přechod”z jednoho segmentu do

druhého [4].

V rámci této práce budou uvedeny čtyři př́ıklady interpolace. Zvláště pak u

lineárńı a kruhové interpolace je nutné dbát na výše zmı́něný problém, tj. nespojitost

polohy vedoućı na skoky v rychlosti a zrychleńı. Dále také bude popsána tzv. hélická

interpolace a interpolace pomoćı tzv. NURBS křivek.

4.2.1 Př́ımková interpolace

V nejjednodušš́ım př́ıpadě se využ́ıvá lineárńı interpolace, tedy proložeńı zadaných

bod̊u př́ımkou, respektive v́ıce př́ımkami spojuj́ıćı pr̊ujezdové body. Př́ımka se vyjádř́ı

parametricky v závislosti na parametru u ve tvaru:

p(u) = p0 + au, u ∈ ⟨0, 1⟩, (4.2.1)

kde p0 je počátečńı bod a a je sklon př́ımky, který je možné vyjádřit jako

a = p(1)− p(0). Lineárńı interpolace je tzv. přirozeně parametrizovaná, to znamená,

že ujetá dráha stroje je lineárně závislá na inkrementaci parametru u [4].
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4.2.2 Kruhová interpolace

Daľśım př́ıkladem přirozeně parametrizované křivky je kružnice. Kružnice může

být definována v prostoru několika zp̊usoby [4]:

1) Krajńı body a střed - v tomto př́ıpadě nastává problém duality, protože mohou

být vygenerovány dvě r̊uzné cesty (po směru/proti směru hodinových ručiček).

Muśı být tedy požadován daľśı parametr, který bude definovat směr trajektorie.

V rámci G-kódu u CNC obráběćıch stroj̊u je pak tento problém řešen např́ıklad

dvěma funkcemi (G2 - po směru ručiček, G3 - proti směru ručiček)

2) Tři body v prostoru - dva body reprezentuj́ı počátečńı a koncový bod, třet́ı

definuje pr̊ujezdńı bod a řeš́ı tak problém předchoźı varianty

3) Dva body a orientace - v této variantě jsou zadány dva krajńı body a vektor lež́ıćı

v rovině kružnice s velikost́ı rovnou poloměru kružnice

Parametricky popsat pohyb po kružnici v prostoru je poměrně náročné, a proto se

pro zjednodušeńı zavede nový vhodný souřadnicový systém. Počátek nového systému

bude ležet ve středu kružnice, nová osa x bude směřovat k počátečńımu bodu a nová

osa y bude ležet ve směru vektoru orientace. Nová osa z bude kolmá na zbylé dvě

osy, přičemž orientace bude určena tak, aby byl nový systém pravotočivý [11, 4].

V takto definovaném systému je možné křivku parametricky popsat [11, 4]:

p(u) =

r cos(
sf u

r
)

r sin(
sf u

r
)

0

 , (4.2.2)

kde r je poloměr kružnice, sf je délka opisovaného oblouku a u je interńı parametr

nabývaj́ıćı opět hodnot z intervalu ⟨0, 1⟩.

4.2.3 Hélická interpolace

Hélická interpolace je spojeńı dvou předchoźıch zp̊usob̊u interpolace. Při této

variantě docháźı k současnému pohybu po kružnici (oblouku kruhu) v osách x a

y, zat́ımco se lineárně zvyšuje/snižuje ve třet́ı souřadnici z. Kĺıčová výhoda této

interpolace je jej́ı jednoduchost, kdy za použit́ı dvou jednoduchých typ̊u interpolace je

možné dosáhnout celkem komplexńıho pohybu. Hélická varianta se využ́ıvá předevš́ım

v rámci obráběńı [6]. Př́ıklad hélického pohybu je vidět na obrázku č. 3.
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Obrázek 3: Př́ıklad hélického pohybu mezi dvěma body

4.2.4 Interpolace spline křivkami

V praktických úlohách však lineárńı a kruhová interpolace a jejich př́ıpadné

kombinace nemuśı dostatečně přesně interpolovat uživatelská data. Může tak doj́ıt k

nespojitosti v poloze při navazováńı jednotlivých segment̊u, a proto se přecháźı k

obecněǰśım spline křivkám, které jsou již data schopné proložit.

Nejobecněǰśım př́ıpadem spline křivek jsou tzv. NURBS (Non-uniform rational

basis spline). NURBS vznikly jako dvoj́ı zobecněńı tzv. B-spline křivek. Ṕısmeno

”B”označuje slovo báze, jejichž lineárńı kombinaćı je popsána křivka na daném

segmentu. Slovo ”spline”znač́ı, že křivka je definována po částech (segmentech)

[9]. NURBS křivky jsou tedy po částech racionálńı funkce popsané následuj́ıćımi

parametry [4, 9]:

1) Stupeň křivky p - obecně plat́ı, že polynomem vyšš́ıho stupně lze interpolo-

vat data přesněji a je také zajǐstěna spojitost vyšš́ıch derivaćı polohy, ale za

cenu nežádoućıho velkého zvlněńı. Z tohoto d̊uvodu se jako kompromis použ́ıvá

nejčastěji kvintický polynom, tedy polynom 5. stupně, který zajist́ı spojitost až

do jerku a zároveň je zvlněný v ”rozumných”meźıch.

2) Stupeň křivky k - udává počet ř́ıd́ıćıch bod̊u, které ovlivňuj́ı libovolný bod křivky.

Je možné jej určit jako k = p+ 1.

3) Uzlový vektor U = {u0, u1, ..., um}, kdem = ñ+p+1 - udává úsek křivky ovlivněný
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jednotlivými ř́ıd́ıćımi body. Jedná se o neklesaj́ıćı posloupnost č́ısel, které se

nazývaj́ı uzly. Křivka, pro kterou plat́ı ui+1−ui = konst,∀i; je nazývána uniformńı.

Z praktických d̊uvod̊u je vhodné např́ıklad zvolit neuniformńı parametrizaci v

závislosti vzdálenosti mezi ř́ıd́ıćımi body a přibĺıžit se tak přirozené parametrizaci.

Prvńıch p + 1 prvk̊u je voleno rovných nule, č́ımž se zajist́ı, že pr̊uběh křivky

začne př́ımo v počátečńım bodu. Ze stejného d̊uvodu pak posledńıch p+ 1 prvk̊u

budou rovny jedné, aby křivka skončila př́ımo v konečném bodě.

4) Bázové funkce - definuj́ı chováńı křivky v jednotlivých segmentech. Je možné je

matematicky definovat jako:

Ni,1(u) =

{
1 pro ui ≤ u < ui+1

0 jinak
, i = 0, 1, ..., n

Ni,p(u) =
u− ui
ui+p − ui

Ni,p−1(u) +
ui+p+1 − u

ui+p+1 − ui+1

Ni+1,p−1(u)

V rámci rekurzivńıho počtu se může doj́ıt k výrazu 0
0
. V takovém př́ıpadě je

výsledek této operace rovný 0.

5) Ř́ıd́ıćı polygon P = {P0, P1, ..., Pn} - pomoćı ř́ıd́ıćıch bod̊u lze tvarovat funkci na

daném segmentu bez nutnosti změny např́ıklad již nalezených parametr̊u křivky

6) Vektor váhových koeficient̊u W = {w0, w1, ..., wn} - tento vektor ovlivňuje váhu

ř́ıd́ıćıch bod̊u, tedy jak moc se bude křivka k těmto ř́ıd́ıćım bod̊um přimykat.

V tuto chv́ıli je již možné uvést matematický předpis pro B-spline křivku:

C(u) =
n∑

i=0

Ni,p(u)Pi, u ∈ ⟨0, ..., 1⟩ (4.2.3)

Dvoj́ı výše zmı́něné zobecněńı B-spline spoč́ıvá v tom, že uzlový vektor nemuśı

být uniformńı a jednotlivým ř́ıd́ıćım bod̊um je možné přǐradit váhu. Zobecněńı se tak

dotkne i bázových funkćı, které jsou pro NURBS křivky definovány následovně [9]:

Ri,p(u) =
Ni,p(u)wi

n∑
j=0

Nj,p(u)wj

(4.2.4)

Nyńı bude uveden matematický předpis pro obecnou NURBS křivku [4]:
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Φ(u) =

n∑
i=0

Ni,p(u)Piwi

n∑
i=0

Ni,p(u)wi

=
n∑

i=0

Ri,p(u)Pi, u ∈ ⟨0, ..., 1⟩ (4.2.5)

Ve tvaru, jak byla křivka popsána výše, se jedná o funkci aproximačńı. To znamená,

že křivka nebude procházet všemi body (kromě počátečńıho a koncového), ale bude

je aproximovat. Aproximaci může být vhodné použ́ıt v př́ıpadech, kdy je velký počet

zadaných bod̊u (např́ıklad při opakováńı pohybu na základě dat ze senzor̊u pohybu)

a očekává se chyba měřeńı. Je proto žádoućı body neprocházet př́ımo, ale zachytit

základńı tvar plánované trajektorie [4].

V př́ıpadě potřeby navrhnut́ı interpolačńı funkce, je nutné určit tzv. vektor

parametrizace. Vektor parametrizace je neklesaj́ıćı posloupnost č́ısel hi ∈ ⟨0, ..., 1⟩
[9]:

H = (hi)
ñ
i=0

kde ñ je počet bod̊u interpolace.

Vektor parametrizace je dále využit pro výpočet bod̊u ř́ıd́ıćıho polygonu P . Ř́ıd́ıćı

body jsou určeny z následuj́ıćı podmı́nky [9]:

ñ∑
j=0

Nj,p(hi)Pj = Qi , i = 0, 1, ..., ñ (4.2.6)

Výše uvedenou rovnici je možné také často naj́ıt v maticové formulaci následovně:
N0,p(h0) N1,p(h0) . . . Nñ,p(h0)

N0,p(h1) N1,p(h1) . . . Nñ,p(h1)
...

...
. . .

...

N0,p(hñ) N1,p(hñ) . . . Nñ,p(hñ)

 ·


P0

P1

...

Pñ

 =


Q0

Q1

...

Qñ

 (4.2.7)

Př́ıklad interpolace dat B-spline křivkou je vidět na obrázku č. 4. Na tomto

obrázku lze pozorovat jak pr̊uběh trajektorie, tak ř́ıd́ıćı polygon.
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Obrázek 4: Př́ıklad interpolace dat B-spline křivkou
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5 Návrh generátoru trajektorie

V této kapitole bude popsána praktická část práce, která se zabývá návrhem

generátoru trajektorie v celém rozsahu. Program byl vytvořen ve vývojovém prostřed́ı

MATLAB ve verzi ”2019a”. Jak bylo zmı́něno v předchoźıch kapitolách, generátor

trajektorie lze rozdělit na dvě části. Prvńı je část geometrická, která pro zadaná

vstupńı data vygeneruje požadovanou trajektorii. Následně druhá část, která na

základě této trajektorie vytvoř́ı časový pr̊uběh pohybu, jenž je již možné předat nižš́ı

vrstvě mechatronického systému. Nejprve bude vysvětlena geometrická část.

5.1 Geometrická reprezentace trajektorie

Jako prvńı byly vytvořeny funkce, které interpoluj́ı vstupńı data. Vstupńı data

byla reprezentována pomoćı struktury ”cell”. Prvńı prvek každého interpolačńıho

bodu obsahuje jeho samotné souřadnice. Druhá pozice pak udává zp̊usob interpolace,

kterým je potřeba předchoźı a současný bod proložit. Startovńı, tedy prvńı bod, má

na druhé pozici č́ıslo ”0”. Dále pak č́ıslo ”1”označuje lineárńı interpolaci. Pokud se

na druhé pozici nacháźı vektor, je to př́ıkaz ke kruhové interpolaci, kdy daný vektor

reprezentuje vektor osy y nového souřadnicového systému kružnice. Př́ımka lineárńı

interpolace je vytvořena dle předpisu (4.2.1). V př́ıpadě kruhové interpolace je křivka

reprezentována dle předpisu (4.2.2). Pro následné převedeńı mezi souřadnicovým

systémem oblouku kružnice a Kartézským souřadnicovým systémem byla použita

matice rotace ve tvaru (3.1.2).

Jako daľśı byla vytvořena funkce, která převezme vstupńı data. Na základě výše

popsaného určeńı rozhodne o typu interpolace. Jednotlivé segmenty na sebe napoj́ı a

vytvoř́ı tak geometrickou reprezentaci výsledné trajektorie.

Testovaćı trajektorie je tvořena ze dvou kruhových a dvou lineárńıch segment̊u. Ty

byly voleny tak, aby se zde ukázaly problémy vznikaj́ıćı při napojováńı jednotlivých

segment̊u. Jednotlivé body jsou definovány následovně:

start = {[0 0 0], 0};

pass1 = {[1 1 1], [1,-1,-1]};

pass2 = {[2 2 2], [-1,1,1]};

pass3 = {[3 3 3], 1};

stop = {[4 4 2], 1};

Tedy nejprve bude propojen počátek s prvńım bodem ”pass1”pomoćı kruhové

interpolace se směrovým vektorem [1,−1,−1]T . Obdobně je pak provedena daľśı
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kruhová interpolace pouze s odlǐsným směrovým vektorem. Následuj́ı dva lineárńı

segmenty. Výslednou vygenerovanou trajektorii je poté možné vidět na obrázku č. 5.

Obrázek 5: Vygenerovaná trajektorie na základě vstupńıch dat

5.2 Pohyb s konstantńı rychlost́ı

Nyńı, když je vytvořena trajektorie, je nutné ji převést na fyzikálńı pohyb.

Je potřeba vytvořit požadovaný pr̊uběh ujeté dráhy, rychlosti a zrychleńı. Nejjed-

nodušš́ım možným pohybem by byl pohyb s konstantńı rychlost́ı a tedy i nulovým

zrychleńım. Toho lze dosáhnout snadno vygenerováńım dostatečně hustého vektoru,

jehož jednotlivé prvky budou ekvidistantńı body ujeté dráhy v rozsahu od nuly do

celkové délky trajektorie. Výsledný profil tečné rychlosti a zrychleńı je vidět na

obrázku č. 6.

Ač to na prvńı pohled neńı patrné, jedná se skutečně o profil s konstantńı rychlost́ı

a nulovým zrychleńım. Tyto derivace polohy jsou však vypočteny numericky, č́ımž

zde přirozeně vzniká numerická chyba. Chyba je ale tak malá (řádově 10−12), že by

bylo možné ji zanedbat.

Ačkoli je pohyb s konstantńı rychlost́ı velmi d̊uležitý pro dosažeńı požadované

kvality, např́ıklad při obráběńı, je nepřekonatelným problémem takovéhoto profilu

jeho fyzikálńı nerealizovatelnost. Je nutné poč́ıtat s t́ım, že se stroj před realizaćı

pohybu nacháźı v klidné poloze, tedy má nulovou rychlost a nulové zrychleńı. Neńı tak
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Obrázek 6: Tečná rychlost a zrychleńı při požadavku na

rovnoměrný pohyb s konstantńı rychlost́ı

fyzikálně možné, aby během okamžiku zrychlil na požadovanou konstantńı rychlost,

nýbrž je nutné naplánovat plynulý rozjezd a dojezd z klidu do klidu s respektováńım

fyzikálńıch omezeńı stroje. Naplánováńım takového profilu se bude zabývat následuj́ıćı

podkapitola.

5.3 Fyzikálně realizovatelný pohyb

Jak bylo naznačeno v předchoźı podkapitole, je potřeba naplánovat rychlostńı

profil tak, aby byl fyzikálně realizovatelný, to znamená tzv. pohyb z klidu do klidu.

Zároveň bývá častým požadavkem udržovat po co možná nejdeľśı dobu konstantńı

rychlost. Daľśım přirozeným požadavkem je projet trajektorii v nejkratš́ım čase.

V této práci bude vytvářen program tak, aby splnil dvě výše uvedená kritéria.

Zrychleńı bude vždy konstantńı. Při rozjezdu bude zrychleńı rovné maximálńımu

možnému zrychleńı stroje amax, při zpomalováńı naopak záporné hodnotě ma-

ximálńıho zrychleńı. T́ım se zajist́ı, že dráha bude ujetá v nejkratš́ım možném

čase. Jelikož integraćı zrychleńı je vypočtena rychlost, bude mı́t rychlostńı profil

lineárńı pr̊uběh. Při rozjezdu a zpomaleńı bude rychlost lineárně r̊ust či klesat se

sklonem rovným zrychleńı, tedy v = ±amax ·t. Jakmile je dosažena maximálńı rychlost

stroje vmax, z̊ustane rychlost konstantńı až do chv́ıle zpomaleńı. Opětovnou integraćı

rychlosti bude vypočten pr̊uběh ujeté dráhy. S ohledem na pr̊uběh dráhy je také
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tento profil nazýván ”S-curve”(viz. obrázek č. (7) či (8)).

Kód funkce tvoř́ıćı rychlostńı profil pak zač́ıná výpočtem dráhy potřebné pro

zrychleńı z nulové rychlosti na maximálńı rychlost a zpomaleńı opět do klidu v

poměru ku celkové délce pohybu. Na základě tohoto poměru je pak vyhodnoceno,

zda-li se vygeneruje tzv. ”lichoběžńıkový”profil či profil ”trojúhelńıkový”.

Čas potřebný pro zrychleńı na maximálńı rychlost je daný jako:

ta =
vmax

amax

Z tohoto času je pak možné vypoč́ıtat dráhu potřebnou pro zrychleńı:

sa =
amax · t2

2
(5.3.1)

Pokud je dráha potřebná na zrychleńı větš́ı, než polovina celkové dráhy, pak je

jasné, že stroj nemůže dosáhnout maximálńı rychlosti tak, aby stihl opět plynule

zabrzdit.

Pohyb samotný se pak vypoč́ıtá dle následuj́ıch vztah̊u. Pro zrychleńı plat́ı:

a = amax

v =

∫
a dt = amax · t

s =

∫
v dt =

amax · t2

2

(5.3.2)

Při pohybu konstantńı (maximálńı) rychlost́ı plat́ı:

a = 0

v =

∫
a dt = vmax

s = sa +

∫
v dt = sa + vmax · t

(5.3.3)

A nakonec při zpomalováńı je pohyb určen následovně:

a = −amax

v = vmax −
∫
a dt = vmax − amax · t

s = sd +

∫
v dt = sd + vmax · t−

amax · t2

2

(5.3.4)

Hodnota sd je předem vypočtený bod na dráze, při kterém je nutné zač́ıt pohyb

zpomalovat. Jelikož pro zrychleńı i zpomaleńı je potřeba stejná dráha, je možno tuto

hodnotu určit jako s− sa.
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5.3.1 Př́ıklady vygenerováńı rychlostńıch profil̊u

Lichoběžńıkový profil se vygeneruje v př́ıpadě, že stroj stihne zrychlit na maximálńı

rychlost, určitý čas touto konstantńı rychlost́ı jet a zároveň pak stihne opět plynule

zastavit. Pro př́ıklad byl tento profil vygenerován s parametry amax = 0.01 a

vmax = 0.2 a je vidět na obrázku č. (7).
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Obrázek 7: Lichoběžńıkový rychlostńı profil

Trojúhelńıkový profil vznikne ve chv́ıli, kdy za daných parametr̊u stroj nestihne

při maximálńım zrychleńı dosáhnout maximálńı rychlosti do doby, než je potřeba

opět zač́ıt zpomalovat, aby stroj stihl zastavit. Rychlost tedy bude r̊ust do poloviny

dráhy, poté začne lineárně klesat do nuly. Takový profil lze vidět na obrázku č. (8) a

byl vygenerován s parametry amax = 0.01 a vmax = 0.4.
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Obrázek 8: Trojúhelńıkový rychlostńı profil

5.4 Časový pr̊uběh pohybu

Výstup funkce popsané v předchoźı podkapitole je vektor popisuj́ıćı ujetou dráhu

vygenerovanou s respektem k požadované rychlosti a zrychleńı v daných časech. Nyńı

je potřeba na základě tohoto vektoru vytvořit sekvence polohy, rychlosti a zrychleńı v

daných okamžićıch s periodou vzorkováńı, které je následně možné předat regulátoru

pohybu jako setpointy po celou dobu výkonu pohybu. Je tedy potřeba vytvořit

algoritmus, který na základě požadované změny dráhy vypoč́ıtá skutečnou polohu

v daném čase. Protože jsou obě křivky, př́ımka i kružnice definované parametricky,

je vhodné vypoč́ıtat hodnotu interńıho parametru u tak, aby vzdálenost ujetá od

posledńıho bodu odpov́ıdala požadované délce ujetého oblouku. Jelikož jsou př́ımka i

kružnice přirozeně parametrizované křivky, je výpočet interńıho parametru celkem

jednoduchý.

Celková trajektorie je až na výjimečné triviálńı př́ıpady složena z několika část́ı

(segment̊u). Jako prvńı je tedy potřeba zjistit segment, na kterém se stroj teoreticky

nacháźı. To lze snadno určit, jelikož jsou známé délky z interpolace jednotlivých

segment̊u. Poté, co je určen segment, stač́ı vypoč́ıtat, jak velkou část daného segmentu

již stroj ujel. Dı́ky přirozené parametrizovatelnosti bude u odpov́ıdat poměru zjǐstěné

délky ku celkové délce segmentu.

Ve chv́ıli, kdy je znám segment i parametr u, je nutné vypoč́ıtat polohu stroje

na základě těchto dvou údaj̊u. Pro tento účel byla vytvořena metoda, která pro

konkrétńı u a segment dosad́ı do parametrických předpis̊u funkćı a urč́ı tak konkrétńı
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polohu stroje. Pokud tento cyklus projde přes celou délku dráhy, vytvoř́ı se sekvence

bod̊u ve trojdimenzionálńım prostoru, které je již možné předat regulátoru pohybu

jako referenčńı hodnoty v daných časech definovaných periodou vzorkováńı.

Pro sekvenci bod̊u reprezentuj́ıćı polohu je vhodné vypoč́ıtat odpov́ıdaj́ıćı rychlost

a zrychleńı v jednotlivých osách. Tyto derivace polohy byly vypočteny numericky.

Rychlost a zrychleńı v osách jsou pak také předávány regulátoru pohybu jako

referenčńı hodnoty. Pr̊uběh těchto dvou veličin v čase je vidět na obrázku č. 9.

Na závěr byla také vypoč́ıtána a vykreslena tečná rychlost a tečné zrychleńı. Tyto

veličiny by měly odpov́ıdat rychlostńımu profilu vytvořenému generátorem pojezdu.

Tečnou rychlost a zrychleńı lze vidět na obrázku č. 10.

Oba výše zmı́něné grafy obsahuj́ı pr̊uběh rychlosti a zrychleńı vypočtených pro

lichoběžńıkový rychlostńı profil popsaný v předchoźı podkapitole.

0 2 4 6 8
Ujeta draha

-0.1

0

0.1

R
yc

hl
os

t

Rychlost v ose x

0 2 4 6 8
Ujeta draha

-1

0

1

Z
ry

ch
le

ni

Zrychleni v ose x

0 2 4 6 8
Ujeta draha

-0.1

0

0.1

R
yc

hl
os

t

Rychlost v ose y

0 2 4 6 8
Ujeta draha

0

5

10

Z
ry

ch
le

ni

Zrychleni v ose y

0 2 4 6 8
Ujeta draha

-0.1

0

0.1

R
yc

hl
os

t

Rychlost v ose z

0 2 4 6 8
Ujeta draha

-10

0

10

Z
ry

ch
le

ni

Zrychleni v ose z

Obrázek 9: Časový pr̊uběh rychlosti a zrychleńı v jednotlivých

osách při interpolaci př́ımkami a kružnicemi

Při pohledu na grafy rychlost́ı a zrychleńı je patrná nespojitost v okamžiku, kdy by

stroj měl zač́ıt zpomalovat. Toto vychýleńı vzniká v d̊usledku diskretizace. Momenty,

do kterého by měl stroj zrychlovat, a od kterého zpomalovat, byly vypočteny ve

spojitém čase. Profil je však dán jako sekvence bod̊u s danou periodou vzorkováńı.

Časy jsou vypočteny s větš́ı přesnost́ı, než je perioda vzorkováńı, a proto může doj́ıt

(a ve výše uvedených př́ıpadech došlo) k situaci, kdy přesný čas neńı násobkem
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Obrázek 10: Časový pr̊uběh tečné rychlosti a tečného zrychleńı

periody vzorkováńı. Výsledkem je, že tyto dva body budou u sebe bĺıže, než by dle

rychlosti měly být. Tato situace je zobrazena na obrázku č. (11). Jelikož je hlavńım

ćılem udržet konstantńı rychlost po co nejdeľśı dobu, neńı pro účely této práce tento

problém nutné řešit.
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Obrázek 11: Nespojitost rychlosti
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5.5 B-spline interpolace

Doposud byl představen návrh generátoru trajektorie od interpolace až po vy-

tvořeńı požadovaného fyzikálńıho pohybu, prozat́ım však pouze pro sekvenci př́ımek

a kružnic. Jak již bylo popsáno v teoretické části této práce, u takovéto trajektorie

docháźı k nespojitosti v mı́stech, kde se napojuje jeden segment na druhý. Tato

nespojitost v poloze zp̊usob́ı přirozeně i nespojitost jej́ıch vyšš́ıch derivaćı. Takové

nespojitosti je možné vidět na obrázku č. 9 v předchoźı podkapitole, kde v mı́stě

napojeńı třet́ıho segmentu (prvńı př́ımka) na segment druhý (druhá kružnice) docháźı

ke skokové změně rychlosti v ose y a z, což zp̊usob́ı prudký nár̊ust zrychleńı, které

by požadovanou změnu rychlosti umožnilo. Takové zrychleńı však neńı fyzikálně

realizovatelné. Tento problém bude v této práci řešen pomoćı interpolace B-spline

křivkou.

Reprezentace vstupńıch dat je stejná jako v př́ıpadě lineárńı interpolace, jen

namı́sto č́ısla 1 je na druhé pozici všech bod̊u kromě prvńıho uvedeno č́ıslo 2. V

rámci této práce byl navržen algoritmus pro B-spline křivku 3. stupně, který byl

poté rozš́ı̌ren s minimálńımi úpravami na křivku 5. stupně. Program pro generováńı

B-spline 3. stupně byl navržen podle řešeného př́ıkladu v publikaci [9].

Na obrázku č. 12 je zobrazena B-spline interpolace (5. stupně), která by měla

interpolovat data uvedená na začátku kapitoly. Pro interpolaci byly oproti p̊uvodńım

dat̊um přidané body na vrcholech kružnic, aby došlo k ”zachyceńı”správného tvaru

trajektorie. U této trajektorie je patrná velká odchylka zvláště v oblasti napojeńı

dvou př́ımek z d̊uvodu ”ostrého”navázáńı, a proto muśı B-spline opsat velký oblouk.

Algoritmus, který bude automaticky ”fitovat”B-spline křivku na segmenty kružnic a

př́ımek, a t́ım kompenzovat chybu, bude popsán na závěr praktické části.

Na obrázku č. 13 je pak vidět porovnáńı B-spline funkce 3. a 5. stupně. Je patrné,

že křivka 3. stupně je méně ”zvlněná”oproti křivce vyšš́ıho stupně, jak bylo uvedeno

v teoretické části práce. Zároveň je však nutné podotknout, že vyšš́ı stupeň poskytne

spojitost vyšš́ıch derivaćı polohy oproti křivce nižš́ıho stupně.

V obou výše uvedených grafech nebyl vykreslen z d̊uvodu přehlednosti ř́ıd́ıćı

polygon.
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Obrázek 12: Př́ıklad interpolace dat B-spline křivkou 5. stupně

Porovnani B-spline 3. a 5. stupne
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Obrázek 13: Porovnáńı B-spline křivek 3. a 5. stupně při interpolaci shodných dat
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5.5.1 Převod na fyzikálńı pohyb

Narozd́ıl od př́ımky a kružnice neńı B-spline křivka přirozeně parametrizovaná. To

znamená, že bude potřeba komplexněǰśı algoritmus pro určeńı interńıho parametru u

tak, aby stroj přesně ujel danou vzdálenost.

Prvńım problémem je vypoč́ıtat délku oblouku obecné B-spline křivky. Pro účely

programu je potřeba tuto vzdálenost vypoč́ıtat na libovolném intervalu interńıho

parametru ∆u =< u1, u2 >. Matematicky je možné hledanou vzdálenost definovat

následovně [4]:

L1,2 =

∫ u2

u1

ds

du
du (5.5.1)

Vztah (5.5.1) lze poté rozepsat na tvar:

L1,2 =

∫ u2

u1

√
(
dx

du
)2 +

dy

du
)2 +

dz

du
)2du =

∫ u2

u1

||C ′(u)||du, (5.5.2)

kde C ′(u) je derivace B-spline funkce. Vztah (5.5.2) nelze obecně řešit analyticky,

a je tedy potřeba přej́ıt k numerickému řešeńı. Necht’ je f(u) = ||C ′(u)|| a u3 = u1+u2

2
.

Potom lze integrál (5.5.2) vyřešit pomoćı tzv. Simpsonova pravidla jako [4]:

L1,2 =
u2 − u1

6
· (f(u1) + 4 · f(u3) + f(u2)) (5.5.3)

Obdobně jsou pak vypočteny vzdálenosti L1,3 a L3,2 a poté vyhodnocena chyba

následovně [4]:

ϵ = |L1,3 + L3,2 − L1,2| (5.5.4)

V př́ıpadě, že je ϵ větš́ı než maximálńı povolená chyba, je Simpsonovo pravidlo

použito znovu, jen tentokrát na intervalech < u1, u3 > a < u3, u2 >. Výsledná délka

L1,2 a chyba ϵ bude součtem hodnot vypočtených na těchto subintervalech. Takto se

bude pokračovat až do chv́ıle, kdy je ϵ menš́ı než maximálńı povolená chyba.

Ve chv́ıli, kdy je již zkonstruován algoritmus pro výpočet délky opsaného oblouku,

je možné přej́ıt na výpočet odpov́ıdaj́ıćıho interńıho parametru u pro posun o zadanou

vzdálenost ∆s. Rovnici lze definovat následovně:

L1,2 =

∫ u2

u1

f(u)du
!
= ∆s (5.5.5)

Jelikož se tato rovnice řeš́ı pro celý vygenerovaný vektor ujeté dráhy, jsou v každé

iteraci známé ||C ′(u)||, u1 a ∆s. Úkolem je tedy nalézt u2 tak, aby výše uvedená
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rovnice byla splněna. Vzhledem ke složitosti ||C ′(u)|| neńı možné opět tuto rovnici

řešit analyticky. Rovnici (5.5.5) lze přepsat do tvaru:

L1,2 −∆s = 0 (5.5.6)

Tuto rovnici je tedy třeba řešit numericky. Jako prvńı byla vyzkoušena metoda

tečen (Newton-Raphsonova). V praxi však nebyla př́ılǐs použitelná, jelikož se př́ılǐs

často stávalo, že algoritmus nekonvergoval. Proto byla namı́sto toho použita metoda

bisekce, neboli metoda p̊uleńı intervalu. Metoda bisekce patř́ı ke sṕı̌se pomaleǰśım

numerickým metodám, ale pro účely této práce byla dostatečně rychlá (vygenerovańı

celé sekvence parametru ”u”pro celou délku trajektorie trvala v pr̊uměru 4 sekundy).

Výsledný časový vývoj rychlosti a zrychleńı v jednotlivých osách je vidět na obrázku

č. 14 a na obrázku č. 15 je poté vidět pr̊uběh tečné rychlosti a zrychleńı. Z obrázk̊u je

patrné, že narozd́ıl od trajektorie tvořené př́ımkami a kružnicemi zde nedocháźı (až na

mı́sto vzniklé v d̊usledku diskretizace rychlostńıho profilu v generátoru pojezdu, viz.

kapitola 5.4) k nespojitosti v rychlosti a tedy ani k nerealizovatelným požadavk̊um

na zrychleńı.
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Obrázek 14: Časový pr̊uběh rychlosti a zrychleńı v

jednotlivých osách při B-spline interpolaci
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Obrázek 15: Časový pr̊uběh tečné rychlosti a zrychleńı při B-spline interpolaci

5.6 Orientace pomoćı jednotkového kvaternionu

V předchoźıch podkapitolách byla zat́ım řešena pouze poloha a jej́ı vyšš́ı derivace.

V praktických úlohách je ještě nav́ıc potřeba uvažovat i orientaci stroje. V teoretické

části bylo uvedeno několik možnost́ı, jak popsat orientaci tělesa, a v rámci této práce

byla zvolena reprezentace pomoćı jednotkového kvaternionu. Z praktických d̊uvod̊u

byla interpolace provedena pomoćı B-spline křivky.

Pro kompletńı interpolaci (poloha i orientace) bylo potřeba upravit strukturu

vstupńıch dat. Každý bod nyńı bude mı́t kromě prvńıch dvou pozic ještě pozici třet́ı a

čtvrtou, kde na třet́ı pozici je požadovaná orientace v daném bodě a na čtvrté zp̊usob

interpolace (pro B-spline interpolaci č́ıslo ”2”). Vstupńı data tedy poté vypadaj́ı

např́ıklad následovně:

start = {[0 0 0],0, [0 0 -1 pi/2], 0};

pass1 = {[1 0 0], 2, [0 0 -1 (3*pi)/4], 2};

pass2 = {[2 1 0], 2, [1 1 -1 (3*pi)/4], 2};

pass3 = {[3 2 1], 2, [1 0 -1 pi/2], 2};

pass4 = {[4 2 3], 2, [-1 0 -1 (3*pi)/2], 2};

stop = {[5 2 2], 2, [0 0 -1 0], 2};

Informace na třet́ı pozici udává tři složky osy rotace r a čtvrté č́ıslo reprezentuje
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úhel rotace kolem dané osy θ v radiánech.

Pro interpolaci byla upravena metoda pro B-spline křivku 5. stupně. Nejprve je

provedena samotná interpolace, č́ımž je vypočtena sekvence požadované orientace

po celé délce trajektorie. Jelikož je známa osa i úhel rotace, je možné kvaternion

sestavit dle předpisu (3.1.3). Aby měla takto sestavená reprezentace fyzikálńı smysl,

je nutné provést korekci v podobě normováńı, aby byla velikost kvaternionu rovna

jedné. Pr̊uběh jednotlivých složek kvaternionu je možné vidět na obrázku č. 16.
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Obrázek 16: Vývoj jednotlivých složek jednotkové vektoru po

B-spline interpolaci orientace

5.7 Vyhodnoceńı a kompenzace chyby B-spline interpolaćı

V kapitole 5.5 byl zmı́něn problém interpolace v př́ıpadě, kdy je dán požadavek

na naplánovańı trajektorie B-spline křivkou, která by měla odpov́ıdat trajektorii

vytvořené sekvenćı př́ımek a kružnic. Prvńım problémem bylo sledováńı kružnice.

Aby bylo možné ”koṕırovat”trasu kružnice, bylo nutné ručně přidat bod pr̊ujezdu do

vrcholu kružnice. Druhým problémem byla chyba, kterou se dopust́ı B-spline křivka

oproti p̊uvodńı trajektorii. Proto budou v této práci navrženy dvě korekčńı funkce,

které by měly tyto chyby do jisté mı́ry minimalizovat.

Než bude popsán zp̊usob minimalizace chyby, je nejprve nutné určit zp̊usob,

jakým lze chybu v̊ubec vyhodnotit. Nejprve je vygenerována trajektorie př́ımek a
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kružnic s určitým počtem vzork̊u. Hodnoty interńıho parametru u pro B-spline křivku

jsou pak ekvidistantně rozložené na intervalu < 0, 1 > a počet vzork̊u odpov́ıdá

počtu vzork̊u p̊uvodńı trajektorie. Na základě analytického předpisu B-spline křivky

z minulé iterace (pro prvńı iteraci je předpis vstupńım parametrem funkce) jsou

vypočteny body polohy v kartézském prostoru pro odpov́ıdaj́ıćı hodnotu u. T́ım

je źıskána sekvence bod̊u B-spline, př́ımek a kružnic. Mezi odpov́ıdaj́ıćımi body je

poté vypočtena vzdálenost, která bude definovat chybu, které se B-spline interpolaćı

dopustilo oproti p̊uvodńı trajektorii.

Nyńı, když je definované vyhodnoceńı chyby, budou popsány dvě funkce, jejichž

ćılem je dopuštěnou chybu kompenzovat. Obě funkce pracuj́ı na podobném principu.

V prvńı iteraci dojde k přidáńı vrchol̊u všech kružnic na trajektorii. To zp̊usob́ı, že v

daľśı interpolaci již bude základńı tvar trajektorie odpov́ıdat trajektorii p̊uvodńı. Od

druhé iterace se funkce lǐśı. Prvńı funkce vyhodnot́ı chyby pro jednotlivé hodnoty

parametru u a v mı́stě, kde je chyba největš́ı, přidá bod pr̊ujezdu pro B-spline

interpolaci v mı́stě p̊uvodńı trajektorie. To zajist́ı, že B-spline křivka projde přesně

t́ımto bodem. V daľśı iteraci se poté vyhodnot́ı chyba mezi p̊uvodńı trajektoríı s

trajektoríı B-spline křivky, u které byl přidán výše popsaný bod. Tato lokálńı úprava

křivky zp̊usob́ı, že na jiném mı́stě dojde k větš́ımu zakřiveńı, což potenciálně může

vést na větš́ı chybu, než byla před přidáńım nového bodu. Pokud došlo ke zvětšeńı

maximálńı chyby, je funkce ukončena a výsledkem je finálńı trajektorie bez posledńıho

přidaného bodu. Druhá funkce pracuje velmi podobně. Rozd́ıl je v kompenzaci chyby,

kdy narozd́ıl od prvńı funkce je zde největš́ı chyba řešena na každém segmentu. Je-li

maximálńı chyba na daném úseku větš́ı než předem stanovená maximálńı možná

chyba, pak je stejným zp̊usobem jako u prvńı funkce zařazen nový bod pr̊ujezdu. Ač

se může na prvńı pohled zdát, že druhá funkce bude dosahovat lepš́ıch výsledk̊u v

d̊usledku přidáńı v́ıce bod̊u v rámci jedné iterace, a tedy přesněǰśı interpolace, opak

může být někdy pravdou. Přidáńı v́ıce bod̊u totiž zp̊usobuje větš́ı zvlněńı mezi těmito

body a tedy i větš́ı celkové chyby. Proto mohou nastat situace, kdy pomoćı prvńı

funkce lze minimalizovat chybu efektivněji.

Alternativńı variantou ukončeńı metody bylo nechat vygenerovat stanovený počet

iteraćı a poté vybrat interpolaci s nejmenš́ı chybou. Na všech testovaćıch trajektoríıch

se ukázalo, že jakmile se chyba přidáńım bodu zvětš́ı, již nedojde ke zlepšeńı výsledku.

Proto i metoda s takovýmto ukončeńım vypoč́ıtala jako nejlepš́ı možnou variantu tu

trajektorii, kterou vypoč́ıtaly prvńı dvě funkce.

Pro př́ıklad byla sestavena následuj́ıćı trajektorie (obrázek č. 17 a 18). Jelikož

při generováńı B-spline křivky nejsou zadané vrcholy kružnic jako body pr̊ujezdu,
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neodpov́ıdá tato křivka v̊ubec p̊uvodńı trajektorii. Proto budou použity výše popsané

funkce. Výsledky jsou k viděńı na obrázćıch č. 19 a 20. Zde se jedná o př́ıpad, kdy

druhá funkce dosáhla přesněǰśıho sledováńı p̊uvodńı trajektorie. Konkrétně maximálńı

chyba u prvńı funkce byla rovna 0.8568 a tohoto výsledku bylo dosaženo ve dvou

iteraćıch. Druhá funkce minimalizovala chybu na 0.6113 ve třech iteraćıch.

Obrázek 17: Referenčńı trajektorie tvořená sekvenćı př́ımek a kružnic

Obrázek 18: B-spline interpolace testovaćıch dat pro kompenzaci chyby interpolace

44



Obrázek 19: Výsledná trajektorie při využit́ı prvńı korekčńı funkce

Obrázek 20: Výsledná trajektorie při využit́ı druhé korekčńı funkce
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6 Závěr

Hlavńım ćılem této práce bylo seznámit čtenáře s problematikou generováńı

pohybu v celém rozsahu, tj. od interpolace dat (tedy vygenerováńı trajektorie, která

projde všemi požadovanými body) přes návrh rychlostńıho profilu, až po vygenerováńı

fyzikálńıho pohybu.

V teoretické části práce byl nejprve čtenáři představen vědńı obor mechatronika

se zaměřeńım na obecné rozděleńı mechatronického mechanismu na jednotlivé vrstvy.

Důraz byl kladen na představeńı generátoru trajektorie a několik typických úloh,

které muśı tato vrstva řešit. V daľśı části se práce zaměřila na kinematiku tělesa

a speciálně na jeho orientaci. Byly popsány základńı principy pohybu, konkrétně

rozklad pohybu. Poté byly představeny nejčastěji použ́ıvané reprezentace orientace

tělesa, včetně jejich přednost́ı a nedostatk̊u. V posledńı kapitole teoretické části byla

vysvětlena problematika plánováńı trajektorie pohybu. Byly představeny vybrané

souřadnicové systémy stroje, které je možné k popisu dat použ́ıt, včetně vzájemných

transformaćı. Dále byly objasněny běžně použ́ıvané zp̊usoby interpolace uživatelských

dat. Pozornost byla věnována hlavně B-spline a obecněǰśım NURBS křivkám.

Praktická část dokumentuje jednotlivé kroky návrhu generátoru trajektorie.

Nejprve byly navrženy jednoduché interpolátory pro lineárńı a kruhovou interpolaci,

dále i složitěǰśı metody pro B-spline křivky třet́ıho a pátého stupně. Poté byl

vytvořen generátor pojezdu, nejprve zjednodušeně pro konstantńı rychlost, následně

pro fyzikálně realizovatelný pohyb s ohledem na maximálńı rychlost a zrychleńı.

V daľśım kroku byl navržen podprogram, který na základě požadovaného posuvu

podél dráhy vygeneruje sekvence polohy, rychlosti a zrychleńı, jež je již možné předat

regulátor̊um jako referenčńı hodnoty. Tato část byla vytvořena jak pro přirozeně

parametrizované křivky (př́ımka a kružnice), tak pro nepřirozeně parametrizované

křivky v podobně B-spline. Interpolátor byl později rozš́ı̌ren o interpolaci orientace

B-spline křivkou. Posledńı část́ı celého programu bylo navrhnut́ı funkćı, které stanov́ı

a minimalizuj́ı chybu B-spline interpolace oproti p̊uvodńı trajektorii danou sekvenćı

př́ımek a kružnic.

Pro př́ıpadné budoućı navázáńı na tuto práci by mohlo být zaj́ımavým konceptem

rozš́ı̌reńı metody interpolace B-spline křivek na metodu interpolace pomoćı NURBS

křivek. Hlavńım př́ınosem je umožněńı přidáńı váhy ř́ıd́ıćım bod̊um, což by potenciálně

mohlo zlepšit kvalitu interpolace. Dále by bylo vhodné navrhnout komplexněǰśı a

efektivněǰśı metody kompenzace chyby interpolace B-spline křivkou oproti p̊uvodńı

trajektorii tvořené sekvenćı př́ımek a kružnic.
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