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SEZNAM SYMBOLU

SEZNAM SYMBOLU

N mnozina pfirozenych ¢isel

?,{} prazdna mnozina, v mnozin¢ se nenachazi zadny prvek

E, Euklidovsky prostor dimenze 2, rovina

v obecny kvantifikator (pro vsechna)

3 existencni kvantifikator (existuje)

€, ¢ vztah prvku k mnozin€ (ndlezi, nendlezi)

= * rovnost a nerovnost prvki

~ piiblizna rovnost

c, c ostra, neostra mnozinova inkluze (je podmnozinou, je podmnoZinou nebo rovna)
> = ostra, neostra nerovnost (je vétsi nez, je vetsi nebo rovno)

< ostra nerovnost (je mensi nez)

AANB konjunkce (A a zdrovern B)

A = B implikace (pokud plati vyrok A, plati i vyrok B)

A & B ekvivalence (vyrok A plati, pravé tehdy, kdyz plati vyrok B)

ANB  pranik dvou mnozin (vSechny prvky, které patii do mnoziny A i mnoZiny B)
A\ B rozdil dvou mnozin (mnoZina A bez prvkii z mnoziny B)

{,} mnozinové zavorky pro vycet prvkli z mnoziny

|Al mohutnost (celkovy pocet prvkil) mnoziny A

(o)

n!
(n—k)!"k!

kombinacni ¢islo pro vypocet kombinaci bez opakovani (n nad k), (Z) =



Uvob

Uvob

Kazdy ¢lovék snad nékdy hral spoletenskou hru, ktera vyuzivala hraci kostky. Rada her jako
Clovéce, nezlob se, Monopoly nebo Dostihy a sdzky kostku vyuZiva jako pomocny nastroj
pro ur¢ovani o kolik poli¢ek se hra¢ posune na hraci plose. Existuji i hry jako Vrhcdby nebo

Sedmicky, kde je kostka jako takova jejich hlavni sou¢asti a bez ni by se tyto hry neobesly.

Ve vsech vyse uvedenych ptikladech se mluvi o klasickych 6sténnych kostkach
ocislovanych od 1 do 6. Nejsou zadnym zptisobem cinknuté, a proto zajist'uji férovy pribeh
hry pro kazdého hrace. Avsak kostky, o kterych bude fe¢ v této praci, jsou specialni v tom,
ze férové nejsou, ale pritom se na prvni pohled chovaji jako férové kostky, a tak i vypadaji.
Pokud by dva hraci hrali hru, kde si kazdy z nich vybere jednu z nabizenych kostek ze stejné
sady, vzdy bude existovat kostka, ktera bude lepsi volbou. Témto kostkam se fika

netranzitivni kostky.

Pii Cteni této prace by bylo vhodné, ale nikoli nutné, byt seznameny se zakladnimi
kvantifikatory a zaklady predikatové logiky, pomoci kterych se budou definovat jednotlivé
pojmy a vysetiovat neékteré vlastnosti. Ostatni prvky prace budou podrobné a srozumitelné

rozepisovany.

Prvni kapitola se bude vénovat vzniku a postupnému vyvoji hracich kostek, respektive, jejich
pfedchtdct. V druhé kapitole se Ctenai bude seznamovat s nékolika zakladnimi pojmy
Vv podobé¢ definic, které budou nasledné demonstrovany na ptikladech. Dale se seznami se
zakladnimi znalostmi v oblasti elementarni algebry a pravdépodobnosti. Ve tieti kapitole
bude kladen diiraz na matematické vlastnosti standardnich kostek s vysvétlenim, proc se
povazuji za férové kostky. Ve ¢tvrté kapitole budou predstaveny vybrané sady kostek, které
se svymi pozoruhodnymi vlastnostmi vymykaji klasickym kostkam. Specidlni pozornost
bude vénovana sad¢ od Jamese Grima, ktera ma nékolik nevidanych a velmi pozoruhodnych
vlastnosti. V posledni kapitole bude strucny popis vyuziti vSech kostek, spravedlivych

I nespravedlivych, v riznych odvétvich.
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1.1 ASTRAGAL

Mezi nejstarsi pifedchtidce dnesnich kostek patii astragal (obr. 1). Jeho tvar viibec dnes$ni
kostku nepfipomina, protoze se vyrabél ruéné z ovéich nebo kozich kosti! a jeho tpravy byly
Cist¢ kosmetické jako obrusovani nebo vyhlazovani. Pochopitelné, kvuli jeho
nepravidelnému tvaru nebyla stejnd Sance na padnuti jednotlivych stén. Sice mél celkem Sest
stén, ale dvé protilehlé stény byly velmi malé a oblé, a proto na nich astragal nemohl

prakticky nikdy skoncit. [1]

Obr. 1- Sbrousené hleznové kosti. Foto Miriam Nyvltova Fisdkovad, David Parma

1.2 VYNALEZCE HRACICH KOSTEK

Vynalezce hracich kostek je historii neznamy. Sice se dochovalo nékolik tvrzeni od slavnych
historickych postav jako Sofoklés, ktery povazoval za autora feckého vynalezce Palamédese,
nebo Hérodotos, jenz prohlasoval, ze kostky vymysleli obyvatelé Lydie, respektive tehdejsi
Maeonie?, za krale Atyse. Obé tato tvrzeni se pohybuji kolem obdobi Trojské valky
(cca 1200 pt. n. 1.), avSak dikazy o prvnich hracich kostkach, respektive objektech, které
pInily podobnou funkci jako dnesni hraci kostky, se datuji uz od 4. tisicileti pt. n. 1., ale
kostky pamatuji dobu kamennou, a tim doprovazi lidstvo prakticky uz od jeho vzniku.
Hlavni vyuziti tehdejSich kostek bylo pievazné spojeno s ritualnimi obfady nebo rozieSenim
naro¢nych rozhodnuti, kdy vysledek hodu kostkou predstavoval viili bozi. Dalsi vyuzZiti nasli

V hazardnich hrach. ([2], s. 39-40)

1 Odtud pravdépodobné pochazi nazev kostka.
2 Maeonie byla pfejmenovéana na Lydii po smrti syna krale Atyse, Lyduse, na jeho pocest.
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1.3 VYVOJ KOSTKY

Kostka prosla mnoha zménami, takze postupné vice a vice pfipominala dnesni kostku.
Nejprve se ptidalo znaceni jednotlivych stén, poté se zménil tvar, a nakonec material, ze
kterého se kostky vyrabély. Z nepravidelnych kosténych kostek se nékdy postupné staly
ocislované ty¢inky (obr. 2), které se pii riznych oslavach pouzivaji dodnes. Typicky
krychlovy tvar se poprvé objevuje 900 let pt. n. 1. u Etruski. Takové kostky byly vyrabény
napiiklad ze dieva, bronzu, olova, jantaru, a dokonce i z porcelanu a jejich vyrobou byly

povéteni tzv. kostkati. [3]

Obr. 2 — Kostka ve tvaru tycinky se stranami 1-6 a 2-5. Foto Arjan Verweij

1.4 HypOTEZA 0 PUVODU ETRUSKU

Velmi vyznamnou roli hraly kostky v jedné z hypotéz o puvodu Etruskd. Jak uz bylo
zminéno, Hérodotos se domnival, Ze kostky vymysleli obyvatelé Lydie, a podle jeho dalSich
slov, mé&l k tomu i divod. Sice se prokazalo, ze princip kostek existoval uz mnohem dfive,

to ale neznamena, Ze je nemohli vyuzivat, ba pravé naopak.

Hérodotos fekl, ze v Lydii, dne$ni zapadni ¢asti Turecka, propukl hladomor. Ten dokazali
lidé snaset neuvétitelnych 18 let, diky striktnimu opatieni krale Atyse. Ten uzakonil, Ze jidlo
bude k dispozici pouze kazdy druhy den, a proto obyvatelé Lydie vymysleli rizné zptisoby,
jak na hlad zapomenout. Diky této udalosti vzniklo nespocet her s kostkami nebo micem,
coz pravdépodobné vedlo 1 k mylné domnénce tehdejSich badateld o prvnim vyskytu kostky
v Lydii. Bohuzel, i pfes toto opatfeni se situace dal nezlepSovala, a proto Kral Atys rozhodl,
Ze snizi pocet obyvatel tim, Ze jedna polovina zlistane v kralovstvi a druha odejde Zit jinam.
O kazdém muselo byt rozhodnuto losem, jestli ma zustat nebo odejit, a to bez vyjimek. Ti,
co odesli, prepluli mofe a usadili se v Umbrii v Italii. Pozdé&ji se stali znamymi jako

Etruskové. [4]
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Tato hypotéza vysvétluje mnoho zvlastnosti, jako je naptiklad znacna pokrocilost Etruska
oproti ostatnim civilizacim v Evrop¢, ale byla a stale je zpochybiiovana nékolika védci
a archeology, protoze se nenasly zadné archeologické dikazy o této masivni migraci po
mofi. Kvili neustalym sport o jejich ptivodu doslo k faddm nezavislych genetickych
vyzkumt, jejichz vysledky ukazaly, Ze existuje vétsi geneticka piibuznost s Turky nez

s okolnim obyvatelstvem Italie. [5]

1.5 KOSTKY A RiMANI

Kostky se dostaly nejvice do podvédomi lidi za vlady Rimant, a to diky Etrusktm, od
kterych kostky pfevzali. Rtizné hry s kostkami hrali nejen prosti ob¢ané, ale i samotni cisafi
jako Augustus nebo Claudius, ktery tdajné napsal knihu o strategii, jak hazet s kostkami.
Dale vymysleli dfevény pfistroj na michani kostek, tzv. turricula, ktery mél zarucit

spravedlivost pro v§echny hrace pti hodu kostkou. ([2], s. 41)

Mezi dalsi historické milniky patii slavny vyrok cisafe G. Juliuse Ceasera Alea iacta est
(v ptekladu Kostky jsou vrzeny), kterym se oznamuje, ze dané rozhodnuti je definitivni.
Udajné tento vyrok pronesl, kdyZ v roce 49 pi. n. 1. pfechéazel feku Rubikon se svou legii,

¢imz porusil zakon republiky a zapocal tak obc¢anskou valku. ([6], s. 47-51)

1.6 DNESNi PODOBA KOSTEK

Pod slovem kostka si asi kazdy piedstavi krychli se zaoblenymi rohy ocislovanou od 1 do 6
tak, aby soucet prot¢jSich stran byl roven sedmi a ¢isla 1, 2 a 3 spolu navzajem sousedila.
Tento typ kostky je nejrozsifenéjsi a nejhojnéji pouzivan, ale neni jedinym typem. Kostek
V dnesni dobé€ je nespocet druhli. Navzajem se 1i§i tvarem, poctem stén nebo znacenim
(viz obr. 3) a vyuzivaji se v mnoha spolecenskych hrach, hazardnich hrach, ale i napfiklad
jako prvek nahody pfi zkouseni na vysokeé Skole. Mezi ty mén¢ Casté patii kostky vicesténné,
napftiklad 7stén, 10stén, 12stén nebo az 120stén. Existuji jejich pravidelné, ale 1 nepravidelné
varianty a jejich vyuziti 1ze nalézt napiiklad v popularni fantasy hie Dungeons and Dragons

nebo u matematickych nadsenci, ktefi si hazi pro radost.

Obr. 3 — Diverzita hracich kostek. Foto autor
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2.1 ZAKLADNi POJMY
Pro potieby této kvalifikaéni prace je nutné znat n€kolik zakladnich pojmi z matematiky,
které¢ jsou nize definovany. Zakladiim predikatové logiky a logickych funkci se prace

nevénuje a doporucuje se jejich znalost.

Definice 2.1.1:

Pod pojmem usporadanad n-tice prvkii a,, a,, ..., a,, Kde n > 2, se rozumi mnozina tvoiena
n prvky, kde zalezi na pofadi jejich zapisu. Znaci se budou (ay,as,, ..., a,). Formalné:
(ai,ay, ...,a,) = (al, (ay, ... an)). Specialné pro n = 0: () je to uspofadana 0-tice a pro
n = 1: (a,) je to usporadana 1-tice.

Priklad 2.1.1:

Jsou dany ptiklady: bod S = [1,2], vektor ¥ = (4,3) a slovo mys. Které znich jsou
uspotadané n-tice?

Pokud se zakresluje bod do roviny, ur¢ité zalezi na tom, jestli se jedna o bod [1, 2] nebo
[2, 1], pouze se znaéi jinymi zdvorkami. Podobné je na tom i vektor ¥ = (4, 3). Slovo mys,
také nabyva svého vyznamu jen tehdy, kdyz se pismena zapiSou pravé Vv tomto potadi,
a proto vsechny tyto tii ptiklady jsou uspoiadané n-tice.

Definice 2.1.2:

Pro n pfirozené se kartézskym soucinem mnoZin A,, 4,, ..., A, nazyva mnoZzina vSech
usporadanych n-tic prvkii a; z mnoziny A4, a, Z mnoziny A, az a,, Z mnoziny A,,. Znaci se
Ay xA, x ... xA,. Formalné: A; xA, x ... xA, = {(ay,a,, ...,a,): a; € A;,i € N,n € N}.
Piiklad 2.1.2:

Je zadana mnozina A = {3, 4,5} a mnozina B = {x, y}. Jaky je jejich kartézsky soucin?

Nyni se tvoii kartézsky sou¢in dvou mnozin, tedy n = 2. Pokud se definice 2.1.2 upravi na
tento piiklad, vypadala by takto: AxB = {(a,b):(a € A) A (b € B)}. Tedy kartézsky

soucin mnoZin 4, B tvofi vS§echny uspofadané dvojice prvki a, b.
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V kartézském soucinu jsou vSechny dvojice a zadné se neopakuji, proto je jednoduché si
odvodit postup hledani. Vybere se jeden prvek z mnoziny A a postupné se k nému ptidaji do
dvojice vSechny prvky z mnoziny B. Naptiklad (3,x) a (3,y). Poté se vybere jiny prvek
Zz mnoziny A, ktery jesté nebyl pouzit, a postup se opakuje, dokud nejsou vyuzity vSechny

prvky mnoziny A.
Vysledek: AxB = {(3,x),(3,y),(4,x),(4,v),(5,x),(5,y)}

Definice 2.1.3:
Necht' A;xA,x...xA, je kartézsky soucin m mnozin, n € N. Libovolnd podmnozina
takového soucinu se nazyva relace R. Formalné: R € A; xA, x ... xA,. Pokud se mnozina

A=A, =A4A, == A,,jednd se o relaci R na mnoziné A.

Relace se dale pojmenovavaji podle poc¢tu mnozin v kartézském souc¢inu (hodnota n).

Specialné pro: n = 1 — Undrni relace, n = 2 — Bindrni relace, n = 3 — Terndrni relace.

Mezi tzv. extrémni piipady relaci patii prdzdna relace, kdy vsechny mnoziny kartézského
soucinu obsahuji pouze prazdnou mnozinu, respektive cely kartézsky soucin je
podmnozinou prazdné mnoziny, formalné: R = {@}, a univerzdlni relace, kdy do relace R

patii cely kartézsky soucin, formalné: R = A; xA, x ... XA,,.

Priklad 2.1.3:
Do kterého typu (unarni, binarni, ternarni) patii nasledujici relace? Je néktera z nich

extrémnim piipadem?

a) Relace R: a < b na mnoziné N.
Jedna o relaci ,,byt mensi nez* (znaménko <). Aby se dalo rozhodnout o pravdivosti

tohoto predikatu, je zapotiebi porovnavat dva prvky, tudiz se jedna o binarni relaci.

Aby se jednalo o extrémni pfipad, nesmi existovat dvojice prvki ze zadané mnoziny,
ktera nepatii do relace nebo naopak. Napiiklad 3 < 5, tedy uspofadana dvojice (3,5)
patii do relace R, ale 4 « 2, tedy uspoiadana dvojice (4, 2) do relace R nepatii, a proto

tato relace neni extrémnim ptipadem.
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b) Relace S: ,x je zaporné Cislo“ pro x € N.
Pro rozhodnuti o tom, zdali je ¢islo zaporné nebo kladné, postaci pravé jeden prvek
Z mnoziny, a proto se jedna o unarni relaci. Mnozina pfirozenych ¢isel obsahuje Cisla
{1,2,3,...}, tedy vyhradné ¢isla kladna. V nékterych pfipadech se k pfirozenym ¢&islim
pfifazuje i Cislo 0, ale i s nulou, ktera neni kladna ani zaporna, neexistuje Cislo, které by

bylo v mnozin¢ ptirozenych ¢isel zaporné, z toho plyne, ze je to prazdna relace.

c) Relace T:,.bod S je sttedem usecky AB“ V E,
Usecka je jednozna¢né uréena dvéma body, body 4, B, a aby bod S byl stiedem tsecky
AB, musi platit, ze vzdalenost |AS| = |BS|. JelikoZ je zapotiebi porovnavat tfi prvky,
body A, B, S, jedna se o ternarni relaci. Stied Gisecky Se sestroji narysovanim dvou Kruznic
0 stejném poloméru vétsim nez polovina velikosti |AB| jednou se stfedem v bodé A, poté
v bodé B. Priiseciky téchto kruznic tvofi ptimku, kterd protne usecku AB prave v jednom
bod¢, bod¢ S. Jakykoliv jiny bod neni stiedem usecky AB, tudiz Se nejedna o extrémni

ptipad relace.

2.2 ZAKLADNI VLASTNOSTI BINARNICH RELACI NA MNOZINE

Mezi nejzakladngj$i vlastnosti bindrnich relaci patii reflexivnost, symetri¢nost,
antisymetri¢nost a tranzitivnost. Pro zjednoduseni se dale bude vzdy uvazovat relace na
mnozing, ale to neznamena, ze dané vlastnosti nemaji i relace na riznych mnozinéch. Jen se
pfi jejich ovéfovani vysetiuji dvé rizné mnoziny a postup vysetiovani vlastnosti se trochu
zkomplikuje.

Definice 2.2.1:

Binarni relace R definovana na mn. M, kde kazdy prvek z mnoziny M je v relaci sam se

sebou, se nazyva reflexivni relace. Formalné: Vx € M: (x,x) € R.

Definice 2.2.2:
Binarni relace R definovana na mn. M, kde existuje alespon jeden prvek z mnoziny M, ktery

neni v relaci sim se sebou, se nazyva areflexivni relace. Formalné: 3x € M: (x,x) € R.

Definice 2.2.3:
Binarni relace R definovana na mn. M, kde kazdy prvek z mnoziny M neni V relaci sam se

sebou, se nazyva antireflexivni relace. Formalné: Vx € M: (x,x) € R.
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Tyto definice maji mezi sebou uréity vztah. JednoduSe lze nahlédnout, ze definice
areflexivni relace vznikla negaci definice reflexivni relace. Déle plati, ze kazda antireflexivni
relace je nutné 1 relaci areflexivni, protoze se jedna 0 jeji specidlni piipad, avsak tento fakt

se béhem vysSetfovani vlastnosti relaci na mnoziné vynechava.

Definice 2.2.4:
Bin. relace R definovana na mnoziné¢ M, kde pro libovolné dva rizné prvky x, y Zz mnoziny
M plati, ze pokud prvek x je v relaci s prvkem y, pak je v relaci i prvek y s prvkem x, se

nazyva symetricka relace. Formalné: (Vx,y € M):x # yA(x,y) ER = (y,x) € R.

Definice 2.2.5:

Bin. relace R definovana na mnoziné M, kde pro libovolné dva prvky x, y z mnoziny M
plati, ze pokud prvek x je v relaci s prvkem y a zaroven prvek y je v relaci s prvkem x,
potom se tyto prvky musi rovnat, se nazyva slabé antisymetricka relace. Formaln¢:

(Vx,y e M):[(x,y) ERA(y,x) ER] => x =1y.

Definice 2.2.6:
Bin. relace R definovana na mn. M, kde pro libovolné dva rtuzné prvky x, y z mn. M plati,
ze pokud prvek x je v relaci s prvkem y, pak neni prvek y v relaci s prvkem x, se nazyva

silne antisymetricka relace. Formalné: (Vx,y € M):x # y A (x,y) ER = (y,x) € R.

Na prvni pohled by se mohlo zdat, ze symetricka relace a (slabé&/silng) antisymetricka relace
jsou opaky jeden druhého, ale neni tomu tak. Pokud by se vytvarela negace definice 2.2.4,
urCité by se na prvni pozici nenachazel obecny kvantifikator V, ale existen¢ni 3. Dokonce
existuje n€kolik piipadl, kdy je relace symetricka a slabé antisymetricka zaroven nebo
symetricka a siln¢ antisymetricka zaroven ¢i nema ani jednu z téchto vlastnosti. Specialnim
ptipadem je prazdna relace, respektive relace obsahujici jediny prvek, ato prazdnou

mnozinu, ktera je vySetfovana nize (ptiklad 2.2.1).

Definice 2.2.7:
Bin. relace R definovana na mnoziné M, kde pro libovolné tii prvky x, y, z Z mnoziny M
plati, ze pokud x je v relaci s y a zaroven y je v relaci se z, pak je x v relaci se z, se nazyva

tranzitivni relace. Formalng: (Vx,y,z € M): (x,y) ERA(y,z) ER = (x,z) €ER.

Naésledujicimi dvéma piiklady by se mély tyto vlastnosti vice objasnit. Postup je podrobné

rozepsan z divodu spravného pochopeni.
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Priklad 2.2.1:

Je dana relace: ,,byt podmnoZzinou‘ na mnoziné¢ M = {@}. Jaké jsou jeji zakladni vlastnosti?

a) Reflexivnost:
Z vlastnosti mnozin je znamo, ze mnozina vzdy obsahuje jako podmnozinu sebe sama
a prazdnou mnozinu. Tento piipad je specificky v tom, ze obé tyto podmnoziny jsou
rovny, a to pravé prazdné mnozing. S jistotu lze tvrdit, ze @ € @. Zadné dalsi prvky nelze
porovnavat, tedy plati to pro vSechny prvky mnoziny a tim je vyfazena areflexivni

a antireflexivni varianta, a proto je tato relace ¢isté reflexivni.

b) Symetri¢nost a antisymetri¢nost:
Pro vySetfeni symetrie a antisymetrie je potieba nalézt dva rizné prvky z mnoziny M,
které jsou v relaci. Zadana mnozina M ale obsahuje pouze jeden prvek. Sice plati, ze
<o, tedy (0,0) €ER, ale @ =@. To znamend, Ze leva strana vztahu A = B je
nepravda (log. 0) a z pravdivostni tabulky implikace vyplyva, Ze takova relace je vzdy
pravdiva bez ohledu na vyrok B, proto je relace ,,byt podmnozinou* na zadané mnoziné¢ M

symetricka a siln¢ antisymetrické zaroven.

Slaba antisymetrie hovoii o tom, ze kdyZ se najde dvojice, kdy jeden prvek z mnoziny je
v relaci s druhym prvkem z mnoziny i naopak, pak musi byt rovny, a to je pfesné tento
ptipad. Pro pfehled jsou prazdné mnoziny oindexovany (@;,@,) € R a zaroven

(@,,0,) € R, ale plati, Ze @ = @, = @,, proto je tato relace i slabé antisymetricka.

¢) Tranzitivnost:
K vysetfeni tranzitivita jsou potieba tfi prvky @, @,, @3. Opét pro lepsi prehlednost jsou
pouzity indexy. Uz bylo vySetieno, ze @; S @, a to samé plati i pro @, S @5, jelikoz se
jedna o stejny prvek. Neni pochyb o tom, ze @; S @5 je Opét pravdivé tvrzeni, a proto lze
psat, ze @, € @, € @5 € @,. Tato relace je tranzitivni.

Zavér:
Relace ,,byt podmnozinou“ na mnoziné M = {@} je reflexivni, symetricka, slabé i silné
antisymetrickd a tranzitivni. Tato relace je specialni v tom, Ze je jedinou relaci, ktera

spliiuje vSechny tii definice pro symetrickou, slab¢ i siln€ antisymetrickou relaci.
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Piiklad 2.2.2:
Je dana relace: ,,byt vlastni podmnozinou® na systému podmnozin mnoziny A = {a, b}. Jaké

jsou zékladni vlastnosti této relace?

U takovychto typi zadani je dilezité jejich pozorné ¢teni a nédsledné ditkladny rozbor. Ze
zadani plyne, Ze se porovnavaji dvé mnoziny, napiiklad X a Y. Mnozina X je vlastni
podmnozinou Y praveé tehdy, kdyz jsou tyto mnoziny rtizné a zaroven pro kazdy prvek p
Z mnoziny X plati, Ze je prvkem i v mnozin¢ Y. Pomoci kvantifikatort a predikatové logiky
se tento vztah zapiSe takto: X cY & (Vx)(x e X = x €Y)A (X #Y). Napriklad
mnozina X = {1} je vlastni podmnoZinou mnoziny Y = {1, 2}, ale sama sob¢& je pouze

podmnozinou.

Systém podmnozin mn. A, nebo také potencni systém mn. A, pfipadné potenéni mnozina
mn. A, je mnozina v§ech podmnozin mnoziny A. To znamena, Ze je to opét mnoZina, znacit
se bude P(A), ktera obsahuje vSechny rtzné varianty podmnozin, které lze vytvofit
zmnoziny A. V tomto piipadé je P(A) = {(Z), {a},{b},{qa, b}}. Kontrolou je, Ze pocet
riznych prvka v libovolné potenéni mnoziné je roven ¢islu 2™, kde n je pocet prvkia
v mnoziné, ke které se tento systém vytvaii. Mnozina A ma celkem 2 prvky, a proto P (A)
musi obsahovat 22 = 4 prvky. Po této ivaze lze kone¢né& zadani zjednodusit a piepsat do

tvaru: ,,byt vlastni podmnozinou* na mnozing¢ P (A4).

Pro vySetteni vlastnosti této relace je vyuzit vypis vSech uspotadanych dvojic, které vyhovuji
podmince relace, a podle toho se dale urcuje, zdali tato relace splituje nebo nesplituje
pozadavky na danou vlastnost. V této relaci se postupné berou dvojice mnozin X, Y € P (A),

u kterych se posuzuje, zdali X je vlastni podmnoZinou Y nebo neni. Vypis uspotraddanych

dvojic dopadne takto: R = {(@,{a}), (@,{b}), (®,{a, b}), {a},{a, b}), ({b},{a, b})}.

a) Reflexivnost:
Aby relace byla reflexivni, musela by obsahovat dvojice typu (@, ), ({a},{a}),... Ty

vSak neobsahuje zadné, a proto se jedna o antireflexivni relaci.

b) Symetri¢nost a antisymetri¢nost:
Pro symetrickou relaci plati, ze pokud je v relaci naptiklad (@,{a}), musi byt v relaci
i ({a}, ®). Uz tato usporadana dvojice v relaci chybi, a proto neni symetrickd. Obdobné
dvojice chybi pro vSechny uspofadané dvojice v relaci R, a proto je silné antisymetricka.
Navic, stejné jako u piedchoziho ptikladu je i tato relace slabé antisymetrickd, protoze

neni splnén predpoklad (levéa strana implikace).
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¢) Tranzitivnost:
V ptipadé¢ tranzitivnosti se snadno prehlédne trojice prvki, kterd to nesplituje, a proto je
lepsi v tomto piipad¢ vlastnost vySetfovat obecné. Aby tato relace byla tranzitivni, musi
podle definice 2.2.7 platit: VX,Y,Z:(X cY)A(Y c Z) = (X c Z). Z levé strany
implikace vyplyva, Ze plati X € Y < Z a z tohoto plyne, ze X c Z, a proto je tato relace
tranzitivni.

Zavér:
Relace ,,byt vlastni podmnozinou‘ na P (A) je antireflexivni, slabé i siln¢ antisymetricka

a tranzitivni.

2.3 GRAFICKE ZNAZORNENI BINARNICH RELACI

Binarni relace je v mnoha ptipadech vhodné zakreslit. Lépe se pak orientuje ve slovnich
ulohach a n€kdy to i celou tlohu vyftesi. K takovému zakresleni se vyuzivaji tzv. orientované
nebo neorientované grafy. Jeden z nejslavnéjsich ptikladu, ktery lze interpretovat takovymi
grafy a pomoci teorie grafu se i snadno vyftesi, je Einsteinova hadanka, nékdy znama jako
Zebra nebo Einsteinova zebra, kde se pomoci slovnich podminek ma dospét k jedinému
spravnému fesent.

Definice 2.3.1:

Necht’ V(G) je kone¢na mnozina. Grafem G se nazyva dvojice (V(G),H(G)), kde V(G) je
mnozina vrchold grafu G a H(G) je mnozina hran grafu G. Pokud H(G) € V(G) X V(G),
pak se tento graf nazyva orientovany graf G. Pokud H(G) € (V©), kde (*'?) znai
mnozinu vSech dvouprvkovych podmnozin mnoziny V(G), potom se graf G nazyva
neorientovany graf G. Mnozina V(G) ptedstavuje kartézsky souc¢in M xM a mnozinu H(G)

tvoii uspofadané dvojice prvki z tohoto soucinu.

Nyni je mozné prohlasit, Ze orientovany graf G je znazornénim binarni relace R na
mnozin¢ M. Jednotlivé vrcholy jsou prvky mnoziny M a hrany jsou spojnice mezi dvéma
prvky a,b tvofici uspofadanou dvojici. Sipka zndzorfiujici orientaci hrany bude
charakterizovat poradi prvku v této dvojici. Pro Gcely této prace postaci pouze orientované
grafy a neorientovanymi se dal nezabyva, ackoli v praxi jsou velmi pouzivané. Nize (obr. 4)
jsou uvedeny piiklady zakresleni uspofadanych dvojic (a, a), (b, ), (d, e), (e, d), které patii

do relace R. Takovému grafu se fika uzlovy (vrcholovy) graf.
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(a,a) ER (b,c) ER (d,e) e RA(e,d) ER

o

Obr. 4 — Zpuisoby zakresleni usporadanych dvojic v orientovaném grafu. Vytvoril autor

Binarni relace se velmi €asto zndzorfiuji pravé pomoci uzlového grafu, ale existuji 1 dalsi
velmi Casté reprezentace. Napiiklad maticovy zapis, ktery ma vysoké uplatnéni v teorii
grafii, nebo Sachovnicové (tabulkové) vyjadieni (obr. 5). V obou piipadech jsou prvky
z jedné mnoziny reprezentovany fadky a prvky z druhé mnoziny sloupci. Existujici hranu
mezi dvéma prvky reprezentuje v maticich logicka 1 na pozici, kde se protina fadek a sloupec
téchto dvou prvkd, vSude jinde jsou logické 0. V Sachovnicich (tabulkéch) je to podobné, jen

se jako znaceni vyuziva spiSe vybarveni pozice, ptipadné jiné symboly.

jub}

H
oo o
= o o

=

c\0 1 1/ °

Obr. 5 — Maticovy a Sachovnicovy zapis bindarni relace. Vytvoril autor
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3 STANDARDNI HRACI KOSTKY V MATEMATICE

3.1 BINARNI RELACE SE STANDARDNIMI HRACIMI KOSTKAMI
Na mnoziné B = {1,2,3,4,5, 6}, ktera symbolizuje bodové ohodnoceni stén standardni
hraci kostky, je zavedena binérni relace ,,na kostce K; padne vétsi ¢islo nez na kostce K.

Pro zjednoduseni se bude dal tato bindrni relace na mnoziné B nazyvat K; > K.

Jelikoz se jedna o veelku malou, a hlavné kone¢nou mnozinu B, tentokrat k urceni vlastnosti
bude vyuzit orientovany graf, ze kterého se vlastnosti této relace jednoduse vyctou. Takovy
graf se tvoii tak, Ze se postupné porovnavaji v§echny prvky mezi sebou (i samy se sebou)
a ptidavaji se do relace, pokud dané podmince vyhovuji. Podle toho, zdali dvojice prvku

vyhovuje relaci, resp. nevyhovuje, se zakresli, resp. nezakresli orientovana hrana mezi

témito dvéma prvky.

Obr. 6 — Orientovany graf bindrni relace Ky, > K,. Vytvoiil autor

a) Reflexivnost:
Tato vlastnost se pozna podle smycek v grafu. Pokud kazdy prvek ma vlastni smycku,
pak je relace reflexivni. Jestli n€které prvky smycku maji a nékteré ne, je areflexivni, ale

v tomto pripadé, kdy zadny prvek smycku nema, je tato relace antireflexivni.
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b) Symetri¢nost a antisymetri¢nost
Pro symetrii by muselo platit, ze existuje-li orientovana hrana z prvku x do prvky y, musi
existovat i hrana opacna, ale u této relace nejen, ze mnoho dvojic toto kritérium nespliuje,
ona dokonce zadna takova dvojice neexistuje, a proto se jedna o siln¢ antisymetrickou

relaci, ktera neni symetricka.

S podobnym tvrzenim je na tom slaba antisymetrie. Ta se pozna podle toho, ze se v grafu
nenachazi zadna dvojice riznych prvki, kde by vedla orientovana hrana na oba sméry.
Jedna se o podobnou situaci jako pfi vySetfovani relace ,,byt podmnozinou* na mnoziné
M = {@} (viz ptiklad 2.2.1), kdy nebyl splnén piedpoklad (leva strana implikace) a tudiz

tato binarni relace je slabé antisymetricka.

¢) Tranzitivnost
Tahle vlastnost je pii ¢teni z grafu pravdépodobné nejslozitéjsi. Pro libovolné tii prvky
x,y,z musi platit, Ze kdyz existuje orientovana hrana z x — y a zaroven z y — z, pak
musi existovat orientovana hrana z x — z. Pfi vySetfovani této vlastnosti je vhodné
prochazet prvky postupné. Od nejmensiho poctu orientovanych hran vychazejicich

z tohoto prvku az po prvek, kterych jich ma nejvice.

Z prvku 1 nevychazi zada hrana, a proto neni co zkoumat. Z 2 vede orientovana hrana
pouze do 1, odkud zadna nevede. Opét neni, co fesit. Zajimavym se stane az prvek 3, ze
kterého vede orientovana hrana do 2 a z ni do 1. Podle vySe uvedeného tvrzeni, musi
existovat piima spojnice z 3 do 1. Ta existuje, a proto se zatim nemuze tranzitivnost
vylouc¢it. Obdobnym zpisobem by se vySettily i zbylé prvky 4,5,6 a dospélo by se
k zavéru, ze se jedna o tranzitivni relaci.

Zavér:

Binarni relace K; > K, je antireflexivni, siln¢ i slab¢ antisymetricka a tranzitivni.

3.2 HOD KOSTKOU V TEORII PRAVDEPODOBNOSTI

Pti zjistovani vlastnosti se prevedla relace K; > K, na jednoduchou relaci ,,byt vétsi nez*
na zadané mnozin¢ B, a piesto lze tvrdit, Ze vlastnosti obou relaci jsou totozné. Dtivodem je
stanoveny predpoklad, ze se jedna o standardni hraci kostky, a k jeho objasnéni je potieba

zakladni teorie pravdépodobnosti.
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Definice 3.2.1:
D¢j nebo proces, jehoz vysledek neni deterministicky a lze ho libovoln€krat opakovat, se

nazyva nahodny pokus.

Takovym nahodnym pokusem je kuptikladu pravé hod kostkou, losovani vyherce loterie,
generatory nahodnych ¢isel apod. Vysledek ndhodného pokusu neni obecné predem znamy
a rovnéz neni jednoznacné urcen vstupnimi parametry. Proto naptiklad michani barev nebo

rovnice a — b = c, kde vstupni parametry jsou a, b, nejsou nahodnym pokusem.

Definice 3.2.2:
Kone¢na mnozina {2 # @, ktera obsahuje vSechny mozné vysledky nahodného pokusu, se

nazyva zakladni mnozina.

Definice 3.2.3:

Necht' 2 je zakladni mnozina. Kazda podmnozina A zakladni mnoziny (2, se nazyva
nahodny jev, zkracené jev. Specialné pokud se A = 12, pak se jedna o jev jisty, aje-li A = @,
poté je to jev nemozny. Dale kdyz nahodny jev A nelze rozlozit na sjednoceni dvou a vice

odlisnych podmnozin A4, A, ... A,,, hovoti se o tzv. elementdrnim jevu.

Definice 3.2.4:
Nahodné jevy A4, A,, které nemohou nastat soucasné, se nazyvaji neslucitelné nahodné jevy.

Formalné: A; N A4, = Q.

Definice 3.2.5;

Necht' 2 je zakladni mnoZina a A;, kde i = 1,2, ..., k, jsou neslucitelné stejné¢ mozné

nahodné jevy z mnoziny 0. Cislo P(A) = %, kde |A| znaci pocet vysledki nahodného

pokusu, kdy nastava jev A a |2] pocet vSech moznych vysledkti ndhodného pokusu, se

nazyva (klasicka) pravdepodobnost jevu A.

Definice 3.2.6:

Necht' A je ndhodny jev ze zakladni mnoziny 2 a P(A) je jeho pravdépodobnost. Pokud
plati, ze A = 2 \ A, pak se A nazyva jevem opacnym k jevu A's P(A) = 1 — P(4).

Binarni relace K; > K, se sklada z celkem az tfi nahodnych pokust, a to hodem kostky
Ki,K, a Ks. Zakladni mnozinou £ je mnozina K ={1,2,3,4,5,6} a jednoprvkové
podmnoziny A; = {1}, 4, = {2}, A3 = {3}, A, = {4}, A5 = {5}, 44 = {6} jsou elementarni
Jjevy. Za nemozny jev lze povazovat napi. padnuti 7 na jedné z kKostek, protoze takovy prvek

se V {2 nenachdzi, a za jev jisty tvrzeni, Ze na obou kostkach padne ¢islo z rozsahu 1 az 6.
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Piiklad 3.2.1:
Jaké jsou jednotlivé pravdépodobnosti v§ech nahodnych jevt (porovnavani hodnot), které

mohou nastat pii hodu dvéma klasickymi kostkami?

Standardni hraci kostka je pravidelna, ma 6 stén a kazda je jinak obodovana, tedy 6 riznych
moznosti, jak mize hod kostkou dopadnout. Déle se vi, Zze nemohou padnout dvé rtizna ¢isla

na jedné kostce zaroven, tudiz elementarni jevy 4;, kde i = {1, 2, 3,4, 5, 6}, jsou navzajem

nesluditelné, a proto pravdépodobnost padnuti libovolného &isla na kostce je P(A) = %.

Protoze zélezi na tom, jestli ¢islo padlo na kostce K; nebo K,, vybira se na dvé pozice (__).
Kazda kostka mize skoncit na jednom z Sesti riznych ¢&isel (6 6) a zaroven plati, ze musi
nastat soucasné (6 - 6). Z tohoto vyplyva, Ze existuje celkem 36 riznych dvojic. V binarni
relaci K; > K, miZe nastat jeden z téchto tii nahodnych jevi: K; > K,,K; = K, K; < K.
V tabulce nize (tab. 1) jsou rizné barevné oznac¢ena policka podle toho, ktery nahodny jev
nastava. Na prvni pohled je vidét, ze tabulka je symetricka podle hlavni diagonaly, kterou

tvori thlopti¢né prvky z levého horniho rohu do pravého dolniho rohu.

Ptipadu, kdy K; > K, (oranzové), vyhovuje celkem 15 dvojic = P(K; > K;) = g = 15—2
Pokud se ma K; = K, (modfe), je to pouze 6 dvojic = P(K; = K;) = % = %.
Pro posledni variantu, kdy K; < K, (zelené), existuje 15 dvojic = P(K; < K,) = ;—i = %

Jelikoz P(K; > K,) = P(K; < K,) = %, 1ze hovotit o férovych kostkach. Ani jedna z nich

nema zadnou vyhodu, a proto nezalezi, jestli se hazi s K; nebo s K.

Ky

N || B W N

Tab. 1 — Barevné zndzornéni vysledkii hodu kostek. Vytvoril autor
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4 NETRANZITIVNI HRACI KOSTKY

4.1 MOTIVACNI PRIKLAD
Pivodni binarni relace K; > K, spliiovala tranzitivnost, protoze vsechny kostky byly stejné
a kazdé ¢islo mélo stejnou pravdépodobnost, Ze pii hodu padne. Nasledujicim motiva¢nim

ptikladem se nahlédne na to, co se stane, kdyz se kostky o¢isluji trochu jinak.

Priklad 4.1.1:

Jsou zadany 6-sténné kostky K, K,,K3,K,, které maji nasledujici rozlozeni:
K.:[0,0,4,4,4,4], K,:[3,3,3,3,3,3], Ks:[2,2,2,2,6,6], K,:[1,1,1,5,5,5]. Jaké jsou
pravdépodobnosti nahodnych jevi P(K; > K;), P(K, > K3),P(K3 > K,),P(K, > K;)?

Pii vypoctu takovych to pravdépodobnosti je dobré veédét, ze v matematice se slova
a zarover, soucasné, najednou apod. pti vypoctu objevuji jako nasobeni. Obdobné jsou na
tom slova nebo, ¢i atd. které nahrazuje s¢itani. Také diky vlastnosti opacného jevu (definice

3.2.6) se nemusi pocitat vSechny pravdépodobnosti. Je evidentni, Ze soucet

pravdépodobnosti P(A) + P(A) = 1, z &ehoz vyplyva, ze pokud P(4) > %, pak musi byt
P(A) < % Tedy pokud se kupiikladu vypocita, ze kostka K; porazi kostku K,
sP(K; > K,) > %, plyne z toho, Ze kostka K, je horsi volbou nez kostka K;, a proto neni
potieba se zaobirat P(K, > K;). Pak uzje to jen o spravné formulaci ndhodného jevu a poctu
vyskytl jednotlivych situaci.

Aby nastal jev K; > K, musi padnou na K; ¢islo 4 (4 vyskyty) a zaroven na K, padnout

¢islo 3 (6 vyskyth), a proto P(K; > K,) = 43;66 = ;—: = %

Pro ndhodny jev K, > K; musi na K, padnout ¢islo 3 (6 vyskytll), a soucasné na K5 Cislo 2
6-4 24 2

(4 vyskyty), tudiz P(K, > K3) = = =n=7

U jevu K5 > K, je vice variant a to konkrétn¢, kdyz nastane jev 2 > 1 nebo 6 > 1 ¢i 6 > 5.

Pro prvni variantu plati, ze nastane prave tehdy, kdyz na K; padne 2 (4 vyskyty) a zaroven

na K, padne 1 (3 vyskyty). Druha varianta nastane, kdyz na K; bude 6 (2 vyskyty),

a soucasné na K, bude 1 (3 vyskyty) a k posledni varianté dojde, jakmile na K5 padne 6

(2 vyskyty) a zaroven na K, padne 5 (3 vyskyty) ztoho plyne, ze pravdépodobnost
43+2:3+2:3 _ 24 _

2
P(K3>K4):—36 —36—5.
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4 NETRANZITIVN] HRACI KOSTKY

Jev K, > K; ma opét vice moznosti: 1 > 0 nebo 5 > 0 ¢i 5 > 4. Postup vypoctu je velmi
podobny jako u nahodného jevu K5 > K,, a proto je rovnou vypoctena pravdépodobnost

3-243:2434 _ 24 _ 2

P(K4 > Kl) = 36 36 = 3
Zavér:
P(K, > K,) =P(K, >K3;) =P(K; >K,) =P(K, > K;) = % Nejen, Ze si jsou vSechny

pravdépodobnosti rovny, ale dokonce jsou vEtsi nez

N |-

Dalsi zajimava vlastnost je snaze vidét na grafu, a proto je odted’ binarni relace K; > K,
zobecnéna na K, > K, kde m,n € {1, 2, ...k} A (m # n), a soucasné P(K,, > K,,) > %
Slovné: prvky K,, a K, jsou v relaci, pokud na kostce K,,, padne vétsi ¢islo nez na kostce K,
S pravdépodobnosti vétsi nez % Orientovand hrana zde znamena, Ze kostka, ze které hrana
vychazi, ma vétsi pravdépodobnost, ze porazi v hodu kostku, do které hrana vchazi. Pro
uplnost grafu je potieba porovnat jesté prvky K;, K3 a K, K,. Postup vypoctu je stejny jako
vySe, a proto zde jsou jen uvedeny vysledky: P(K3; > K;) = g aP(K,>K,)= % Z toho
plyne, Ze navic bude jesté orientovana hrana z vrcholu K5 do Kj.

Pokud se tranzitivita (definice 2.2.7) upravi pro 4 prvky, musela by v tomto pfipad¢ existovat

orientovana hrana z K; do K,, aby se mohlo mluvit o tranzitivni relaci. Tomu vSak neni,

a z tohoto duvodu je tato relace netranzitivni.

Obr. 7 — Graf bindrni relace (priklad 4.1.1). Vytvoril autor
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4 NETRANZITIVN] HRACI KOSTKY

Definice 4.1.1:

Necht m,n € {1, 2, ...k} A (im # n). Série bin. relaci K,,, > K,,, kde K,,, € D,,, a zaroven
K, € D,, kde D,, a D,, jsou vzdy 6-prvkové mnoziny c¢isel jednotlivych stén ptislusnych
kostek K, a K, pro které plati, ze nespliuji definici tranzitivity, kazda z relaci je definovana

na kartézském souéinu DxD, kde D = {Dy, D,, ... D} } a pravdépodobnost nahodnych jevu

P(K,, > K,) > %, se nazyva netranzitivni sada kostek. Specidln¢, pokud plati, ze

1 v ¥ ey .
vm,n: P(K,, > K,,) #+ b hovoti se o plné netranzitivni sadé kostek.

Definice 4.1.2:

Necht’ série binarnich relaci K,,, > K,, je netranzitivni sada kostek podle definice 4.1.1 a G je
orientovany graf této sady. Sekvence vrchola v G:U= Ki, K, ..., Kyx_1, K = U, u kterych
plati, ze prokazdé i = 1,2, ...,k — 1, k se usporadana dvojice (K; , K;4,) € H(G), se nazyva
vitezny cyklus. Specialn¢, kdyz se ¢islo k —1 rovna poctu kostek v sadé, hovoii se

0 maximalnim vitézném cyklu.

4.2 EFRONOVY KOSTKY

Priklad 4.1.1 byla I. sada tzv. Efronovych kostek, které byly pojmenovavany na pocest svého
vynalezce Bradleyho Efrona, statistika ze Stanfordské univerzity. Je to sada 4 kostek, které
maji rizné ocislované stény (za4dné Cislo se nenachéazi na dvou rliznych kostkéach zaroven).
Timto je eliminovana moznost piipadné remizy. Jejich zvlastnost spociva v tom, ze kazda
K,, porazi Kp,., kde m=1,2,..,k, spravdépodobnosti P(K,, > Kp+1) = A > %
Pravdépodobnosti jinych part, naptiklad K; > K3, jsou uz rizné od Cisla A a také nemusi

byt nutné vétsi nez ~. ([7], s. 200)

Il. sada také nema moznost remizy a ma taktéz P(K,, > K;41) = %, ale rozvoliuje interval
Cisel od 0-24 veetné. Umisténi Cisel na sténach je nasledujici: K;:[2,3,3,9,10,11],
K,:[0,1,7,8,8,8], K5:[5,5,6,6,6,6], Ky: [4,4,4,4,12,12]. ([7], s. 200)

Jeho 1ll. sada ma oproti pfedchozim dvéma odlisnou P(K,, > Kp41) = % a rozlozeni
Cisel na kostkach je lehce obménéna Il. sada. Vypada takto: K;:[1,2,3,9,10,11],
K,:[0,1,7,8,8,9], K5:[5,5,6,6,6,6], Ky: [4,4,4,4,12,12]. ([7], s. 200)

V 11. i I1I. sad€ jsou pravdépodobnosti P (K5 > K;) = %aP(KLL >K,) = g, a proto graf obou

sad vypada stejn¢ (obr. 8).
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4 NETRANZITIVN] HRACI KOSTKY

Obr. 8 — Graf netranzitivni Il. a lll. sady Efronovych kostek. Vytvoril autor

Vsechny tii Efronovy sady maji celkem dva vitézné cykly, z nichz je jeden maximalni
vitézny cyklus. V piipadé 1. sady je jeden vitézny cyklus v podobé Kj, K, K3, Kj,
u Il a lll. sady ma tvar K,, K3, K,, K,. Maximalni vitézny cyklus maji v§echny tfi sady stejny

ato Ky, K,, K3, Ky, K.

4.3 QUIMBYHO KOSTKY

Dal$im autorem netranzitivni sady 4 kostek je fyzik Shirley Quimby z Kolumbijské

univerzity, ktery piedstavil sadu s principem stejnym jako u II. sada Efronovych kostek, ale

tentokrat se kazdé ¢islo od 0-24 objevuje pravé jedenkrat. I zde je P(Ky, > Kjpyq) = g
Kostky maji rozlozeni nasledujici: K;:[3,4,5,20,21,22], K,:[1,2,16,17,18,19],
K5:[10,11,12,13, 14, 15], K,: [4, 4, 4, 4,12,12]. ([7], s. 200)

Protoze se zbylé dvé pravdépodobnosti P(K; > K;) = % aP(K,>K,) = %, a proto se do

relace K,,, > K, 41 piida uspotadana dvojice (K, K,) a tim i orientovana hrana mezi témito
dvéma kostkami. Vysledny graf Quimbyho netranzitivni sady (obr. 9) ma také 2 vitézné
cykly. Maximalni vitézny cyklus je totozny s grafy sad Efronovych kostek, tedy
K, K,, K3, K4, Ky a dalsi vitézny cyklus ma podobu K, K;, Ky, K.

Obr. 9 — Graf netranzitivni sady Quimbyho kostek. Vytvoril autor
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4 NETRANZITIVNI HRACI KOSTKY

4.4 GRIMOVY KOSTKY

Naprosto odliSnou netranzitivni sadu kostek vytvotil James Grime, ktery se snazil vytvofit
dokonalou sadu kostek, které budou mit mnoho unikatnich vlastnosti. Hlavnim cilem bylo
vytvorit sadu, ktera bude netranzitivni, ale pusobit férové na prvni pohled. Jeho sada se
sklada z celkem 5 kostek, které maji zamérné odlisné barvy a podle nich se také jmenuji

(obr. 10). Barvy a nazvy barev, resp. kostek je potiebné ponechat v anglickém znéni. [8]

e
L]
L]

RED BLUE OLIVE MAGENTA

Obr. 10 — Grimova sada netranzitivnich kostek. Vytvoril James Grime

Velkou inspiraci mu byla pravdépodobné hra Rock, Paper Scissors, respektive jeji
roz§ifenéjsi a trosku morbidnéjsi verze Rock, Paper, Scissors, Lizard, Spock, ktera se mimo
jiné objevila v 8. dile 2. série popularniho serialu Teorie velkého tiesku. V Cesku je znama
pod nazvem Kdmen, nuzky, papir, tapir, Spock, byt slovicko lizard v piekladu znamena
Jjestéer. Jméno Spock odkazuje na muzskou fiktivni postavu z univerza Star Track, s tim, ze
jeho typické gesto rukou znazornuje tuto volbu ve hie. Tuto verzi klasické hry predstavili
Sam Kass a Karen Bryla s dodatkem, Ze jejich verze nekon¢i az v 80 % piipadi remizou

jako verze puvodni. Nize (obr. 11) je rela¢ni graf této hry. [9]

Scissors

Obr. 11 — Relacni graf hry "Rock, Paper, Scissors, Lizard, Spock”. Vytvoril VidTheKid
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4 NETRANZITIVN] HRACI KOSTKY

Oproti vS§em dosud pfedstavenym netranzitivnim sadam, kde existoval jen jeden maximalni
o . . < N | oo
vitézny cyklus, kdy jedna kostka porazela tu druhou s pravdépodobnosti vétsi nez > € lisi

ta Grimova uz tim, ze ma rovnou dva maximalni vitézné cykly (obr. 12). Prvni maximalni
vitézny cyklus se urcuje podle délky nazvu barvy, po které je kostka pojmenovana. Za¢ina
od kostky R (3 pismena), pokracuje pies kostky B (4 pismena), O (5 pismen), Y (6 pismen)
anakonec kostka M (7 pismen), ktera opét porazi kostku R. Druhy maximalni vitézny cyklus
je podle abecedniho potadi nazvua barev (B,M,0,R,Y, B, ...), aproto je duleZité zachovat
jednotlivé barvy i s jejich nazvy. Zajimavosti je, ze druhy cyklus je jedna z moznych variant,

jak nakreslit na papir pentagram jednim tahem. [8]

Obr. 12 — Vitézné cykly s jednou kostkou. Vytvoril James Grime

Aby toho nebylo mélo, tak Grime schoval do svych kostek jesté dalsi prekvapeni. Pokud se
hraci rozhodnou, Ze kazdy bude hazet s dvéma kostkami stejné barvy, pak se maximalni
vitézny cyklus podle délky nazvu barvy obrati, zatimco podle abecedniho poradi zdstava
skoro stejny (obr. 13). Jedinou vyjimkou je hrana mezi O — R, respektive 2R — 20, kvuli
které se nejednd o vitézny cyklus. Divodem je podobnost obou kostek. Ob¢ kostky totiz
maji svych 5 stén ocislovanych stejnou hodnotou, a také maji pravé jedno extrémni Cislo.
Extrémnim cislem je mySleno nejmensi ¢islo a nejvétsi Cislo, které se v této netranzitivni

sad¢ nachazi. V ptipadé¢ kostky R je na péti sténach ¢islo 4 a na jedné sténé ¢islo 9 a u kostky

O je to na péti sténach ¢islo 5 a na jedné ¢islo 0.
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2B

/A

N
7

Y

Obr. 13 — Vitezné cykly se dvema kostkami. Vytvoril James Grime

Priklad 4.4.1:
Jaké jsou pravdépodobnosti P(O > R) a P(2R > 20)?

Nejprve se spocita P(O > R). To by nemélo byt obtizné, protoze podobnych vypoétu bylo

provedenych uz n€kolik. P(O > R) = % = 2. Ted se vypocita P(2R > 20). Z tabulek

souctll (tab. 2) se na prvni pohled zda, ze dvé kostky R, by mély opét prohrat, protoze
nejcastéji se zde vyskytuje soucet 8, kdyzto u dvojice kostek O je nejcastéjsi soucet 10, ale

neni tomu tak. V nasledujicim postupu se zodpovi otazka: pro¢ je tomu tak.

Pro vypocet je nejdiive dilezité si uvédomit, Ze se nadale nehazi pouze se dvéma kostkami,
ale se ¢tyfmi kostkami a na kazdé z nich miize padnou jedno z Sesti Cisel nezavisle na sobé.
Tim se zvétsi i celkovy pocetna 6 - 6 - 6 - 6 = 1296 moznosti hodnot, které mohou padnout,
byt se Vv nekterych piipadech jedna o stejna c¢isla. Odsud je vypocet uz stejny, a tudiz

25-11+10%36+1%36 _ 671 C .
= ~ 0,51775. Jak je vidét, dvojice
1296 1296

pravdépodobnost P(2R > 20) =

kostek R ma o néco malo véEtsi Sanci na vitézstvi nez dvojice kostek O.

Tab. 2 — Ciselné soucty kostek R a kostek 0. Vytvoril autor
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Aby se c¢tenaf nemusel zaobirat séitanim, ma k dispozici vSechny tabulky soucti

jednotlivych kostek (tab. 2, tab. 3 a tab. 4). Pomoci nich lze dopocitat zbylé

pravdépodobnosti vV maximalnich vitéznych cyklech a skoro maximalnim vitézném cyklu.

Vsechny vysledky jsou uvedeny nize uz bez postupu vypoctu.

y|3|3|3[3|8]38

3(6|6|6|6]|11]|11

3|6|6|6|6 /11|11

3|6|6|6|6/|11]|11

3|6|6|6|6/|11|11

8 |11 |11|11 /11|16 16

8 |11 (11|11 /11|16 16

Tab. 4 — Ciselné soucty kostek M. Vytvoril autor
Podle délky nazvu barvy: Podle abecedniho pofadi nazvi barev:
P(R>B) ==, P(2M > 2Y) = g P(B> M) = g P(2B > 2M) = g
P(B>0)==,  PQ2Y>20)= ﬁ, P(M>0)==,  P(2M>20) =",
5 25 671

P(0>Y)_6' P(20>ZB)_E P(0>R)——6 P(20<2R):ﬁ,
P(Y > M) = g P(2B > 2R) = m, P(R>Y) = E PQ2R >2Y) =~
P(M >R) = g P(2R > 2M) = g P(Y>B) == P(2Y > 2B) = g

4.5 DEVENTEROVY KOSTKY

Polednim autorem netranzitivni sady kostek, ktery bude zminén v této praci, je Oskar

van Deventer. Tento nizozemsky tvlirce hlavolamt vytvofil sadu celkem o 7 kostkach, ktera

je spise znama pod jeho kiestnim jménem, Oskarovy kostky, a ptedstavil ji uz v roce 1992,

([7], s. 200)
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Jejich rozlozeni je specifické v tom, ze kazdé Cislo, které se na kostce nachazi, se zde
vyskytuje pravé dvakrat, tedy kazda kostka ma ptesné tfi riznd Cisla. Dale v ptipad¢ jeho
sady plati, ze pro libovolnou dvojici kostek vzdy existuje tfeti kostka, kterd ma vétsi

pravdépodobnost, Ze hodi vétsi Cislo nez zbylé dvé kostky najednou.

Jeho sada, stejné jako vSechny zminéné sady vySe, neobsahuje zaddné ¢islo, které by se
objevovalo na vice kostkach najednou. Spole¢né¢ s podminkou, Ze kazdy hrac si vybira jinak
¢islovanou kostku, se vyfazuji vSechny piipady remizy. Jeho sada ma nasledujici rozlozeni:
Cervena kostka Kj:[2,2,14,14,17,17], modra kostka K,:[7,7,10,10,16,16], zelena
kostka K;:[5,5,13,13,15,15], zlutda kostka K,:[3,3,9,9,21,21], bild kostka
K::[1,1,12,12,20,20], seda kostka Kg:[6,6,8,8,19,19] a posledni je hnéda kostka
K;:[4,4,11,11,18, 18]. Jednoduchymi vypoéty pravdépodobnosti se piijde na to, Ze pro

kazdou uspotadanou dvojici (K, K,,) plati, ze P(K,, > K,,) = g. [10]

Obr. 14 — Graf Oskarovy netranzitivni sady kostek. Vytvoril Oskar van Deventer

Graf této sady je vidét na obrazku vyse (obr. 14), ale ten nic nefika o tom, ktera kostka
je lepsi volbou v dané trojici, a proto vznikla i jina zakresleni. Jednim z té€chto zakresleni je
tzv. Letadlo Fano (obr. 15). Jednotliva velka pismena znaci kostky ve smyslu, ze K; = A4,
K, = B, ... Mala pismena poté znaci linie, respektive rovnostranny trojuhelnik v ptipad¢ f,
kde kostka pfislusného pismena porazi libovolnou kombinaci dvou kostek na daném objektu.
Naptiklad kostka G na linii g ma celkové vétsi pravdépodobnost, Ze porazi vSechny dvojice

kostek B-D, B-A a D-A. ([7], s. 201)
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F

B(b) C(o) E(e)

Obr. 15 — Letadlo Fano pro Oskarovu sadu kostek. Vytvoril Richard A. Epstein

Dalsi, ale mén¢ elegantni formou, jak znazornit Oskarovu sadu, je pomoci jednoduché
tabulky (tab. 5). Kazda spole¢na pozice dvou libovolnych riznych kostek obsahuje pravé
jednu kostku, ktera ma vétsi pravdépodobnost, Ze porazi ob¢ kostky najednou. Hézi se tfemi
6sténnymi kostkami, tedy 6 - 6 - 6 = 216 kombinaci, kterymi miiZze hod skoncit. Poté je to
uz opét o hledani té€ch trojic ¢isel, kde pozadovand kostka ma nejvétsi €islo. Takova

pravdépodobnost se =zapise jako P(A > B,C). Napiiklad pro kostky A,B,C je

2:0:0 + 244 +2:66 _ 104 _ 13
216 216 27

pravdépodobnost P(A > B,C) =

®
O
%
<
®
o

<
N

<
NS

Tab. 5 — Tabulka Oskarovych kostek. Vytvoril Oskar van Deventer
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Je ziejmé, ze P(A > B, C) neni vétsi nez % a je tomu tak, protoze je dilezité si uvédomit, ze
tentokrat bylo hdzeno tiemi kostkami, a proto neni pouze jeden, ale jsou dva opacné jevy.
Jeden je B > A, C a druhy je C > A, B. Pokud se definice 3.2.6 upravi pro tento konkrétni
ptipad, bude platit, ze P(A > B,C) + P(B > A,C) + P(C > A,B) =1, a proto se miize
stat, ze kostka bude lepsi volbou v dané trojici, ale nebude mit pravdépodobnost vétsi nez

8 6

V tomto piipadé jsou pravdépodobnosti P(B > A,C) = - a P(C > A,B) = ==

OIN N|F

Nicmén¢, stale se jedna o netranzitivni sadu kostek ve smyslu definice 4.1.1, protoze

pravdépodobnosti jednotlivych uspofadanych dvojic tuto mez piekrocily.
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5 VYUZITI NEJEN NETRANZITIVNICH HRACICH KOSTEK

5.1 V HAZARDNICH HRACH

L4

Nejhojnéjsi zastoupeni maji tranzitivni i netranzitivni kostky v hazardnich hrach. Uz od
nepaméti se mezi lidmi nasli jedinci, kteti chtéli jednoduse ziskat néco, co ma ten druhy. At
uz se jedna o penize, majetek nebo jidlo, vzdy byl cil zfejmy. Presvédcit nékoho o tom, Ze
muze néco ziskat, ve vétSin¢ pripadii néco velmi cenného nebo potiebného pro dané¢ho
jedince, ale pfitom ma velmi malou $anci, aby k tomu doslo, nebo dokonce nema Sanci na
vitézstvi zadnou. Hodné takovychto podvodnych her, kde hra¢ nema Sanci vyhrat, se
objevuje na ulicich, protoze akce jako jsou pouté nebo karnevaly, je zakazuji. Castokrat si
autofi téchto her hraji s ptirodnimi zdkony a vymysli hru tak, aby ji nebylo mozné vyhrat.

V dany moment vSak bézného jedince nenapadanou.

Mezi nejznaméjsi podvody patii cinknuté kostky. To jsou na prvni pohled klasické kostky,
ale pfi vyrobé se nechala zatizit malym téliskem jedna vnitini sténa, ¢imZ se zajistilo to, ze
kostka bude pti hodu dopadat vétSinou praveé na zatizenou sténu. Pokud se napiiklad zatizila
sténa s bodovym ohodnocenim 6, mé¢la kostka mnohem vétsi pravdépodobnost, ze pii hodu
bude navrchu ¢islo 1 (opa¢na sténa) a to se vyplatilo naptiklad ve hie Jednicky a pétky, kde

hod tii jedni¢ek najednou je jeden z nejlépe obodovanych jev.

Samoziejmé to nezistalo jen u jedné kostky, ale zacaly se vyrabét celé sady cinknutych
kostek. Néktera méla mnohem vétsi pravdépodobnost, Zze padne postupka, jina, ze padaji
skoro sama vysoka ¢isla. Tyto kostky jsou ve své podstaté netranzitivni, kdyZz se budou
porovnavat s klasickou férovou kostkou, ale nejedna se o netranzitivni sadu kostek ve

smyslu definice 4.1.1.

Netranzitivni sady predstavené v této praci Ize vyuzit v hazardu podobnym zptisobem, av§ak
cinknuté kostky se hodné spoléhaji na to, Zze hra¢ nepozna, Ze soupeiovy kostky jsou
zmanipulované. Problém je ten, Ze po vice a vice hodech zafina prakticky neustale
prohravajici hra¢ nabyvat podezieni, Ze hra neni férova. U Grimeovy sady je proti tomuto
velmi velka a efektivni obrana. Pokud hrac skute¢né netusi, jak Grimeovy kostky funguji,
1ze ho jednoduse obelstit tim, ze se v pribéhu hry zaménuji vitézné cykly a pocet kostek.
Napiiklad zacne se hrat s jednou kostkou a maximalnim vitéznym cyklem podle abecedy
a jako prvni si vybira kostku oponent. Jakmile po delsi dob¢, kdy prohrava, namitne, ze hra
je podvod, role se obrati a kostky se zdvojnasobi. Timto zpisobem jde vytvofit iluzi férové

hry, kdy Cast€jsi prohry oponenta ma opravdu na svédomi obycejna smiila.
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5.2 VE SKOLSTVI

Klasické hraci kostky se ve Skolstvi objevuji napii¢ vSemi vyucCovacimi predméty. Uz na
1. stupni na zédkladni Skole se kostky vyuzivaji jako alternativni forma vyuky. Poméahaji
zpesttit vyucovaci hodinu a probiranou latku Iépe piiblizit vS§em zakim. Kromé toho se
s vyuzitim kostek ve vyuce poji i kliCové kompetence jako socialni ¢i komunikacni

a prafezova témata. ([2], s. 44)

Pravdépodobné nejc¢astéjsi a nejjednodussi vyuziti je v matematice. Jeden z nejzakladnéjsSich
zpUsobu je, Ze si zak hodi dvéma kostkami a tyto dvé &isla ma seéist. Zaci z vyssich roénika
poté mohou vyuzivat kostky s vice sténami naptiklad pro nasobeni pod sebou. Ve vyuce
¢eského jazyka se kostky mohou vyuzit pfi procvicovani sloves, kde by ¢isla od 1 do 6
znazoriovaly jednotlivé osoby. Pokud by Zakovi na kostce padlo ¢islo 4, znamenalo by to,

ze musi vytvoftit vétu se slovesem v 1. osobé¢ ¢isla mnozného.

Netranzitivni sady by na 1. a 2. stupni slouzily hlavné jako demonstrace vyse zminénych
hazardnich her. Zaci si budou moct sami vyzkouset, Ze co na prvni pohled vypada jako
férova hra, nemusi byt uplné pravda. Pedagog je timto muze varovat pied pouli¢nimi

podvodniky, ktefi pfesné na tomto konceptu vydélavaji penize.

Dalsi moznost, jak netranzitivni kostky vyuzit, je Cisté zalozena na jejich vzhledu. Konkrétni
¢islovani nékterych kostek se miZe hodit pii procvi€ovani nasobilky, se kterou maji Zaci
vétsi problémy. Napiiklad by se vzala kostka R a 10sténna kostka oc¢islovana od 1 od 10.

74k by hodil obéma kostkami a vypo¢ital soudin padnutych &isel.

Hlavni potencial netranzitivnich kostek se ukaze az na stfedni Skole, kde se na nich da
vysvétlit zdkladni teorie pravdépodobnosti a ukéazat jejich neobvyklé vlastnosti. Jedna se
totiz o velmi zajimavy koncept, ktery by zdky mohl zaujmout, a dokonce motivovat
v samostudiu daného tématu, pfipadné ke studiu matematiky jako takové na vysoké Skole,

kde by o téchto kostkadch mohli psat kvalifika¢ni praci.
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5.3 VEHRE D&D

Dalsi vyuziti kostek je ve hie Dungeons and Dragons, zkracené¢ D&D. Jedna se 0 velmi
popularni a komplexni fantasy hru, ktera ma svtj zaklad v postupném vymysleni, respektive
tvofeni herniho svéta. Na cesté v tomto dobrodruzstvi, kterému se tika raZeni, se hraci
stietavaji s riznymi prekazkami, od nebezpecnych monster pies logické hadanky az po
obycejné neshody, kterym smérem se druzina (vSichni hraci) vydaji. Zakladni princip
spociva v tom, ze jeden ze skupiny je tzv. Pdn jeskyné, ktery zastava roli vypravéce a tazeni
se pfimo netcastni. Je Panem jeskyné, protoze jeskyné symbolizuje misto, kam se vétSinou

vSichni hrdinové (postavy hraci) vydavaji, aby pokracovali v jiz rozjetém dobrodruzstvi

nebo zacali nové, ale neni podminkou, ze to musi byt jeskyné.

Kazdy z hrac¢d ma svou vlastni postavu, kterou si podle urcitych pravidel vymyslel
a prizptsobil. V jednotlivych tazenich za tuto postavu hraje a rozhoduje, ¢imz urcuje jeji
osud. Neni to tedy jako ve vétsiné pocitacovych her, kde je uz pfedem dano, za kterou
postavu musi hra¢ hrat, nebo je vytvoifeno menu postav, ze kterého si hra¢ pouze vybira ¢i

lehce ptizptsobuje vzhled.

Vsechny kostky potiebné pro D&D lze nalézt online, napiiklad pifi vyhledani vyrazu
Roll a die ve vyhledavaci Google, ale kazdy spravny hra¢ D&D by m¢l mit svou vlastni sadu
pravidelnych kostek, ktera se sklada ze 4sténu, 6sténu, 8sténu, dvou 10stént, 12sténu
a20sténu. Tyto kostky se poté pouZzivaji, kdyZ hrdinové bojuji s monstry, pfechazeji
ztrouchnivélé mosty, lezou po skalach, pii rozhodovani, smlouvani nebo piesvédcovani.
Jelikoz kazdy hra¢ nechce, aby se jeho postavé stalo néco Spatného, tak to, jestli danou
situaci Gispésné zvladne bez problémt, nebo s riznymi obtizemi ¢i vibec, urCuje nahoda,

a to prave hod kostkou.

To, jak obtizné bude danou situaci zvladnout, uruje mnoho faktorti. Jednim z nich je
samotna postava. Pokud se bude jednat o mohutného rytite ve zbroji, ktery chce prejit
napiiklad jiZ zminény zchatraly most, ur¢ité nebude mit stejné Sance, jako hubeny mag bez
zbroje. Roli mzou hrat i rzné povahy, strach, aktualni vybava apod. Dalsim faktorem je
i chovani druziny, protoze muze dojit ke stietu dvou hrdind, kteti se budou naptiklad prat
0 to, kdo ptijde prvni. NejcastéjSim faktorem je vysoka odolnost zneptatelené bytosti, ktera
muze byt skoro imunni vi¢i ohnivym zranénim, a proto mag, ktery ma silnd kouzla pouze

s elementem ohn¢, moc poskozeni neud¢li.
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V téchto nevyrovnanych situacich se V originalni verzi vyuzivaji nejcastéji binarni relace
,hod’ na kostce vétsi ¢islo nez ¢islo x*, kde x je nutna podminka toho, aby se hrdina vyhnul
nechténym efektim nebo poskozeni. Cim vétsi je &islo x, tim sloZit&jsi je danou situaci
uspésné zvladnout. V piipadé, kdy by bylo potieba ztizit podminky tspéchu, nebo zvyhodnit

n¢jakou stranu, vyuzily by se naptiklad kostky z netranzitivni Grimeovy sady.

Naptiklad souboj dvou hrdinii, kde jeden mé néjakou urcitou slabinu a druhy ji zna a vyuziva
ji proti nému, by mohl vyuZivat netranzitivni kostky. Pan jeskyné by uréil, ktery vitézny
cyklus se vyuzije, pochopitelné podle toho, jak velkou vyhodu by mél jeden hrdina nad
druhym mit. Alternativni vyuziti by bylo pii zminéném ztizeni, kde by hra¢ héazel kostkou,
kterA ma nerovnomérné rozdélené bodové ohodnoceni, kuptikladu kostka M (obr. 12).
Pokud by padla 1, hrdina by utrzil poSkozeni, pokud by padla 6, hrdina by naopak poSkozeni

udélil. Vyse poSkozeni se poté mlize urcit hodem jiné kostky.

5.4 V DOMACIM PROSTREDI

Posledni vyuziti netranzitivnich kostek je Cisté¢ jako konic¢ek. Tyto kostky jsou svymi
vlastnostmi natolik zvlastni, Zze pfimo vybizi ke zkoumani v domécich podminkach, kde
s nimi lze provadét fadu pokust. Od klasického hodu jednou kostkou, respektive dvéma
kostkami, kdy se zkouma ¢etnost jednotlivych padnutych ¢isel, az po zpestieni velmi dobie
znamych her vyuzivajici kostky jako Osadnici z Katanu, Risk, nebo jiz zminéné Vrhcdby.
U téchto her by se mohli hra¢i postupné stiidat ve vybéru kostek, se kterymi chtéji aktualni
kolo hazet, nebo urcovat potadi s hrou Kamen, niizky, papir, tapir, Spock, a tim ur¢ovat, kdo
bude hazet jakou kostkou. Touto jednoduchou Upravou by hry nabraly Uplné€ jiny rozmér

zabavy.

Pro ptipad, Ze si nékdo chce hrat radéji sam, lze s témito kostkami stravit spoustu zajimavych
chvil. Dana osoba by mohla vymyslet dalsi vlastni sady, respektive podsady,
z pfedstavenych kostek a sama si vypocitavat jednotlivé pravdépodobnosti, vytvaret grafy
a zavéry. Dalsi moznosti je zkoumat sady o vétSim poctu kostek, které by spliovaly

podminky netranzitivity, ptipadné jit cestou opacnou a hledat sady i se zapornymi ¢isly.
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Préce postupné budovala zéklady pro pochopeni hlavniho tématu — netranzitivnich kostek.
Nejprve se stru¢né vénovala historii kostek, ve které se probraly domnénky o tom, kdo je
doopravdy jejich autorem, a také kde hraci kostky viibec vznikly. Dale se tato ¢ast vénovala

postupnému vyvoji hracich kostek od jednoduchych kosti (astragali) az po dnesni kostky,

které kazdy zna.

Ve druhé ¢asti byly predstaveny zakladni teoretické pojmy z elementarni algebry. Pro jejich
snaz§i pochopeni byly jednotlivé pojmy demonstrovany na konkrétnich piikladech
S podrobnymi postupy vypoctu a logického uvazovani, nicméné stale byl kladen diraz na

formalni a vécnou spravnost.

Tteti kapitola se zabyvala standardnimi kostkami s aplikaci teorie z pfedchozi kapitoly a také
doplnila nékolik zdkladnich znalosti z teorie pravdépodobnosti. Jejim cilem bylo vysvétlit,
pro¢ jsou klasické kostky z matematického pohledu férové. Proto byl zde i podrobné
rozepsan priklad na vypoc¢ty pravdépodobnosti vSech nahodnych jevt, které mohou pii hodu

dvou kostek nastat.

Ve Ctvrté asti bylo piedstaveno hlavni téma této prace. Kapitola se zaobirala celkem ¢tyfmi
netranzitivnimi sadami kostek, a to konkrétn¢ Efronovou, Quimbyovou, Deventerovou, ale
piedevsim Grimeovou sadou kostek, ktera se vymyka svymi maximalnimi vitéznymi cykly.
U jednotlivych sad byly zminény a popsany jejich specialni vlastnosti s jejich odlivodnénim.
Praci by $lo pfipadné rozsifit o n€kolik dal§ich netranzitivnich sad nebo o podrobné&;jsi rozbor
sad jiz zminénych. Ten by vSak vyzadoval rozsifenéjsi teoretické znalosti z matematiky.
Mezi dalsi velmi zajimavé sady, které nebyly vtéto praci dosud zminény, patii

Sichermanova sada nebo sada od autort Moraledyho a Storka.

V posledni kapitole se prace zaobira realnym vyuzitim netranzitivnich kostek jako takovych.
Nastinuje né¢kolik situaci, kdy se tyto kostky mohou uplatnit. Jejich nejvétsi potencial
spoCiva ve vyuziti jako motivaéniho prostiedku pii studiu matematiky, respektive jako

zpisob piiblizeni matematického svéta kazdému Zakovi.
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Hlavni cil této prace, ptiblizeni tématu netranzitivnich kostek a navrhnuti nékolika moznych
vyuziti, 1ze povazovat za splnény. Prace muze také slouZit jako inspirace jinym studentim
pii hledani tématu, o kterém by chtéli psat, nebo jako prostiedek pii tvoieni osnovy jejich
ptipadné budouci prace. Vzhledem Kk tomu, Ze pii zpracovavani tohoto namétu bylo
problematické dohledat odbornou literaturu v ¢eském jazyce, lze tuto praci vyuzit i jako

eventualni zdroj zdkladnich informaci.
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RESUME

Tato prace se vénuje vybranym sadam netranzitivnich kostek, jejich unikatnim vlastnostem

jako jsou vitézné cykly a ndvrhiim, kde tyto kostky vyuzit.

Prvni dvé€ kapitoly jsou vénovany obecnym znalostem potfebnych pro kapitoly dalsi. Prvni
pojednava o historii hracich kostek a druha o relacich a jejich vlastnostech. Ve tieti kapitole
je teorie z druhé kapitoly obohacena o zaklady z pravdépodobnosti s klasickymi 6sténnymi
hracimi kostkami S normélnim cislovanim. Ve Ctvrté kapitole jsou predstaveny jednotlivé
netranzitivni sady kostek s vysvétlenim, pro¢ nejsou férové. Posledni kapitola je vénovéana

navrhiim, kde je mozné tyto atypické kostky pouzit.

RESUME

This bachelor thesis is dedicated to selected sets of non-transitive dice, their unique

properties such as winning cycles and designs on where to use these dice.

The first two chapters are devoted to the general knowledge required for the next chapters.
The first is devoted to the history of playing dice and the second to relations and their
properties. In the third chapter, the theory of the second chapter, enriched with foundations
of probability, is intertwined with classic 6-sided dice with normal numbering. The fourth
chapter presents individual non-transitive sets of dice, explaining why they are not fair.
The final chapter deals with suggestions where these atypical dice can be used.
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