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DEFINICE LIMITY

Uvop

Limita funkce se rfadi mezi jeden ze zakladnich pojm{ matematické analyzy. Jednad se totiz
o koncept, ktery nachazi mnoho aplikaci v diferencidlnim a integralnim poctu. Napftiklad
definice spojitosti funkce je zaloZena na pojmu limity funkce a stejné tak je na tomto

konceptu vystavena i definice derivace funkce.

Tato bakalarska prace si klade za cil shrnout problematiku limit funkci, uvést riizné zplisoby
jejich vypoctl a zejména poukdzat na moznost feSeni limit pomoci Taylorovych rozvoj(.
Tento postup, pfi kterém se vyuzivd aproximace funkce na okoli bodu Taylorovymi
polynomy, se totiz ukazuje jako efektivni nastroj k feseni limit funkci. Znaéna ¢ast této prace
se tedy zabyva teorii Taylorovych rozvojd, pravidly pro operace s nimi a jejich aplikaci
do problematiky vypoctu limit. Cela jedna kapitola je vénovana pouze fesenym prikladim
s funkcemi rdzného typu, v nékterych z nich dochdzi i ke srovnani vypoctl limit pomoci
Taylorovych rozvojl s dalsi vyznamnou metodou v oblasti feSeni limit — I'Hospitalovym

pravidlem.

Prvni kapitola této bakalarské prace se zabyva definici limity jako obecného pojmu, a navic
také zavadi pojem okoli bodu. Druhd kapitola se postupné vénuje definovani limity funkce,
vlastnostem limity, dale definici a vlastnostem Landauovych symboll, a nakonec
i vypoctim limity podle druhu funkce. V dalsi ¢asti textu je pozornost vénovana Taylorovym
rozvojum. Tato kapitola nejprve zavadi pojem Taylorovych rozvojli s rdznymi tvary zbytk(
pomoci vzorcl pro konecné pfrirQstky. Déle se zabyva i odvozenim mnohych elementarnich
aproximaci funkci. Na konci této kapitoly se nachdzi shrnuti pravidel pro matematické
operace s Taylorovymi rozvoji. Zavérem celé této prace je sada prikladli zamérujicich
se na vypocty limit funkci rGzného charakteru, pfi jejichz feseni lze vyuzit aproximace

pomoci Taylorovych rozvoj(.

Vystupem této bakalarské prace by tedy mél byt srozumitelny a uceleny vyklad vyuziti
Taylorovych rozvojli pro vypocet limit. Zavérem je nutné konstatovat, Ze od Ctenare této

bakalarské prace se predpoklada predchozi znalost zaklad(i matematické analyzy.
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1 DEFINICE LIMITY

Limita jakoZto matematicky pojem vyjadfuje, Ze se hodnoty dané posloupnosti ¢i funkce
blizi libovolné blizko ke konkrétnimu bodu. Tento bod je potom oznacovdan jako limita

posloupnosti i funkce. Formalné se tato skutecnost zapisuje nasledovné

lim a, = a,

n—-oo

lim f(x) = a.

X—Xg

1.1 OkoLIBODU
Pro zavedeni pojmu limity podle Cauchyho definice je zdsadni definovani jiného

matematického pojmu — okoli bodu.
Definice 1. Okoli bodu x
Nechtx, € R,6 € R,§ > 0.

Potom mnozZinu {x e R;xo — 8§ < x < xy+ &8} nazyvdme okoli bodu x,. Bod x,

nazyvame stfed okoli a Cislo 6 je polomérem okoli.
Matematické znacéeni: U(xy, 6).

(1 str. 107)
Dale je potfeba zaméfit se na funkce, které sice v bodé xonejsou definovany, ale maji v ném

limitu. V tomto pripadé se pouziva redukované okoli bodu misto pfimo bodu samotného.

Tento typ okoli bodu se formalné oznacuje jako prstencové okoli bodu xo.

Definice 2. Prstencové okoli bodu xo

Nechtx, € R,e € R,e > 0.

Mnozinu{x e R; X, — € < X < X, + € A X # Xy} nazyvame prstencové okoli bodu x,.
Matematické znaceni: P(x, €).

(1 stranky 170-171)
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2 LIMITA FUNKCE

Tato kapitola se zaméruje na jeden ze zakladnich nastroji matematické analyzy, ktery
se vyuziva zejména v diferencidlnim a integralnim poctu — limitu funkce. V této casti
se budeme vénovat vlastnostem limity funkce a také vypoctim limit v zdvislosti na typu
konkrétni funkce. Nejdfive si ale uvedeme proces definovani limity funkce podle Cauchyho
a Heineho. Tyto dvé definice jsou si ekvivalentni. Zatimco Cauchyho definice se opira
o pojem okoli bodu, hlavni myslenkou definice podle Heineho je prevést problematiku
limity funkce na jiz znamy problém limity posloupnosti. Proto si pro uUplnost uvedeme

i definici limity posloupnosti.
2.1 DEFINICE LIMITY FUNKCE
Definice 4. Limita posloupnosti
Rekneme, Ze
a) posloupnost (a,) ma vlastni limitu a € R, pokud plati:
ve>03In, ENVneEN:n>ny = |a, —a| <e

Matematické znaceni: lim a, = a.
n—+oo

b) posloupnost (a,) ma nevlastni limitu +oo, pokud plati:
Vh>03In, e NVnEN:n>ny = h<a,.

Matematické znaceni: lim a, = +oo.
n—+oo

c) posloupnost (a,) ma nevlastni limitu —oo, pokud plati:
Vd<03ng eNVnEN:n>ny = a, <d

Matematické znaceni: lim a, = —oo.
n—-+oo

(2 str. 1)

Nyni je mozné prejit k problematice limity funkce, ktera je hlavnim tématem této kapitoly.
Cauchyho a Heineho definici doplnime i o definovani pojmu nevlastni limita funkce
ve vlastnim bodé, limita funkce v nevlastnim bodé&, nevlastni limita funkce v nevlastnim

bodé a limita funkce v bodé zleva &i zprava.
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Definice 5. Funkce

Necht je f redlnou funkci jedné readlné proménné. Realnou funkci redlné proménné

rozumime kazdé zobrazeni z R do R. Zapisujeme y = f(x).
(3 str. 37)
Definice 6. Hromadny bod

Cislo a € R nazveme hromadnym bodem mnoziny A c R, pokud v kazdém jeho okoli leZi

nekonecné mnoho bod(i z mnoZiny A.
Mnozinu vSech hromadnych bod( mnoziny A zna¢ime A'.
(4)
Definice 7. Cauchyho definice limity
Rikdme, Ze funkce f mé v bodé x, € R* limitu b € R*, pravé tehdy kdy? plati zérover, e
1. bod x, je hromadnym bodem mnoziny A = D(f), tj. defini¢niho oboru funkce f,

2. ke kaidému libovolné zvolenému okoli U(b) bodu b existuje redukované
(prstencové) okoli P(x,) bodu x, takové, Ze pro kazdé x € D(f) plati implikace

x € P(xy) = f(x) € U(b).

Matematické znaceni: lim f(x) = b.
X—Xg

(5 stranky 135-136)
Definice 8. Heineho definice limity

Necht funkce f je definovana v jistém okoli bodu x, pro x # x,. Rikdme, Ze funkce f ma

v bodé x, limitu b pravé tehdy, kdyZ pro kazdou posloupnost (x,,) plati:
(xn = X0 A Xy # %) = f(x) = D.

Matematické znaéeni: lim f(x) = b.
X—Xg

(6 str. 1)
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Dle obecné Cauchyho definice mize nastat devét specidlnich pfipadd limity funkce podle

toho, zdaxy ER, xy = £00, b € R, b = to00.
a) Je-lix, € R, potom hovofime o limité ve vlastnim bodég,
b) je-lixy = £00, potom hovofime o limité v nevlastnim bodé,
c) je-lib € R, potom hovofime o vlastni limité funkce,
d) je-li b = +00, potom hovofime o nevlastni limité funkce.
Definice 9. Vlastni limita ve vlastnim bodé x,

lim f(x)) =beVe>036>0:VxeD(f) (0< |x—x0| <& = |f(x) —b| <é).
X—>Xo

(5 str. 137)
Definice 10. Vlastni limita funkce v nevlastnim bodé

xl_i)rpmf(x)=b<:>V£>OEIp>0:VxED(f)(x>p = |f(x) —b| <é¢),
xl_i)rpoof(x)=b=>v£>OEIp>O:VxED(f) x<—-p =2|f(x)—b| <e).

(5 str. 137)
Definice 11. Nevlastni limita funkce ve vlastnim bodé x,

lim f(x) =40 Vg>03§>0:VxeD(f) (0< |x—x9| <6 = f(x) > q),

X—=Xg

lim f(x) =—0 e Vg>03§>0:VxeD(f) 0<|x—x0| <6 = f(x) < —q).

xX=Xo
(5 str. 138)
Definice 12. Nevlastni limita funkce v nevlastnim bodé
xl_i)rjloof(x) =40 Vg>0Ip>0:VxeD(f))(x>p = f(x) > q),
xl_i)rpq)f(x) =—00oVg>0Ip>0:VxeD(f)(x>p = f(x) < —q),
xl_i)r_noof(x) =40 Vg>0Ip>0:VxeD(f) (x<—p = f(x) >q),

xl_i)r_noof(x) =—0oVg>0Ap>0:VxeD(f) (x<—p = f(x) <—q).

(5 stranky 138-139)
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Nyni si rozepiSeme zapis pro limitu funkce zprava a zleva v Heineho stylu.

Definice 13. Limita funkce v bodé zprava Ci zleva

Mé&jme danu funkci f: D > Ra bod x, € R*, ktery je hromadnym bodem D. Rekneme, 7e
a) funkce f ma limitu zprava b € R* v bodé x,, jestlize pro kazdou posloupnost (x;,)

plati ((Vn EN:x, EDAx, > x5) A lirp Xy = x0> = lirp f(xy,) =b,
n—->+oo n—-+oo
apiseme lim f(x) =b.
x—>x0+

b) funkce f ma limitu zleva b € R* v bodé x,, jestlize pro kazdou posloupnost (x;,)

plati ((Vn €ENix, €EDAx, <x9) A lirP Xp = x0> = lirp f(x,) =b,
n—-+oo n—-+oo

apiseme lim f(x) =b.
X—>Xg—

(6str. 1)
2.2 VLASTNOSTI LIMITY FUNKCE
2.2.1 ]JEDNOZNACNOST LIMITY FUNKCE
Kazda funkce ma v bodé nejvyse jednu limitu (limitu zprava, limitu zleva).

(6 str. 1)

2.2.2 SOUVISLOST MEZI LIMITOU FUNKCE A LIMITAMI FUNKCE ZPRAVA A ZLEVA
Prox, € Rab € R* plati lim f(x) = b pravé tehdy, kdyz lim f(x) = lim f(x) = b.
X—=Xo X—-Xg— X—>Xo+
(6 str. 1)

2.2.3 ALGEBRALIMIT
Pro uvedeni aritmetickych operaci do teorie limit funkci musime nejprve rozsifit tyto

operace na symboly +00. Reknéme tedy, Ze plati nasledujici
+00 + 5 = 400 (pokud s € R nebo s = +00),

—0o0 + 5 = —oo (pokud s € R nebo s = —0),

+00 -5 = too0 (pokud s > 0 nebo s = +0),
+00 s = Foo (pokud s < 0 nebo s = —),
+

® = +oo (pokud s > 0),

S
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+

o)

= 400 (pokud s < 0),

u,|'

N

6 = 00 (pOkUd S E R\ {0})1

N

o 0 (pokud s € R).

Zatimco nasledujici vyrazy nejsou definovany

to0 + (F0),

(7 str. 96)

Tyto vyrazy byvaji v literatufe nejcastéji oznacovany jako neurcité. Existuji ale i autofi, ktefi
toto dle nich historické oznaéeni zavrhuji. Cerny (2002) argumentuje, Ze tento termin byl
zaveden jiZz za doby Zivota slavnych matematik(, kterymi byli napfiklad sir Isaac Newton,
Guillaume Frangois Antoine de I'Hospital ¢i Gottfried Wilhelm von Leibniz. V té dobé se ale
zpUsob uvazovani od nynéjsiho zasadné odliSoval. Kdyz se zacaly limity funkci pocitat,
prevladala snaha nahradit pocitani limity dosazenim, coz ale neni obecné mozné. Pokud

o . - 0 - v . u .
limitu nahradime zapsanim symbolu 5 @ hazveme jej neurcitym vyrazem, priklad tim

nefesime, a naopak se spi$e oddalujeme vyteseni problému. Cerny (2002) déle také uvadi

sin(ax)

trividlni protipriklad v podobé podilu

o ktery ma tabulkové v bodé 0 limitu &, coz mize

ALt Al s , vrs var 0
byt jakékoli redlné cCislo. Pokud bychom tento podil oznadili jako neurcity vyraz 5
nic bychom tim neziskali. Neexistuje totiz Zadna obecnd véta, Ze limita podilu je rovna
podilu jednotlivych limit. Cerny (2002) proto tedy tyto vyrazy neoznacuje jako neuréité,

ale jako nesmysliné.
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2.2.4 ARITMETICKE OPERACE S LIMITAMI

Mé&jme dany funkce f a g, které maji stejny defini¢ni obor D a maji v bodé x, € R* limitu

lim f(x) =a € R* lim g(x) =b € R".
XX

X—Xg
Potom plati:

a) lim (f(x) + g(x)) = a + b, pokud je prava strana definovana,
X—Xg

b) lim (f(x).g(x)) = a- b, pokud je prava strana definovana,
X—Xg

lim 22 = 2 pokud Vx € D: g(x) # 0 a pokud je prava strana definovéna.

c) x—xq 9(x) " b

(6str. 1)
2.2.5 VETA 0 SEVRENI
Méjme dény funkce f, g a h se stejnym definicnim oborem D a bod x, € R*.
Dale predpokladejme, ze plati
a) 36 > 0VxeD N P(xy,8): f(x) < g(x) < h(x),
b) lim f(x) = lim h(x) =b € R".
X—Xg X—Xg
Potom seviena funkce g ma také limitu v bodé x, a plati lim g(x) = b.
X—Xg
(6 str. 2)
2.2.6 SOUCIN OMEZENE FUNKCE A FUNKCE S LIMITOU ROVNOU NULE
Jestlize je funkce g omezend a lim f(x) = 0, potom lim f(x).g(x) = 0.
X—Xq X=Xo
(6 str. 2)

2.2.7 LIMITA SLOZENE FUNKCE

Méjme dény funkce f a g tak, ze H(g) < D(f) a bod x, € R* takovy, Ze plati

a) lim g(x) =a€R,

X—Xg
b) lim f(y) =b € R",
y-a

c) f(a) =bnebo3Id > 0VxeD(g) N P(xy,8): g(x) # a.
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Potom xll_>r}rcl flgx) =b.
(6 str. 2)

2.3 LANDAUOVA NOTACE
Tato podkapitola se zabyva porovndvanim chovani dvou funkci v okoli téhoZz bodu.
Pro tento Ucel je potieba zavést Landauovy symboly, které usnadnuji popis moznych typu

chovani funkci. Zejména dllezité je porovnani mezi funkcemi jdoucimi k 0 nebo k co.

(7 str. 123)
2.3.1 LANDAUOVY SYMBOLY
Pomoci ¢ oznalujeme jakykoliv ze symbol( x,(redlné &islo), xg, x5, +9 nebo —co. Okolim
¢ myslime okoli konkrétniho jiz definovaného symbolu.
Necht f a g jsou dvé funkce definované na okoli ¢, vyjimkou mUzZe byt pouze samotny bod

¢ (potom se jedna o prstencové okoli bodu c). Necht také g(x) #0 pro x # c.

Pfedpokladejme, Ze limita

im 2 _
im

=1
x=e g(x)
existuje, at uz je konec¢na ¢i nikoliv. Za téchto podminek uvedeme nasledujici definici:

Pokud je | konecné, fikdme, Ze f je omezend ve srovnani s funkci g pro x jdouci k¢,

a budeme pro to pouzivat zapis
f=00@, x-c
Zapis ¢teme jako ,f je velké 6 ke g pro x jdouci k c“.
(7 str. 123)
Tuto vlastnost Ize upfesnit rozlisenim tfi moznych variant:

a) Pokud je f konecna a nenulova funkce, fikdme, Ze f je stejného fadu jako g pro x

jdouci k ¢, a piSeme

10
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b) Pokud I =1, nazyvdme f ekvivalentni ke g pro x jdouci kc. Vtomto pfipadé

pisSeme
f~g, X - cC.

c) Pokud ! = 0, fikdme, Ze f je nekonecné mala vzhledem ke g pro x jdouci k c. Pro

tuto situaci pouzivdme symbol
f=o0(9, x-¢
ktery ¢teme ,f je malé 6 ke g pro x jdouci k c“.
Symboly 0, =, ~ a 0 se nazyvaji Landauovy symboly.
(7 str. 124)
Priklad:
Porovnejme mocniny x™ pro x — 0:

x™ =o(x™), x =0, S n>m.

n
Skutecné limx—m = lim x™™™) = 0 pouze v pfipadé, e n —m > 0. Z toho plyne, e pro
x—-0X x—-0
x jdouci k 0 je vétsi ze dvou mocnin zanedbatelna.
Nyni se zaméfime na limity, kdy x - +o
x" =o(x™), x — Foo, S n<m.
Tedy pro x — 400 je mensi ze dvou mocnin zanedbatelna.

(7 str. 126)

2.3.2 ALGEBRA MALEHO O
a) o(x™) £o(x") =o(x");

b) o(x™) + o(x™) = 0(xP), kde p = min(n,m);
c) o(Ax™) = o(x™), prokazdé A € R\ {0};
d) @(x)o(x™) = o(x™), pokud je ¢ omezeno v okoli bodu x = 0;

e) xMo(x™) = o(x™™™);

11
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f) o(x™o(x™) = o(x™™);
g) [oGx™M]* = o(x*™);
(7 stranky 126-127)
h) () = o(h(x),g(x) = o(h(x)) = f(x) £ g(x) = o(h(x));
i) f(x) = o0(h(x),g(x) = o(k(x)) = f(x)g(x) = o(h(x)k(x));
i) VeeR,:f(x)= o(h(x)) = f(x%) = o(h(x“)) prox - 0, aprox — +oo.
(3 str. 71)
Pro ,malé 6“ plati i tyto nasledujici vztahy, pficemz @ € R, € R
a) x=o0(e*),Inx =o(x) prox - +oo;
b) xf = 0(e%) pro x - +oo;
c) Infx=0(x%*) pro x - +oo;
d) |Inx|® =o(x"%) prox - 0,;
e) a<p=e™ =o(ef*)prox > +oo;
f) aeR,,FER, =% = o(eﬁxz) pro x — +oo,
(3 stranky 71-72)
2.4 VYPOCET LIMITY FUNKCE
Tato Cast bude zamérena na vypocet limit funkci podle jejich typu. Jedna se o rozdéleni

pro vétsi prehlednost, dané priklady jsou pouze ilustraéniho charakteru, a neposkytuji tedy

vycet vSech moZnosti vypoctl limit.

2.4.1 MOCNINNE FUNKCE

Necht a € R. Potom kazda funkce tvaru f(x) = x%* se nazyva mocninna funkce.
(1 str. 189)

Pro limitu mocninné funkce plati:

400,a <0,
lim+ x¥=1 1,a =0,
x>0 0,a >0,

12
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0,a <0,
lim x¢ =4 1,a =0,
xore +00,a > 0.

(7 str. 101)
Priklad 1:
li 2 _
Jip G =5)
Redeni: Pro vypocet vyuZijeme vy$e uvedenych viastnosti limity funkce. Z tvrzenich o limité
mocninné funkce plyne
lim x? = 0.
x—-0*t

Od mocninné funkce x? se navic odeéita konstantni funkce 5. Na cely vyraz mizeme

aplikovat vétu o limité souctu, respektive rozdilu. Dostdvame tedy reseni
lim (x?-5)=0-5= —5.
x-0%
Priklad 2:
. 1
lim (—5 + 3)
x—+00 \X
5

. . 1 , @ v s . -
Nejprve si vyraz —s upravime do tvaru x“, ziskdvame tedy mocninnou funkci x7°,

kde mocnitel « = —5. Dle vySe uvedenych tvrzeni plati
lim x> =0.
X—+00

Nyni postupujeme jako v predchozim prikladé a za vyuZiti véty o limité souctu ziskdvame

nasledujici resSeni

1
lim <—+3)=0+3=3.

x—>+00 \x5

2.4.2 POLYNOMICKA FUNKCE

Necht polynomicka funkce je zadana ve tvaru
P(x) =ax"+ap_1x" 1+ -+ a;x+ag, a, #0.

Z takto zadanych vyraz(i ziskame pro x — +o0 po dosazeni rGzné podoby ,neurcitého
vyrazu“ +oo + (F). Konkrétni podoba vyrazu se fidi znaménky u koeficientd a mocninami

x. Problém feSime vytknutim nejvyssi mocniny x

13
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ap-1 a; Qo
P(x) = x" (an =t o +x_")'

Vyraz v zavorce konverguje k a,, pro x = 00, pro limitu potom plati

lim P(x) = lim a,x™ = oo.
x—+too x—+too

PFi tomto postupu snadno nalezneme znaménko vysledku.
(7 str. 100)
Priklad 1:

lim (—7x° + 3x* — 2x3 + 8x — 11)

X——00

Redeni: Nejvyssi mocninou x v této polynomické funkci je x>, tento vyraz tedy vytkneme.
Dale postupujeme podle vySe uvedenych tvrzeni. Nakonec dostavame reseni

lim x

X—>—00

5( 7+3 2 +—8 —11) li 7x%) = +
—_ —_— —_ = —_ = (0]
x x2  x* x5 Jim (=7x°) .

2.4.3 RACIONALNi FUNKCE

P
Necht f(x) = #((xx))je racionalni funkce, kde P,(x) = a,x" + a,_1x" 1 + -+ a;x + a,

je polynom stupné n a Q,,(x) = byyx™ + by 1x™ 1 + -+ + byx + by je polynom stupné

m.

, , - . -y . W0 . y
Pokud po dosazeni vlastniho bodu x, bude limita rovna , neurcitému vyrazu 5 e potieba
vyuzit algebraickych uprav a vytknout z obou polynom0 kofenovy Cinitel (x — x;). Tyto

vyrazy potom zkratime a prejdeme k vypoctu jiné limity

L P® LGP R®
x-x0 Q(x)  x-x0 (X — x0)Q1(x)  x-%0 Q1(x)

(8 str. 63)
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Pro limitu v nevlastnim bodé x — +oo se v limitovaném vyrazu objevuje ,neurcity vyraz”

o

—. U racionalnich funkci vyuZijeme stejné techniky jako u polynomickych funkci. Z obou

polynom( tedy vytkneme nejvyssi mocninu x. Z toho plyne nésledujici tvrzeni

o pokud n > m,
P n a
lim ) = lim X _An lim x"™ ={— pokudn =m,
x—>+oo Q(x) x>t by X™ by, x>t b,

0 pokudn < m.
(7 str. 100)
pfiklad 1:

. x*—3x+2
xl—r}}x5—4x+3

< . ] ] L v 0

ReSeni: Po dosazeni vlastniho bodu x, = 1 dostavame ,,neurcity vyraz”a .Bod xy = 1 tedy
musi byt kofenem obou polynomd, z toho plyne, Ze mlizZeme vytknout pfislusny kofenovy
¢initel (x — 1) z obou polynom. Po zkraceni téchto vyraz( ziskdvame limitu, do které uz

mUlzZeme dosadit a dopocitat vysledek limity

Cox*=3x+2 x—1D3+x%2+x-2) _ (3 +x2+x-2)
lim——— = lim = lim =
x-1x> —4x+3 -1 —Dx*+x3+x24+x-3) -1t +x34+x2+x-3)
=l 1—1
= E

! Ptiklad 420 z (9)
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4_
Obrazek 1. Graf funkce f(x) = X -3x+2

x5—4x+3

Priklad 2:

. 4x5 + 3x* + 8x% — 12
%ot —2x5 —3x34+12x2+ 7x— 15

~ v ’ . . Ve 7 ’ co v vz ’ . v vz
ReSeni: Tuto limitu tvaru ,neurcitého vyrazu” — feSime vytknutim x s nejvétSim

exponentem z ¢itatele i jmenovatele. V obou pfipadech se jednd o vyraz x°, ten se tedy

zkrati, a ndsledné dostavame limitu, kterou uz je mozné vyresit dosazenim

3.8 12
. 4x° +3x* +8x* —12 . x5(4+§+$—ﬁ) 3
x40 —2x5 — 3x3 + 1202 + 7Tx — 15 xlrfooxs (_2 3 12 7 15) =

__+ [ ——
x2  x3  x* x5
4

= m =2
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-9 -8 -7 -6 -5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 2 4 5 6 7 8 9

-2

4x5+3x*4+8x2-12
—2x5-3x3+12x2+7x—-15

Obrazek 2. Graf funkce f(x) =

2.4.4 IRACIONALNI FUNKCE

Iracionalni funkce jsou funkce, ve kterych se vyskytuje vyraz pod odmocninou. Pokud se pfi
reSeni limity v bodé x, po dosazeni objevi ,neurcity vyraz“ % , je potfeba zlomek vhodné
rozsifit vyrazem, ktery zajisti kraceni. Pfi pocitani limit iraciondlnich funkci se vétSinou
vyuZiva znalosti zakladnich algebraickych vzorc(.

(8 str. 65)

2pfiklad 1:

. V1+2x-3
lim —————
x4 yx —2

Y. . . o S n . v 0
V Citateli i jmenovateli dostdvdme po dosazeni 0, jedna se tedy o ,neurcity vyraz“ 5
Nejdfive zlomek rozsifime vyrazem ze jmenovatele, pouze u néj zménime znaménko.
Po roznasobeni Citatele i jmenovatele vyrazem (\/E + 2) ve zlomku ale nelze kratit. Zlomek

tedy rozsifime i vyrazem (\/1 + 2x + 3), nasledné uz dostavame v Citateli i jmenovateli

vyraz (x — 4), ktery zkratit Ize. Pfiklad dofesime dosazenim bodu x,

2 Piklad 437 z (9)

17



LIMITA FUNKCE

hmM—;\/}H:hm(M—s)(«/EH)_MH:
=t Nx—-2 Vx+2 x4 x—4 Vi+2x+3
i (Vx +2)(2x — 8) i 20Wx+2)(x -4 _
=4 (x — 41+ 2x+3) 4 (x—4)(V1+2x+3)
2(Wx+2)  2(V4+2) 8 4

= lim = = .
iVt 2x+3 Vit8+3 6 3

2.4.5 EXPONENCIALNI A LOGARITMICKE FUNKCE

Exponencialni funkce ma predpis f(x) = a*, kdea > 0aa € R.

Inverzni funkci k exponencialni funkci nazyvame logaritmicka funkce, pro tu plati predpis

f(x) =log,x,kdea>0,a#1 aa€R.
(1 stranky 190-191)
Pro exponencidlni a logaritmické funkce plati nékolik nasledujicich zakladnich limit:

a) lim a* = 4o, lim a* =0proa > 1;

X—+ 00 X——00

b) lim a*=0, lim a* =0proa < 1;
X—+00 X—>—00

c) lim log,x = +oo, lim log, x = —coproa > 1;
X400 x—0%

d) lim log,x = —oo, lim log, x = +ooproa < 1.
X—=+00 x-0%

(7 str. 101)

S limitami exponencidlnich a logaritmickych funkci souvisi jesté nékolik dalSich vztaha. Plati
nasledujici
X
lim (1 +—> =e.
x—-too X
Upravami tohoto vzorce lze ziskat vztahy pro nékolik daldich fundamentélnich limit.

Substituciy = g, kde a # 0, ziskavame

a\”* 1\ 1\Y1%
lim (1+—) = lim <1+—) :Ilim (1+—)] = e%,
x—too X x—+oo y y—+oo y

V pripadé substituce y = i dostavame tento vztah
1 1\”
lim(1+ x)x = lim (1 + —) =e.
x-0 y—+too y

18
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Spojitosti logaritmické funkce poskytuje dalsi fundamentalni limitu pro jakékolia > 0

- log,(1+x)
lim ————

1 1 1
= lim log, (1 + x)x = log, lim(1 + x)x = log, e = —.
x—0 X x—0 x—0

Ina
Specidlni pfipadem je limitaproa = e

In(1+ x
lim 20 _ g
x—0 X

Dale plati, Ze a* — 1 =y je ekvivalentni sx =log,(1+y) a y = 0 pro x = 0. Touto

substituci dostavame vzorec

lim——— =1

a*—1 y _log,(1+ )]’
m-—-= llm _— = ln a
x50 a -o0log,(1+y) [y-0 y

Za podminky, Ze a = e, ziskame vztah

e —-1
lim

x—0 e

Nyni polozime 1 + x = eY. Vzhledem k tomu, Ze y = 0, pokud x — 0, platiproa € R

A+ e -1  eY-1 'y . (e -1 y

lim——— = lim = lim . = lim - lim

x—0 X y-0 eY —1 y—0 y ey —1 y—0 y y-0eY —1
=lne% = a.

Posledni vztah vyplyva ze spojitosti exponencidlni funkce

i g() — ,lim[g(x)Inf(x)]
lim[f ()] e :

(7 stranky 105-107)

2.4.6 GONIOMETRICKE, CYKLOMETRICKE A HYPERBOLICKE FUNKCE

Pro limity goniometrickych a cyklometrickych funkci v bodé plati, Ze pokud v daném bodé

jsou definované, potom se limita rovna funkéni hodnoté vtomto bodé. Cyklometrické

funkce arcsin x a arccos x maji v bodé x, = —1 pouze limitu zprava a v bodé x, = 1 pro

né existuje jen limita zleva. Plati také, Ze v nevlastnim bodé goniometrické funkce limitu

nemaji.

(8 str. 68)
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lim sinx, lim cosx, lim tgx neexistuji;
x—too x—t x—-+

lim tgx = Foo, Vk € Z;
x—>(§+krt)_

. . i .
lim arcsinx = += = arcsin(+1);
x-+1 2

lim arccosx = 0 = arccos 1, lim arccosx = m = arccos(—1);
x-+1 x—--1

N

lim arctgx = +
x—*

(7 str. 102)

Existuje jesté nékolik fundamentdlnich limit obsahujicich goniometrické, hyperbolické

¢i cyklometrické funkce

. sinx . tgx . sinhx  arcsinx _ arctgx  argsinhx
lim = lim— = lim = lim—— = lim =lim———=1;
x—-0 X x-0 X x—0 X x—0 X x—0 X x—0 X
I 1—cosx I coshx—1 1
im——s—=lim———=—.
x—0 x2 x-0 x2 2
(3 str. 42)

U goniometrickych a cyklometrickych funkci mize po dosazeni bodu x,, také dojit ke vzniku
-y . w 0 o y . . o
,heurcitého vyrazu 5 Funkci je potom potfeba upravit vhodnym kracenim nebo

rozsifenim zlomku ¢i vyuzit k pravam goniometrické vzorce. Funkce ale musi zlstat v bodé

X, definovana.
(8 stranky 68—69)
3priklad 1:

~ 2(sinx)? +sinx—1
im
x_,%Z(sinx)Z —3sinx+1

., , . . . ver 0o Y
ReSeni: Zkusime-li dosadit bod x,, ziskame ,neurcity vyraz“ 5 Vyraz tedy potfebujeme
vhodné upravit. Pro zjednoduseni zavedeme substituci a = sinx a nalezneme faktory

kvadratickych trojélend. V ¢itateli tedy ziskame trojélen (2a? + a — 1) a ve jmenovateli

trojéclen (2a? —3a +1). Uréenim diskriminantd se dopoéteme k rozkladu obou

3 Priklad 493 z (9)
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kvadratickych trojclen(i na kofenové Cinitele. V Citateli dostaneme soucin 2 (a - %) (a+1)
a ve jmenovateli soucin 2 (a — %) (a—1). Vcelém zlomku tedy mGzeme zkrétit vyraz

1 . e fv oy . . N .
2 (a - 5) a zUstane ndm limita, u které jiz mUzZeme provést zpétnou substituci a dosadit

1
~ 2(sinx)? +sinx —1 . 2ad*+4a-1 _ Z(a—i)(a+1)
o Gin®? —3sinx+1 M2 —3a11 % 1 B
x-g 2(SINX sin x x—g ol a x"gZ(a——) (a—1)
1
(a+1) . sinx+1 3t1
:Hr’lf(a—l)::m’lfsinx—lzl =3
*~% *7% 7—1
4ptiklad 2:
_ sin5x
lim
x—0 X

¥ v L VT . sinx , v, v vove
ReSeni: Tato limita povede na fundamentalni limitu lim - = 1. Vyraz staci vhodné rozsirit
x—0

v tomto pripadé Cislem 5. Dostavame reSeni
sin5x _  sin5x . sinb5x

lim = lim
x-0 X x—0 X x—-0 5x

2.4.7 L’HOSPITALOVO PRAVIDLO
L’Hospitalovo pravidlo jako nastroj k limitovani funkci vyuziva derivaci funkci. Vypocet limit
nékterych funkci muize tento aparat velmi usnadnit, pouzit I'Hospitalovo pravidlo je ale

mozné jen v jistych pfipadech, o nichz hovofi nasledujici véta.
Véta. L'Hospitalovo pravidlo

Necht f a g jsou funkce definované na okoli bodu x,, vyjimkou miZe byt pouze samotny

bod x,, a plati
lim f(x) = lim g(x) =L,
X—Xg X—Xg

kde L = 0, 400 nebo —oo.

4 Piiklad 471 z (9)
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Pokud plati, ze

a) f a g jsou diferencovatelné na okoli bodu x, (vyjimkou muiZe byt pouze samotny

bod x,),
b) g’ #0,
c) existuje limita (konecna nebo nevlastni)

lim [
x=x0 g' ()

potom existuje i limita

lim @
x-x0 g(x)

ktera se rovna predchazejici limité.
Plati tedy

fx) y f'(x)

1 -

= m .
xoxo g(x) | xoxo g (%)

(7 str. 198)
Analogicka tvrzeni plati i pro limitu zprava v bodech x, < +00 a zleva v bodech x, > —oo.
(3 str. 65)

L'Hospitalovo pravidlo lze uzit vicekrat, podminkou je, aby predpoklady splfiovaly nejen

1

funkce f, g, ale i jejich dal3i derivace f', g', f"', g", -+ . Potom plati napfiklad

lim @) = lim &) = lim ) = lim UG
g0 Emg () wme g () wm g ()

existuje-li posledni limita.
(3 str. 65)

Pokud se pfi pokusu o aplikaci I’'Hospitalova stane, Ze limita podilu derivaci zadanych funkci
neexistuje, I'Hospitalovo pravidlo nelze pouzit. Neznamena to ale, Ze limita zadaného

podilu funkci neexistuje.

(7 str. 199)
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SPriklad 1:
. x—sinx
lim ———
x—+00 X + sinx
ReSeni: L'Hospitalovo pravidlo nelze pouZit, protoZe limita podilu derivaci lir+n ];,Zg
X—>+ 00

e o Y. . Yoy . 1
neexistuje. Limita této funkce ale existuje. Pokud Citatel i jmenovatel rozsifime vyrazem ~
. y - 1. . - 1. . Sy
ziskame v Citateli vyraz (1 —~sin x) a ve jmenovateli vyraz (1 + ~sin x) Tato Uprava jiz
- y VT . 1, . o y .
zajistuje moznost dopocteni limity. Vyrazy (i;sm x) jsou totiz soucinem funkce, jejiz

limita je rovna nule, a omezené funkce. Dostavame tedy

1 .
. x—sinx _ 1—}smx 1
lim ———= hm—:I:l.

x-+0 X + Sin x N x—>+001 1 sinx
X

Aplikaci I’'Hospitalova pravidla ziskavame i nékolik fundamentalnich limit

X
lim = = +oo, lim |x|*e* =0, Va € R;
X——00

x—+00 X%

. Inx .

lim — =0, lim x*Inx =0, Va > 0.
x—+00 X x—0t

(7 str. 199)

Pomoci I'Hospitalova pravidla Ize pocitat nejen nékteré limity podil(, vhodnymi Gpravami

Ize totiZ na tvar podilu uzpUsobit i nékteré limity soucin( a rozdilG. Napfiklad oznacdime-li
1 1. v 2 .

F = ];a G = pr jsou mozné tyto Upravy

1 1 G(x) — F(x)
Fx) G(x) F)Gx) '’

f) —g(x) =

D~
TQ

fg=
(3 str. 66)
SPFiklad 2:

le1111+ InxIn(1 - x)

5 Priklad 1374 z (9)
6 Priklad 1340 z (9)
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Redeni: V zadané limité vidime soucin dvou logaritmd. Podle vy$e uvedeného pravidla jej

, oot . 04 iz y - , . .
upravime na podil. Ziskdme vyraz ,, i Nasledné tedy aplikujeme I'Hospitalovo pravidlo

a provedeme derivaci Citatele i jmenovatele. Naslednymi drobnymi Upravami nalezneme

vysledek zadané limity

1
lim InxIn(l - x) = lim —2%— | P O S S
Aplnxin@ =0 = T = A CD e X o1
In(1 —x)
7Priklad 3:

1
14+ x\x

lim( >

x-0\1 —x

Redeni: Pro vypocet této limity vyuZijeme jiZ uvedené tvrzeni tykajici se limity funkce

vetvaru lim f(x)9®. za pomoci vztahu h(x) = g(x)In f(x) vytvofime funkci h(x),

X—Xq
vypocteme jeji limitu vbodé x,, a tim ziskdme i vysledek pUvodni limity. Plati totiz

nasledujici tvrzeni

OproA = —oo,
lim h(x) = A= lim f(x)9® ={ edprodeR,
X=X X=X +OO proA — -I—OO_

“

Kdyz do limity funkce h(x) zkusime dosadit, zjistime, Ze se jednd o limitu tvaru ,, %

Pokusime se tedy na limitu aplikovat I'Hospitalovo pravidlo. Postupnym kracenim vyrazu

nakonec ziskame limitu, do které je jiz mozné dosadit bod x,. Vysledkem limity funkce h(x)

1

1+x

je redlné Cislo A = 2, pro pavodni limitu lir% (1 )x plati, Ze jejim vysledkem je e4 = e?.
X—

lim—In = lim

1 (1+x> 1—x 2 _1i 2(1—x) _
50 X 01 +x (1—2?2 01 +00—x) x50

- x (1+x):2

1

o (1 +x\x )
:>11m( ) = e“.
x-0\1 —x

7 Piklad 6.55 z (3)
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8pfiklad 4:

_1l.o
. cosx—e 2
lnl—————jr————
x—0 X

S , . i 0 L ]
Reseni: Pfi dosazeni bodu x, do vyrazu odpovida limita tvaru ,, 5 “. K vypoctu tedy zvolime

opakovanou aplikaci I’'Hospitalova pravidla. Ve jmenovateli vidime ¢len x*, abychom tedy
odstranili problematické x ze jmenovatele, musime Cc¢tyfikrat snizit mocninu x.
L’'Hospitalovo pravidlo budeme muset pouzit ¢tyrikrat, protoze k jinému kraceni x kvali
pfitomnosti vyrazu cos x v Citateli nedojde. Po ¢tyfndsobné aplikaci I’'Hospitalova pravidla

dostavame limitu, do které je jiz mozné dosadit a vysledkem limity funkce je ndasledujici

_1lo . _1lo _1lo _1.
i COSX e 2 . —sinx + xe” 2 . —cosx+e 2¥ —x%e 2
im———— = lim = lim =
x—0 x* x—0 4x3 x—0 12x2
) _1le _1lo _1l.
i Sinx — xe 2¥ —2xe” 2" +x3e”2
x-0 24x
. _1l. _1lo
i S = 3xe” 2 +x3e” 2
x-0 24x
_1lo _lo _Llo _lo2
. cosx —3e 2¥ +3x%e” 2" +3x%e 2" —x*e 2
x—0 24
_1l.
i SOS* — @ 2 (x*—6x*+3) 1-1-3 -1
= lim = =—.
x—0 24 24 12

L'Hospitalovo pravidlo se zda byt velmi uzite¢nym nastrojem pro vypocet nékterych limit.
Avsak jak ukazuje predchazejici priklad, nékdy je potfebna opakovana aplikace a kazdym
tedy potrebovali rychlejsi a méné narocny postup feseni, nez ktery poskytuje I’"Hospitalovo

pravidlo.

8 Piklad 6.03 z (3)
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3 TAYLORUOV ROZVO]

Problém za zavéru predeslé kapitoly nam mohou pomoci vyresit Taylorovy rozvoje funkci
v okoli redlného bodu x,. V této ¢asti se budeme nejdfive vénovat definovani aproximace
funkci pomoci Taylorovych polynomi, dale si uvedeme Taylorovy rozvoje nékterych
zakladnich funkci a pravidla algebraickych operaci s Taylorovymi rozvoji. Nakonec

se budeme soustredit na vyuziti metody Taylorovych rozvojl pro vypocet limit.

Taylorlv rozvoj funkce v okoli redIného bodu x je vyjadienim této funkce pomoci souctu
polynomu stupné n a funkci nekonec¢né malou fadu vys$siho nez n-tého. Taylorovy
polynomy slouZi jako velmi efektivni nastroj z kvalitativniho i kvantitativniho hlediska.
V dostate¢né malém okoli bodu x, mizeme jakkoli sloZitou funkci aproximovat pomoci
polynom(, které jsou mnohem vyhodnéjsi pro dalsi matematické operace, mezi néz nalezi
i vypocet limity funkce. Ddle je moZzné kombinovat Taylorovy rozvoje elementarnich funkci
od pravidel pro operace s polynomy.

(7 str. 223)

Pfred samotnym uvedenim do problematiky Taylorovych rozvoji by bylo vhodné uvést
profil autora této teorie. Metoda Taylorovych rozvoji nese jméno po anglickém
matematikovi jménem Brook Taylor. Zaroven se vramci této problematiky zaslouzil
i skotsky matematik Colin Maclaurin, jenz se zaméroval na specialni pfipad Taylorovych
rozvoji na okoli bodu x, = 0. Uvedeme si tedy Zivotopisné shrnuti obou vyznamnych

matematika.
Brook Taylor

Brook Taylor (18. srpna 1685 — 29. prosince 1731) byl anglickym matematikem, ktery svym
dilem zroku 1715 stitulem Methodus incrementorum directa et inversa obohatil
souCasnou matematiku o nové odvétvi — ,kalkulu koneénych diferenci”. Dale v této
publikaci predstavil integraci po ¢astech a pro tuto praci zasadni fady zndme jako Taylorovy
rozvoje. Taylor ovsem nebyl prvnim, kdo tyto rozvoje objevil. James Gregory, Newton,
Leibniz, Johann Bernoulli a de Moivre vSichni objevili nezdvisle na sobé néjakou variaci

Taylorovy véty.

(9)
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Dopisy mezi Taylorem a matematiky Machinem a Kiellem davaji moznost nahlédnout
do Taylorovych nazor( na rlzné matematické problémy. Taylor byl dokonce v roce 1712
zvolen do Krdlovské spolecnosti (Royal Society for the Improvement of Natural Knowledge)
spiSe na zakladé expertiz z téchto dopisl neZ v ndvaznosti na skute¢né publikovana dila.
Napfiklad v roce 1712 obdrzel Machin od Taylora dopis s feSenim problematiky Keplerova

druhého zadkona.

(9)
Colin Maclaurin

Skotsky matematik Colin Maclaurin, zndmy zejména publikaci prvniho systematického
vykladu Newtonovych metod, Zil mezi lety 1698 a 1746. Maclaurin své dvousvazkové
»pojednani o derivacich” s origindlnim nazvem Treatise of Fluxions uvefejnil v reakci
na Berkeleyho kritiku diferencialniho a integralniho poctu. Irsky filozof George Berkeley
povazoval zdklady, na kterych se stavi teorie diferencidlniho a integrdlniho poctu,
za nedostatecné a nepresné. Maclaurin se vzajmu vystaveni pevnych zdakladl
pro Newton(v kalkulus odkazoval na geometrické metody pouzivané ve starovékém Recku
a také na Archimédovu eliminacni metodu. Pravé v Treatise of Fluxions pouziva Maclaurin
specidlni pripad Taylorovych fad na okoli bodu 0, které nyni zname pod pojmem

Maclaurinovy fady.
(10)

Maclaurinovo jméno ale nesou i dalsi objevy matematiky. Leonhard Euler a Colin Maclaurin
okolo roku 1735 nezavisle na sobé objevili vzorec pro rozdil integralu a souvisejici fady.
Euler—Maclaurinliv vzorec lze vyuzit k aproximaci integralu kone¢nymi soucty ¢i opacné
k uréeni kone¢ného souétu pomoci integralniho poctu. Colin Maclaurin je také spojovany
s objevem integralniho kritéria konvergence nekonecné rady s nezapornymi ¢leny. Néktefri
autofi toto kritérium nazyvaji Maclaurinovo-Cauchyho kritérium, protoZe jeho objev

je pripisovan stejné tak i francouzskému matematikovi Augustinovi Louisi Cauchymu.
(10)

Colin Maclaurin se zabyval nejen ¢etnymi publikacemi v oblasti matematického vyzkumu,

byl totiz také velmi cenénym ucitelem na Edinburské univerzité.

(10)
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3.1 PRVNI A DRUHY VZOREC PRO KONECNE PRIRUSTKY
Pfed samotnym zavedenim aproximace funkce f na okoli bodu x, € R pomoci Taylorovych
polynom je nutné uvést prvni a druhy vzorec pro konecné pfrirlstky (first and second finite

increment formulas), které vyjadfuji vztah mezi derivaci funkce a Landauovymi symboly.

Predpokladejme, Ze funkce f je diferencovatelna v x,. Dle definice derivace funkce plati

i T =FG0)

X—Xq X — xO

z ¢ehoiZ plyne

0.

lim
X—Xq

<f(x) — f (%)

x_xO

- f’(xo)> i FOO = FGr0) = f1Gro) G = x0) _

S vyuZitim Landauovych symbol( Ize tuto skutecnost zapsat jako
f(x) = fxo) = f'(xo)(x — x0) = o(x — x0), X = Xo-
Prvnim vzorcem pro konecné prirdstky nazyvame tento vztah
f(x) = fxo) = f'(x0) (x — x0) + 0(x — xo), X = Xo-
Pokud oznatime Ax = x — xy a Af = f(x) — f(xp), mUZeme psat i
Af = f'(xo)Ax + 0(Ax), Ax - 0.
(7 str. 183)

Nyni uvazujme funkci f spojitou na intervalul € R a diferencovatelnou ve vnitfnich bodech
tohoto intervalu. Necht v intervalu I je x; < x, a f je spojita na (x;, x,) a diferencovatelna
na (x4, x,). Potom f na intervalu (x;, x,) splfiuje Langrangeovu vétu o stfedni hodnotég,

a tak existuje ¥ € (x4, x,) takové, ze

f(xz) = f(x1)

Xy —Xq

= f'(%).
Druhym vzorcem pro konecné pfirlistky nazyvame tento vztah

f(xz) = f(x1) = f1 () (a2 — xq).

(7 str. 184)
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3.2 DEFINICE TAYLOROVYCH ROZVOJU
Cilem je aproximovat funkci f na okoli bodu x; € R polynomy postupné vyssich fada.

Necht f je spojitd v x,. Konstantni polynom stupné nula je potom
Tfox,(x) = f(x0),  Vx€R.
S vyuZitim prvniho vzorce pro koneéné pfirtistky mdzeme psat pro funkci f vyjadreni
f(x) =Tfox,(x) +0(1), X = Xo.
(7 str. 223)

Funkci f tedy mzZeme na okoli bodu x, aproximovat polynomem nultého stupné takovym
zplsobem, Ze rozdil f(x) —Tfy,(x) (nazyvany také zbytek Ci chyba aproximace)

je nekonecné maly v x,. Chybu aproximace nazyvdme v tomto pfipadé Peandv zbytek.
(7 str. 223)

Nyni pfedpokladejme, Ze f je nejen spojita v x,, ale je vtomto bodé i diferencovatelna.

Potom Taylorovym polynomem stupné jedna nazyvame nasledujici polynom
T fr, (%) = f(x0) + £ (x0) (x = x0),
jehoZ grafem je te¢na k funkci f v bodé x,. S opétovnym vyuzitim prvniho vzorce pro
konecné pfirdstky cteme
f&) =Tfix,() +0(x—x0),  x-x.
(7 str. 224)

Tento Taylorav vzorec fikd, Ze funkci diferencovatelnou v bodé x, |ze lokalné aproximovat
linedrni funkci. Peanlv zbytek jakoZto chyba aproximace se nejen blizi k nule pro x — x,,

ale je také nekoneéné maly radu vyssiho nez jedna.
(7 str. 224)

Pokud je f diferencovatelna na okoli bodu x,, vyjimkou muze byt pouze samotny bod x,,
vyuZijeme druhy vzorec pro konecéné ptirastky. Oznacime-lix; = x5 ax, = x, piSeme tento

vztah jako

fOO) =Tfox,(x) + () (x — x0),
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kde x je vhodné zvoleny bod mezi x, a x. V tomto pfipadé dostavame presnéjsi vyjadreni
zbytku, které ndm umozni Ciselné zhodnotit pfesnost aproximace. VSechny tfi vySe uvedené
vzorce pro f (x) jsou vzorce Taylorova typu, v prvnich dvou zbytek nazyvame Pean(v zbytek

a v poslednim zminéném se jedna o Lagrangelyv zbytek.
(7 str. 225)

Nyni bychom potfebovali najit i vyjaddieni pomoci kvadratického polynomu s chybou

o((x — x9)?), x = x,. Ekvivalentné tedy hleddme realné &islo a takové, Ze

fx) = f(xo) + f'(xo)(x — x0) + alx — x¢)* + o((x — x0)?), X = Xop.

Z toho vyplyva, Ze

li £ () = fxo) = f'(x0) (x — x0) — alx — x,)? _
im =

0.
X—>Xg (x —x0)?

Dle I'Hospitalova pravidla tato limita plati, pokud

li [ = f'(xo) — 2a(x —xp)
im =

0,
x-x0 2(x — xo)

lim <l_f'(x) —f1(xo) a) o,

x—-xg \ 2 X — Xo

1 f'(x) = f'(x)
—- lim =a
2 x-xo X — Xo

Vyjadreni f(x) = f(xo) + f'(x0) (x — x0) + alx — x9)% + o((x — x0)?),x = x, je tedy
platné, pokud je f dvakrat diferencovatelnd v x,. Koeficient a je potom rovny vyrazu
%f”(xo). Ziskavame TaylorGv polynom druhého stupné funkce fv bodé x, a tedy

i Taylorlv vzorec s Peanovym zbytek pro aproximaci kvadratickym polynomem.

1
sz,xo(x) = f(xo) + f'(xp) (x — x0) + Ef”(xo)(x - xo)z.

fO) =Thhx, () +o((x —x0)?),  x-x.

(7 str. 225)
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3.2.1 OBECNY TAYLORUV ROZVOJ S PEANOVYM ZBYTKEM RADU N
Nechtn > 0 a f je n-krat diferencovatelnd v bodé x,. Taylordv rozvoj funkce f s Peanovym
zbytkem fadu n je potom

f) =Thyx,(x) +o((x —x0)"),  x = xo,

kde
=1
Tharg00) = Y = 00) (e = x0)* =
k=0

1
= f(xo) + f'(x) (x — x0) + - +Ef(")(xo)(x — xo)".
Polynom T f;, , (x) je Taylorovym polynomem funkce f v bodé x, stupné n.

(7 str. 226)

3.2.2 OBECNY TAYLORUV ROZVO] S LAGRANGEOVYM ZBYTKEM RADU N

Necht n >0 a f je n-krdt diferencovatelnd v bodé x, a md spojitou n-tou derivaci.
Uvazujme, Ze f je diferencovatelnd (n + 1)krat v okoli bodu x (vyjimkou mZze byt pouze
bod x, samotny). Potom Taylordv rozvoj funkce f s Lagrangeovym zbytkem pro vhodné

X mezi body x, a x je

f(X) = Tfn,xo(x) + f(”“)(f)(x — Xo)n+1.

(n+ 1)!
(7 str. 227)

3.2.3 MACLAURINUV ROZVO]

Taylor(v rozvoj v bodé x, = 0 se nékdy nazyva Maclaurin(iv rozvoj. Pro tento druh rozvoje

existuje pravidlo pro usnadnéni jeho vypoctu. MaclaurinGv rozvoj sudé funkce (respektive

liché) obsahuje pouze sudé (liché) mocniny nezavislé proménné.

(7 str. 227)
3.3 TAYLOROVY ROZVOJE ELEMENTARNICH FUNKCI
V nasledujici ¢asti si odvodime ¢i jen uvedeme Taylorovy rozvoje nékterych elementarnich

funkci. Tato podkapitola je rozdélena podle druhu funkci a v zavéru nechybi ani tabulka

nékterych zakladnich aproximaci.
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3.3.1 EXPONENCIALNi FUNKCE
Pro exponencialni funkci f(x) = e* plati, Ze vSechny jeji derivace jsou identické.
Pro jakékoli k = 0 je tedy f(k)(O) = 1. Maclaurinovym rozvojem exponencialni funkce

s Peanovym zbytkem nazyvame

xZ n

n

k

X

e¥=1+x+=++—+o0(x") = 2—+0(x")-
2 n! k!

k=0

Za pouziti Lagrangeova tvaru zbytku dostavame vzorec

(7 stranky 227-228)

Obecny TaylorGv rozvoj funkce f(x) = e* v bodé x, vyplyva z myslenky, ze f ¥ (x,) = e¥o

(x — x0)? (x _nTO)n +o((x — x)™) =

e* = e¥o + e*o(x — x,) + e*° — + .- 4 e¥o
n
(x — x0)"
= Z e*o TO + o((x — xo)™).
k=0 '

(7 str. 229)

—4.5 —4 -35 -3 2.5 -2 -1.5 -1 -05 Q 0.5 1 15 2 25 3 35 4 4.5

Obrazek 3. Graf aproximace f(x) = e* Taylorovymi polynomy T, az T
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3.3.2 LOGARITMICKE FUNKCE
Vyjadreni logaritmické funkce pomoci Taylorova rozvoje odvodime z jejich derivaci.

Derivace funkce f(x) = In x jsou

fr(x) — 1 — x—l’ f”(x) — (_1)x—2' fm(x) — (—1)(—2)36_3,

X

pro obecné k-tou derivaci plati
O = (=1)* Dk - 1) x7,
Atedyprok > 1

fOM 1
- OV

Taylor(v rozvoj n-tého radu funkce f(x) = Inx v bodé x, = 1 zni nasledovné

—1)2 _1\n
Inx =(x-1) —%+ et (—1)”‘1¥+ o((x—1") =
I _ 1)k
=Y et S -,
k=1

(7 str. 229)

Pro logaritmické funkce je vhodné uvést jesté dva dilezité Maclaurinovy rozvoje, tedy

rozvoje pro pfipad kdy x = 0

n k
In(1 + x) = Z(—nk-l % +o(x™),
k=1

k

In(1—-x)= — ;% + o(x™).

(3 str. 72)
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25

05

—4 35 -3 -25 -2 -15 -1 —05 05 1 15 2 25 3 35 4 45 5

/T I3 F:'f
Obrazek 4. Graf aproximace f(x) = In(1 + x) Taylorovymi polynomy T; az Ty

3.3.3 GONIOMETRICKE, CYKLOMETRICKE A HYPERBOLICKE FUNKCE

Funkce f(x) = sinx je licha, a tudiz dle vlastnosti Maclaurinova rozvoje obsahuje rozvoj

této funkce pouze liché mocniny x. Derivacemi funkce f(x) = sin x rozumime
f'(x) = cosx, f""(x) = —cosx,
a obecna derivace f(x) = sinx je
@D (x) = (=1)* cos x.
V bodé x, = 0 tedy mame derivace f@*+1D(0) = (—=1)¥ a Maclaurintiv rozvoj funkce
f(x) =sinxfadun =2m+2je

X3 X5 2m+1

1 —_ — — — — 8 ® — m—
sinx = x + + (-1) am+ D!

3' 5| + 0(x2m+2) —

2k+1

N X 2m+2
=Z<‘”" TRV
k=0

(7 str. 230)
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Obrazek 5. Graf aproximace f (x) = sin x Taylorovymi polynomy Ty, T3, Ts, T, To, T11
Funkce f(x) = cosx je naopak suda, a tedy MaclaurinQiv rozvoj této funkce obsahuje

pouze sudé mocniny x. Derivacemi funkce f(x) = cos x rozumime
f"(x) = —cosx,  f®W(x)=cosx,
a obecna derivace f(x) = cos x je
F@R(x) = (=1)* cos x.

V bodé x, = 0 tedy mame derivace f@¥(0) = (—1), takie Maclaurinv rozvoj funkce
f(x) =cosxfddun=2m+1je
XZ x4- 2m

X
—_ — — — — 0 ® @ — m
cosx =1 T +4! + (—1) am)!

X2k

2k)!

+ o(x?m+1),

+o(2ml) = Y (~1)

(7 str. 231)
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2.5

\ / 1

[

Obrazek 6. Graf aproximace f(x) = cos x Taylorovymi polynomy Ty, T,, Ty, Te, Ts, T1o
Mezi zakladni aproximace Ize zaradit i Maclaurinovy rozvoje hyperbolickych funkci sinh x

acoshx
2k+1

n
X
: _ § R 2n+2
sinhx = a (2k+1)!+o(x n+ey,

n x2k
h — 2n+1 .
cosh x kio ] + o(x )

(3 str. 72)

Pro uplnost si uvedeme i Maclaurinovy rozvoje cyklometrickych funkci arcsin x a arctg x

= (2k — 1)1yl

. _ 2n+2
arcsin x = o 2k_|_1+0(x ),
k=0
n x2k+1
arctgx = kzo(—l)" T + o(x?"+2),

(3 str. 73)
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3.3.4 MOCNINNE FUNKCE
Mocninnou funkci rozumime funkci ve tvaru f(x) = (1+ x)% pro libovolné a € R.

Potom derivace této funkce jsou
f'e) =al+x%
f') =ala - 1A +2)72
" (x) = ala—1)(a—2)(1 +x)*3.

Z obecného vyjadreni derivace této funkce f ¥ (x) = a(a — 1) - (o — k + 1)(1 + x)* 7k

dostaneme pro f(0) = 1 vyjadreni

fO0) al@—1)(@—k+1)
K k! '

prok = 1.

MaclaurinGv rozvoj funkce f(x) = (1 + x)* fadu n je tedy

n

ala—1) a a
@ = —  Tx24.. n ny — k n
A+x)*=1+ax+ > x° + +(n)x +o(x™) Z(k)x + o(x™).
k=0
(7 stranky 231-232)
Uvedeme si podrobnéjiispecialni pfipad mocninné funkce pro @ = —1. Pro tento parametr

vychazi

(—1> _EDED) " <—1> _ (—1)(;!2)(—3) -1

2 2 ’ 3

= (=1)k.

-1y (=D(=2)- (k)
(k)_ k!

i . er s T , . o . 1
Dostavame tedy nasledujici vyjadieni pro Maclaurin(iv rozvoj funkce f(x) = T

n
1
=1—-x+x%—-+ (D" +o0(x") = Z(—l)kx" + o(x™).
1+4+x
k=0
(7 stranky 232-233)
Obdobné pro a = %dostévéme
1\ le_ 1y lad_\(Ll_
2 =2(2 1)2_1 2 =2(2 1)z 2)=i
2 2 8’ 3 3! 16
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Maclaurindv rozvoj tfetiho fadu funkce f(x) = V1 + x je potom

1 1 1
= —_ — 3
Vi+x= 1+2x 8x +16x + o(x?).

(7 str. 233)

Zavérem pro snadnéjsi vypocet priklad( prikladam tabulku s prvnimi ¢leny Maclaurinovych

rozvoju do stupné < 5 nékolika elementarnich funkci:

n 1 1 1 1 1 1
x - o4z 2.2 4.3 4~ .4 4 _— .5
Zk_ o(x™) 7 tpx tpxt e’ 4ooxt 4ox
k=0
2k 1 1, RN
smx—Z( )k(2k+1), 1% 6" 120*
+O(x2m+2)
m 2k 1 1 1
X - A2 a4
cos x =Z(—1)k (Zk)!+o(x2m+1) 1 2% t52%
k=0
2k+1 1 +1 3 N 1
_ 2n+2 —Xx —x —x
sinhx = z(2k+ 1)'+0(x ) 1 6 120
1 2 1 4
cosh x = 0! 2n+1y 1 +-x +ﬁx
k=0
n k 1 1 1 1 1
X _ _ A2 .3 .4 45
In(1+x) = Z(_l)kq? 1x 2x +o-x 4x +5x
k=1
+o(x™)
Nk 1 1 1 1 1
X _ _ a2 43 .4 _ a5
In(1-x) = = > =+ 0G™ T S S
k=1
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3.4 POCITANIS TAYLOROVYMI ROZVOJI

PFi vypoctu limit se setkdme nejen s elementarnimi funkcemi ale hlavné se sloZitymi vyrazy,
které obsahuji rizné elementdrni funkce. Sestavovat Taylorovy rozvoje pro takové vyrazy
podle definice by mohlo byt velmi sloZitym problémem kvali pocitani derivaci. Avsak
se zakladnimi aproximacemi nékterych funkci z minulé casti a rdznymi technikami,
o kterych hovofi tato podkapitola, ziskdvame mnohem pohodInéjsi aparat k reSeni limit

funkci pomoci Taylorovych rozvoja.
Tvrzeni: Necht f: (a,b) > R je n-krat diferencovatelna v x, € (a,b). Pokud existuje
polynom P, stupné < n takovy, Ze
fO) = FR(x) +o((x —x0)™),  prox = x,
potom P, je Taylorovym polynomem T, = T f, ., fadu n pro funkci f v bodé x,.
(7 str. 234)

3.4.1 SOUCET A ROZDIiL TAYLOROVYCH ROZVO]U

Taylor(v rozvoj souctu/rozdilu je sou¢tem/rozdilem diléich Taylorovych rozvojt

fQ) £ g9&) =[pp(x) + o(x™)] £ [gn(x) + 0o(x™)] =
= [pn(¥) £ g ()] + [o(x™) £ 0(x™)] = pp(x) £ gn(x) + o(x™).

(7 str. 236)

Pokud maji rozvoje funkci f a g stejné ¢leny aZ do exponentu n, potom se v rozdilu f — g
vSechny jednotlivé ¢leny vyrusi. Je potfeba najit prvni nenulovy koeficient rozvoje f — g,
musime se tedy divat na rozvoje obou funkci f a g aZ do koeficientu n’ > n. Obecné nelze
odhadnout, do jakého minimalniho koeficientu n’ budeme muset obé funkce rozvinout.
Vyuziti rozvoje vysSiho stupné nez potifebného neni chybou, ale zahrnuje nadbytecné

pocitani. Naopak ukonceni rozvoje ,,pfilis brzy“ vede k nesmysinym ¢i chybnym vysledkim.
(7 str. 236)

3.4.2 SOUCIN TAYLOROVYCH ROZVOJU

S vyuZitim vlastnosti symbolu ,,malé 6“ dostavame

fg() = [pn(x) + 0(x™][gn(x) + 0(x™)] =
= Pn()qn(x) + pr(x)o(x™) + gn(x)o(x™) + 0(x™)o(x™) =
= pn(0)gn () + 0(x™) + 0(x™) + 0(x*) = Pp(x)qn (x) + 0 (x™).
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Soucin p,(x)q,(x) obsahuje mocniny x vétsi nez n, kazda z nich je o(x™), nemusime

soucin tedy pocitat explicitné. PiSeme
Pn(X)qn(x) = 1, () + 0(x™),
pricemz 1;,(x) obsahuje viechny mocniny fadu < n. Zavérem tedy mizeme Fict, Ze plati
fOg(x) =1, (x) + o(x™).
(7 str. 237)

Soucin Taylorovych rozvoji tedy funguje podobné jako tzv. zkracené nasobeni Cisel.
Nasobime totiZ jen ty dvojice ¢lenl, u kterych je vysledny exponent roven nejvyse n.

Vsechny dil¢i souciny potom secteme.
(3 str. 73)

P¥iklad 1:
2,
f(x) =e* sin2x, n=5
Redeni: Cilem je najit MaclaurinGv rozvoj funkce f Fadu n = 5. VyuZijeme znalosti
elementdrnich aproximaci a rozvineme obé dil¢i funkce do fadun = 5

1
eX =14+ x%+ Ex“‘ + o(x®),

sin 2x = 2x —fx3 +ix5 + o(x®)
3 15 '

Nyni provedeme soucin téchto funkci, pfiCemz si vsimame jen soucinQ, u kterych vysledny

exponent u x bude < n

1 4 4
fx) = e*” sin 2x = <1 +x? + Ex“ + 0(x5)> <2x —§x3 + Exf’ + 0(x5)> —

4 4 4
= 2x—§x3 +Ex5 + 2x3 —§x5 +x° +o0(x°) =

2 1
=2x+ §x4 — Exs + o(x®).

9 Piklad 7.5 3¢ z (7)
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3.4.3 PoDiL TAYLOROVYCH ROZVOJU
Predpokladejme, Zze g(0) # 0 a necht h(x) = %.
Pro h(x) hleddme rozvoj h(x) = 1,,(x) + o(x"), kde 7,(x) = Xi_ocrx®. Z vyjadieni
pro soucin h(x)g(x) = f(x) dostavame
rn(x)Qn(x) +o(x™) = pn(x) +o(x™).

To znamena, Ze ¢ast soucinu 1,(x)q,(x) stupné < n se musi ve stupni shodovat s p,, (x).
Diky tomuto postiehu mlzeme urcit koeficienty ¢, podobnym zplsobem jako pti déleni

polynomd.

a, +a;x +axx? +-- +a,x™ +o(x™)| by +byx +byx? 4+ +bx™ +o(x™)

a, +a'ix +a',x? +-- +a'x™ +o(x™) ¢ tox + Hopx™ +o(x™)

+ad;x +dx? +-- +dx™ +o(x™)

+ax +a'x? + +adx™ +o(x™)

0 +4o(x™

(7 str. 238)
Priklad 1:

Naleznéte Maclaurindv rozvoj Sestého stupné funkce f(x) = tgx

sin x

tgx = .
& CoS x

Redeni: Funkce f(x) = tgx je licha, takZe sta&i najit pouze Maclaurin(iv rozvoj patého
stupné, protoze pravé diky lichosti funkce je totozny s rozvojem Sestého stupné. Nejprve

si vypiSeme Maclaurinovy rozvoje obou diléich funkci sin x a cos x az do patého stupné

1
sinx = x —=x3 + —x% + o(x),

6 120

1 1
= — 2 44 5
cosx =1 =X +24x + o(x>).
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Nasledné mlzZeme provést algoritmus déleni Taylorovych rozvojl, dostavame tedy

1 1 1 1
tgx = <x ——x3+—x°+ 0(x5)> + <1 —=x?+—x*+ 0(x5)> =

6 120 2 24
1 2
=x+ §x3 + Exs + o(x®)

Stgx =x +1x3 +ix5 + o(x%)
3 15 '

3.4.4 TAYLORUV ROZVOJ SLOZENE FUNKCE

Necht
f(x) =a;x + ax? + -+ a,x™ + o(x™)

je Maclaurinovym rozvojem nekonecné malé funkce pro x — 0 (proto a, = 0). Dale necht

funkce g(y) je
g) =bg+byy+ -+ byy" +0o(y™).

Pfipomerime si, Ze symbol o(y™) vyjadfuje nekone¢né malou funkci vyssiho fadu nez y™,

kdyzy — 0.
Tuto skute¢nost mizeme zapsat i jako o(y™) = y"o(1), kde 0(1) = O proy — 0.
Nyni uvaZujme slozenou funkci h(x) = g(f(x)) a substituujme y = f(x) v rozvoji g (¥):
g(f () = by + bif (x) + bo[f ()]? + -+ + by [f (O™ + [f ()]0 (D).
JelikoZ je f(x) spojitavOay = f(x) » 0 prox — 0, tak platiio(1) - 0 prox — 0.
Dale z rozvoje [f (x)]™ = afx™ + o(x™) plyne [f(x)]"0(1) = o(x™) pro x — 0.
Mocniny [f(x)]* (1 < k < n) rozvité vzhledem kx a? do fadu n poskytuji vyjadreni
9(f (x)).
(7 str. 239)
Priklad 1:
Naleznéte MaclaurinQv rozvoj radu 3 funkce

1

h(x) = 1+ sinx’
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Redeni: Na funkci h(x) se divdme jako na sloZzenou funkci, rozepieme si tedy Maclaurinovy

rozvoje dil¢ich funkci aZ do tfetiho rfadu:

1
f(x) =sinx =x —€x3 +o(x®),

1
—_— — _ 2 _ .3 3
g(y)—Hy 1-y+y*—y°+o(x?).

Nasledné mlzeme provést dosazeni y = f(x) a najit Maclaurindv rozvoj funkce h(x).

PFi pocitani nezapominame na pravidla pocitani s Taylorovymi rozvoji
1 1 2 1 ’
h(x) =1- x—€x3+0(x3) + x—8x3+o(x3) — x—6x3+o(x3)

+o(x3)=1- (x - %x3 + 0(x3)> + (x2+0(x®)) - (x*+0(x®)) =

5
=1—x+x2—€x3+0(x3).

3.4.5 ASYMPTOTICKE ROZVOJE
V mnohych pfipadech, kdy funkce f(x) je nekoneéna pro x — 0 (nebo x — x,), je mozné

najit ,,asymptoticky rozvoj“ funkce f(x) se zapornymi mocninami

a_m Q- a_
fx) = x—mm+ xmm_+11 + -+ 71 +ag +ayx + -+ apx™ + o(x™).

Tento tvar ndm pomaha Iépe porozumét, jakym zpisobem jde f k nekoneénu. Pokud totiz

a_m # 0, f bude nekoneéna fadu m vzhledem k funkci x 1.

(7 str. 241)

Pfi déleni Taylorovych polynom( obcas dostaneme funkci, kterd sice neni polynomem, ale
presto ji Ize vyuzit k aproximaci podilu. Takovym pfikladem muze byt napftiklad déleni
Taylorovych polynom(i patého stupné funkci cosx a sinx. Pro funkci cotgx tedy

dostaneme vyjadreni:

1 1 1 1
cotgx = (1 —=x?+—x*+ o(xs)) + (x ——x3+—x°+ o(x5)> =

2 24 6 120
1 1

e 3 4

=x 3X " as* + o(x*).

43



TAYLORUV ROZVO]

Z tohoto zjisténi napriklad plyne, ze

1 1
- — t [ 3 4.
. cotgx 3x+45x + o(x*)

(3 str. 74)
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4 VYPOCET LIMIT POMOCi TAYLOROVA ROZVOJE

Nasledujici kapitola bude vénovana sérii pfikladu tykajicich se vypoctu limity funkce pomoci
Taylorovych rozvojli. Vyuzijeme tedy vsech predchazejicich pravidel a nastrojl pro pocitani
limity funkce i Taylorovych rozvojl. V nékterych prikladech vyuZijeme kromé Taylorovych
rozvoju i jiné metody pro pocitani s limitami. Zaroven u ¢asti Uloh dojde ke srovnani vyuziti
Taylorovych rozvojl k aproximaci funkci s aplikaci I'Hospitalova pravidla. V nasledujicich
pfikladech jsou zahrnuté nejen elementarni funkce, pro néz existuji tabulkové Taylorovy
rozvoje, ale i problematika slozenych funkci ¢i asymptotickych rozvojl. Pro dvodni motivaci

se tedy vratme k prikladu Cislo 4 z podkapitoly o I’'Hospitalové pravidle.

10pfiklad 1:

_1lo
. cosx—e 2
lim ——————
x—0 X

Redeni: Tento pfiklad bylo moiné relativné pohodiné vyresit opakovanou aplikaci
I’'Hospitalova pravidla. Problém by mohla ¢init pouze nutnost nékolikanasobné derivace,
ktera znacné komplikuje vyraz v Citateli tohoto zlomku. Pfi vypoctu pomoci Taylorovych

polynomU vyuZijeme vzorce pro zakladni aproximace funkci a k vysledku se dopracujeme

_L.2 }
mnohem rychleji. Oznac¢ime si dil&i funkce f(x) = cosxag(x) = e~ 2* , pro které budeme
hledat Taylorovy rozvoje. Ve jmenovateli se nachazi polynom ve &¢tvrté mocniné x*, funkce
f(x) a g(x) tedy potfebujeme aproximovat Taylorovymi rozvoji ctvrtého stupné.

Dle elementarnich Taylorovych rozvoju, respektive Maclaurinovych rozvojli, piseme

f(x) =cosx =1 —lx2 +ix4‘ + o(x*)
2 24 ’

_lxz 1 1
gx)=e" 2" =1 —Exz +§x4 + o(x%).

Nyni rozvoje funkci f (x) a g(x) dosadime do pocitané limity. V Citateli se ¢ast ¢lenli odecte
a zlistanou ndm pouze vyrazy obsahujici x*. Vytkneme tedy x* z &itatele i jmenovatele,
. . - s « . oxe 1 . .
timto vyrazem zkratime a ziskdme pouze soucet Cisla — - @ symbolu o(1), ktery znamena

jakoukoli funkci konvergujici k nule. Vysledkem zadané limity je tedy

10 pyiklad 6.03 z (3)
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21, 1 4 AN N O S 4
) cosx—e_%xz_l_ < SX° 57X + o(x )> <1 >X° +gXx + o(x*) )
xl—{% x4 o xlir(l) x* + o(x*%) =
%x4—%x4+0(x4)
x-0 x* + o(x*)
1 1
4 — =
x (24 8+O(1)> — o) 1
= lim =lim—— = ——.
x—0 x4(1.+-0(1)) x-0 1 +-0(1) 12

1pfiklad 2:

cos(sinx) — cos x

x—0 x4
Redeni: V této Uloze se budeme opét zabyvat limitou, je7 po dosazeni bodu x, = 0 dava
vyraz %. Nejprve tedy priklad vyreSime opakovanou aplikaci I'Hospitalova pravidla.
Ve jmenovateli se nachazi ¢tvrtd mocnina x, kterou navic nebude mozné zkratit s zZddnym
vyrazem v Citateli, proto musime metodu zopakovat Ctyfikrat. Vyraz v Citateli se ale kazdym
derivovanim vice komplikuje kvuli pfitomnosti sloZzené funkce cos(sin x) v zadané limité.

Nakonec po ctvrté aplikaci I'Hospitalova pravidla mizeme postupné povytykat slozené

funkce cos(sin x) a sin (sin x) vzniklé derivacemi. Do tohoto zlomku je jiZ mozné dosadit

bod x, = 0 a dopocist se k vysledku %

- cos(sinx) —cosx . —sin(sinx)cosx + sinx
lim T = lim =
x—0 X x—0 43

_ . 2 . . .
] cos(sinx) cos“ x + sin(sinx) sinx + cos x
= lim 5 =
x—0 12x

sin (sin x) cos® x + 3 cos(sinx) sin x cos x + sin(sin x) cos x — sin x
X0 24x B

cos(sin x) (cos* x — 3 sin® x + 4 cos? x) + sin (sinx) (=6 sinx cos® x — sinx) — cosx _
50 24 -
1A+ -1_ 4 1

24 24

Vypocet této limity pomoci I'Hospitalova pravidla sice ved| ke spravnému vysledku, postup
byl ale velmi zdlouhavy a narocny kvili mnohocetné derivaci soucind. Navic se pfi posledni

derivaci vyskytl i problém derivace soucinu tfi funkci, z nichZ jedna byla slozena.

1 pyiklad 1333 z (11)
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Z téchto dlivodd se nyni pokusime o vypocet pouzitim Taylorovych rozvojl. Vnéjsi funkci
cosinus oznacime jako f(y) a pro vnitfni pouzijeme znaceni g(x) = sin x. Pro vSechny dil¢i
funkce véetné h(x) = cosx si vypiseme podle tabulky aproximace Maclaurinovym
rozvojem Ctvrtého stupné, protoZe ve jmenovateli zlomku mame vyraz ve Ctvrté mocniné

1 1
— — 12 4 4
f(y)=cosy=1 LR Y4 +o(y*),

1
g(x) =sinx =x —gx3 + o(x?),

h(x) =cosx =1—=x2 +ix4 + o(x%)
2 24 '

Nyni dosadime aproximaci vnitini funkce g(x) do vnéjsi f(y), abychom v pocitané limité
mohli nahradit rovnou celou slozenou funkci jejim Taylorovym rozvojem ¢tvrtého stupné

2 4
fx) =1 —%(x - %xg‘ + 0(x4)> +i<x - %xg’ + 0(x4)> +o(x*) =

=1- %(xz - §x4 + 0(X4)> " %(’& +0(x*)) + o(x*) =

1 1
=1—=x?+-x*+—x*+o(x").
2 6 24

VSechny dil¢i funkce nahradime aproximacemi a ddle pocitame s Taylorovymi rozvoji.
V Citateli pfi udpravach drzime Ctvrty stupen Taylorova rozvoje, postupnym
v, s ’ dv/ z ’ Vv ve vI o Ve I- k s o . s l 4_ 4_
sCitanim/odcitanim se vétsina clen v Citateli zkrati a zlistane tam jen vyraz cXT o(x*).

Nasledné je jiz moiné cely zlomek zkratit x*, a tak dostaneme hodnotu zadané limity

vbodé x, =0

cos(sinx) — cos x

x—0 x4
1 1 1 1 1
| (1—§x2+6x4+ﬂx4+0(x4)>—< —7x2+ﬁx4+o(x4)>
—chl_r)r(l) x* 4+ o(x%) B
_l 2 1 4 i 4 _ 1 Z_L 4 4
:lim1 SXT+ X" +57x 1+2x > X +0(x):
x—0 _X4+O(.X4)
%x4+o(x4) %+0(1) % 1
=lim———— =lim>—=—>=—.
x-0 x*+o0(x*) x-014+0(1) 1 6
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Narocnost matematickych operaci pfi feSeni pomoci Taylorovych rozvojli se zda vyrazné
mensi, navic se v zadani této ulohy vyskytuji pouze elementdrni funkce, pro néz existuji

tabulkové aproximace.

12pfiklad 3:

sin 5x — sin 3x

lim -
X0 sinx

< , T vrr 40 -
ReSeni: Po dosazeni bodu x, = 0 do této limity dostaneme ,,neurcity vyraz 5 aplikujeme
tedy I’'Hospitalovo pravidlo. Po derivacich se vSechny dil¢i funkce sin ax (o« = 1, 3,5) zméni

na funkce cos ax, nasledné je tedy mozné do limity dosadit a vyresit ji

. sin5x —sin3x  5cos5x—3cos3x 5-—3
lim - = lim = = 2.
x—0 sinx x—0 CoS X 1

Aparat I'Hospitalova pravidla ndm tedy poskytl rychlou metodu k vyteSeni této ulohy. Tento
priklad lze resit i pomoci Taylorovych rozvoju, jak ale nahlédneme, nejedna se o pfilis
vyhodny postup v porovnani s|’Hospitalovym pravidlem. Nejdfive tedy nalezneme

aproximace dil¢ich funkei f(x), g(x) a h(x)

125
f(x) = sin5x = 5x — Tx3 +o(x?),
9
g(x) =sin3x = 3x — §x3 + o(x?),

1
h(x) =sinx = x — 8x3 + o(x?).

Ziskané aproximace f(x),g(x) a h(x) dosadime do pocitané limity. Po algebraickych
upravach se v celém zlomku zkrati vyraz x, nasledné je jiz mozné dosadit bod x, =0

a limitu dopodist

12 pyiklad 476 z (11)
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 sinSx—sin3x <5x—Tx + o(x )>—<3x—7x + o(x?)
lim = lim =

x—0 i x—0 1
> sinx - x —£x% +o(x?)

49 , 2
2x—%x3+0(x3) x<2—?x +o(x ))

xX— X—
x —gx* +o(x?) x<1—%x2+o(x2)>
2—?% +o(x?) 2
= lim =—=2
*201 - gx? +o(x?)

Tento priklad tedy poukazuje na to, Ze je vidy potfebné zvazit, kterd z nabizenych metod
povede k vysledku rychleji a jednoduseji. Vypocet pouzitim Taylorovych rozvoji v této
uloze sice vede k vyreseni limity, obnasi ale nutnost nalezeni aproximaci funkci sin 5x
a sin 3x, které nepatii mezi zakladni aproximace. Proto Ize konstatovat, Ze v tomto ptikladé

je vhodnéjsi vyuzit aplikaci I'Hospitalova pravidla.

13pfiklad 4:

ax bx

e —e

I
20 sin(ax) — sin(bx)

Redeni: V této Uloze se po dosazeni bodu x, = 0 do limity objevi vyraz tvaru g. Nejdrive
se limitu pokusime vypocditat pomoci aplikace I'Hospitalova pravidla a nasledné
pro porovnani vyuzileme i postup saproximaci pomoci Taylorovych rozvojd.
Dle I'Hospitalova pravidla piSeme

e — ebx - ae® — bebx a—>b

20 sin(ax) — sin(bx) 0 a cos(ax) —bcos(bx) a-—»b

Tento postup Ize povaZovat za docela rychly a snadny, jelikozZ zahrnoval pouze jednoduché
derivace sloZzenych funkci. Nyni pro porovnani rozvineme dil¢i funkce do Maclaurinovych
rozvoju, jejich stupen tentokrat neni ni¢im dan, vypiSeme tedy napftiklad rozvoje tretiho
stupné
a’x? a3x3
+

3
> ¢ + o(x?),

fx)=e™ =1+ax+

13 pyiklad 6.01 z (3)
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2.2 b3x3
gx) =eP* =1+ bx + 5+ c + o(x?),
3.3
h(x) = sin(ax) = ax — + o(x?),
3.3
i(x) = sin(bx) = bx — + o(x3).

Vypocitanymi rozvoji nahradime plvodni funkce a naslednym séitanim/odeditanim
se dopracujeme v Citateli i jmenovateli k vyrazlim, ze kterych je mozné vytknout x. Po jeho
zkraceni do limity dosadime a ziskdme stejny vysledek jako pfi feseni I'Hospitalovym
pravidlem. Navic kdyz nahlédneme, bylo postacujici jednotlivé funkce aproximovat pomoci

pouze linearnich rozvoju, ostatni ¢leny se totiz dosazenim vynuluiji.

e — ebx

li =
A sin(ax) — sin(bx)

2,2 3,3 2,2 13,3
<1+ax+a2x +a6x +o(x3)>—<1+bx+b2x +b6x +0(x3))
= lim 343 h3x3 -
x—
<ax - % + o(x3)> — (bx - Tx + 0(x3)>
2,2 p2,2 3,3  p3.3
ax—bx+a2x _bzx +a6x _b6x + o(x?)
= lim =
x—0 a3x3  b3x3

ax — bx — et ¢ + 0(x3)

2 2 3,.2 3,2
a—b+a2x—b2x+a6x —b6x +o(x*) a-b
=}ci—>o a3x? | b3x? “a-b
a—b-— + + o(x?)

6 6

| vtomto prikladé se metoda Taylorovych rozvojli ukdzala jako ponékud zdlouhavi,

pouzitim I’'Hospitalova pravidla se k vysledku dopocéitame snadnéji.
14pfiklad 5:

- 2(sinx —tgx) + x3
lim >
20 (ex — 1) (e — 1)

Redeni: Vtomto piikladé vidime hned nékolik dil¢ich funkci, které lze aproximovat
Taylorovymi rozvoji na okoli bodu x, = 0. V Citateli se nachazi proménna x ve treti

mocniné, mohlo by se tedy zdat, Ze bude postacujici jednotlivé funkce aproximovat

14 pyiklad 6.15 z (3)
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Taylorovymi rozvoji tfetiho stupné. Snadno ale nahlédneme, Ze pti vyjadieni pomoci tietiho
stupné by se vSechny €leny v Citateli odecetly, a tak bychom ztratili informace o plivodnim
vyrazu. Pouzijeme tedy aproximaci Taylorovymi rozvoji patého stupné

f(x) =sinx =x —1x3 +Lx5 + o(x%)
6 120 ’

gx) =tgx =x +1x3 +£x5 + o(x>)
3 15 '
1

1 1 1
=—e* =1 2 _ 43 L4 5 5
h(x) =e +x+2x +6x +24x +120x + 0(x>),

1
i(x) =e™ =1—x2 +§x4 + o(x).

pro usnadnéni dalSich vypoctl, hledame tedy Taylorovy rozvoje vyrazu (sinx —tgx)

2

a soucinu (e* — 1)(6_"2 — 1) . Pfi jednotlivych operaci vyuZzivame pravidel pro pocitani

s Taylorovymi rozvoiji

j(x) = (sinx —tgx) = | x —1x3 +Lx5 +o(x®) |—(x +1x3 +ix5 +o(x®) | =
6 120 3 15

1 1
_ __.3__.5 5
=X 8x + o0(x>),

k() = (e —D(e* —1) =

2
1 1 1 1 1
_ 2.2 2.3 4 5 SV [ 2 4 204 5
<x+2x +6x +24x +120x + o(x ))( X +2x + o(x ))

1 1 1 1
22,3, 4, _— .5 5 4 5V) —
<x+2x +6x +24x +120x + o(x ))(x + o(x ))
= x° + o(x®).

Po nahrazeni vyraz(i aproximacemi se zlomek vyrazné zjednodusi, a tak mizeme vytknout
ze véech ¢lend vyraz x°. Po jeho zkraceni jiz dostaneme limitu obsahujici pouze &iselny vyraz

a symbol 0(1). Dostadvame tedy reseni

51



VYPOCET LIMIT POMOCI TAYLOROVA ROZVOJE

_1 3_1 5 5 3 5
2(sinx — tgx) + x3 2< X gx +o(x )>+x +o(x)_

. —1i
0 (ox — 1)(ext —1)7 *0 G5+ 00)
1 s 5 sc_1
. —zXxto(x?) y X (_Z-I_O(l))
p— 1 p— —_—
0 x5 + o(x>) 20 x5(1+0(1))
1 1
I SO N
T 1+0(1) 1 4
15pfiklad 6:
. xcotgx—1
lim ————
x—0 X

Redeni: V této Uloze sice nem(Zeme pFimo aplikovat aproximaci pomoci Taylorovych
rozvoju, miZeme ale vyuzit odvozeného asymptotického rozvoje funkce cotg x. Tuto funkci

oznacdime jako f(x) = cotg x a piseme

_ _ 1 1
f(x) =cotgx = ;—gx + o(x).

KdyZ dosadime vyjadreni funkce f(x) do limity a rozndsobime tento vyraz x, ziskame

v Citateli stejné tak jako ve jmenovateli symbol o(x?). Ve zlomku tedy mGZeme kratit
. . . s o i ” . 1
vyrazem x2 a nasledné ziskame limitu obsahujici pouze &iselny zZlomek —3a symbol o(1).

Redenim zadané limity je tedy

1 1
E ~1 1
; xcotgx — 1 ) x(x 3x+0(x)> y _§x2+0(x2)
0 x2 = 0 x2 + 0(x?2) x50 x2+o(x?)
x? —1+0(1) 1 1
3 -5+o0o(l) -3 1
= lim ==11m—3 =_3__-
x>0 x2(1+ 0(1)) x~0 1+ 0(1) 1 3

15 pyiklad 1323 z (11)
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16pyiklad 7:
arcsin 2x — 2 arcsin x

lim 3
x—0 X

Redeni: Pii feeni této limity opét vyuZijeme elementdrnich aproximaci Taylorovym
polynomem. Ve jmenovateli se nachazi polynom tfetiho stupné, takZe i obé funkce

arcsin 2x a arcsin x rozvineme do tfetiho stupné Maclaurinova rozvoje

1 4
f(x) = arcsin 2x = 2x + 88363 +o0(x3) = 2x +§x3 + o(x?),

1
g(x) = arcsinx = x + 6x3 + o(x?).

Ziskané funkce f(x) a g(x) dosadime do pocitané limity. Algebraickymi Upravami
se dostaneme ke shodnym vyraz(im v Citateli i jmenovateli, hodnota této limity pro x — 0
jetedy 1

<2x + %x3 + o(x3)> -2 (x + %x3 + 0(X3)>

arcsin 2x — 2 arcsin x

0 x3 - }cl—r}(l) x3 + o0(x3) -
2% + 223 — 2% — =3 + o(x?) x3 + o(x®)
= lim 3 3 =lim—————<=
X0 x3 + o(x3) x-0x3 + 0(x3)
1+0(1)

T r01+o(l)
7piklad 8:

x cotg(sinx) — 1

x—0 x2

Redeni: V této Uloze je potfeba vyuit Taylorova rozvoje slozené funkce f(g(x)). Vné&jsi
funkci kotangens oznacime jako f(y) a pro vnitfni pouZijeme znaceni g(x) = sinx.
Pro funkci g(x) si vypiSeme aproximaci Maclaurinovym rozvojem tfetiho stupné podle
tabulky elementdrnich aproximaci a f(y) rozvineme podle odvozeného vzorce

pro asymptoticky rozvoj funkce kotangens

1 1

1
— - ___ 3 3
f(y) = cotgy 573 27 +0(y°),

1
g(x) =sinx =x —8x3 + o(x3).

16 pyiklad 1327 z (11)
17 pyiklad 1323 z (11)
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Nalezené aproximace dosadime do limity pomoci vztahu f(g(x)). Nasleduje série
roznasobovani podle pravidel nasobeni Taylorovych polynom( a dalSich tprav, pfi kterych

navic v Citateli postupné snizime mocninu v symbolu o(x™) ze tfeti na druhou. Ve zlomku

. . . . . T v 1
dojde k vyznamnému kraceni, a nakonec je hodnota této limity v bodé x, = 0 rovna —

x cotg(sinx) — 1
m =

x—0 x2
1 1/ 1 1 1 ’
x T —§<x—6x3+o(x3)>—E<x—6x3+o(x3)> -1
3 3
x—=x3+ o0(x3)
= lim 6 =
X0 x? +o(x?)
T 1 +x<—%x+1—18x3+0(x3)>+x<—%x3+o(x3)>—1
1—Zx%+o0(x?)
= lim 6 =
X0 x2 + o(x?)
1 1.2 3 3
1 —3X +o(x°)+o(x°)—1
1—=x2+0(x?)
= lim 6 =
x—0 x% + o(x?)
T 1 —%x2—1+0(x2)
1—Z=x%2+o0(x?)
= lim 6 =
x—0 x% + o(x?)
1 1—%x2—1+%x2+0(x2) —%x2+0(x2)
= lim > o 1 = lim > > =
x>0x2 + 0(x?) 1_5x2 + 0(x?) x>0  x? 4+ o0(x?)
x? —1+0(1) 1 1
6 -=z+0(1) -z 1
=0 x2(1+ o(1)) x~0 1+ 0(1) 1 6

Priklad 9:

. J1+tgx—V1+sinx
lim 3
x—0 X

Redeni: Tato Uloha predstavuje problém hned dvou sloZzenych funkci. Vzhledem ke tFeti
mocniné x3 ve jmenovateli budeme hledat aproximaci Citatele rozvojem t¥etiho stupné.
PouZijeme pravidlo pro TaylorGv rozvoj slozené funkce f(g(x)), respektive f(h(x)).

Vsechny diléi funkce maji tabulkové Maclaurinovy rozvoje, piSeme tedy

1 1 1
f=J1+y= 1+Ey—§x2+1—6x3+0(x3),
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1
gx) =tgx=x+ §x3 + o(x3),

1
h(x) =sinx = x — 8x3 + o(x3).

Nyni dosadime aproximace vnitfnich funkci g(x), h(x) do vnéjsi f (y), abychom v pocitané

limité mohli nahradit rovnou celé odmocniny jejich Taylorovymi rozvoyji

flg) = J1+tgx =

S (x*) P (%2
= ZX 3x ox 8X SX o(x

+i x+1x3+0(x3) 3+o(x3)=
16 3
1 1 1
=1 — a3 a2 43 3y —
+2x+6x 8x +16x + o(x?)

—1+1 12+113+ (x®
= Zx 8x 48x o(x?),

f(h(x)) =V1+sinx =

_1+1 13+(3) 1 13+(3)2
= 2X6X o\xX 8X6X ox

3
+ i(x - lx3 + 0(x3)> +o(x®) =

16 6
1 1 1 1
{4 oy 3 _Zx24 — 43 3y —
+2x 12x 8x +16x + o(x?)
1 1 1
=1+§X—§X2—@X3+0(X3).

Vypocitané aproximace dosadime do zadané limity. Jak je zfejmé, vétSina ¢len( se odecte
y o ;o1 . oy -
a v Citateli zdstane pouze vyraz ng + 0(x3). V celém zlomku tedy mGzeme zkratit x3

a dostaneme limitu podilu souc¢tu &iselnych vyrazd a symbolu o(1). Vysledkem tohoto

prikladu je
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. {J1+tgx—+1+sinx
lim =

x—0 x3
1 1 11 1 1 1
- (1 t5x —gxz +Ex3 + 0(x3)> - <1 T5x —gxz —mxs + o(x3)>
:L‘L‘% x3 + o(x3) a
lx3 + 0(x?) l+0(1) 1 1
=lim*— " —m* -4 __,
x-0 x34+0(x3) =x014+0(1) 1 4

18pfiklad 10:

x%+4+5x% _ ex2—3x4

I
20 (cosx —1)(coshx — 1)

Reeni: Tato limita obsahuje v ¢itateli taktéz dvé slozené funkce s totoznou vnéjsi funkci —
exponencidlou, pficemz vnitfni funkce jsou v obou ptipadech jiz ve tvaru polynomu
Ctvrtého stupné. Ddle se ve zlomku nachazeji dalsi dvé dil¢i funkce cos x a cosh x, jejichz

aproximace Taylorovym rozvojem se fadi mezi tabulkové. PiSeme tedy aproximace

Maclaurinovym rozvojem ¢tvrtého stupné

1 1 1
f)=e 1+y+2y tey oy + o(x*),

g(x) = x? +5x* + o(x%),

h(x) = x? — 3x* + o(x*),

i(x) =cosx =1——=x? +ix4 + o(x*)
2 24 ’

j(x) =coshx =1 +lx2 +ix4 + o(x*)
2 24 '

Pro vétsi prehlednost pri vypoctu limity si rovnou dosadime vnitfni funkce do aproximace
x?%+5x*

vnéjsi exponencidly. Dostdvame tedy aproximace sloZzenych funkci f(g(x)) =e

a f(h(x)) = g¥’-3x* Maclaurinovymi rozvoji étvrtého stupné

18 pyiklad 6.27 z (3)
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f(g(x)) — ex2+5x4 _
1
=1+ (x®+5x*+0(xH) + —(x2 +5x% + 0(xh))’
+ - (x + 5x* + o(x“)) + (x + 5x* + 0(x4)) +o(x*) =
1 11
=1+ x?+5x* +§x4 +o(x*) =1+ x? +7x4 + o(x*),
f(h(x) = e~ =
1
=1+ (x2=3x*+0(xY) + —(x2 —3x* + o(xA‘))2
+ = (x —3x* + o(x“)) + (x —3x* + o(x4)) +o(x*) =
1 5
=1+x%—3x* +Ex4 +o(x*) =1+ x2 —Ex“ + o(x%).

Vypoctenymi rozvoji mlzieme rovnou nahradit plvodni dil¢i funkce v zadané limité.
V Citateli se odecte absolutni €len i mocnina x?2, stejné tak ve jmenovateli po roznasobeni
zGstane jen ¢&len s x*. Vytknutim a zkrdcenim této mocniny v celém zlomku dostaneme
limitu obsahujici pouze Ciselné vyrazy a symbol o(1). Vyslednd hodnota této limity v bodé

0 je —32

2 4 2_a.4
ex +5x —ex 3x

li =
P (cosx —1)(coshx — 1)

<1 +x2 + %x“‘ + o(x“')) - <1 + x? —%x‘* + 0(x4)>

o ((1 — %xz + 214 x* + 0(x4)> ) ((1 + %xz + 214 x* + 0(x4)> )

_ 8x* + o(x*) . 8x*+o(xY
= 111‘% . 1 . 1 = hn& 1 =
X— X— .4 4
<—§x2+24x4+0(x4))< x2+24x4+0(x4)> z X" +o(x*)
8+o0(1 8
=lim— @) —= 32
X—
—zto(D) -7
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19pf¥iklad 11:

1
X2

. qarctg x\x
lim ( )

x—0 X

Redeni: Pro vypocet této limity nejprve vyuZijeme pravidla pro vypocet limit funkci tvaru

f(x)g(x), tim ji pfevedeme na tvar, ve kterém je mozné vyuzit Taylorovy rozvoje.

)

i g() — ,lim[g()In f(x)]
}Cl_r)% f(x) ex-0

1

2 . 1 arctg x
(ASBXY _ plmfen(5E),
X

lim
x—0

Ukolem je nyni tedy vypocitat nasledujici limitu

arctg x
lim s ( Zx )
x-0 X

Pro nalezeni hodnoty této limity vyuZijeme opét aproximaci Taylorovymi rozvoji. V celém
zlomku potfebujeme ziskat aproximace druhym stupném vzhledem kvyrazu x?
ve jmenovateli, pfesto ale funkci g(x) = arctg x rozvineme az do stupné tretiho, protoze
ji v dal$im kroku budeme délit vyrazem x, a tim sniZime mocninu o ten poZadovany jeden

stupen. Také si vypiSeme Maclaurindv rozvoj vnéjsi funkce f(y) = Iny
1 2 2
f)=lny=0F-1D-cG-D+007),

1
g(x) = arctgx = x — §x3 +o(x?),

arctg x 1
h(x) = xg =1 —§x2 + o(x?).

V dal$im kroku dosadime vnitini funkci h(x) do f(h(x)) pro vétsi pfehlednost pfi poditani

hledané limity

19 pyiklad 6.49 z (3)
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f(h(x)) CIn (arctg x)

2
1 1 1
= ((1 — §x2 + o(xz)) - 1) - E((l - §x2 + o(x2)> - 1) +o0(x?) =

1 2 2 1 2 __1 2 2
:(—gx +o(x ))—E(o(x ) = 3% + o(x*).

Nyni jiz stadi pouze nahradit sloZenou funkci Maclaurinovym rozvojem a po vytknuti x?2

z celého zlomku ziskdme limitu podilu Ciselnych vyrazi a symbolu o(1)

In (arctg x) - 1xz + 0(x?) _1 +o(1) 1
lim X = lim 3 = im3—=——.
x—0 x? x>0 x2+ o0(x?) x»0 14+ 0(1) 3

Nakonec se vratime k prvnimu kroku a dostaneme hodnotu plvodné zadané limity

1
X2

. /arctg x\x _1
lim ( ) =e 3,
x—0 X
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ZAVER

ZAVER

Pro svou bakalarskou praci jsem si jako cil zvolila podat uceleny a srozumitelny vyklad
vypoctl limit se specidlnim zamérenim na vyuziti Taylorovych rozvojl pti téchto vypoctech.
Toto téma jsem postupné vystavila na dilcich pojmech od zakladnich aZ ke komplexné;jSim,
coz by mélo dopomoci k prehlednosti popisované problematiky. Ve své praci jsem mimo
klicovych prikladG na vypocet limit pomoci Taylorovych rozvoji uvedla také mnoho
ilustracnich priklad( k jinym tématlm, které maji za Ukol tenare pfibliZit k riznym druhlm
limity funkce a zplsoblm jejich vypoctu. V nékolika ulohach jsem se vénovala i srovnani
pouziti metody Taylorovych rozvojl s aplikaci jinych postupli, coz mélo poukazat
na efektivitu ale i mozna Uskali tohoto aparatu. Nicméné dané pfiklady nejsou kompletnim

vyctem moznych feSeni limit funkci, ale slouzi pouze k uvedeni do této problematiky.

Pti zpracovavani tohoto tématu jsem pracovala se zdroji rGzného typu. VyuzZivala jsem
nejen odbornou literaturu ale i elektronicky dostupné zapisy k prednaskam ¢i oceriovany
webovy archiv MacTutor. Béhem studovani odborné literatury jsem se seznamila
i s cizojazy¢nou publikaci, jez mi dala mozZnost nahlédnout do odliSnych zvyklosti
matematickych zapisti. Mimo odbornou literaturu jsem vyuZila také matematicky software
GeoGebra, vnémz jsem vytvorila nékolik obrazkd grafu slouzicich kilustraci nékterych
priklad.

Domnivam se, Ze vyuziti Taylorovych rozvoji pro vypocet limity funkce se ukazalo jako
ucinny nastroj, ktery v nékterych ulohach mize velmi usnadnit feseni ¢i pro néj byt pfimo
zasadni. Samotné aproximace funkci, které nenalezneme mezi elementarnimi, lze navic

snadno ziskat pomoci matematickych program.
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RESUME

RESUME

For my bachelor's thesis, | have set an objective to provide a clear and comprehensive
overview focused on calculations of limits with special attention to the use of the Taylor
series in these calculations. | gradually built this topic from fundamental to more complex
concepts, which should help explain the described issues. This work also includes many
illustrative examples of related topics. In several instances, | also compared the use of the
Taylor series method with the application of other methods like the I'Hospital rule. Those
comparisons are supposed to point out the effectiveness of this technique. However, they
also demonstrate possible challenges of this method. Nevertheless, the given examples
are not a complete list of possible solutions to the limits of functions, but they only serve

to introduce this topic.

61



SEZNAM LITERATURY

SEZNAM LITERATURY

1. JIRASEK, Frantiek. Matematika I. pro ddlkové studium. Praha : CVUT, 1981.

2. NECESAL, Petr. 2 - Posloupnosti. Pfedndsky z MA1. [Online] 16. 10 2020. [Citace: 4. 6
2022.] http://home.zcu.cz/~pnecesal/M1/PDF/M1-prednasky-2-posloupnosti.pdf.

3. CERNY, llja. Uvod do inteligentniho kalkulu. Praha : Academia, 2002. ISBN 80-200-1017-
3.

4. Limita funkce. PFedndsky MA z CVUT. [Online] 2. 5 2022. [Citace: 15. 6 2022.]
http://km.fjfi.cvut.cz/ma/data/uploads/24_predn.pdf.

5. POLAK, Josef. Matematickd analyza | - Il. édst. Plzef : Ediéni stfedisko ZCU, 1992.

6. NECESAL, Petr. 5 - Limita funkce a spojitost. Pfedndsky z MA1. [Online] 2. 11 2020.
[Citace: 7. 6 2022.] http://home.zcu.cz/~pnecesal/M1/PDF/M1-prednasky-5-spojitost.pdf.

7. CANUTO, Claudio a TABACCO, Anita. Mathematical Analysis I. Milan : Springer, 2008.
ISBN 978-88-470-0875-5.

8. BROZKOVA, Alena. Cviceni z matematické analyzy I. Ostrava : Pedagogickd fakulta v
Ostrave, 1984.

9. O'CONNOR, J J a ROBERTSON, E F. Brook Taylor. MacTutor. [Online] 5 2000. [Citace: 14.
52022.] https://mathshistory.st-andrews.ac.uk/Biographies/Taylor/.

10. —. Colin Maclaurin. MacTutor. [Online] 5 2017. [Citace: 15. 5 2022.]
https://mathshistory.st-andrews.ac.uk/Biographies/Maclaurin/.

11. DEMIDOVIC, Boris Pavlovié. Shirka tloh a cviceni z matematické analyzy. HavlickGv
Brod : Fragment, 2003. ISBN 80-7200-587-1.

62



SEZNAM OBRAZKU A GRAFU

SEZNAM OBRAZKU A GRAFU
4_
Obrézek 1. Graf fnkee f(X) = S oo 16
5 4 2_
Obrazek 2. Graf funkee f(X) = —2— 22— 17
Obrazek 3. Graf aproximace f(x) = e* Taylorovymi polynomy Ty aZ Ts ...ccovevvervvnneennen. 32
Obrazek 4. Graf aproximace f(x) = In(1 + x) Taylorovymi polynomy T; az Ty ............ 34

Obrazek 5. Graf aproximace f(x) = sinx Taylorovymi polynomy Ty, T3, Ts, T, To, T11 .- 35
Obrazek 6. Graf aproximace f(x) = cosx Taylorovymi polynomy Ty, T, T4, Tg, Tg, T1g -- 36

63



