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Abstract

This thesis describes an approach to the analytical solution of the periodical vibrations of
mechanical systems with any number of degrees of freedom with periodically time varying
parameters (mass, damping, stiffness matrices and excitation vector). The model is descri-
bed by a differential-integral equation with a degenerated kernel and a periodical Green s
function. In each chapter, the solution obtained by this method is demonstrated on one
or more examples. The second part is focused on a stability analysis. Using the fact, that
the zero value of the determinant of a system matriz specifies the border of (un)stability,
an area of (non)existence of the periodical analytical solution is obtained. The presented
method is definitely more effective and accurate than the Flogquet theory in this case.
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1 Uvod

Predkladana diplomova prace se zabyva existenci a stabilitou analytického Tfeseni pohy-
bové rovnice mechanickych systému s libovolnym poctem stupnu volnosti s parametry
periodicky proménnymi v Case.

Préce je strukturovana do dvou tématickych okruhu. V prvni ¢asti je uvedena metoda
pro ziskani analytického periodického feseni na systémech s jednim a vice stupni volnosti,
obecny tvar tohoto analytického feSeni a nékolik aplikacnich piikladu. V druhé éasti je
zpracovana problematika hledani oblasti stability a nestability feSeni a s tim souvisejici
existence ¢i neexistence analytického periodického feseni.

V literatute se analytické feSeni linearnich kmitavych soustav s parametry periodicky
proménnymi v ¢ase témeér viubec neobjevuje, existuje jen nékolik malo ¢lanku, které s touto
tématikou primo souviseji. Jejich vycet je uveden v seznamu literatury.

Cilem této prace je urcit analytické periodické feSeni mechanickych soustav s jednim
i vice stupni volnosti s proménnym pouze jednim ¢i vice parametry a prinést uceleny
piehled o oblastech stability a nestability tohoto feseni a jeho pripadné existence.

Praktické vyuziti ziskanych vysledku je demonstrovano na nékolika jednoduchych pii-
kladech. Sirsi moznosti aplikace vysledku, zejména pro vice stupnu volnosti, 1ze nalézt
naptiklad v oblasti kmitani kloubovych a ozubenych pohont, v dynamice rotoru, atd.



2 Metody urceni analytického periodického reSeni

2.1 Systém s 1° volnosti s periodicky proménnou tuhosti
2.1.1 Analytické reSeni

Kmitajici systém s jednim stupném volnosti s ¢asové proménnou tuhosti, jehoz schéma je
na obr. 1, 1ze popsat pohybovou rovnici podle [1]

mi(t) + bi(t) + [k — k()] a(t) = p(@), (2.1.1)

kde m znaci hmotnost, b vyjadiuje koeficient tlumeni, k je staciondrni slozka tuhosti,
k(t) je proménnd slozka tuhosti, p(t) znaci budici silu a u je bezrozmérny parametr.

2 k - pk(t)
G E— AT p(t)
|

v

q(t)

Obr. 1: Systém s 1° volnosti a proménnou tuhosti

Proménna slozka tuhosti, budici sila, a proto i hledana vychylka jsou periodické funkce
s periodou T, tj.

p(t) = p(t +T1),k(t) = k(t +T),q(t) = q(t +T).

Nezndmé vychylky ¢(t) jsou fesenim diferencidlni rovnice

mi(t) + bd(t) + kq(t) — phk(t)q(t) = p(t). (2.1.2)

Vzhledem k pozadavkum z praxe je tfeba urcit ustdlenou odezvu systému, coz je parti-
kuldrni feSeni rovnice (2.1.1), tzn. homogenni ¢dst FeSeni a s nim spojend oblast prechodo-
vych kmitu se neuvazuje.

Pohybovou rovnici (2.1.2) upravime pievedenim ¢lenu s proménnou tuhosti na pravou
stranu k buzeni

mi(t) + bi(t) + kq(t) = p(t) + pk(t)g(t). (2.1.3)
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Stejné jako v [2] je nejprve nutné ziskat Greenovu periodickou funkei G(t) jako odezvu
stacionarniho systému popsaného levou stranou rovnice (2.1.3) na periodické jednotkové
buzeni Diracovym hiebenem, viz. obr 2, ktery lze zapsat ve tvaru

I o w1 o . e
or(t) = - Z pliwt T Z cos(jwt) + isin(jwt) | , (2.1.4)
j=—o0 j=—o00 20

kde i vyjadiuje imaginarni jednotku, j znac¢i index ¢lenu fady a w je tthlova rychlost, pro
niz plati znamy vztah w = 27 f = 27?%. Sinové ¢leny v tomto pifpadé vypadnou, nebot
Diracuv hieben je suda funkce.

' 6T(t)

T

Obr. 2: Diracuv hieben

Greenova periodicka funkce bude tedy fesenim rovnice

o0

mCi(t) + bG(t) + kG(t) = do(t) = % 3 e, (2.1.5)

Jj=—00
Vzhledem k tomu, ze plati princip superpozice
G(t)= ) Gy, (2.1.6)
Jj=—00

je mozno feSeni rozdeélit na feSeni systému nezavislych rovnic

mG;(t) + bG;(t) + kGj(t) = %e”“’t. (2.1.7)

Resenf odhadneme ve tvaru
G;(t) = Gje (2.1.8)
a dosadime pifslusné derivace odhadu (2.1.8) do (2.1.7). Dostaneme

~ 1 _
G; = T (—j2w2m + ijwb + k) 1, (2.1.9)



odkud plyne po dosazeni do (2.1.8)

1 o

Gj(t) = o (—*w’m + ijuwb + k) bt (2.1.10)
Oznacime

Ly = (—j%?m +ijwb + k)", (2.1.11)

kde L; ma vyznam dynamické poddajnosti odpovidajici j-té harmonické.
Zavedeme zkracené oznaceni

ej(t) = et (2.1.12)
dosadime do (2.1.10) a se¢teme podle (2.1.6)
1 o
G(t) = = > Lie,(t). (2.1.13)
j=—00

Celkova odezva systému (2.1.3) na buzeni na pravé strané vyjde konvoluci pravé strany
rovnice (2.1.3) s periodickou Greenovou funkei z (2.1.13)

q(t) = p /O G(t — s)k(s)q(s)ds + /0 G(t — s)p(s)ds. (2.1.14)

Do rovnice (2.1.14) za Greenovu funkci G v ¢ase (t — s) dosazujeme

1 & 1 «
G(t—s) == D Liej(t—s) = - > Liej(t)e_;(s), (2.1.15)
j=—o0 j=—00
protoze plati

ej(t — s) = IU=8) = liwtemiiws — o (t)e (s). (2.1.16)

Periodické funkce reprezentujici proménnou slozku tuhosti a buzeni lze zapsat pomoci
komplexni Fourierovy rady ve tvaru

k(t) = f: key(t) = K e(t) (2.1.17)

p(t) = i pe(t) =p'e(t), (2.1.18)
kde
e(t) = [e_n(t), e—ns1(t), ... en_1(t),en(t)]" € CPNFLL (2.1.19)
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P= [p-n.P-n+1,--- PNn-1,pn] € CNFLL (2.1.20)

~ ~ ~ ~ T
k= |k_n,k_ni1,..., kn_1,ky| € C2NFLI (2.1.21)

jsou vektory Fourierovych koeficienti buzeni a proménné slozky tuhosti. VSimnéme si,
ze se zde vyskytuje index N oznacujici rozmezi poctu ¢lenu rady (—N, N), N € Z. Ve
vypoctech totiz neni mozné prakticky uvazovat nekonecny pocet Clenu, je tieba vybrat
jen dostatecny ale omezeny pocet, abychom dostali dobrou aproximaci periodické funkce.
Nekoneéné sumy se tak v dalsim postupu nahradi koneénymi v intervalu (—N, N). V
nasledujicim textu se budou vSechny sumy uvazovat jako konecné, nebude-li uvedeno ji-
nak, a jejich zapis bude zjednodusen pouze na oznaceni sumacniho indexu.

Rovnice (2.1.15), (2.1.17) a (2.1.18) dosadime do (2.1.14)

o0 = [ 53 Liei(0e-s() X Ruer(s)alo)ds +

., = K (2.1.22)
1
+ /0 T ; Lje;(t)e_;(s) ;plel(s) ds.
G(;:s) ,}Z)
Po uprave
T4 _
0 =n| 7 >3 Lokt e)ale)ds +
J(‘tfs)
1 T
+ T Z Z Ljpie;(t) / ei—;(s)ds =
. 0 (2.1.23)
J l —_—
Talj
T
= / J(t,)q(s)ds + > Lypie;(t),
0 -
N

g(t)

kde d;; je Kroneckeruv symbol, ktery se zde vyskytuje diky ortogonalité systému goniome-
trickych funkei sinus a cosinus. Rovnice (2.1.23) je Fredholmova nehomogenni integralni
rovnice s degenerovanym jadrem J(t, s)

J(t,s) = % SONT LiTues (t)er s (5) = % 3 Aues(tents) = %eT(t)Ae(s). (2.1.24)
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Struktura matice A je proto

- LjElJrj I+jNj€(=N,N) IN+1,2N+1
Aﬂ—{ A it g N o AEC | (2.1.25)

Fredholmovu nehomogenni integralni rovnici (2.1.23) je mozno upravit do tvaru

(t) = /T leT(t)Ae(s) (s)ds + g(t) (2.1.26)
) =n 7 q g(1). 1.
Zavedeme dalsi substituci

b(t) = %Ae(t) (2.1.27)

a upravime druhy sc¢itanec v (2.1.23)

t) = Z L;pje;(t) = e (t)Lp, (2.1.28)

kde diagonalni matice L je podle (2.1.11)
L = diag{L;} € C?N 12N+, (2.1.29)

Dosadime do (2.1.26) z (2.1.27) a (2.1.28) a vyjde
= pe’ / ¥(s)q(s)ds + e’ (t)Lp. (2.1.30)
Zavedeme substituci za integral
T
- / b(s)q(s)ds (2.1.31)
0
a po uprave

q(t) = pe” (t)a + 7 (t)Lp. (2.1.32)

Rovnici (2.1.32) vynésobime zleva 1 (t) a integrujeme pies periodu

/ P (t)q(t)dt = / P(t)e (t)dt o + / Pp(t)e’ (t)dt Lp. (2.1.33)
Na levé strané pouzijeme vztah (2.1.31) a na pravé strané provedeme dalsi substituci
T
Q =/ P(t)e' (H)dt , Q e CHFH2L (2.1.34)
0
Po tuprave
= 1Qa + QLp. (2.1.35)



Nezndamou « vyjadiime jako

a=(1-Q) 'QLp (2.1.36)

a predpokladdame regularitu (a proto invertovatelnost) charakteristické matice (I — uQ).
Pokud by tento predpoklad nebyl splnén a vlastni ¢isla matice Q by byla rovna i, tj.

1
L EMQL (2.1.37)

pak by parametr p nabyval kritické hodnoty, kterda vymezuje hranici mezi oblasti stability
a nestability. Za touto hranici analytické periodické feseni rovnice (2.1.1) neexistuje.

Dosadime zpét do (2.1.34) z (2.1.27)

A

Q- /0 "t (1)t = %A \/O ' e(t)eT(t)df N (2.1.38)

kde symbolem I oznacime matici s jednotkami na vedlejsi diagonale

1

>
Il

€ CVHL2NTL (2.1.39)

1

Soucin matic AT Ize ale vyhodnéji zapsat jako soucin jinych dvou matic LH, kde L je jiz
znama podle (2.1.29) jako

L_y
L_ni1

L= Lo € CHWNHLANHL - LH — LT (2.1.40)

Ly



Druha matice H je pasova

%0 E_l E_Q N A
ky ko k4 ko ... ... k_n
EQ ,];1 E(_) /l\flfl R /]\C/,N
g | " {ﬁ %’2 o = H7 € OV (9.1 41)
,];N EQ RN . E_Q
kn Lk
kN k2 kl kO

H je Hermiteovska matice, protoze plati %,j = %j proj # 0 a %0 je realné. Pruh nad
pismenem oznacuje hodnotu komplexné sdruzenou. Mohli bychom tedy pro matici L psat
L =1,

Tato substituce je vyhodnd, nebot pii urc¢ovani hranice oblasti (ne)stability vychézime
z faktu, ze determimant charakteristické matice (I — pLH) je redlné ¢islo. Znaménko
tohoto determinantu vymezuje oblasti (ne)stability. Je zfejmé, ze charakteristicky deter-
mimant je redlny, protoze plati

det LH = det Ldet H, (2.1.42)
= ==
€R €R

nebot L m4 na diagondle ¢isla po dvojicich komplexné sdruzend anebo realnd a H je
Hermiteovskd. Hranice mezi obéma oblastmi se nachézi pravé v tom misté, kde je charak-
teristicky determimant roven nule. Podrobnéjsi vyklad je uveden v druhé ¢asti diplomové
prace.

Vztah (2.1.38) prejde proto do tvaru

Q=LH. (2.1.43)
Rovnost (2.1.35) prejde s prihlédnutim k (2.1.43) bude

a = (I - puLH)"' LHLp. (2.1.44)

Vysledné periodické teseni vyjde dosazenim (2.1.44) do (2.1.32)

q(t) =e’(t) [u (I - pLH)"'LH +I] Lp| . (2.1.45)

Jeho ptesnost zavisi na velikosti hodnoty /N oznacujici pocet uvazovanych ¢lenu Fourierovy
fady. Toto TeSeni existuje pouze v piipadé, ze systém je stabilni.

10



2.1.2 Piiklady

V této casti jsou uvedeny vysledky analyticko-numerického experimentu ve vypoctovém
systému MATLAB. V prvnim kroku byly pomoci postupu uvedeného v predchozi kapitole
2.1.1 vypocteny hodnoty vychylky systému charakterizovaného pohybovou rovnici (2.1.1).
Toto analyticky ziskané feseni bylo porovnano s vystupem z MATLABu, ktery pro feseni
pouziva metodu Runge-Kutta. Numerické simulace vykazuji shodu s analytickym fesenim.

Na obr. 4 a 5 jsou znézornény vysledky simulaci pro dvé skupiny vstupnich parametra

uvedenych v tabulce 1.

\ 1. pripad \ 2. pripad \ jednotka ‘

’ symbol \ oznaceni

n pocet ¢lenu tady 25 25 —
w thlova rychlost 60 80 rad/s
m hmotnost 2 1 kg
b tlument 5 10 Ns/m
k statickd tuhost 10 000 16 000 N/m
0 soucinitel proménlivosti 0.55 0.5 —

timaa konecny cas 25 T 25 T S

Tab. 1: Parametry experimentu 1 (viz obr.4) a 2 (viz obr.5)

Proménna slozka tuhosti a periodickda funkce buzeni jsou v pripadé prvniho vypoctu
popsany funkcemi
ED(t) = cos (2rw — 1) sin (5wt) , (2.1.46)
W = L
P (t) = 5 cos wt. (2.1.47)
V druhém piipadé
N 100 - 3ir
HO)(1) = le - <sin % — sin ‘77> cos juwt, (2.1.48)
| ooy
(2) _ = W .
p(t) = 5 ; in sin jwt, (2.1.49)

jejichz prubéh je na obr. 3.
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Obr. 3: Prubéh funkci periodicky proménné tuhosti a buzeni

Pocéatecni podminky jsou voleny nulové. Jejich vliv je omezen pouze na homogenni cast
celkového Teseni, ktera ale vlivem tlumeni brzy vymizi a po této tzv. prechodové oblasti
nastava ustaleny stav, ktery je popsan vyse uvedenym partikuldrnim fesenim (2.1.45).
Je ziejmé, ze pokud se pohybujeme v oblastech stability, coz je v ptipadé téchto dvou
simulaci zajisténo, pak experiment dava totozné vysledky pro oba postupy feseni.
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- analyticke reseni
—Runge-Kutty reseni

0 0.5 1 15 2 2.5
t[s]

Obr. 4: Srovnani numer. a analyt. feSeni pro 1° volnosti a proménnou tuhost - 1. pripad

x10°
10 + analyticke reseni
—Runge-Kutty reseni
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Obr. 5: Srovnani numer. a analyt. feSeni pro 1° volnosti a proménnou tuhost - 2. pripad
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2.2 Systém s 1° volnosti s periodicky proménnou hmotnosti,
tlumenim i tuhosti

2.2.1 Analytické resSeni

V pripadé periodicky proménné hmotnosti, tlumeni i tuhosti méa pohybova rovnice systému
s jednim stupném volnosti tvar, viz. [3]

= ()] d(t) + [b— w0 d(t) + [k — usk(t)] a(t) = p(t), (2.2.1)

kde m, b, k jsou staciondrni slozky hmotnosti, tlumeni, tuhosti a puy, p2, pz jsou bez-
rozmérné parametry. Budici sila p(t), proménné slozky hmotnosti m(t), tlumeni b(¢), tu-
hosti k(t), a proto i nezndma vychylka ¢(t), jsou opét periodické funkce s periodou 7.

/1
s k - K(0)
e VAVAVAVAY, X _ p(t)
7 bub®r o | MmO
L
S

v

q(t)
Obr. 6: Systém s 1° volnosti s proménnou hmotnosti, tlumenim, tuhosti

Proménné cleny prevedeme na pravou stranu k budici sile.

ma(t) + bi(t) + ka(t) = p(t) + pm(t)G(t) + uab(t)q(t) + psk(t)q(t) (2.2.2)

Prakticky vyznam mé opét pouze partikularni feseni. V prvnim kroku je tieba podobné
jako v minulé kapitole najit periodickou Greenovu funkci G(t) jako odezvu staciondrniho
systému na levé strané rovnice (2.2.2) na jednotkové buzeni Diracovym hiebenem ().
mé(t) + bg(t) + kq(t) = op(t) = ! i gt — L f: ei(t). (2.2.3)

T T /

j=—o0 j=—o0

Vyuzijeme princip superpozice analogicky k (2.1.6) a Greenova periodicka funkce vyjde
totozné jako (2.1.13) v kapitole 2.1.1

Glt) = %ZLjej@), (2.2.4)
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kde L; jsou prvky diagonalni matice L, viz (2.1.11) a (2.1.40), s vyznamem dynamickych
poddajnosti odpovidajicim vzdy j-té harmonické.

Celkové odezva systému popsaného rovnici (2.2.2) je rovna konvoluénimu integralu pravé
strany rovnice (2.2.2) s periodickou Greenovou funkei (2.1.15).

g(t) = Ml/o G(t — s)m(s)i(s)ds + “2/ Gt = s)bls)ils)ds + (2.2.5)

+ Mg/o G(t — s)k(s)q(s)ds + /0 G(t — s)p(s)ds.

Periodické funkce vyjadiujici proménné slozky hmotnosti, tlumeni, tuhosti a buzeni je
mozno zapsat ve tvaru komplexni Fourierovy rady

(1) :lo_o ue(t) = m e(t), (2.2.6)
b(t) = i bie(t) = ble(t), (2.2.7)
k(t) = l_f: kiey(t) = kT e(t), (2.2.8)
p(t) = l:i pey(t) = pTe(t). (2.2.9)

Budeme opét uvazovat konecny pocet clenu, jejichz rozpéti bude v intervalu (—N, N},
N € Z a vektory Fourierovych koeficientu budou zfejmeé

m — ﬁl_N,m_N 1,...,771NTE(C2N+1’1, 2.2.10
+
SO 1T
b— [b_N,b_N+1, N .,bN} e C2N+LL (2.2.11)
SO AT
Kk — [k,N,k,NH, N .,k:N} € C2N+LL (2.2.12)
P=[p-n.p-nt1,- -, pn] € CHNFHL (2.2.13)
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Dosadime z (2.1.15) a (2.2.6) - (2.2.9) do rovnice pro vychylku (2.2.5)

T
1
q(t) :Ml/ T E Lje;(t)e_;(s) g myer(s) G(s)ds +
0 -
j

G(;:s) ﬁ;&)
/ ZL ej ,J Zblel dS +
G(t s) E()
/ Z L; 6] Z klel dS +
!
G(t-s) *0)
1
—i—/o T ;Ljej(t)e_j(s) ;plel(s) ds
G(t=s) p(®)

a po uprave

—n [ 7Y 5 Lty Ber(s) i) +

-~

Im(t,s)

+ 1o /0 % Z ; Libie;(t)er-;(s) 4(s)ds +

-~

Jp(t,8)

T
1 ~
+ us/o 72> Likiej(Der(s) a(s)ds +
j l

-~

Jk(t,s)

+ % ZJ: Xl: Lipie;(t) /0 e—j(s)ds =

—_—
Té1;

_ / Tl )i(5)ds + 12 / Jo(t, 8)i(s)ds+
s [ Il as)ds+ 3 Lipyestr).

J
~—_——
q(?)
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Dostavame se k nehomogenni integro-diferencidlni rovnici s degenerovanymi jadry

In(t,9) = 7 303 Liiues (er () = 7 33 Bues(t)els) =

L 7
= 7e (t)Ee(s),

Jo(t, s) = % DO Libiej(t)eri(s) = % YO Caeitels) =
i l i l

L 7
7° (t)Ce(s),

Tt s) = 5 303 Ly (er () = 7 37 3 Aes(t)els) =

L r
= e (t)Ae(s),

které lze opét zapsat pomoci matic A, C a E se strukturou jako v (2.1.25)

L-El ; l+jNjeE(=N,N) 2N+1,2N+1
A, = g+ ) A ,
7 { 0 1+jviglnNy 0 AEC |

Libs; l+jNjE(=N,N) 2N+12N+1
Cy =4 Ll ) C € C2V+L
7 { 0 l+jVj¢(—N,N) "’ < ’

) Ly, I+jNj€(=N,N) IN+1,2N+1
S R T L

Pted dosazenim upravime posledni s¢itanec g(t) v (2.2.15) podle (2.1.28)
g(t) = e’ (t)Lp.

Uzitim vztahu (2.2.16) - (2.2.18) a (2.2.22) vyjde Feseni

q(t) = %/g e’ (1)Ee(s)q(s)ds + % i e’ (t)Ce(s)q(s)ds +

2 [0 Aes)a(o)is + o (0L,

Pro zjednoduseni zavedeme nésledujici oznaceni

¥4 (1) = ZAe(t)
#(1) = 7Ce(t),

¥ (1) = 7 Belr).
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(2.2.16)

(2.2.17)

(2.2.18)

(2.2.19)

(2.2.20)

(2.2.21)

(2.2.22)

(2.2.23)

(2.2.24)

(2.2.25)

(2.2.26)



Ptepiseme rovnici pro vychylku (2.2.23) za pouziti vSech aktudlnich znaceni

= el / P (5)i(s)ds + poe® / P(s)q(s)ds +

+ pze’ ( / ¥"(s)q(s)ds + e" (t)Lp

a dale zjednodusime zapis integralu

/w
a_/¢

Resen{ ustalené vychylky lze potom zapsat ve tvaru
q(t) = e’ ()y + poe’ (1)B + pze’ () + e (t)Lp.

V dalsim postupu vyuzijeme i prvni a druhou ¢asovou derivaci této rovnice.
Rovnice pro rychlost ma tvar

q(t) = me" )y + e’ (1)8 + pse’ (o + &7 (t)Lp

a rovnice pro zrychleni je

G(t) = p&" () y + p26” (1) B + psé” (t)a + &7 (t) Lip.

(2.2.27)

(2.2.28)

(2.2.29)

(2.2.30)

(2.2.31)

(2.2.32)

(2.2.33)

Vzhledem k casovym derivacim exponencidlnich funkei vystupuji v derivovanych vyrazech
navic ¢leny z jejich argumentt, které tvoti v ptripadé prvni derivace prvky diagonalni

matice R, R € C2?N+1L.2N+1

iw(—N)
iw(—N +1)
iw(—N +2)
R = L (2.2.34)
iw(N —1)
wN
a v pifpadé druhé derivace jsou to prvky diagondlni matice S, S € C2V+1L.2N+1
(N
—w?}(—=N +1)?
S — (2.2.35)
—w?(N —1)
—w?N?

18



Lze proto psat
e’(t) = e’ (H)R, (2.2.36)
&’ (t) = e’ (1)S. (2.2.37)

Nyni se budeme snazit na levé strané rovnice (2.2.31) vyjadiit e, viz. (2.2.30). Vyndsobime
tuto rovnici zleva 1" (t) a integrujeme pies periodu

/¢t t)dt = m/ Y (t dt7+u2/ Yr(t)e’ (t)dt B +

(2.2.38)
T
+u3/0 Ppr(t)el dta+/ PF(t)el (t)dt Lp.

Za integraly dosadime zpétné z (2.2.24) a dostaneme

/0 Y (t)el (t)dt = / lAe(t)eT(t)dt:

:_A/ (T ()dt = AL (2.2.39)

T

>

Zapis rovnice (2.2.38) se timto velmi zjednodusi
o = Aly + 1, AIB + psAla + AlLp. (2.2.40)

Obdobny postup, tentokrat pro ziskani 3 na levé strané, aplikujeme na rovnici (2.2.32).
Tuto rovnici zleva vynasobime 7,bb(t) a integrujeme ptes periodu

/«,bt )t = m/«,b dt'r+u2/¢ (1)t B +
(2.2.41)
T
u3/ PP(t)e” dta+/ PpP(t)eT (t)dt Lp.
0
Do piedchozi rovnice dosadime zpatky z (2.2.25) a (2.2.36)
1 1
B = ul/ —Ce(t)e’ (t)dt Ry + ,ug/ —Ce(t)e’ (t)dt RB +
o T o T
. ; (2.2.42)
1 1
+ 3 / —Ce(t)e” (t)dt Ro + / —Ce(t)e’ (t)dt RLp
0 T 0 T
a vyuzijeme rovnosti
T A
/ e(t)e’ (t)dt =TT, (2.2.43)
0
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¢imz se zapis opét velmi zjednodusi
B = 1 CIR~ + 11oCIR3 + 113CIRa + CIRLp. (2.2.44)

Analogicky postup zopakujeme pro druhou ¢asovou derivaci (2.2.33), kterou vyndsobime
zleva 1™ (t) a integrujeme pres periodu

/w 1)t = m/w dt7+uz/¢ & (1)dt B +
(2.2.45)
/ P ()&” (t)dt o + / ™ ()T (t)dt Lp.
Po dosazeni z (2.2.26), (2.2.37) a po upravé
™1 ™1
= /u/ —Ee(t)e’ (t)dt Sy + m/ —Ee(t)e’ (t)dt SB +
0 T 0 T
i 7 (2.2.46)
1 1
+ Mg/ —Ee(t)e’ (t)dt Sa +/ —Ee(t)e’ (t)dt SLp.
0 T 0 T
Rovnice pro ~ je potom
~ = 1y EIS~y + 11,EISB + 13EISa + EISLp. (2.2.47)

Pristoupime k feseni soustavy ti{ rovnic pro neznamé o (2.2.40), B (2.2.44) a v (2.2.47)

o = mAly+ 1AIB + psAla + AlLp, )
B8 = mCIRy + 1CIRS + 13CIRa + CIRLp, (2.2.48)
~ = wEISy + 1EISB + 13EISa + EISLp.

Systém rovnic (2.2.48) upravime pievedenim ¢lenu reprezentujicich buzeni na pravou
stranu

(I — p3A1a> — 1 AIB — 1 Aly — AlLp,
—15CiRa — (I _ mciR,@) — ,CiRy = CIRLp, (2.2.49)
_1sEiSa — 1,Eisg — (1 _ plEiS'y> — EisLp

a zapiSeme maticove

I— usAl — AT — Al o AlLp
—usCIR I-—,CIR —uCIR B | = CIRLp |. (2.2.50)
—usEIS  —EIS I— 1, EIS g EISLp
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7 hlediska urc¢ovani stability je vyhodné provést nasledujici substituci

p1 = iz, (2.2.51)
fo = |29, (2.2.52)
[ = |23 (2.2.53)
a po dosazeni do (2.2.50)

I- ,uz;),Ai — 2, AT —,uzlAi o AlLp

—uzCIR I— 2 CIR  —uz CIR B | = CIRLp |. (2.2.54)

—nzsEIS —uzEIS 1 — puz EIS Y EISLp
[\ - /w—/ \ /

I-1Q u v

Ctvercovou matici na levé strané muzeme rozlozit na rozdil (T — MQ), kde

I

|
I
-

€ C 3N+, 32N+ (2.2.55)
|

ZgAi ZzAi ZlAi
Q= | zCIR 2CIR 2z CIR | € C 3GN+, 3eN+) (2.2.56)
ZgEiS ZQETS ZlEiS

vektor hledanych neznamych oznacime

o
u= | B | ec3eNtHI (2.2.57)
B
a vektor na pravé strané
AlLp
v=| CIRLp | €C SEN+1,L (2.2.58)
EISLp
takze rovnice (2.2.54) bude
I-uQ)u=v. (2.2.59)

Za ptredpokladu invertovatelnosti charakteristické matice (T — pQ) vyjadiime neznamé u
jako

u=(T-4Q) " v. (2.2.60)

Matice (T — MQ) musi byt regularni, tedy invertovatelna. Tento predpoklad neni splnén
tehdy, je-li determimant této charakteristické matice roven nule, coz nastava v pripadé,
ze vlastni ¢isla matice Q jsou rovna i, tj.

1
L€ A {Q}. (2.2.61)
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Po dosazeni z (2.2.60) zpatky do rovnice (2.2.31) je vysledné periodické feSeni systému
s jednim stupném volnosti s proménnymi parametry hmotnosti, tlumeni a tuhosti

g(t) = e (1) [(i — Q) v+ Lp} _ (2.2.62)

Toto feseni existuje pouze tehdy, je-li systém stabilni.
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2.2.2 Piiklady

V této casti jsou stejné jako v prvni kapitole uvedeny vysledky analyticko-numerické si-
mulace v programu MATLAB. Nejprve bylo podle metodiky popsané v kapitole 2.2.1
vypocteno analytické teseni systému, ktery je popsian matematickym modelem (2.2.1).
Toto presné feSeni bylo porovnano s numerickym fesenim vypoétenym v MATLABu po-
moci metody Runge-Kutta.

Na obr. 8 jsou zobrazeny vysledky pro vstupni parametry uvedené v tabulce 2.

’ symbol \ oznaceni \ hodnota \ jednotka ‘
n pocet clenu tady 25 —
w thlova rychlost 0.6 rad/s
m statickd hmotnost 1.1 kg
b statické tlumeni 0.05 Ns/m
k statickd tuhost 1 N/m
(41 soucinitel promeénlivosti m 0.25 —
[42 soucinitel promeénlivosti b 0.8 =
143 soucinitel promeénlivosti &k 0.05 —
timaz koneény cas 30 T s

Tab. 2: Parametry experimentu pro 1° volnosti a vSechny proménné parametry (viz obr.8)

Proménna slozka hmotnosti je v tomto ptipadé popsana funkei
m(t) = m cos 3wt, (2.2.63)

proménnd slozka tlumeni ma tvar

= J 0 te(0,T) B :
b(t) = { bote (I na kazdé periodé T, viz obr. 7, (2.2.64)

proménnd slozka tuhosti je vyjadiena

100

~ 2k ' 37
k(t) = Z o <sin ‘%T — sin %) cos jwt, viz obr. 7, (2.2.65)
=1

a periodickd funkce buzeni je

100

— Z — sin jwt, viz diive na obr. 3. (2.2.66)

1
p(t) =3
2 P

Vliv nulovych poc¢atecnich podminek po ¢ase vymizi a partikularni feseni, které se nachazi
v oblasti stability, vykazuje opét shodu s analytickym fesenim.
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k) 4

T

Obr. 7: Prubéh funkci periodicky proménného tlumeni a tuhosti

- analyticke reseni
— Runge-Kutty reseni

| | | | |
0 50 100 150 200 250 300
ts]

r. 8 Srovnani numer. n . TeSen{ pro 1° volnosti s proménnymi vSemi parametr
Obr. 8: Srovna er. a analyt. reSe ol
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Piiklad - Hookeuv kloub

Jedna z moznych aplikaci predkladaného feSeni pro soustavy s jednim stupném volnosti
je zpracovana na prikladu torzné kmitajici soustavy s Hookeovym kloubem, viz. obr 9.

I

P @,
Obr. 9: Soustava s Hookeovym kloubem
Reseni
Jedna se o soustavu s prevodem, lze proto psat

p2 = flp1), (2.2.67)

kde f vyjadiuje funkéni zavislost mezi ¢y a @1, tj. @9 je funkei ;. Pro ¢asovou derivaci
plati

_ Of dpu
8@1 dt
~—

g(p1)

P2 = g(e1)¢1, (2.2.68)

kde g(¢1) je prevodova funkce. Jeji konkrétni tvar je uveden pozdéji v rovnici (2.2.86).
Pro ziskéani pohybové rovnice vyuzijeme Lagrangeovych rovnic obycéejného typu

d <3Ek) 0L I OE, i @ - Q. (2.2.69)

dt \ 9¢ dp = Op O
Kineticka energie systému
1. 1 .
By =35 35 + 3 (1 + Lg® (1)) &1, (2.2.70)

potencidlni energie

1
Ep = Sk(p1 = ¢3)°, (2.2.71)
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disipa¢ni funkce

R = %b(% — ¢3)? (2.2.72)
a zobecnéné sily

Q1001 = —Mpy = —Mg(p1)dp1 = Q1 = —Mg(p1), (2.2.73)

Qs = 0. (2.2.74)

Po dosazeni piislusnych derivaci do Lagrangeovych rovnic (2.2.69) dostaneme dvé pohy-
bové rovnice pro dvé zobecnéné soutadnice ¢ a @3

(11 + Lg?(01)] @1 + [Lag(01)g (01)] 67 + k(o1 — @3)+
+0(p1 — ¢3) = —Mg(¢p1),

L33 — k(p1 — p3) — b(¢1 — ¢3) = 0. (2.2.76)

Prvni rovnici vydélime vyrazem [I; + Iog?(1)] a druhou I3

(2.2.75)

. La(e)d' (p1) .o k
P1 + [Il +1292<801)]¢l + [[1 +1292(901)} (‘Pl - 903) +
(2.2.77)
N b (1 — o) = ——Moler)
[ + g2 (¢1)] [+ 129%(01)]
Q3 — I%(Spl —p3) — [%(951 —¢3) = 0. (2.2.78)

Od (2.2.77) odecteme (2.2.78) a zavedeme relativni vychylku ¢ = ¢; — 3. Pohybové
rovnice bude mit tvar

.. b b\ . k k
t st o+ [+~ )=
i <11 + 1g%(¢1) [3> i (Il + Lg% (01) 13) i

Mg(1) + Lg(e1)g (p1)@3
I + Lg* (1)

(2.2.79)

Piejdeme ke konkrétnimu vyjadieni prevodové funkce g(y1) a jeji derivace ¢'(p1). Na
obr. 10 je provedena vizualizace geometrie Hookeova kloubu.

Vazebni podminka v tomto kloubu plyne z kolmosti vektoru e; a es, tj.
€j.ey — 0. (2280)

Vyjadreni téchto vektoru v soutadnicovém systému xyz je zfejmé z obr. 10

0 — sin d cos o
e; = | —siny; , €y = cos 0 COS Py ) (2.2.81)
COS 1 sin @9
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\Z

@,

X
Obr. 10: Geometrie Hookeova kloubu
Po dosazeni vektoru e; a ey do (2.2.80)
tan o = tan p; cos . (2.2.82)

Nasim cilem je urcit g(y;) z rovnice (2.2.68), musime proto z vazebni podminky vyjadrit
¢2. Rovnici (2.2.82) zderivujeme podle ¢asu

1
cos®(ip2)

g = cOSd P1. (2.2.83)

cos? 1

Z podobnosti trojihelniki ABC' a ADFE na obr. 11 plyne vztah mezi cos ps a tan o

1
2
_ 2.2.84
OS2 = + tan? @y’ ( )
ktery dosadime do (2.2.83) a vyjadiime @9 jako
sin
1
E T
tang,
\ P2
A DB
Obr. 11: Vztahy mezi goniometrickymi funkcemi
cos )
P2 = o1 (2.2.85)

cos? ¢y + cos? § sin? ¢y
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Ziskali jsme prevodovou funkci

cos 0

_ 2.2.86
9(er) cos? 1 + cos? § sin® ¢, ( )
a jeji derivace ¢'(y1) je zfejmeé
cos 6 sin 2¢; sin? §
g (¢1) = — (2.2.87)
(cos? ;1 + cos? 0 sin® )
V prevodu vystupuje proménnd ¢;. Ta je stejné jako ¢z funkci casu, tj. p; = ¢1(t)

a s = @3(t). Z toho lze usoudit, ze i prevodova funkce bude funkei ¢asu, tj. g(p1) = p(t).
Pohybové rovnice (2.2.79) bude po tupravé

. b b . k k
B(0) + (—11 e 73) o) + (—[1 e ]—3) olt) =

Mg(t) + Lg(t)g' (t)¢?
I + Lg?(t)

(2.2.88)

Abychom mohli pfevodovou funkei ¢g(¢1) uvazovat jako funkei ¢asu g(t), je nutné uréit
hodnotu ¢ (t). Vime, Ze na clenu @ je predepsdna ihlové rychlost wy = konst., proto
@3(t) = wot. Pro tcely urceni prevodu je mozno uvazovat stejné tak i ¢;(t) = wot. Tuto
hodnotu dosadime do (2.2.86) a (2.2.87)

cos 0

g(t) = (2.2.89)

- . )
cos2 wot + cos? § sin? wot

cos d sin 2wyt sin? &
gt = — 5 (2.2.90)
(C082 wot + cos? § sin wot)

Rovnice (2.2.89) a (2.2.90) tvoii vstupni hodnoty do pohybové rovnice (2.2.88).

Analogicky k modelu (2.2.1) prepiSeme pohybovou rovnici (2.2.88)

. b b . k k -
A \I_f-/_ <_11+I292(t)>1 A0 \I_f,,_\<_11+1292(t))1 olf) =

o) ’ k) (2.2.91)

[M + Ly (t)wp)] g(t)
Il + [292(t> | ’

p(t)
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t].
() + [b=b(0)| ¢t) + [k = k()| o(t) = p(0). (2.2.92)

Vypocet byl proveden pro konkrétni hodnoty parametru, které jsou souhrnné uvedeny
v tab. 3. Na obr. 12 je zndzornén prubéh relativni vychylky ¢(t) v ustaleném stavu, ktery
je popsan presnym analytickym feSenim popisovanym v kapitole 2.2.1. Pro srovnani bylo
provedeno i numerické feseni pomoci funkce oded5 v MATLABu. Je nepochybné, Zze oba
postupy museji davat shodné vysledky.

] symbol \ oznaceni \ hodnota \ jednotka ‘
n pocet ¢lenu Tady 25 —
wo uhlové rychlost 60 rad/s
M zatézny moment 500 Nm
b koeficient tlumeni 3 Ns/m
k torzni tuhost 900 N/m
I moment setrvac¢nosti 0.55 Nm?
I moment setrvac¢nosti 0.30 Nm?
I moment setrvac¢nosti 0.75 Nm?
) tihel kloubu /6 rad

tmax konecny cas 15 T s
©(0) | pocatecni podminka 0 rad
©(0) | pocatecni podminka 0 rad/s

Tab. 3: Vstupni parametry pro vypocet systému s Hookeovym kloubem

+ analyticke reseni
—Runge-Kutty reseni

-0.05

-0.1

-0.15

-0.21-

q,[m]
s
[\S)

(221
T

L AR IR IR S R [ s o s

Y T2 A R R R B A T/ ¥ A ¥V W

-0.35
-04-

-0.45-

05 ! ! ! ! ! 1
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6

t[s]

Obr. 12: Vysledna relativni vychylka ¢(t) soustavy s Hookeovym kloubem
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2.3 Systém s n° volnosti s periodicky proménnou matici tuhosti
2.3.1 Analytické reseni

Systém s n stupni volnosti s proménnou matici tuhosti lze popsat pohybovou rovnici
podobné jako v [4]

Mi() + Ba(t) + [K - pK (1) a(t) = p(0). (23.1)

kde M € R™" je matice hmotnosti, B € R™" je matice tlumeni, K € R™" je stacionarni
matice tuhosti, K(¢) € R™" je matice vyjadiujici ¢asové proménnou tuhost, p(t) € R™?
reprezentuje casové zavisly vektor buzeni, i je bezrozmérny parametr a q(t) € R™! je hle-
dany vektor zobecnénych souradnic (vychylek). Matice proménné tuhosti i vektor budicich
sil jsou periodicky proménné v case s periodou T'

K(t) =K(t+T), (2.3.2)

p(t) = p(t+ 7). (2.3.3)

Po roznésobeni pohybové rovnice (2.3.1) a prevedeni ¢lenu s proménnou tuhosti na pravou
stranu

M&(t) + Ba(t) + Ka(t) = p(t) + pK(t)a(t). (2.3.4)

Ustdalené kmity popisuje partikularni feseni, k jehoz nalezeni je nutna znalost matice peri-
odické Greenovy funkce G(t) jako odezvy staciondrniho systému, tzn. levé strany (2.3.4),
na jednotkové buzeni Diracovym hiebenem. Tuto matici budeme hledat po sloupcich.
Oznaceni g™ (t) vyjadiuje m-ty sloupec matice G(t).

Mg™ (1) + Bg"™ (t) + Kg™ (t) = i,n07(t) = im % i e;(t), (2.3.5)

j=—o0

kde i, oznacuje m-ty sloupec jednotkové matice I, ktery mé vyznam jednotkového buzeni
v m-tém miste.

Resenim rovnice (2.3.5) je m-ty sloupec matice periodické Greenovy funkce - analogie
k (2.1.13)

g™ (t) = - Z Ljine;(t), (2.3.6)

kde L; je analogicky k (2.1.11) matice dynamickych poddajnosti

L, = (—j%w*M +ijwB + K) ' € C"" (2.3.7)
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Maticovy tvar periodické Greenovy funkce je

G@—{megw@wngwaﬂ—%;z:@%@. (2.3.8)

j=—o00

Hledané analytické feseni vznikne opét konvoluci periodické Greenovy funkce s pravou
stranou pohybové rovnice (2.3.4)

alt) :”/o G(t—s)ﬁ(s)q(s)ds+/0 G(t — s)p(s)ds (2.3.9)

a po dosazeni za G(t — s) podle (2.3.8)

q(t) = u/o % Z Lje;(t — s)K(s)a(s)ds +

j=—o00

T (2.3.10)
+ /0 T Z Lje;(t — s)p(s)ds.
j=—00
Periodicky proménné veli¢iny lze zapsat ve tvaru nekoneéné komplexni Fourierovy fady

K(t) =Y Kelt), (2.3.11)

l=—o00
p(t) = > melt), (2.3.12)

l=—00

kde Kl je matice a p; je vektor obsahujici Fourierovy koeficienty, které odpovidaji funkcim
v proménné matici tuhosti a ve vektoru budicich sil, konkrétné pak [-té harmonické.

Ze stejnych duvodu jako dfive budeme uvazovat opét pouze omezeny pocet clenu rady
v intervalu (—N, N), N € Z. Nekone¢né sumy se zméni na konecné a jejich zdpis bude
zjednodusen pouze na oznaceni sumacniho indexu.

Provedeme vyjadreni (2.3.10) pomoci komplexnich Fourierovych fad (2.3.11) a (2.3.12)
po [t ~
at) =5 [ S Liestes(s) Y Kees)als)ds +
0 5 ;

o (2.3.13)
- / 3Lyt (fe-s () 2 el
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a dojdeme jako v predchozich kapitolach k Fredholmové nehomogenni integralni rovnici

/ ZZLKle] eri(s) als)ds +

J(t,s)

* % ZJ: Z:Ljej(t)m /0 el_j(s)ds —

N———
T(sl]'

— 'u/o J(t,s)q(s)ds + ZLjpjej<t>7

J

kterd ma degenerované jadro
1 ~
= f Z Z L]-Klej (t)el,j (S)
il

Zavedeme substituci

a po dosazeni substituci do (2.3.14)
T
= ,uz ®(1) /0 W, (s)q(s)ds + Z L;p,e;(t).
J J

Zavedeme a; nasledujicim zptusobem

/ w,( dsEC”l

a dosadime do (2.3.18)
= U Z (ﬁj (t)aj + Z Ljpjej (t)
J J

Rovnici (2.3.20) vyndsobime zleva ¥,(t) a integrujeme pies periodu

/\I/l t)dt = “Z/ W, (t )ajdt—i-Z/()T\I’l(t)Ljpjej(t)dt,

takze na levé strané vznikne oy
o) = MZ/ W, (t dtoz]—i-Z/ W, (t)e;(t)dt L;p;.
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(2.3.14)

(2.3.15)

(2.3.16)

(2.3.17)

(2.3.18)

(2.3.19)

(2.3.20)

(2.3.21)

(2.3.22)



Pristoupime k oznaceni

Ay = /T Wy (t)®;(t)dt,

T
B, — / U, (E)e;()dt L;
0

a po uprave
J J

Nyni vycislime integral (2.3.23):

1

A= /0 ' U, (t)®;(t)dt = /O ' > Izmem(t)e,l(t)TLjej(t)dt =

~ 1 (T
= Zm: KmLJT/O Em—I+j (t)dt
Integral je nenulovy pouze pro
m—Il+j=0=m=10—7

a je roven

T T
/ em—14;(t)dt = / ldt =T.
0 0

7 toho plyne

LA eC.

A KLy 1—jAjE(-N,N)
v 0 [—jVj¢(-N,N)

Obdobné pro integral (2.3.24):

B, = / ' W, (t)e;(t)dt L; = / ' Y Kuem(t)ei(t)e;(t)dt L; =

T
= ZKm/ Gm_l+j(t)dt Lj = TKl_ij = TAlj e Ccv".
m 0

Rovnici (2.3.25) Ize proto upravit

o) = [LZ Aljaj + TZAljpj
J J
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(2.3.23)

(2.3.24)

(2.3.25)

(2.3.26)

(2.3.27)

(2.3.28)

(2.3.29)

(2.3.30)

(2.3.31)



a prepsat do souhrnného maticového tvaru

& = 1Qé + TQP, (2.3.32)
kde
A NN A NNy . A NN
A nvii-n ANt AL
Q _ ' N+1,—N . N+1,—N+1 . N+1,N c Cn(2N+1),n(2N+1) (2333)
An_n AN _Nt1 .. Ann
a
&=[o_y, a_yi,...,ay]" € CMENHDL (2.3.34)
P=[P_N:P_ni1s-..,Py| € CPENFTDL (2.3.35)

Za predpokladu regularity a z ni plynouci invertovatelnosti charakteristické matice (I — uQ)
je z (2.3.32) ziejmé, ze

a=T0-uQ) " Qp (2.3.36)

Pokud by ale determimant této charakteristické matice nabyval nulové hodnoty, pak by
nebylo mozné provést inverzi a analytické periodické feseni by neexistovalo. Tato situace
nastane v piripadé, kdy vlastni ¢isla matice Q jsou rovna Ilu tj.

1
Seaar (2.3.37)

Nyni lze dosadit z (2.3.16) zpét do rovnice pro Feseni (2.3.20). Vysledné analytické reseni
bude mit tvar

qt) =L(t) [T-pQ) ' Q+1I]pleC™t, (2.3.38)

kde
L(t) = [L_ye_n(t), Loysre_npi(t), ..., Lyey(t)] € CENHY, (2.3.39)

Toto periodické Teseni opét existuje pouze tehdy, je-li systém stabilni.
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2.3.2 Piiklady

Piiklad - Nosnik na dvou podporach

Postup teseni uvedeny v kapitole 2.3.1 demonstrujeme na piikladu nosniku obdélnikového
prufezu na dvou podporach, ktery je ve stfedu mezi podpérami zatizen silou obecného
smeéru s casové periodickym prubéhem, jejiz nositelka lezi v roviné kolmé na osu nosniku,
viz. obr 13.

yi F(t)

l R @h

1/2 i 1/2

Obr. 13: Nosnik na dvou podporédch zatizeny silou F(t)

Reseni

soutadnic O(z,y, ) je pevny v prostoru a systém O(&,n,() je pevné spojen s telesem.
Vzajemné natoceni téchto dvou souradnicovych systému je popsano thlem «, ktery se
méni v ¢ase. Na obr. 14 je fez nosnikem v roviné pusobeni zatézujici sily F(t).

F (tj Ot(t)

O((t)

Obr. 14: Rez nosnikem v misté pusobeni sily F(t)

Pro pruhyb jednodimenzionalniho nosniku na dvou podporéch, ktery je uprostied zatizen

silou plati
PP
~ 48EI

(2.3.40)
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Z toho muzeme snadno urcit pruhyby ve smérech 7 a (

vy(t) = Zg(Et)flc : (2.3.41)

v(t) = Zé(é)lln’ (2.3.42)
kde

F,(t) = F,(t)cosa(t) + F.(t)sina(t), (2.3.43)

Fe(t) = —Fy(t)sina(t) + F,(t) cosa(t) (2.3.44)

I, = %hb‘g, (2.3.45)

I = %bh?’. (2.3.46)

Dosadime za slozky sil (2.3.43) a (2.3.44) do rovnic (2.3.41) a (2.3.42) pro slozky pruhybu

[F,(t) cos a(t) + F,(t) sina(t)] 1
ISEI, ’

vy(t) = (2.3.47)

[—F,(t) sina(t) + F,(t) cos a(t)] I?
18ET, '

Za pomoci transformacnich vztahu (2.3.49) a (2.3.50) vyjadiime pruhyb v(t), resp. w(t)
ve Smeru osy ¥, resp. osy 2

ve(t) = (2.3.48)

v(t) = v,(t)cosa(t) —ve(t)sina(t), (2.3.49)
w(t) =wv,(t)sina(t) + ve(t) cos a(t). (2.3.50)

Po dosazeni a upravé v souhrnném maticovém zapise

cos? a(t) sin? a(t)  sin2a(t) sin 2a(t)
(U(t) ): g ( IC(>+ () gIgoJr So )(Fy(t)) (2.3.51)
sin 2a(t sin 2a(t sin“ ot cos” ot ’ o
w(t) A8E o+ + F.(t)

21, I; I,

z néhoz vyjadiime slozky sily F(t)

Fy(t) _ 48F I¢ cos? a(t)+1y sin? a(t) (I¢—1Ip)sin2af(t) ’U(t) (2 3 52)
Fz(t) 3 (I¢—1Ip)sin2a(t) I¢ sin? a(t)+1, cos? a(t) w t) ' o
—_——— \

J/

/ \\
-

F(t) Iy:?t) u(t

=

Prvky matice I,.,(¢) jsou momenty setrvacnosti a devia¢ni momenty, coz podklada nasledujici
implikace - maticovd analogie k (2.3.40)

FI3 4
l r 8K

- S F=—"I.u. 2.3.53
RVTYoI Elile (2:3.53)
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Vypocet prvka matice setrvacnosti I, lze také provést piimo z definice. Transformacni
vztahy jsou (viz obr. 15)

y= ncosa— (sina, (2.3.54)
z= nsina+ (cosa. (2.3.55)

Obr. 15: Transfomace ze systému O(&,n,¢) do O(zx,y, 2)
A podle definice kvadratického a deviaéniho momentu setrvacnosti vyjde

[y:/z2 dA:/(HQSiHQCk—|—217CSiHOéCOSOé+C2COSQOz)dA:

(2.3.56)
= I sin? o + I, cos® a,
I, = 2dA:/ 2cos’a — 2nCsinacosa + (2sin ) dA =
/ Y C % Csina) (2.3.57)
= I cos® o + I, sin? a,
D,,= [ yz dA = 2 _(Hsinacosa —nCsin?a + n¢ cos® o) dA =
y /y / ((* = ¢*) ¢ n¢ ) (23,59

= (I, — 1,)sinacos a,

coz potvrzuje, Ze prvky matice I, jsou momenty setrvacnosti vyjddiené v systému soutadnic

O(z,y, 2).

Pro uréeni pohybové rovnice soustiedime hmotnost télesa do osy nosniku. Na téleso pusobi
podle D “Alembertova principu setrva¢né ucinky D, D, které jsou znazornény na obr. 16.

S pomoci Lagrangeovych rovnic ziskdme pohybovou rovnici nosniku ve tvaru

() G) = (ot %) () - (B0). eam

J/ J/ N

7\
-~ -~ -~ -~

M (1) K(1) a(t) F(t)
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>

Obr. 16: Setrva¢né ucinky na hmotu nosniku

resp.
Mi(t) + K(t)q(t) = F(¢), (2.3.60)

kde M znaé¢i stacionarni matici hmotnosti nezdvislou na case, K(t) je celkova periodicka
matice tuhosti, q(¢) znac¢i hledany vektor zobecnénych souradnic a na pravé strané vy-
stupuje periodicky proménnd budici sila F(t).

Tvar matice K(¢) je po dosazeni z (2.3.56) - (2.3.58) a (2.3.45) - (2.3.46)

_ 4Ebh ( h? cos? a(t) + b%sin® a(t) (h? — b?) sin a(t) cos a(t) ) . (2.3.61)

K(t) = B\ (W —b)sina(t)cosalt) h%sin® a(t) + b% cos® a(t)

Ve vypoctu bylo nutno rozdélit celkovou matici tuhosti na stacionéarni a proménnou ¢ast.
Stacionarni ¢ast je tvorena stfedni hodnotou tuhosti, kolem které osciluje proménna cést
a dohromady déavaji celkovou tuhost.

Ve vypoctu byly implementovany hodnoty parametru uvedené v tab. 4. Byla uvazovana
periodicka budici sila ptisobici kolmo dolu, tj. proti kladné orientaci osy y. Jeji slozky jsou
F,(t) = Fysin(wt), (2.3.62)
F.(t) 0. (2.3.63)

Vypocet byl proveden v systému MATLAB. Hodnoty analytického feseni byly pro predsta-
vu porovnany s vystupem numerického resice ode45 zalozeného na Runge-Kuttové metodé.
Na obr. 17 je graf zavislosti amplitudy y-ové slozky vychylky na ¢ase, na obr. 18 je tataz
zavislost pro z-ovou slozku vychylky.

Pocéateéni podminky byly voleny nulové. Z toho plyne, ze se zde viubec nevyskytne oblast
prechodovych kmitt, takze kmitajici systém je od pocatku ustalen. Analytické periodické
feseni popisuje vychylku tohoto systému zcela presné. Z obrazku 17 a 18 je zfejmé, ze
analyticka i numerickd metoda davaji opét shodné vysledky.
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’ symbol ‘ oznaceni ‘ hodnota ‘ jednotka ‘
l délka 1 m
b sitka 0.02 m
h vyska 0.03 m
P hustota 7800 kg/m?
E Younguv modul pruznosti 210 GPa
Ey amplituda zatézujici sily 100 N
w budici frekvence 0.75 rad/s

Tab. 4: Vstupni parametry pro vypocet periodickych kmitu nosniku

+ analyticke reseni

—Runge-Kutty reseni

10

20

30

40
t[s]

50

60

70

80

Obr. 17: Vyslednd y-ova slozka vektoru zobecnénych soutadnic g, (t)
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q,[m]

15

05

-0.5

-1.5
0

+ analyticke reseni
— Runge-Kutty reseni

10 20 30 40

t[s]

50

60

70

80

Obr. 18: Vyslednd z-ova slozka vektoru zobecnénych soutradnic ¢, (t)
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2.4 Systém s n° volnosti s periodicky proménnymi maticemi
hmotnosti, tlumeni i tuhosti

Pohybova rovnice systému s n stupni volnosti méa v pripadé proménnych vSech parametru
tvar

M — i M(1)] d(t) + [B — B0 a(t) + [K - K1) alt) = p(0), (2.4.1)

kde M € R*™", B € R*" K € R™" jsou staciondrni a M(t) € R™" B(t) € R,
K(t) € R™ jsou proménné matice hmotnosti, tlumenf a tuhosti, p(f) € R™! je vektor
budicich sil, uy, g2 a p3 jsou bezrozmérné parametry a q(t) € R™! je hledany vektor
zobecnénych souradnic.

Vsechny proménné matice jsou periodické v case s periodou 7. Totéz plati i pro vek-
tor budicich sil.

M(t) = M(t+T), (2.4.2)
B(t)= B(t+T7), (2.4.3)
K(t)= K(t+T), (2.4.4)
p(t)= pit+1T), (2.4.5)
q(t)= q(t+17T) (2.4.6)

Roznédsobime pohybovou rovnici (2.4.1) a proménné slozky prevedeme na pravou stranu

M() + Ba(t) + Ka(t) = p(t) + pM(O)a(t) + pB(0)a(t) + psK(ta(t).  (24.7)

Pti hledani ustélenych kmitu, které popisuje partikuldrni feseni, opét vyuzijeme matico-
vou periodickou Greenovu funci G(t). Najdeme ji jako odezvu staciondrniho systému na
levé strané rovnice (2.4.7) na jednotkové buzeni Diracovym hiebenem. Tento vypocet je
proveden v kapitole 2.3.1 v (2.3.5) - (2.3.8).

Hledané analytické reseni bude konvoluce matice periodické Greenovy funkce (2.3.8) s pra-
vou stranou pohybové rovnice (2.4.7)

ul/ Gt—s (s)d(s ds+u2/ G(t—s)B ()'(s)ds+ o1

—I—/Lg/o G(t—s)K ds—l—/ G(t — s)p(s)ds.
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Dosadime za zpozdénou Greenovu periodickou funkci G(t — s) podle (2.3.8)

MQZMKZ%Z:LMU—@M@MW$+

j=—00

+u2/0 %Z Lyes(t — )B(s)d(s)ds +

j=—00

. - (2.4.9)
1 -
o 7 D Lje(t — s)K(s)q(s)ds +
j=—o00
T >
= [ 7 X Leste—opts)as
j=—o00
Periodické maticové funkce vyjadiime ve tvaru nekonecné komplexni Fourierovy fady
M(t) = > Mgelt), (2.4.10)
l=—00

B(t) = i Biey (1), (2.4.11)

l=—00

K(t) =Y Kpelt), (2.4.12)
l=—00

p(t) = > pelt). (2.4.13)
l=—00

Matice

M, € CM, (2.4.14)

B e Cm, (2.4.15)

K e C, (2.4.16)

jsou matice obsahujici Fourierovy koeficienty proménnych slozek hmotnosti, tlumeni, tu-
hosti odpovidajici [-té harmonické. Stejné tak i vektor

p, € C™! (2.4.17)

je vektor Fourierovych koeficientu budici sily pro [-tou harmonickou.
Déle budeme stejné jako v predeslych kapitolach uvazovat pouze omezeny pocet clenu rady

v intervalu (=N, N), N € Z a nekonetné sumy nahradime konecnymi se zjedodusenym
zapisem oznacujicim sumacni index.
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Dosadime z (2.4.10) - (2.4.13) do (2.4.9) a dostaneme se opét k nehomogenni integro-
diferencidlni rovnici

alt) = [ 3 S LMy (e (s) i(s)ds +
0 j l

-~

JM(t,S)
T 1 "
+ iz /0 = ZJ: Zl: L;Bie;(t)ei;(s) §(s)ds +
JB?ZS)
T 1 _
+ s / T > ) LiKiej(ter—i(s) a(s)ds +
0 -
N 7 l (2418)
JK\rt,s)
1 T
+ T Z Z L;pie;(t) / e—j(s)ds =
i N
T(Slj
T T
[ It i)+ [ In(tsalds +
OT 0
i [ Jltals)ds + 30 Lipses(o)
0 -
J
kterd ma degenerovana jadra
1 —
Ju(t, s) = ?ZZLjMZej(t)el_j(s), (2.4.19)
i1
1 ~
Inl(ts) =~ D) LiBiej(t)eri(s), (2.4.20)
i1l
1 ~
Jk(t,s) = TZZLjKZej(t)el_j(s). (2.4.21)
i o1
Zavedeme substituce
1
M) = Me (1), (2.4.23)
l
UR(t) =) Bie(t), (2.4.24)
l
UE(t) =D Kiep (1) (2.4.25)
l
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a po jejich dosazeni do (2.4.18)

,ulztﬁ / \IIM ds—i—ugZ(I) / lIIB s)ds +

(2.4.26)
+ 1 Z ®,(t) /0 TE(s)q(s)ds + Z L,pje;(t).
Oznaéime ] J
= /OT WM (s)d(s)ds, (2.4.27)
8= [ WP (2.028)
/ W(s (2.4.29)

Zapis rovnice (2.4.26) se zjednodusi
J J J
V dalsim postupu vyuzijeme prvni a druhou ¢asovou derivaci rovnice (2.4.30)
t) =1y @07, + o Z ®;(1)8; + i3 Z ®;(t)oy + Y Ljpsés(t),  (2.4.31)
J J
po upravé
= Z’ijw Q;(t)v; + pe Zijw ®,(1)B; +
T g (2.4.32)
+ 3 Z ijw ®;(t)o; + Z ijw Lypje;(t),
J J
Q) = Y =520 @i(t)y, +p2 Yy —jw® ®;(t)8; +

J J
(2.4.33)
+ U3 Z —j2w2 <I>J(t)ak -+ Z —j2w2 Ljpjej(t).
J J

Rovnici (2.4.30) vynasobime zleva W (t) a integrujeme pies periodu

/\I'K t)dt = MZ/ wK (1) dt'yj—i—,ugZ/ TE()®;(t)dt B, +

(2.4.34)

+ i3 /\I'K dta]—l—Z/ WK (t)e,(t)dt L;p;
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a pristoupime k oznaceni

Ay = /T UK (H)®;(t)dt,
B, = [ w0

Vyc¢isleni téchto integralu je jiz provedeno v kapitole 2.3.1, a sice v (2.3.26) -

proto rovnou psat

KL l—j/\jE(NN> nn
A”_{ 0 [—jVj¢(—N,N)’ A € €

Blj = TAlj, Blj e C™",

Zapis rovnice (2.4.34) se zjednodust

ar=m Yy Ayt ) AuBytpsy Aya;+TY  AyLp;.
j j j j

Rovnici (2.4.32) vynasobime zleva W (t) a integrujeme pies periodu

/\IIB t)dt = ,ulZzgw/ VR (1) (t)dt v; +

+,U222]W/ WR(t) (t)dt B; +
+u322]w/ UR(1)®,(1)dt o +
+Zijw/ WB(t)e;(t)dt L;p,

, 0

j

a oznacime

T
Clj:ijw/ WE(t)®;(t)dt
0
zgw/ W3 (1) t)e;(t

Analogicky k (2.4.37) a (2.4.38)

Clj:{ ijwB,_;L; l—jANje(—N,N ,Cyec,

)
0 l—jVj¢(—N,N)

45

(2.4.35)

(2.4.36)

(2.3.30). Lze

(2.4.37)

(2.4.38)

(2.4.39)

(2.4.40)

(2.4.41)

(2.4.42)

(2.4.43)



Dlj = TCU, Dlj e Cc™". (2444)

Zapis rovnice (2.4.38) se opét zjednodusi

B = Z Cijv; + 12 Z CiB; + s Z Ciyo; +T Z Ci,;L;p;. (2.4.45)
j j j j

Rovnici (2.4.33) vynasobime zleva ¥} (t) a integrujeme pies periodu

T T
| e = Y -t [ M0, 0d, -
0 g y ; 0
Y1

T
+pp Y =i [ BM()®;(t)dt B; +
j 0 (2.4.46)
T
sy~ [ M@, ()dt oy +
: 0
J
T
+ Z —jw? UM (t)e;(t)dt L
: 0
J
a oznacime
T
E; = —j%? [ WP (t)®,(t)dt, (2.4.47)
0
T
Fi=—j0" [ WP(t)e;(t)dt. (2.4.48)
0

Obdobné jako v (2.4.37) a (2.4.38) bude platit

—j2w? M,_jL; [—jAje(—N,N)
E; =4 Y i JAJ ’ E; € C™" 2.4.49
o= { S R e (240
Flj = TElj, Flj e CcCv". (2450)
Zapis rovnice (2.4.46) se opét zjednodusi
Y = M1 Z Elj")’j + j2%) Z Eljﬂj + J5 Z Eljaj + TZ Elejpj. (2451)
J J J J

(
= p1 Y Ay e o AyBy s o Aoy + T30 AyLyp;, (
/Bl = Zj Clj’)’j + L2 Zj Cljﬁj + U3 Zj Cljaj + sz Clejpj, (2.4.53
Y= ) By e BBy + sy Eyay + T EyLyp;. (
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Zavedeme néasledujici substituci

H1 = Rz,
U2 = NJ227
M3 = [z3.

Dosadime do (2.4.52) - (2.4.54) z (2.4.55) - (2.4.57) a zapiSeme maticové

resp.

Zz3

Z3

Zy

29

u = puQu + TQLp,

kde

o = [Oé—Na QN1

B = [/B—J\h /B—N—Ha .-

Y= [V_NVng1s -

P=[P-N,P-N+1;---

21
21

77 —

21

21

7’7Ni|

7pN]T e (Cn(2N+1),17

21
21
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aaN]

ak

e CSn(2N+1),n(2N+1)

T 2N+1),1
e CneNTUL

T n
) 7/8N] eC (2N+1),1’

T 2N+1),1
ecn( +)7’
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2.4.62)
2.4.63)
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(2.4.64)



Zo —

73 —

o
I
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Z9 Z9
3n(2N+1),n(2N+1

e ¢3n( )n( )7
22 22
z3 23 z3
z3 z3

3n(2N+1),n(2N+1

ceC ( )sn( )7
Z3 Z3
L_n

L_n
—N+1
n(2N+1),n(2N+1
cC ( )sn( )7

Ly
AfN,fN AfN,fNJrl AfN,N
A—N+1,—N A—N+1,—N+1 A—N+1,N
An_n An-N11 Ay
C—N,—N C—N,—N+1 C—N,N
CfN+1,fN C7N+1,7N+1 C7N+1,N
CN,—N CN,—N+1 CN,N
E_ny_n E_n_-nt1 E_nn
A—N+1,—N E_nii-ni1 E—N+1,N
Ey_n Enx _np1 En N

(2.4.65)

(2.4.66)

(2.4.67)

€ C3reN+RRNHD (9 4 68)

Predpoklddejme, 7e existuje matice (I — uQ)~", tzn. ze charakteristickd matice (I — uQ)
je regularni. Tato podminka neni splnéna, pokud vlastni ¢isla matice Q jsou rovna l%, tj.

1
EE)\{Q}-
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V tomto ptipadé neexistuje periodické analytické feseni. V opaéném pripadé lze vyjadrit
vektor neznamych u jako

u="T(1-pQ) 'QLp. (2.4.70)

Tyto neznamé tvori vstupni hodnoty do rovnice (2.4.30). Nejprve ale jesté oznacime

j— A~

L(t) = [L(t),i(t),i(t) , (2.4.71)

kde L(t) je z rovnice (2.3.39)
L(t) = [Loye_n(t), Loyyie_nia(t), ..., Lyen(t)] € CPENHD. (2.4.72)

Vysledné analytické feseni je po dosazeni do (2.4.30)

at) = |T() (T-pQ) ' Q+e (t)|Lp (2.4.73)

a existuje pouze v pripadeé, ze je systém stabilni.
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3 Stabilita reseni

3.1 Floquetova teorie

Pro vysSettovani stability periodickych feseni linearnich obycejnych diferencidlnich rov-
nic se hojné vyuziva Floquetova teorie. Jeji princip spo¢iva v nalezeni fundamentalniho
feSeni, nasledné transformaci souradnic a urceni tzv. matice monodromie, jejiz vlastni ¢isla
rozhoduji o stabilité systému. Podrobnéjsi vysvétleni k nésledujicim odvozenim a dukaz
techto tvrzeni je uveden v [5].

V obecném piipadé je systém s n stupni volnosti popsan pohybovou rovnici
M(@)d(t) +B(t)a(t) + K(t)a(t) = p(t), (3.1.1)

kde M(t) € R™" je ¢asové proménnd matice hmotnosti s periodou 7', B(t) € R™" je
periodickd matice tlumeni a K(t) € R™" je periodickd matice tuhosti. Na pravé strané
vystupuje ¢asové periodicky proménny vektor budicich sil p(t) € R™! a hledany perio-
dicky vektor zobecnénych souradnic je q(t) € R™!.

K pohybové rovnici (3.1.1) priddme identitu
M(t)qg—M(t)g=0 (3.1.2)
a provedeme prechod do tzv. stavového prostoru

( 151((?) Mo(t) )\( 38 )J_ < _Ig(t) Mo(t) )\( 38 >JZ g pét) )J (3.1.3)

N

N(t) 9(1) P(t) y(t) r(2)
resp.
N(t)y(t) — P(t)y(t) = r(t). (3.1.4)

Ve stavovém prostoru se idd matic a délka vektorti zdvojnéasobi, tj. N(t) € R?™2
P(t) € R*™ r(t) e R?! ay(t) € R*™.

Za predpokladu regularity matice N(¢) muzeme psat

§(t) — Alt)y(t) = b(t) (3.1.5)
kde A(t) je systémova matice

A(t) = N (t)P(t) € R (3.1.6)
a b(t) je vektor budicich sil

b(t) = N1 (t)r(t) € R*™. (3.1.7)
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Protoze vsechny matice v (3.1.1) jsou periodické, pak i systémova matice A(t) je perio-
dicka

At)=At+1T). (3.1.8)
O stabilité muzeme rozhodnout z feseni homogenni rovnice
x(t) = A(t)x(t) (3.1.9)

s nezavislymi poc¢atecnimi podminkami, které zvolime jako sloupce jednotkové matice
I € R*?", Pro kazdou poc¢dtecni podminku (s jednotkou na i-tém misté) dostaneme jedno
feseni x;(t),7 = 1,2,...,2n. Tato nezdvisld feseni zapiseme do fundamentélni matice

X (1) = [x1(£), Xa(t), . .., Xon(1)], (3.1.10)

ktera spliuje rovnici

X(t) = A(t)X(t), X(0) =1 (3.1.11)
Provedeme transformaci casuzt do7=1¢+1T

C%( =A(r-T)X=A(n)X. (3.1.12)
Pokud

Xt+T)=[x1(t+T),x20t +T),...,x2,(t+7T)], (3.1.13)

pak z (3.1.12) je ziejmé, ze kazdy vektor x;(t + 7T') musi byt linedrni kombinaci vektoru
x1(t),%a(t), ..., Xon(t). Vztah (3.1.13) muzeme proto prepsat do tvaru

X(t+T)=X(t)Z, Z € R*™*" (3.1.14)

Pismenem Z oznacujeme tzv. matici monodromie.

Do rovnice (3.1.14) dosadime pocateéni podminku pro feseni rovnice (3.1.11)

X(0) =1, (3.1.15)
a vyjde
XO0+T)=X(0)Z=X(T)=1Z="7. (3.1.16)

Vlastni ¢isla matice monodromie jsou komplexni a nazyvaji se Floquetovy nebo také
charakteristické multiplikatory. Tato ¢isla rozhoduji o stabilité systému. Pokud v Gaus-
sové roviné lezi vsechny Floquetovy multiplikatory uvniti anebo na jednotkové kruznici,
pak je systém stabilni anebo na mezi stability. Prekracuje-li alespon jeden Floquetuv mul-
tiplikator jednotkovou kruznici, pak je systém nestabilni. Prakticky vyznam Floquetovych
multiplikatoru je takovy, ze uréuji pomér dvou po sobé jdoucich amplitud, a pokud je tento
pomeér vétsi nez jedna, pak amplitudy postupné narustaji a systém je proto nestabilni.
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Priklad - aplikace Floquetovy teorie

Pro systém s jednim stupném volnosti s proménnou tuhosti budeme pomoci Floquetovy
teorie urc¢ovat oblasti (ne)stability.

Vyjdeme z pohybové rovnice takového systému (2.2.1), kterd bude s konkrétnimi para-
metry mit tvar

mi(t) + bi(t) + [k - E(t)} a(t) = p(1). (3.1.17)

Proménnou slozku tuhosti zvolime

k(t) = k cos 2uwt. (3.1.18)

Dosadime ji do pohybové rovnice
md(t) 4+ bq(t) + [k — k cos 2wt] q(t) = p(t). (3.1.19)

Z duvodu veétsi prehlednosti prevedeme pohybovou rovnici (3.1.17) do bezrozmérného
tvaru. Nejprve celou rovnici vydélime m

g(t) + %q(t) + [% — %cos 2wt] q(t) = % (3.1.20)

a vyuzijeme standardni substituci

b k
2D = — a PP=—. (3.1.21)
m m
Po dosazeni
k t
i(t) + 2DQ4(t) + |92 — = cos 2wt] o) = 2L (3.1.22)
m m
Zavedeme dalsi bezrozmérné parametry
=0t =5 =it = ¢, §(t) = 2/ (7) (3.1.23)
a po uprave
2 1 2 1 2 2~ _ p(7,9)
Q" (1) +2DQ%¢ (1) + | — Q 7 cos 2n7| q(1) = — (3.1.24)
Vydélime Q? a oznacime pu = %
Q
q"(1) +2Dq (1) + [1 — pcos2nt] q(7) = p(T]; ) (3.1.25)

52



Pro ucely urcovani stability systému postacuje homogenni rovnice
q¢"(7) +2Dq () + [1 — peos 2n7] ¢(7) = 0. (3.1.26)

Vyuzijeme teorii uvedenou v kapitole 3.1 a analyzujeme vlastni ¢isla matice monodromie.
Na obr. 19 jsou pro hodnotu pomérného tutlumu D = 0.01 znédzornény tmavé oblasti ne-
stability.

Z obr. 19 vybereme dva body, jeden ve stabilni a jeden v nestabilni oblasti. V piipadé
stability systému existuje periodické feseni a pro konkrétni volbu parametru je ukdzano
na obr. 20, v opacném piipadé periodické feseni neexistuje, jak je patrné z obr. 21.

0.8 e
0.6

0.4~
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g
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-0.8-

1/m% [

Obr. 19: Oblasti (ne)stability pro D = 0.01
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Obr. 20: Periodické feSeni stabilniho systému s D = 0.01, 4 = 0.1 a n% =15
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Obr. 21: Periodické teseni stabilniho systému s D = 0.01, u = 0.8 a
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3.2 Metoda charakteristického determinantu

V prvni c¢asti diplomové préce jsou uvedeny metody pro ziskani analytického perio-
dického teSeni. V kazdém ze ¢tyi piipadu jsme pii urcovani vysledného tvaru feseni
predpokladali invertovatelnost jisté charakteristické matice. Tento fakt je stézejni pii roz-
hodovéani o (ne)stabilité systému, jak uvidime pozdéji.

Nésledujici avahy lze analogicky provést pro vsechny c¢tyti piipady. My se nyni zamérime
na systém s jednim stupném volnosti a periodicky proménnou tuhosti, viz kapitola 2.1.1.
V tomto pripadé mélo vysledné analytické reseni tvar (2.1.45)

q(t) = e (t) [ (I - pLH)"'LH +I] Lp. (3.2.1)

Pii urcovani oblasti stability je podle [6] nutné uvazovat také teseni s dvojndsobnou
periodou, resp. s poloviéni frekvenci w = w/2, které lze zapsat analogicky k (2.1.32)

() = pe*’ (t)a* + e (t)L*p*, (3.2.2)
kde

T
e_n(t), efNJr%(t), e_ni1(t), ... ,eNfé(t), ex(t)| € C*HhL (3.2.3)

¢)
*
—~
~
N—
Il
—

T
o = [a,N,afNJr%,...,&N e CNFLL (3.2.4)
p* = [ N> Ovp—N-‘rl? 07 -+ Po; O7p17 0... 707pN]T € C4N+1,17 (325)
- Lo x -
L7N+%
* LU 4N+1,4N+1
L* = L, eC*h (3.2.6)
LN7%

a indexové znaceni v (3.2.3) - (3.2.6) odpovidd puvodni frekvenci w.

Vztah mezi puvodnimi a novymi vektory a maticemi lze vyjadrit pomoci operatoru

100 ...0
000 0
010 0

J= 8 8 (1) 8 = [iy, i3, 15, . . . ign1] € RAVFL2NHT (3.2.7)
000 0 1]
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kde i; oznacuje j-ty (v tomto piipadé pouze lichy) sloupec jednotkové matice .

Plati tedy

p° = Jp, (3.2.8)
e(t) = Je*(t), (3.2.9)
L = J'L*J. (3.2.10)

Matice H* obsahujici Fourierovy koeficienty se odpovidajicim zpusobem zméni na

[ kg 0 k4 O ko O ... k_n i
0 k‘o 0 k,1 0 k'fg k',N
Bt 0 ke 0 kg4 0 ko .
0 k5 0 Kk 0 ko O k_n
ks 0 ki 0 kg 0 :
H* — 0 k 0 Kk 0 ko - T e 0 € CAN+LAN+L
0 0 . . . . : s
kn 0
L kN 0 kQ 0 kl 0 k}o i
(3.2.11)
a bude platit
H=J"H"J. (3.2.12)

Nejprve je tfeba dokdzat identicnost obou feseni ¢(t) z (2.1.32) a ¢*(t) z (3.2.2), tj.
qt) =pe’a+e’®)Lp a  ¢(t) = pe (H)a* + e (t)Lp*. (3.2.13)

Proto bude vyhodné zménit usporadani prvku vektoru Fourierovych koeficientu a* na

a_N
A_N41

N
T
at = | a_npr | = [ i } B [ J ] o' =oa;=1aay=UTa", (3.214)

O N3

(6] 3
N-3

| ON—5
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kde
U = [12, i4, .. viQN] € R4N+172N7

a_N

A_N41
2N+1
&g = . € (C + )

N

N3

« 3
N—3
« 1
N—3

Zavedeme permutacni matici P pomoci matic J a U
P = [J U] € RIN+LAN+1

a z jeji ortogonality déle plyne

PTP = I¢ R4N+1,4N+1
U'U = TeR™M™W
JTJ _ I c R2N+1,2N+1

JTU = 0 R2VHL2N.
Rovnici (3.2.14) Ize zapsat pomoci permutacni matice

o = PTa* = o' = Pa’.
Tuto rovnici (3.2.23) vynésobime zleva PT a z analogie k (2.1.35) dostaneme

Pa#

a v maticovém zapise s uvazovanim (3.2.8), (3.2.10) a (3.2.12)

LH 0 LHL
A\ -~ 7\ -~ r—— —
{ oy } _ | J'U'HT J'L'H'U { o } L | J'L'H LI p
oy UTL*H*':L UTL*H*U oy UTL*H*L*J p
0 21 0

Rovnici (3.2.25) muzeme prepsat jako soustavu dvou maticovych rovnic
a; = uLHa; + LHLp,
oy = pUTL*H* Uay.

o7

(3.2.15)

(3.2.16)

(3.2.17)

(3.2.18)

3.2.19
3.2.20
3.2.21
3.2.22

A~~~ I/~ —~
~— ~— ~— ~—

(3.2.23)

(3.2.24)

(3.2.25)

(3.2.26)

(3.2.27)



Srovnanim (3.2.26) a (3.2.27) s (2.1.35)
oy =ac CN (3.2.28)
ay=0eR*” v  det(I-pU'L*H*U) = 0. (3.2.29)
Druhy piipad v rovnici (3.2.29) nastane v pifpadé, ze vlastni ¢isla matice UTL*H*U jsou
rovna i Uvédomme si, ze z ortogonality matice P plyne, ze vlastni ¢isla matice L*H*

jsou totoznd s vlastnimi ¢isly matice PTL*H*P, a jejich podmnozinou jsou vlastni &isla
matice UTL*H*U

MUTL'H'U} ¢ M {L'H*} = A {PTL"H'P}. (3.2.30)
Hodnoty téchto vlastnich ¢isel vymezuji oblasti stability, jak bude ukdzéno dale.
Vezméme nyni v uvahu (3.2.28) a prvni piipad z (3.2.29), kdy

a;=a N ay=0. (3.2.31)
S uvazovanim (3.2.8) - (3.2.10) a (3.2.12) bude

a=a;=Ja" = o =Ja (3.2.32)
az (3.2.9) a (3.2.10) plyne po dosazeni do (3.2.2)

¢ (t) = pe’ (H)a + e’ (t)Lp = q(t). (3.2.33)

Identita obou feseni je tedy dokazéana.

Oblasti stability ale nejsou pro jednoperiodické a dvouperiodické feseni totozné, protoze
pro mnoziny vlastnich ¢isel plati

h) {LH} =\ {J'L'H*J} c M{L'H*} = A {P'L"H'P}. (3.2.34)
Obecngjsi pripad zrejmé nastane pro dvouperiodické Teseni

() = pe*’ (t)a* + e (t)L*p*, (3.2.35)
kde vzhledem k (2.1.44)

o = (I — puL*HY) ' L*'H*L*p*. (3.2.36)
Vysledné dvouperiodické feseni lze zapsat analogicky k (3.2.1)

¢*(t) = e (t) [p (I - pL*H*) ' L*H* + I L'p". (3.2.37)

o8



Vyvstava opét otdzka, kdy je charakteristickd matice (I — pL*H*) invertovatelna. Vime,
ze regularni matice je invertovatelnd, a to pravé tehdy, kdyz je jeji determinant nenulovy.
Nés ale pri urcovani stability zajima opacny pripad, tj. kdyz ma determinant roven nule

det (I — uL*H*) = 0. (3.2.38)

Samoziejmeé plati, Ze determinant charakteristické matice je redlny, nebot L* je diagonalni
s prvky realnymi ¢i komplexné sdruzenymi a H* je Hermiteovska.

Rovnici (3.2.38) vynasobime ¢islem (—1) a vydélime u a dostaneme
1
det (L*H* - —I) —0. (3.2.39)
I

Charakteristicky determinant tedy nabyva nulové hodnoty, kdyz vlastni ¢isla matice L*H*
jsou rovna i

Stabilita systému primo zavisi na otackové frekvenci w. Je tieba si uvédomit, ze prave
diagonalni matice L* je funkei otdckové frekvence w, viz (2.1.11). Lze proto psét

det (L*(w)H* - %I) 0. (3.2.40)

Je ziejmé, Ze s ménicim se w se bude ménit i odpovidajici hodnota vlastniho ¢isla i, a
prave tyto hodnoty (u,w) budou urcéovat kritické body, které vymezuji hranici mezi ob-
lastmi stability a nestability systému.

Mohou nastat tii pripady
1 ) } > ( = systém je stabilni,

det (L*(w)H* | = 0 = systém je na hranici stability,
H < 0 = systém je nestabilni a periodické Teseni neexistuje.
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Priklad - aplikace metody charakteristického determinantu

Pro srovnani s vysledky Floquetovy teorie byly urceny oblasti (ne)stability pro stejny
systém jako v kapitole 3.1, tj.

q"(1) +2Dq (1) + [1 — pcos2nt] q(7) = 0. (3.2.41)

Na obr. 22 jsou pro stejnou hodnotu pomérného utlumu D = 0.01 znédzornény tmave
oblasti nestability.

08—
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Obr. 22: Oblasti (ne)stability pro D = 0.01

Na prvni pohled je ziejmé, Ze se jedna o stejné oblasti. Nesporna vyhoda pii posu-
zovani stability pomoci charakteristického determinantu spoc¢iva v tom, ze tato metoda
nevyzaduje slozité feseni soustavy obycejnych diferencidlnich rovnic s ¢asové proménnymi
parametry jako Floquetova teorie, je proto mnohem jednodussi a navic zcela presna.
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4 Zaver

Cilem této diplomové prace bylo urcit tvar analytického periodického feSeni a pfinést
uceleny ptehled o stabilité a existenci feSeni soustav s casové periodicky proménnymi pa-
rametry.

V prvni ¢asti prace jsou uvedeny c¢tyti zakladni typy periodicky kmitajicich systému,
od nejjednodussiho systému s jednim stupném volnosti s periodicky proménnou tuhosti po
nejobecnéjsi pripad systému s libovolnym poc¢tem stupnu volnosti s periodicky proménnymi
vSemi parametry. Pro kazdy pfipad je uvedena metoda pro urceni presného analytického
reSeni a jeho finalni podoba. Uvedeny postup byl demonstrovan na nékolika vybranych
prikladech a byl porovnén s vysledky aplikace numerické metody Runge-Kutta. Ve vypoc-
tech se prokazala shodnost vystupu obou metod, ovSem znalost analytického vyjadieni
periodického feseni je nepochybnou vyhodou oproti jakékoli numerické metodeé.

V druhé ¢asti prace jsou uvedeny metody pro rozhodovani o stabilité ¢i nestabilité systému.
Pro posuzovani stability periodickych systému je mocnym néstrojem Floquetova teorie.
Jejl vyuziti je samoziejmé mozné i zde, ale mnohem efektivnéjsi a jednodussi metodou
je urcovani stability a nestability systému piimo z deteminantu charakteristické matice,
ktera se vyskytuje v analytickém vyjadreni periodického reseni. Hranice mezi oblasti sta-
bility a nestability se nachazi pravé v tom misté, kde systémovy determinant méni své
znaménko, resp. tam, kde je jeho hodnota rovna nule.

Snad nejvétsim pirinosem této prace je kromé tvaru presného analytického periodického
feSeni i fakt, ze o stabilité systému, a s tim spojené existenci periodického teseni, lze
rozhodnout témér okamzité pouze na zakladé znalosti hodnoty charakteristického deter-
minantu, a to bez dalsich slozitych numerickych vypoctu.
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