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Abstract

This thesis describes an approach to the analytical solution of the periodical vibrations of
mechanical systems with any number of degrees of freedom with periodically time varying
parameters (mass, damping, stiffness matrices and excitation vector). The model is descri-
bed by a differential-integral equation with a degenerated kernel and a periodical Green´s
function. In each chapter, the solution obtained by this method is demonstrated on one
or more examples. The second part is focused on a stability analysis. Using the fact, that
the zero value of the determinant of a system matrix specifies the border of (un)stability,
an area of (non)existence of the periodical analytical solution is obtained. The presented
method is definitely more effective and accurate than the Floquet theory in this case.
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i tuhosti . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 41

3 Stabilita řešeńı 50
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1 Úvod

Předkládaná diplomová práce se zabývá existenćı a stabilitou analytického řešeńı pohy-
bové rovnice mechanických systémů s libovolným počtem stupň̊u volnosti s parametry
periodicky proměnnými v čase.

Práce je strukturována do dvou tématických okruh̊u. V prvńı části je uvedena metoda
pro źıskáńı analytického periodického řešeńı na systémech s jedńım a v́ıce stupni volnosti,
obecný tvar tohoto analytického řešeńı a několik aplikačńıch př́ıklad̊u. V druhé části je
zpracována problematika hledáńı oblast́ı stability a nestability řešeńı a s t́ım souvisej́ıćı
existence či neexistence analytického periodického řešeńı.

V literatuře se analytické řešeńı lineárńıch kmitavých soustav s parametry periodicky
proměnnými v čase téměř v̊ubec neobjevuje, existuje jen několik málo článk̊u, které s touto
tématikou př́ımo souvisej́ı. Jejich výčet je uveden v seznamu literatury.

Ćılem této práce je určit analytické periodické řešeńı mechanických soustav s jedńım
i v́ıce stupni volnosti s proměnným pouze jedńım či v́ıce parametry a přinést ucelený
přehled o oblastech stability a nestability tohoto řešeńı a jeho př́ıpadné existence.

Praktické využit́ı źıskaných výsledk̊u je demonstrováno na několika jednoduchých př́ı-
kladech. Širš́ı možnosti aplikace výsledk̊u, zejména pro v́ıce stupň̊u volnosti, lze nalézt
např́ıklad v oblasti kmitáńı kloubových a ozubených pohon̊u, v dynamice rotor̊u, atd.
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2 Metody určeńı analytického periodického řešeńı

2.1 Systém s 1° volnosti s periodicky proměnnou tuhost́ı

2.1.1 Analytické řešeńı

Kmitaj́ıćı systém s jedńım stupněm volnosti s časově proměnnou tuhost́ı, jehož schéma je
na obr. 1, lze popsat pohybovou rovnićı podle [1]

mq̈(t) + bq̇(t) +
[
k − µk̃(t)

]
q(t) = p(t), (2.1.1)

kde m znač́ı hmotnost, b vyjadřuje koeficient tlumeńı, k je stacionárńı složka tuhosti,
k̃(t) je proměnná složka tuhosti, p(t) znač́ı bud́ıćı śılu a µ je bezrozměrný parametr.

Obr. 1: Systém s 1° volnosti a proměnnou tuhost́ı

Proměnná složka tuhosti, bud́ıćı śıla, a proto i hledaná výchylka jsou periodické funkce
s periodou T , tj.

p(t) = p(t+ T ), k̃(t) = k̃(t+ T ), q(t) = q(t+ T ).

Neznámé výchylky q(t) jsou řešeńım diferenciálńı rovnice

mq̈(t) + bq̇(t) + kq(t)− µk̃(t)q(t) = p(t). (2.1.2)

Vzhledem k požadavk̊um z praxe je třeba určit ustálenou odezvu systému, což je parti-
kulárńı řešeńı rovnice (2.1.1), tzn. homogenńı část řešeńı a s ńım spojená oblast přechodo-
vých kmit̊u se neuvažuje.

Pohybovou rovnici (2.1.2) uprav́ıme převedeńım členu s proměnnou tuhost́ı na pravou
stranu k buzeńı

mq̈(t) + bq̇(t) + kq(t) = p(t) + µk̃(t)q(t). (2.1.3)
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Stejně jako v [2] je nejprve nutné źıskat Greenovu periodickou funkci G(t) jako odezvu
stacionárńıho systému popsaného levou stranou rovnice (2.1.3) na periodické jednotkové
buzeńı Diracovým hřebenem, viz. obr 2, který lze zapsat ve tvaru

δT (t) =
1

T

∞∑
j=−∞

eijωt =
1

T

∞∑
j=−∞

cos(jωt) + i sin(jωt)︸ ︷︷ ︸∑
=0

 , (2.1.4)

kde i vyjadřuje imaginárńı jednotku, j znač́ı index členu řady a ω je úhlová rychlost, pro
ńıž plat́ı známý vztah ω = 2πf = 2π 1

T
. Sinové členy v tomto př́ıpadě vypadnou, nebot’

Dirac̊uv hřeben je sudá funkce.

Obr. 2: Dirac̊uv hřeben

Greenova periodická funkce bude tedy řešeńım rovnice

mG̈(t) + bĠ(t) + kG(t) = δT (t) =
1

T

∞∑
j=−∞

eijωt. (2.1.5)

Vzhledem k tomu, že plat́ı princip superpozice

G(t) =
∞∑

j=−∞

Gj(t), (2.1.6)

je možno řešeńı rozdělit na řešeńı systému nezávislých rovnic

mG̈j(t) + bĠj(t) + kGj(t) =
1

T
eijωt. (2.1.7)

Řešeńı odhadneme ve tvaru

Gj(t) = Ĝje
ijωt (2.1.8)

a dosad́ıme př́ıslušné derivace odhadu (2.1.8) do (2.1.7). Dostaneme

Ĝj =
1

T

(
−j2ω2m+ ijωb+ k

)−1
, (2.1.9)
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odkud plyne po dosazeńı do (2.1.8)

Gj(t) =
1

T

(
−j2ω2m+ ijωb+ k

)−1
eijωt. (2.1.10)

Označ́ıme

Lj =
(
−j2ω2m+ ijωb+ k

)−1
, (2.1.11)

kde Lj má význam dynamické poddajnosti odpov́ıdaj́ıćı j-té harmonické.
Zavedeme zkrácené označeńı

ej(t) = eijωt, (2.1.12)

dosad́ıme do (2.1.10) a sečteme podle (2.1.6)

G(t) =
1

T

∞∑
j=−∞

Ljej(t). (2.1.13)

Celková odezva systému (2.1.3) na buzeńı na pravé straně vyjde konvolućı pravé strany
rovnice (2.1.3) s periodickou Greenovou funkćı z (2.1.13)

q(t) = µ

∫ T

0

G(t− s)k̃(s)q(s)ds+

∫ T

0

G(t− s)p(s)ds. (2.1.14)

Do rovnice (2.1.14) za Greenovu funkci G v čase (t− s) dosazujeme

G(t− s) =
1

T

∞∑
j=−∞

Ljej(t− s) =
1

T

∞∑
j=−∞

Ljej(t)e−j(s), (2.1.15)

protože plat́ı

ej(t− s) = eijω(t−s) = eijωte−ijωs = ej(t)e−j(s). (2.1.16)

Periodické funkce reprezentuj́ıćı proměnnou složku tuhosti a buzeńı lze zapsat pomoćı
komplexńı Fourierovy řady ve tvaru

k̃(t) =
∞∑

l=−∞

k̃lel(t) = k̃Te(t) (2.1.17)

a

p(t) =
∞∑

l=−∞

plel(t) = pTe(t), (2.1.18)

kde

e(t) = [e−N(t), e−N+1(t), . . . , eN−1(t), eN(t)]T ∈ C2N+1,1 (2.1.19)
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a

p = [p−N , p−N+1, . . . , pN−1, pN ]T ∈ C2N+1,1, (2.1.20)

k̃ =
[
k̃−N , k̃−N+1, . . . , k̃N−1, k̃N

]T
∈ C2N+1,1 (2.1.21)

jsou vektory Fourierových koeficient̊u buzeńı a proměnné složky tuhosti. Všimněme si,
že se zde vyskytuje index N označuj́ıćı rozmeźı počtu člen̊u řady 〈−N,N〉, N ∈ Z. Ve
výpočtech totiž neńı možné prakticky uvažovat nekonečný počet člen̊u, je třeba vybrat
jen dostatečný ale omezený počet, abychom dostali dobrou aproximaci periodické funkce.
Nekonečné sumy se tak v daľśım postupu nahrad́ı konečnými v intervalu 〈−N,N〉. V
následuj́ıćım textu se budou všechny sumy uvažovat jako konečné, nebude-li uvedeno ji-
nak, a jejich zápis bude zjednodušen pouze na označeńı sumačńıho indexu.

Rovnice (2.1.15), (2.1.17) a (2.1.18) dosad́ıme do (2.1.14)

q(t) = µ

∫ T

0

1

T

∑
j

Ljej(t)e−j(s)︸ ︷︷ ︸
G(t−s)

∑
l

k̃lel(s)︸ ︷︷ ︸
k̃(s)

q(s)ds +

+

∫ T

0

1

T

∑
j

Ljej(t)e−j(s)︸ ︷︷ ︸
G(t−s)

∑
l

plel(s)︸ ︷︷ ︸
p(s)

ds.

(2.1.22)

Po úpravě

q(t) = µ

∫ T

0

1

T

∑
j

∑
l

Lj k̃lej(t)el−j(s)︸ ︷︷ ︸
J(t,s)

q(s)ds +

+
1

T

∑
j

∑
l

Ljplej(t)

∫ T

0

el−j(s)ds︸ ︷︷ ︸
Tδlj

=

= µ

∫ T

0

J(t, s)q(s)ds+
∑
j

Ljpjej(t)︸ ︷︷ ︸
g(t)

,

(2.1.23)

kde δlj je Kronecker̊uv symbol, který se zde vyskytuje d́ıky ortogonalitě systému goniome-
trických funkćı sinus a cosinus. Rovnice (2.1.23) je Fredholmova nehomogenńı integrálńı
rovnice s degenerovaným jádrem J(t, s)

J(t, s) =
1

T

∑
j

∑
l

Lj k̃lej(t)el−j(s) =
1

T

∑
j

∑
l

Ajlej(t)el(s) =
1

T
eT (t)Ae(s). (2.1.24)
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Struktura matice A je proto

Ajl =

{
Lj k̃l+j l + j ∧ j ∈ 〈−N,N〉

0 l + j ∨ j /∈ 〈−N,N〉 , A ∈ C2N+1,2N+1. (2.1.25)

Fredholmovu nehomogenńı integrálńı rovnici (2.1.23) je možno upravit do tvaru

q(t) = µ

∫ T

0

1

T
eT (t)Ae(s)q(s)ds+ g(t). (2.1.26)

Zavedeme daľśı substituci

ψ(t) =
1

T
Ae(t) (2.1.27)

a uprav́ıme druhý sč́ıtanec v (2.1.23)

g(t) =
∑
j

Ljpjej(t) = eT (t)Lp, (2.1.28)

kde diagonálńı matice L je podle (2.1.11)

L = diag{Lj} ∈ C2N+1,2N+1. (2.1.29)

Dosad́ıme do (2.1.26) z (2.1.27) a (2.1.28) a vyjde

q(t) = µeT (t)

∫ T

0

ψ(s)q(s)ds+ eT (t)Lp. (2.1.30)

Zavedeme substituci za integrál

α =

∫ T

0

ψ(s)q(s)ds (2.1.31)

a po úpravě

q(t) = µeT (t)α+ eT (t)Lp. (2.1.32)

Rovnici (2.1.32) vynásob́ıme zleva ψ(t) a integrujeme přes periodu∫ T

0

ψ(t)q(t)dt = µ

∫ T

0

ψ(t)eT (t)dt α+

∫ T

0

ψ(t)eT (t)dt Lp. (2.1.33)

Na levé straně použijeme vztah (2.1.31) a na pravé straně provedeme daľśı substituci

Q =

∫ T

0

ψ(t)eT (t)dt , Q ∈ C2N+1,2N+1. (2.1.34)

Po úpravě

α = µQα+ QLp. (2.1.35)
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Neznámou α vyjádř́ıme jako

α = (I− µQ)−1QLp (2.1.36)

a předpokládáme regularitu (a proto invertovatelnost) charakteristické matice (I− µQ).
Pokud by tento předpoklad nebyl splněn a vlastńı č́ısla matice Q by byla rovna 1

µ
, tj.

1

µ
∈ λ{Q}, (2.1.37)

pak by parametr µ nabýval kritické hodnoty, která vymezuje hranici mezi oblast́ı stability
a nestability. Za touto hranićı analytické periodické řešeńı rovnice (2.1.1) neexistuje.

Dosad́ıme zpět do (2.1.34) z (2.1.27)

Q =

∫ T

0

ψ(t)eT (t)dt =
1

T
A

∫ T

0

e(t)eT (t)dt︸ ︷︷ ︸
T Î

= AÎ, (2.1.38)

kde symbolem Î označ́ıme matici s jednotkami na vedleǰśı diagonále

Î =



1
1

. .
.

. .
.

1
1


∈ C2N+1,2N+1. (2.1.39)

Součin matic AÎ lze ale výhodněji zapsat jako součin jiných dvou matic LH, kde L je již
známa podle (2.1.29) jako

L =



L−N
L−N+1

. . .

L0

L1

. . .

LN


∈ C2N+1,2N+1 ⇒ LH = ÎLÎ. (2.1.40)

9



Druhá matice H je pásová

H =



k̃0 k̃−1 k̃−2 . . . . . . k̃−N
k̃1 k̃0 k̃−1 k̃−2 . . . . . . k̃−N

k̃2 k̃1 k̃0 k̃−1
. . . k̃−N

... k̃2 k̃1
. . .

. . . k̃−2
...

...
...

. . .
. . .

. . .
. . .

. . .
...

k̃N
...

... k̃2
. . .

. . .
. . . k̃−2

k̃N
...

. . .
. . .

. . . k̃−1
k̃N . . . . . . k̃2 k̃1 k̃0


= HH ∈ C2N+1,2N+1. (2.1.41)

H je Hermiteovská matice, protože plat́ı k̃−j = k̃j pro j 6= 0 a k̃0 je reálné. Pruh nad
ṕısmenem označuje hodnotu komplexně sdruženou. Mohli bychom tedy pro matici L psát
L−j = Lj.
Tato substituce je výhodná, nebot’ při určováńı hranice oblast́ı (ne)stability vycháźıme
z faktu, že determimant charakteristické matice (I− µLH) je reálné č́ıslo. Znaménko
tohoto determinantu vymezuje oblasti (ne)stability. Je zřejmé, že charakteristický deter-
mimant je reálný, protože plat́ı

det LH = det L︸ ︷︷ ︸
∈R

det H︸ ︷︷ ︸
∈R

, (2.1.42)

nebot’ L má na diagonále č́ısla po dvojićıch komplexně sdružená anebo reálná a H je
Hermiteovská. Hranice mezi oběma oblastmi se nacháźı právě v tom mı́stě, kde je charak-
teristický determimant roven nule. Podrobněǰśı výklad je uveden v druhé části diplomové
práce.

Vztah (2.1.38) přejde proto do tvaru

Q = LH. (2.1.43)

Rovnost (2.1.35) přejde s přihlédnut́ım k (2.1.43) bude

α = (I− µLH)−1 LHLp. (2.1.44)

Výsledné periodické řešeńı vyjde dosazeńım (2.1.44) do (2.1.32)

q(t) = eT (t)
[
µ (I− µLH)−1 LH + I

]
Lp . (2.1.45)

Jeho přesnost záviśı na velikosti hodnotyN označuj́ıćı počet uvažovaných člen̊u Fourierovy
řady. Toto řešeńı existuje pouze v př́ıpadě, že systém je stabilńı.
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2.1.2 Př́ıklady

V této části jsou uvedeny výsledky analyticko-numerického experimentu ve výpočtovém
systému MATLAB. V prvńım kroku byly pomoćı postupu uvedeného v předchoźı kapitole
2.1.1 vypočteny hodnoty výchylky systému charakterizovaného pohybovou rovnićı (2.1.1).
Toto analyticky źıskané řešeńı bylo porovnáno s výstupem z MATLABu, který pro řešeńı
použ́ıvá metodu Runge-Kutta. Numerické simulace vykazuj́ı shodu s analytickým řešeńım.

Na obr. 4 a 5 jsou znázorněny výsledky simulaćı pro dvě skupiny vstupńıch parametr̊u
uvedených v tabulce 1.

symbol označeńı 1. př́ıpad 2. př́ıpad jednotka

n počet člen̊u řady 25 25 −
ω úhlová rychlost 60 80 rad/s
m hmotnost 2 1 kg
b tlumeńı 5 10 Ns/m
k statická tuhost 10 000 16 000 N/m
µ součinitel proměnlivosti 0.55 0.5 −
tmax konečný čas 25 T 25 T s

Tab. 1: Parametry experimentu 1 (viz obr.4) a 2 (viz obr.5)

Proměnná složka tuhosti a periodická funkce buzeńı jsou v př́ıpadě prvńıho výpočtu
popsány funkcemi

k̃(1)(t) = cos (2πω − 1) sin (5ωt) , (2.1.46)

p(1)(t) =
1

2
cosωt. (2.1.47)

V druhém př́ıpadě

k̃(2)(t) =
100∑
j=1

k

jπ

(
sin

jπ

2
− sin

3jπ

2

)
cos jωt, (2.1.48)

p(2)(t) =
1

2
−

100∑
j=1

1

jπ
sin jωt, (2.1.49)

jejichž pr̊uběh je na obr. 3.
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Obr. 3: Pr̊uběh funkćı periodicky proměnné tuhosti a buzeńı

Počátečńı podmı́nky jsou voleny nulové. Jejich vliv je omezen pouze na homogenńı část
celkového řešeńı, která ale vlivem tlumeńı brzy vymiźı a po této tzv. přechodové oblasti
nastává ustálený stav, který je popsán výše uvedeným partikulárńım řešeńım (2.1.45).
Je zřejmé, že pokud se pohybujeme v oblastech stability, což je v př́ıpadě těchto dvou
simulaćı zajǐstěno, pak experiment dává totožné výsledky pro oba postupy řešeńı.
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Obr. 4: Srovnáńı numer. a analyt. řešeńı pro 1° volnosti a proměnnou tuhost - 1. př́ıpad

Obr. 5: Srovnáńı numer. a analyt. řešeńı pro 1° volnosti a proměnnou tuhost - 2. př́ıpad
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2.2 Systém s 1° volnosti s periodicky proměnnou hmotnost́ı,
tlumeńım i tuhost́ı

2.2.1 Analytické řešeńı

V př́ıpadě periodicky proměnné hmotnosti, tlumeńı i tuhosti má pohybová rovnice systému
s jedńım stupněm volnosti tvar, viz. [3][

m− µ1m̃(t)
]
q̈(t) +

[
b− µ2b̃(t)

]
q̇(t) +

[
k − µ3k̃(t)

]
q(t) = p(t), (2.2.1)

kde m, b, k jsou stacionárńı složky hmotnosti, tlumeńı, tuhosti a µ1, µ2, µ3 jsou bez-
rozměrné parametry. Bud́ıćı śıla p(t), proměnné složky hmotnosti m̃(t), tlumeńı b̃(t), tu-

hosti k̃(t), a proto i neznámá výchylka q(t), jsou opět periodické funkce s periodou T .

Obr. 6: Systém s 1° volnosti s proměnnou hmotnost́ı, tlumeńım, tuhost́ı

Proměnné členy převedeme na pravou stranu k bud́ıćı śıle.

mq̈(t) + bq̇(t) + kq(t) = p(t) + µ1m̃(t)q̈(t) + µ2b̃(t)q̇(t) + µ3k̃(t)q(t) (2.2.2)

Praktický význam má opět pouze partikulárńı řešeńı. V prvńım kroku je třeba podobně
jako v minulé kapitole naj́ıt periodickou Greenovu funkci G(t) jako odezvu stacionárńıho
systému na levé straně rovnice (2.2.2) na jednotkové buzeńı Diracovým hřebenem δT (t).

mq̈(t) + bq̇(t) + kq(t) = δT (t) =
1

T

∞∑
j=−∞

eijωt =
1

T

∞∑
j=−∞

ej(t). (2.2.3)

Využijeme princip superpozice analogicky k (2.1.6) a Greenova periodická funkce vyjde
totožně jako (2.1.13) v kapitole 2.1.1

G(t) =
1

T

∑
j

Ljej(t) , (2.2.4)

14



kde Lj jsou prvky diagonálńı matice L, viz (2.1.11) a (2.1.40), s významem dynamických
poddajnost́ı odpov́ıdaj́ıćım vždy j-té harmonické.

Celková odezva systému popsaného rovnićı (2.2.2) je rovna konvolučńımu integrálu pravé
strany rovnice (2.2.2) s periodickou Greenovou funkćı (2.1.15).

q(t) = µ1

∫ T

0

G(t− s)m̃(s)q̈(s)ds + µ2

∫ T

0

G(t− s)̃b(s)q̇(s)ds +

+ µ3

∫ T

0

G(t− s)k̃(s)q(s)ds+

∫ T

0

G(t− s)p(s)ds.
(2.2.5)

Periodické funkce vyjadřuj́ıćı proměnné složky hmotnosti, tlumeńı, tuhosti a buzeńı je
možno zapsat ve tvaru komplexńı Fourierovy řady

m̃(t) =
∞∑

l=−∞

m̃lel(t) = m̃Te(t), (2.2.6)

b̃(t) =
∞∑

l=−∞

b̃lel(t) = b̃Te(t), (2.2.7)

k̃(t) =
∞∑

l=−∞

k̃lel(t) = k̃Te(t), (2.2.8)

p(t) =
∞∑

l=−∞

plel(t) = pTe(t). (2.2.9)

Budeme opět uvažovat konečný počet člen̊u, jejichž rozpět́ı bude v intervalu 〈−N,N〉,
N ∈ Z a vektory Fourierových koeficient̊u budou zřejmě

m = [m̃−N , m̃−N+1, . . . , m̃N ]T ∈ C2N+1,1, (2.2.10)

b =
[
b̃−N , b̃−N+1, . . . , b̃N

]T
∈ C2N+1,1, (2.2.11)

k =
[
k̃−N , k̃−N+1, . . . , k̃N

]T
∈ C2N+1,1, (2.2.12)

p = [p−N , p−N+1, . . . , pN ]T ∈ C2N+1,1. (2.2.13)
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Dosad́ıme z (2.1.15) a (2.2.6) - (2.2.9) do rovnice pro výchylku (2.2.5)

q(t) = µ1

∫ T

0

1

T

∑
j

Ljej(t)e−j(s)︸ ︷︷ ︸
G(t−s)

∑
l

m̃lel(s)︸ ︷︷ ︸
m̃(t)

q̈(s)ds +

+ µ2

∫ T

0

1

T

∑
j

Ljej(t)e−j(s)︸ ︷︷ ︸
G(t−s)

∑
l

b̃lel(s)︸ ︷︷ ︸
b̃(t)

q̇(s)ds +

+ µ3

∫ T

0

1

T

∑
j

Ljej(t)e−j(s)︸ ︷︷ ︸
G(t−s)

∑
l

k̃lel(s)︸ ︷︷ ︸
k̃(t)

q(s)ds +

+

∫ T

0

1

T

∑
j

Ljej(t)e−j(s)︸ ︷︷ ︸
G(t−s)

∑
l

plel(s)︸ ︷︷ ︸
p(t)

ds

(2.2.14)

a po úpravě

q(t) = µ1

∫ T

0

1

T

∑
j

∑
l

Ljm̃lej(t)el−j(s)︸ ︷︷ ︸
Jm(t,s)

q̈(s)ds +

+ µ2

∫ T

0

1

T

∑
j

∑
l

Lj b̃lej(t)el−j(s)︸ ︷︷ ︸
Jb(t,s)

q̇(s)ds +

+ µ3

∫ T

0

1

T

∑
j

∑
l

Lj k̃lej(t)el−j(s)︸ ︷︷ ︸
Jk(t,s)

q(s)ds +

+
1

T

∑
j

∑
l

Ljplej(t)

∫ T

0

el−j(s)ds︸ ︷︷ ︸
Tδlj

=

= µ1

∫ T

0

Jm(t, s)q̈(s)ds+ µ2

∫ T

0

Jb(t, s)q̇(s)ds+

+ µ3

∫ T

0

Jk(t, s)q(s)ds+
∑
j

Ljpjej(t)︸ ︷︷ ︸
g(t)

.

(2.2.15)
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Dostáváme se k nehomogenńı integro-diferenciálńı rovnici s degenerovanými jádry

Jm(t, s) =
1

T

∑
j

∑
l

Ljm̃lej(t)el−j(s) =
1

T

∑
j

∑
l

Ejlej(t)el(s) =

=
1

T
eT (t)Ee(s),

(2.2.16)

Jb(t, s) =
1

T

∑
j

∑
l

Lj b̃lej(t)el−j(s) =
1

T

∑
j

∑
l

Cjlej(t)el(s) =

=
1

T
eT (t)Ce(s),

(2.2.17)

Jk(t, s) =
1

T

∑
j

∑
l

Lj k̃lej(t)el−j(s) =
1

T

∑
j

∑
l

Ajlej(t)el(s) =

=
1

T
eT (t)Ae(s),

(2.2.18)

které lze opět zapsat pomoćı matic A, C a E se strukturou jako v (2.1.25)

Ajl =

{
Lj k̃l+j l + j ∧ j ∈ 〈−N,N〉

0 l + j ∨ j /∈ 〈−N,N〉 , A ∈ C2N+1,2N+1, (2.2.19)

Cjl =

{
Lj b̃l+j l + j ∧ j ∈ 〈−N,N〉

0 l + j ∨ j /∈ 〈−N,N〉 , C ∈ C2N+1,2N+1, (2.2.20)

Ejl =

{
Ljm̃l+j l + j ∧ j ∈ 〈−N,N〉

0 l + j ∨ j /∈ 〈−N,N〉 , E ∈ C2N+1,2N+1. (2.2.21)

Před dosazeńım uprav́ıme posledńı sč́ıtanec g(t) v (2.2.15) podle (2.1.28)

g(t) = eT (t)Lp. (2.2.22)

Užit́ım vztah̊u (2.2.16) - (2.2.18) a (2.2.22) vyjde řešeńı

q(t) =
µ1

T

∫ T

0

eT (t)Ee(s)q̈(s)ds+
µ2

T

∫ T

0

eT (t)Ce(s)q̇(s)ds +

+
µ3

T

∫ T

0

eT (t)Ae(s)q(s)ds+ eT (t)Lp.

(2.2.23)

Pro zjednodušeńı zavedeme následuj́ıćı označeńı

ψk(t) =
1

T
Ae(t), (2.2.24)

ψb(t) =
1

T
Ce(t), (2.2.25)

ψm(t) =
1

T
Ee(t). (2.2.26)
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Přeṕı̌seme rovnici pro výchylku (2.2.23) za použit́ı všech aktuálńıch značeńı

q(t) = µ1e
T (t)

∫ T

0

ψm(s)q̈(s)ds+ µ2e
T (t)

∫ T

0

ψb(s)q̇(s)ds +

+ µ3e
T (t)

∫ T

0

ψk(s)q(s)ds+ eT (t)Lp

(2.2.27)

a dále zjednoduš́ıme zápis integrál̊u

γ =

∫ T

0

ψm(s)q̈(s)ds, (2.2.28)

β =

∫ T

0

ψb(s)q̇(s)ds, (2.2.29)

α =

∫ T

0

ψk(s)q(s)ds. (2.2.30)

Řešeńı ustálené výchylky lze potom zapsat ve tvaru

q(t) = µ1e
T (t)γ + µ2e

T (t)β + µ3e
T (t)α+ eT (t)Lp. (2.2.31)

V daľśım postupu využijeme i prvńı a druhou časovou derivaci této rovnice.
Rovnice pro rychlost má tvar

q̇(t) = µ1ė
T (t)γ + µ2ė

T (t)β + µ3ė
T (t)α+ ėT (t)Lp (2.2.32)

a rovnice pro zrychleńı je

q̈(t) = µ1ë
T (t)γ + µ2ë

T (t)β + µ3ë
T (t)α+ ëT (t)Lp. (2.2.33)

Vzhledem k časovým derivaćım exponenciálńıch funkćı vystupuj́ı v derivovaných výrazech
nav́ıc členy z jejich argument̊u, které tvoř́ı v př́ıpadě prvńı derivace prvky diagonálńı
matice R, R ∈ C2N+1,2N+1

R =



iω(−N)
iω(−N + 1)

iω(−N + 2)
. . .

iω(N − 1)
iωN


, (2.2.34)

a v př́ıpadě druhé derivace jsou to prvky diagonálńı matice S, S ∈ C2N+1,2N+1

S =


−ω2(−N)2

−ω2(−N + 1)2

. . .

−ω2(N − 1)2

−ω2N2

 . (2.2.35)

18



Lze proto psát

ėT (t) = eT (t)R, (2.2.36)

ëT (t) = eT (t)S. (2.2.37)

Nyńı se budeme snažit na levé straně rovnice (2.2.31) vyjádřitα, viz. (2.2.30). Vynásob́ıme
tuto rovnici zleva ψk(t) a integrujeme přes periodu∫ T

0

ψk(t)q(t)dt︸ ︷︷ ︸
α

= µ1

∫ T

0

ψk(t)eT (t)dt γ + µ2

∫ T

0

ψk(t)eT (t)dt β +

+ µ3

∫ T

0

ψk(t)eT (t)dt α+

∫ T

0

ψk(t)eT (t)dt Lp.

(2.2.38)

Za integrály dosad́ıme zpětně z (2.2.24) a dostaneme∫ T

0

ψk(t)eT (t)dt =

∫ T

0

1

T
Ae(t)eT (t)dt =

=
1

T
A

∫ T

0

e(t)eT (t)dt︸ ︷︷ ︸
T Î

= AÎ.
(2.2.39)

Zápis rovnice (2.2.38) se t́ımto velmi zjednoduš́ı

α = µ1AÎγ + µ2AÎβ + µ3AÎα+ AÎLp. (2.2.40)

Obdobný postup, tentokrát pro źıskáńı β na levé straně, aplikujeme na rovnici (2.2.32).
Tuto rovnici zleva vynásob́ıme ψb(t) a integrujeme přes periodu∫ T

0

ψb(t)q̇(t)dt︸ ︷︷ ︸
β

= µ1

∫ T

0

ψb(t)ėT (t)dt γ + µ2

∫ T

0

ψb(t)ėT (t)dt β +

+ µ3

∫ T

0

ψb(t)ėT (t)dt α+

∫ T

0

ψb(t)ėT (t)dt Lp.

(2.2.41)

Do předchoźı rovnice dosad́ıme zpátky z (2.2.25) a (2.2.36)

β = µ1

∫ T

0

1

T
Ce(t)eT (t)dt Rγ + µ2

∫ T

0

1

T
Ce(t)eT (t)dt Rβ +

+ µ3

∫ T

0

1

T
Ce(t)eT (t)dt Rα+

∫ T

0

1

T
Ce(t)eT (t)dt RLp

(2.2.42)

a využijeme rovnosti∫ T

0

e(t)eT (t)dt = T Î, (2.2.43)
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č́ımž se zápis opět velmi zjednoduš́ı

β = µ1CÎRγ + µ2CÎRβ + µ3CÎRα+ CÎRLp. (2.2.44)

Analogický postup zopakujeme pro druhou časovou derivaci (2.2.33), kterou vynásob́ıme
zleva ψm(t) a integrujeme přes periodu∫ T

0

ψm(t)q̈(t)dt︸ ︷︷ ︸
γ

= µ1

∫ T

0

ψm(t)ëT (t)dt γ + µ2

∫ T

0

ψm(t)ëT (t)dt β +

+ µ3

∫ T

0

ψm(t)ëT (t)dt α+

∫ T

0

ψm(t)ëT (t)dt Lp.

(2.2.45)

Po dosazeńı z (2.2.26), (2.2.37) a po úpravě

γ = µ1

∫ T

0

1

T
Ee(t)eT (t)dt Sγ + µ2

∫ T

0

1

T
Ee(t)eT (t)dt Sβ +

+ µ3

∫ T

0

1

T
Ee(t)eT (t)dt Sα+

∫ T

0

1

T
Ee(t)eT (t)dt SLp.

(2.2.46)

Rovnice pro γ je potom

γ = µ1EÎSγ + µ2EÎSβ + µ3EÎSα+ EÎSLp. (2.2.47)

Přistouṕıme k řešeńı soustavy tř́ı rovnic pro neznámé α (2.2.40), β (2.2.44) a γ (2.2.47)

α = µ1AÎγ + µ2AÎβ + µ3AÎα+ AÎLp,

β = µ1CÎRγ + µ2CÎRβ + µ3CÎRα+ CÎRLp,

γ = µ1EÎSγ + µ2EÎSβ + µ3EÎSα+ EÎSLp.

(2.2.48)

Systém rovnic (2.2.48) uprav́ıme převedeńım člen̊u reprezentuj́ıćıch buzeńı na pravou
stranu (

I− µ3AÎα
)
− µ2AÎβ − µ1AÎγ = AÎLp,

−µ3CÎRα−
(
I− µ2CÎRβ

)
− µ1CÎRγ = CÎRLp,

−µ3EÎSα− µ2EÎSβ −
(
I− µ1EÎSγ

)
= EÎSLp

(2.2.49)

a zaṕı̌seme maticově I− µ3AÎ −µ2AÎ −µ1AÎ

−µ3CÎR I− µ2CÎR −µ1CÎR

−µ3EÎS −µ2EÎS I− µ1EÎS

 α
β
γ

 =

 AÎLp

CÎRLp

EÎSLp

 . (2.2.50)
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Z hlediska určováńı stability je výhodné provést následuj́ıćı substituci

µ1 = µz1, (2.2.51)

µ2 = µz2, (2.2.52)

µ3 = µz3 (2.2.53)

a po dosazeńı do (2.2.50) I− µz3AÎ −µz2AÎ −µz1AÎ

−µz3CÎR I− µz2CÎR −µz1CÎR

−µz3EÎS −µz2EÎS I− µz1EÎS


︸ ︷︷ ︸

I−µQ

 α
β
γ


︸ ︷︷ ︸

u

=

 AÎLp

CÎRLp

EÎSLp


︸ ︷︷ ︸

v

. (2.2.54)

Čtvercovou matici na levé straně můžeme rozložit na rozd́ıl
(
I− µQ

)
, kde

I =

 I
I

I

 ∈ C 3(2N+1), 3(2N+1), (2.2.55)

Q =

 z3AÎ z2AÎ z1AÎ

z3CÎR z2CÎR z1CÎR

z3EÎS z2EÎS z1EÎS

 ∈ C 3(2N+1), 3(2N+1), (2.2.56)

vektor hledaných neznámých označ́ıme

u =

 α
β
γ

 ∈ C 3(2N+1),1 (2.2.57)

a vektor na pravé straně

v =

 AÎLp

CÎRLp

EÎSLp

 ∈ C 3(2N+1),1, (2.2.58)

takže rovnice (2.2.54) bude(
I− µQ

)
u = v. (2.2.59)

Za předpokladu invertovatelnosti charakteristické matice
(
I− µQ

)
vyjádř́ıme neznámé u

jako

u =
(
I− µQ

)−1
v. (2.2.60)

Matice
(
I− µQ

)
muśı být regulárńı, tedy invertovatelná. Tento předpoklad neńı splněn

tehdy, je-li determimant této charakteristické matice roven nule, což nastává v př́ıpadě,
že vlastńı č́ısla matice Q jsou rovna 1

µ
, tj.

1

µ
∈ λ {Q} . (2.2.61)
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Po dosazeńı z (2.2.60) zpátky do rovnice (2.2.31) je výsledné periodické řešeńı systému
s jedńım stupněm volnosti s proměnnými parametry hmotnosti, tlumeńı a tuhosti

q(t) = eT (t)
[(

I− µQ
)−1

v + Lp
]
. (2.2.62)

Toto řešeńı existuje pouze tehdy, je-li systém stabilńı.
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2.2.2 Př́ıklady

V této části jsou stejně jako v prvńı kapitole uvedeny výsledky analyticko-numerické si-
mulace v programu MATLAB. Nejprve bylo podle metodiky popsané v kapitole 2.2.1
vypočteno analytické řešeńı systému, který je popsán matematickým modelem (2.2.1).
Toto přesné řešeńı bylo porovnáno s numerickým řešeńım vypočteným v MATLABu po-
moćı metody Runge-Kutta.

Na obr. 8 jsou zobrazeny výsledky pro vstupńı parametry uvedené v tabulce 2.

symbol označeńı hodnota jednotka

n počet člen̊u řady 25 −
ω úhlová rychlost 0.6 rad/s
m statická hmotnost 1.1 kg
b statické tlumeńı 0.05 Ns/m
k statická tuhost 1 N/m
µ1 součinitel proměnlivosti m 0.25 −
µ2 součinitel proměnlivosti b 0.8 −
µ3 součinitel proměnlivosti k 0.05 −
tmax konečný čas 30 T s

Tab. 2: Parametry experimentu pro 1° volnosti a všechny proměnné parametry (viz obr.8)

Proměnná složka hmotnosti je v tomto př́ıpadě popsána funkćı

m̃(t) = m cos 3ωt, (2.2.63)

proměnná složka tlumeńı má tvar

b̃(t) =

{
0 t ∈ 〈0, T

2

)
b t ∈ 〈T

2
, T
) na každé periodě T, viz obr. 7, (2.2.64)

proměnná složka tuhosti je vyjádřena

k̃(t) =
100∑
j=1

2k

jπ

(
sin

jπ

2
− sin

3jπ

2

)
cos jωt, viz obr. 7, (2.2.65)

a periodická funkce buzeńı je

p(t) =
1

2
−

100∑
j=1

1

jπ
sin jωt, viz dř́ıve na obr. 3. (2.2.66)

Vliv nulových počátečńıch podmı́nek po čase vymiźı a partikulárńı řešeńı, které se nacháźı
v oblasti stability, vykazuje opět shodu s analytickým řešeńım.
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Obr. 7: Pr̊uběh funkćı periodicky proměnného tlumeńı a tuhosti

Obr. 8: Srovnáńı numer. a analyt. řešeńı pro 1° volnosti s proměnnými všemi parametry
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Př́ıklad - Hooke̊uv kloub

Jedna z možných aplikaćı předkládaného řešeńı pro soustavy s jedńım stupněm volnosti
je zpracována na př́ıkladu torzně kmitaj́ıćı soustavy s Hookeovým kloubem, viz. obr 9.

Obr. 9: Soustava s Hookeovým kloubem

Řešeńı

Jedná se o soustavu s převodem, lze proto psát

ϕ2 = f(ϕ1), (2.2.67)

kde f vyjadřuje funkčńı závislost mezi ϕ2 a ϕ1, tj. ϕ2 je funkćı ϕ1. Pro časovou derivaci
plat́ı

ϕ̇2 =
∂f

∂ϕ1︸︷︷︸
g(ϕ1)

dϕ1

dt
= g(ϕ1)ϕ̇1, (2.2.68)

kde g(ϕ1) je převodová funkce. Jej́ı konkrétńı tvar je uveden později v rovnici (2.2.86).
Pro źıskáńı pohybové rovnice využijeme Lagrangeových rovnic obyčejného typu

d

dt

(
∂Ek
∂ϕ̇

)
− ∂Ek

∂ϕ
+
∂Ep
∂ϕ

+
∂R

∂ϕ̇
= Q. (2.2.69)

Kinetická energie systému

Ek =
1

2
I3ϕ̇

2
3 +

1

2

[
I1 + I2g

2(ϕ1)
]
ϕ̇2
1, (2.2.70)

potenciálńı energie

Ep =
1

2
k(ϕ1 − ϕ3)

2, (2.2.71)
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disipačńı funkce

R =
1

2
b(ϕ̇1 − ϕ̇3)

2 (2.2.72)

a zobecněné śıly

Q1δϕ1 = −Mδϕ2 = −Mg(ϕ1)δϕ1 ⇒ Q1 = −Mg(ϕ1), (2.2.73)

Q3 = 0. (2.2.74)

Po dosazeńı př́ıslušných derivaćı do Lagrangeových rovnic (2.2.69) dostaneme dvě pohy-
bové rovnice pro dvě zobecněné souřadnice ϕ1 a ϕ3[

I1 + I2g
2(ϕ1)

]
ϕ̈1 + [I2g(ϕ1)g

′(ϕ1)] ϕ̇
2
1 + k(ϕ1 − ϕ3)+

+ b(ϕ̇1 − ϕ̇3) = −Mg(ϕ1),
(2.2.75)

I3ϕ̈3 − k(ϕ1 − ϕ3)− b(ϕ̇1 − ϕ̇3) = 0. (2.2.76)

Prvńı rovnici vyděĺıme výrazem [I1 + I2g
2(ϕ1)] a druhou I3

ϕ̈1 +
I2g(ϕ1)g

′(ϕ1)

[I1 + I2g2(ϕ1)]
ϕ̇2
1 +

k

[I1 + I2g2(ϕ1)]
(ϕ1 − ϕ3) +

+
b

[I1 + I2g2(ϕ1)]
(ϕ̇1 − ϕ̇3) =

−Mg(ϕ1)

[I1 + I2g2(ϕ1)]
,

(2.2.77)

ϕ̈3 −
k

I3
(ϕ1 − ϕ3)−

b

I3
(ϕ̇1 − ϕ̇3) = 0. (2.2.78)

Od (2.2.77) odečteme (2.2.78) a zavedeme relativńı výchylku ϕ = ϕ1 − ϕ3. Pohybová
rovnice bude mı́t tvar

ϕ̈+

(
b

I1 + I2g2(ϕ1)
+

b

I3

)
ϕ̇+

(
k

I1 + I2g2(ϕ1)
+
k

I3

)
ϕ =

= −Mg(ϕ1) + I2g(ϕ1)g
′(ϕ1)ϕ̇

2
1

I1 + I2g2(ϕ1)
.

(2.2.79)

Přejdeme ke konkrétńımu vyjádřeńı převodové funkce g(ϕ1) a jej́ı derivace g′(ϕ1). Na
obr. 10 je provedena vizualizace geometrie Hookeova kloubu.

Vazebńı podmı́nka v tomto kloubu plyne z kolmosti vektor̊u e1 a e2, tj.

e1.e2 = 0. (2.2.80)

Vyjádřeńı těchto vektor̊u v souřadnicovém systému xyz je zřejmé z obr. 10

e1 =

 0
− sinϕ1

cosϕ1

 , e2 =

 − sin δ cosϕ2

cos δ cosϕ2

sinϕ2

 . (2.2.81)
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Obr. 10: Geometrie Hookeova kloubu

Po dosazeńı vektor̊u e1 a e2 do (2.2.80)

tanϕ2 = tanϕ1 cos δ. (2.2.82)

Naš́ım ćılem je určit g(ϕ1) z rovnice (2.2.68), muśıme proto z vazebńı podmı́nky vyjádřit
ϕ̇2. Rovnici (2.2.82) zderivujeme podle času

1

cos2(ϕ2)
ϕ̇2 = cos δ

1

cos2 ϕ1

ϕ̇1. (2.2.83)

Z podobnosti trojúhelńık̊u ABC a ADE na obr. 11 plyne vztah mezi cosϕ2 a tanϕ2

cos2 ϕ2 =
1

1 + tan2 ϕ2

, (2.2.84)

který dosad́ıme do (2.2.83) a vyjádř́ıme ϕ̇2 jako

Obr. 11: Vztahy mezi goniometrickými funkcemi

ϕ̇2 =
cos δ

cos2 ϕ1 + cos2 δ sin2 ϕ1

ϕ̇1. (2.2.85)
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Źıskali jsme převodovou funkci

g(ϕ1) =
cos δ

cos2 ϕ1 + cos2 δ sin2 ϕ1

(2.2.86)

a jej́ı derivace g′(ϕ1) je zřejmě

g′(ϕ1) =
cos δ sin 2ϕ1 sin2 δ(

cos2 ϕ1 + cos2 δ sin2 ϕ1

)2 . (2.2.87)

V převodu vystupuje proměnná ϕ1. Ta je stejně jako ϕ3 funkćı času, tj. ϕ1 = ϕ1(t)
a ϕ3 = ϕ3(t). Z toho lze usoudit, že i převodová funkce bude funkćı času, tj. g(ϕ1) = p(t).
Pohybová rovnice (2.2.79) bude po úpravě

ϕ̈(t) +

(
b

I1 + I2g2(t)
+

b

I3

)
ϕ̇(t) +

(
k

I1 + I2g2(t)
+
k

I3

)
ϕ(t) =

= −Mg(t) + I2g(t)g′(t)ϕ̇2
1

I1 + I2g2(t)
.

(2.2.88)

Abychom mohli převodovou funkci g(ϕ1) uvažovat jako funkci času g(t), je nutné určit
hodnotu ϕ1(t). Vı́me, že na členu Â je předepsána úhlová rychlost ω0 = konst., proto
ϕ3(t)

.
= ω0t. Pro účely určeńı převodu je možno uvažovat stejně tak i ϕ1(t)

.
= ω0t. Tuto

hodnotu dosad́ıme do (2.2.86) a (2.2.87)

g(t) =
cos δ

cos2 ω0t+ cos2 δ sin2 ω0t
, (2.2.89)

g′(t) =
cos δ sin 2ω0t sin2 δ(

cos2 ω0t+ cos2 δ sin2 ω0t
)2 . (2.2.90)

Rovnice (2.2.89) a (2.2.90) tvoř́ı vstupńı hodnoty do pohybové rovnice (2.2.88).

Analogicky k modelu (2.2.1) přeṕı̌seme pohybovou rovnici (2.2.88)

ϕ̈(t) +

 b

I3︸︷︷︸
b

−
(
− b

I1 + I2g2(t)

)
︸ ︷︷ ︸

b̃(t)

 ϕ̇(t) +

 k

I3︸︷︷︸
k

−
(
− k

I1 + I2g2(t)

)
︸ ︷︷ ︸

k̃(t)

ϕ(t) =

= − [M + I2g
′(t)ω2

0] g(t)

I1 + I2g2(t)︸ ︷︷ ︸
p(t)

,

(2.2.91)
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tj.

ϕ̈(t) +
[
b− b̃(t)

]
ϕ̇(t) +

[
k − k̃(t)

]
ϕ(t) = p(t). (2.2.92)

Výpočet byl proveden pro konkrétńı hodnoty parametr̊u, které jsou souhrnně uvedeny
v tab. 3. Na obr. 12 je znázorněn pr̊uběh relativńı výchylky ϕ(t) v ustáleném stavu, který
je popsán přesným analytickým řešeńım popisovaným v kapitole 2.2.1. Pro srovnáńı bylo
provedeno i numerické řešeńı pomoćı funkce ode45 v MATLABu. Je nepochybné, že oba
postupy musej́ı dávat shodné výsledky.

symbol označeńı hodnota jednotka

n počet člen̊u řady 25 −
ω0 úhlová rychlost 60 rad/s
M zátěžný moment 500 Nm
b koeficient tlumeńı 3 Ns/m
k torzńı tuhost 900 N/m
I1 moment setrvačnosti 0.55 Nm2

I2 moment setrvačnosti 0.30 Nm2

I3 moment setrvačnosti 0.75 Nm2

δ úhel kloubu π/6 rad
tmax konečný čas 15 T s
ϕ(0) počátečńı podmı́nka 0 rad
ϕ̇(0) počátečńı podmı́nka 0 rad/s

Tab. 3: Vstupńı parametry pro výpočet systému s Hookeovým kloubem

Obr. 12: Výsledná relativńı výchylka ϕ(t) soustavy s Hookeovým kloubem
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2.3 Systém s n° volnosti s periodicky proměnnou matićı tuhosti

2.3.1 Analytické řešeńı

Systém s n stupni volnosti s proměnnou matićı tuhosti lze popsat pohybovou rovnićı
podobně jako v [4]

Mq̈(t) + Bq̇(t) +
[
K− µK̃(t)

]
q(t) = p(t), (2.3.1)

kde M ∈ Rn,n je matice hmotnosti, B ∈ Rn,n je matice tlumeńı, K ∈ Rn,n je stacionárńı
matice tuhosti, K̃(t) ∈ Rn,n je matice vyjadřuj́ıćı časově proměnnou tuhost, p(t) ∈ Rn,1

reprezentuje časově závislý vektor buzeńı, µ je bezrozměrný parametr a q(t) ∈ Rn,1 je hle-
daný vektor zobecněných souřadnic (výchylek). Matice proměnné tuhosti i vektor bud́ıćıch
sil jsou periodicky proměnné v čase s periodou T

K̃(t) = K̃(t+ T ), (2.3.2)

p(t) = p(t+ T ). (2.3.3)

Po roznásobeńı pohybové rovnice (2.3.1) a převedeńı členu s proměnnou tuhost́ı na pravou
stranu

Mq̈(t) + Bq̇(t) + Kq(t) = p(t) + µK̃(t)q(t). (2.3.4)

Ustálené kmity popisuje partikulárńı řešeńı, k jehož nalezeńı je nutná znalost matice peri-
odické Greenovy funkce G(t) jako odezvy stacionárńıho systému, tzn. levé strany (2.3.4),
na jednotkové buzeńı Diracovým hřebenem. Tuto matici budeme hledat po sloupćıch.
Označeńı g(m)(t) vyjadřuje m-tý sloupec matice G(t).

Mg̈(m)(t) + Bġ(m)(t) + Kg(m)(t) = imδT (t) = im
1

T

∞∑
j=−∞

ej(t), (2.3.5)

kde im označuje m-tý sloupec jednotkové matice I, který má význam jednotkového buzeńı
v m-tém mı́stě.
Řešeńım rovnice (2.3.5) je m-tý sloupec matice periodické Greenovy funkce - analogie
k (2.1.13)

g(m)(t) =
1

T

∞∑
j=−∞

Ljimej(t), (2.3.6)

kde Lj je analogicky k (2.1.11) matice dynamických poddajnost́ı

Lj =
(
−j2ω2M + ijωB + K

)−1 ∈ Cn,n. (2.3.7)
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Maticový tvar periodické Greenovy funkce je

G(t) =
[
g(1)(t),g(2)(t), . . . ,g(n)(t)

]
=

1

T

∞∑
j=−∞

Ljej(t). (2.3.8)

Hledané analytické řešeńı vznikne opět konvolućı periodické Greenovy funkce s pravou
stranou pohybové rovnice (2.3.4)

q(t) = µ

∫ T

0

G(t− s)K̃(s)q(s)ds+

∫ T

0

G(t− s)p(s)ds (2.3.9)

a po dosazeńı za G(t− s) podle (2.3.8)

q(t) = µ

∫ T

0

1

T

∞∑
j=−∞

Ljej(t− s)K̃(s)q(s)ds +

+

∫ T

0

1

T

∞∑
j=−∞

Ljej(t− s)p(s)ds.

(2.3.10)

Periodicky proměnné veličiny lze zapsat ve tvaru nekonečné komplexńı Fourierovy řady

K̃(t) =
∞∑

l=−∞

K̃lel(t), (2.3.11)

p(t) =
∞∑

l=−∞

plel(t), (2.3.12)

kde K̃l je matice a pl je vektor obsahuj́ıćı Fourierovy koeficienty, které odpov́ıdaj́ı funkćım
v proměnné matici tuhosti a ve vektoru bud́ıćıch sil, konkrétně pak l-té harmonické.
Ze stejných d̊uvod̊u jako dř́ıve budeme uvažovat opět pouze omezený počet člen̊u řady
v intervalu 〈−N,N〉, N ∈ Z. Nekonečné sumy se změńı na konečné a jejich zápis bude
zjednodušen pouze na označeńı sumačńıho indexu.

Provedeme vyjádřeńı (2.3.10) pomoćı komplexńıch Fourierových řad (2.3.11) a (2.3.12)

q(t) =
µ

T

∫ T

0

∑
j

Ljej(t)e−j(s)
∑
l

K̃lel(s)q(s)ds +

+
1

T

∫ T

0

∑
j

Ljej(t)e−j(s)
∑
l

plel(s)ds

(2.3.13)
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a dojdeme jako v předchoźıch kapitolách k Fredholmově nehomogenńı integrálńı rovnici

q(t) = µ

∫ T

0

1

T

∑
j

∑
l

LjK̃lej(t)el−j(s)︸ ︷︷ ︸
J(t,s)

q(s)ds +

+
1

T

∑
j

∑
l

Ljej(t)pl

∫ T

0

el−j(s)ds︸ ︷︷ ︸
Tδlj

=

= µ

∫ T

0

J(t, s)q(s)ds+
∑
j

Ljpjej(t),

(2.3.14)

která má degenerované jádro

J(t, s) =
1

T

∑
j

∑
l

LjK̃lej(t)el−j(s). (2.3.15)

Zavedeme substituci

Φj(t) =
1

T
Ljej(t) ∈ Cn,n, (2.3.16)

Ψj(t) =
∑
l

K̃lel−j(t) ∈ Cn,n (2.3.17)

a po dosazeńı substitućı do (2.3.14)

q(t) = µ
∑
j

Φj(t)

∫ T

0

Ψj(s)q(s)ds+
∑
j

Ljpjej(t). (2.3.18)

Zavedeme αj následuj́ıćım zp̊usobem

αj =

∫ T

0

Ψj(s)q(s)ds ∈ Cn,1 (2.3.19)

a dosad́ıme do (2.3.18)

q(t) = µ
∑
j

Φj(t)αj +
∑
j

Ljpjej(t). (2.3.20)

Rovnici (2.3.20) vynásob́ıme zleva Ψl(t) a integrujeme přes periodu∫ T

0

Ψl(t)q(t)dt = µ
∑
j

∫ T

0

Ψl(t)Φj(t)αjdt+
∑
j

∫ T

0

Ψl(t)Ljpjej(t)dt, (2.3.21)

takže na levé straně vznikne αl

αl = µ
∑
j

∫ T

0

Ψl(t)Φj(t)dt αj +
∑
j

∫ T

0

Ψl(t)ej(t)dt Ljpj. (2.3.22)
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Přistouṕıme k označeńı

Alj =

∫ T

0

Ψl(t)Φj(t)dt, (2.3.23)

Blj =

∫ T

0

Ψl(t)ej(t)dt Lj (2.3.24)

a po úpravě

αl = µ
∑
j

Aljαj +
∑
j

Bljpj. (2.3.25)

Nyńı vyč́ısĺıme integrál (2.3.23):

Alj =

∫ T

0

Ψl(t)Φj(t)dt =

∫ T

0

∑
m

K̃mem(t)e−l(t)
1

T
Ljej(t)dt =

=
∑
m

K̃mLj
1

T

∫ T

0

em−l+j(t)dt.

(2.3.26)

Integrál je nenulový pouze pro

m− l + j = 0⇒ m = l − j (2.3.27)

a je roven∫ T

0

em−l+j(t)dt =

∫ T

0

e0dt = T. (2.3.28)

Z toho plyne

Alj =

{
K̃l−jLj l − j ∧ j ∈ 〈−N,N〉

0 l − j ∨ j /∈ 〈−N,N〉 , Alj ∈ Cn,n . (2.3.29)

Obdobně pro integrál (2.3.24):

Blj =

∫ T

0

Ψl(t)ej(t)dt Lj =

∫ T

0

∑
m

K̃mem(t)e−l(t)ej(t)dt Lj =

=
∑
m

K̃m

∫ T

0

em−l+j(t)dt Lj = T K̃l−jLj = TAlj ∈ Cn,n.

(2.3.30)

Rovnici (2.3.25) lze proto upravit

αl = µ
∑
j

Aljαj + T
∑
j

Aljpj (2.3.31)
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a přepsat do souhrnného maticového tvaru

α̂ = µQα̂+ TQp̂, (2.3.32)

kde

Q =


A−N,−N A−N,−N+1 . . . A−N,N
A−N+1,−N A−N+1,−N+1 . . . A−N+1,N

...
...

. . .
...

AN,−N AN,−N+1 . . . AN,N

 ∈ Cn(2N+1),n(2N+1) (2.3.33)

a

α̂ = [α−N ,α−N+1, . . . ,αN ]T ∈ Cn(2N+1),1, (2.3.34)

p̂ = [p−N ,p−N+1, . . . ,pN ]T ∈ Cn(2N+1),1. (2.3.35)

Za předpokladu regularity a z ńı plynoućı invertovatelnosti charakteristické matice (I− µQ)
je z (2.3.32) zřejmé, že

α̂ = T (I− µQ)−1 Qp̂ (2.3.36)

Pokud by ale determimant této charakteristické matice nabýval nulové hodnoty, pak by
nebylo možné provést inverzi a analytické periodické řešeńı by neexistovalo. Tato situace
nastane v př́ıpadě, kdy vlastńı č́ısla matice Q jsou rovna 1

µ
, tj.

1

µ
∈ λ {Q} . (2.3.37)

Nyńı lze dosadit z (2.3.16) zpět do rovnice pro řešeńı (2.3.20). Výsledné analytické řešeńı
bude mı́t tvar

q(t) = L̂(t)
[
(I− µQ)−1 Q + I

]
p̂ ∈ Cn,1 , (2.3.38)

kde

L̂(t) = [L−Ne−N(t),L−N+1e−N+1(t), . . . ,LNeN(t)] ∈ Cn,n(2N+1). (2.3.39)

Toto periodické řešeńı opět existuje pouze tehdy, je-li systém stabilńı.
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2.3.2 Př́ıklady

Př́ıklad - Nosńık na dvou podporách

Postup řešeńı uvedený v kapitole 2.3.1 demonstrujeme na př́ıkladu nosńıku obdélńıkového
pr̊uřezu na dvou podporách, který je ve středu mezi podpěrami zat́ıžen silou obecného
směru s časově periodickým pr̊uběhem, jej́ıž nositelka lež́ı v rovině kolmé na osu nosńıku,
viz. obr 13.

Obr. 13: Nosńık na dvou podporách zat́ıžený silou F(t)

Řešeńı

Uvažujme dva souřadnicové systémy, oba s počátkem v těžǐsti pr̊uřezu nosńıku. Systém
souřadnic O(x, y, z) je pevný v prostoru a systém O(ξ, η, ζ) je pevně spojen s tělesem.
Vzájemné natočeńı těchto dvou souřadnicových systémů je popsáno úhlem α, který se
měńı v čase. Na obr. 14 je řez nosńıkem v rovině p̊usobeńı zatěžuj́ıćı śıly F(t).

Obr. 14: Řez nosńıkem v mı́stě p̊usobeńı śıly F(t)

Pro pr̊uhyb jednodimenzionálńıho nosńıku na dvou podporách, který je uprostřed zat́ıžen
silou plat́ı

v =
Fl3

48EI
. (2.3.40)
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Z toho můžeme snadno určit pr̊uhyby ve směrech η a ζ

vη(t) =
Fη(t)l

3

48EIζ
, (2.3.41)

vζ(t) =
Fζ(t)l

3

48EIη
, (2.3.42)

kde

Fη(t) = Fy(t) cosα(t) + Fz(t) sinα(t), (2.3.43)

Fζ(t) = −Fy(t) sinα(t) + Fz(t) cosα(t) (2.3.44)

a

Iη =
1

12
hb3, (2.3.45)

Iζ =
1

12
bh3. (2.3.46)

Dosad́ıme za složky sil (2.3.43) a (2.3.44) do rovnic (2.3.41) a (2.3.42) pro složky pr̊uhybu

vη(t) =
[Fy(t) cosα(t) + Fz(t) sinα(t)] l3

48EIζ
, (2.3.47)

vζ(t) =
[−Fy(t) sinα(t) + Fz(t) cosα(t)] l3

48EIη
. (2.3.48)

Za pomoci transformačńıch vztah̊u (2.3.49) a (2.3.50) vyjádř́ıme pr̊uhyb v(t), resp. w(t)
ve směru osy y, resp. osy z

v(t) = vη(t) cosα(t)− vζ(t) sinα(t), (2.3.49)

w(t) = vη(t) sinα(t) + vζ(t) cosα(t). (2.3.50)

Po dosazeńı a úpravě v souhrnném maticovém zápise(
v(t)
w(t)

)
=

l3

48E

(
cos2 α(t)

Iζ
+ sin2 α(t)

Iη

sin 2α(t)
2Iζ

+ sin 2α(t)
2Iη

sin 2α(t)
2Iζ

+ sin 2α(t)
2Iη

sin2 α(t)
Iζ

+ cos2 α(t)
Iη

)(
Fy(t)
Fz(t)

)
, (2.3.51)

z něhož vyjádř́ıme složky śıly F(t)(
Fy(t)
Fz(t)

)
︸ ︷︷ ︸

F(t)

=
48E

l3

(
Iζ cos

2 α(t)+Iη sin2 α(t) (Iζ−Iη) sin 2α(t)

(Iζ−Iη) sin 2α(t) Iζ sin
2 α(t)+Iη cos2 α(t)

)
︸ ︷︷ ︸

Iyz(t)

(
v(t)
w(t)

)
︸ ︷︷ ︸

u(t)

. (2.3.52)

Prvky matice Iyz(t) jsou momenty setrvačnosti a deviačńı momenty, což podkládá následuj́ıćı
implikace - maticová analogie k (2.3.40)

u =
Fl3

48EIyz
⇒ F =

48E

l3
Iyzu. (2.3.53)
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Výpočet prvk̊u matice setrvačnosti Iyz lze také provést př́ımo z definice. Transformačńı
vztahy jsou (viz obr. 15)

y = η cosα− ζ sinα, (2.3.54)

z = η sinα + ζ cosα. (2.3.55)

Obr. 15: Transfomace ze systému O(ξ, η, ζ) do O(x, y, z)

A podle definice kvadratického a deviačńıho momentu setrvačnosti vyjde

Iy =

∫
z2 dA =

∫ (
η2 sin2 α + 2ηζ sinα cosα + ζ2 cos2 α

)
dA =

= Iζ sin2 α + Iη cos2 α,

(2.3.56)

Iz =

∫
y2 dA =

∫ (
η2 cos2 α− 2ηζ sinα cosα + ζ2 sin2 α

)
dA =

= Iζ cos2 α + Iη sin2 α,

(2.3.57)

Dyz =

∫
yz dA =

∫ (
(η2 − ζ2) sinα cosα− ηζ sin2 α + ηζ cos2 α

)
dA =

= (Iζ − Iη) sinα cosα,

(2.3.58)

což potvrzuje, že prvky matice Iyz jsou momenty setrvačnosti vyjádřené v systému souřadnic
O(x, y, z).

Pro určeńı pohybové rovnice soustřed́ıme hmotnost tělesa do osy nosńıku. Na těleso p̊usob́ı
podle D´Alembertova principu setrvačné účinky Dy, Dz, které jsou znázorněny na obr. 16.

S pomoćı Lagrangeových rovnic źıskáme pohybovou rovnici nosńıku ve tvaru(
m 0
0 m

)
︸ ︷︷ ︸

M

(
v̈(t)
ẅ(t)

)
︸ ︷︷ ︸

q̈(t)

+
48E

l3

(
Iz(t) Dyz(t)
Dyz(t) Iy(t)

)
︸ ︷︷ ︸

K(t)

(
v(t)
w(t)

)
︸ ︷︷ ︸

q(t)

=

(
Fy(t)
Fz(t)

)
︸ ︷︷ ︸

F(t)

, (2.3.59)
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Obr. 16: Setrvačné účinky na hmotu nosńıku

resp.

Mq̈(t) + K(t)q(t) = F(t), (2.3.60)

kde M znač́ı stacionárńı matici hmotnosti nezávislou na čase, K(t) je celková periodická
matice tuhosti, q(t) znač́ı hledaný vektor zobecněných souřadnic a na pravé straně vy-
stupuje periodicky proměnná bud́ıćı śıla F(t).

Tvar matice K(t) je po dosazeńı z (2.3.56) - (2.3.58) a (2.3.45) - (2.3.46)

K(t) =
4Ebh

l3

(
h2 cos2 α(t) + b2 sin2 α(t) (h2 − b2) sinα(t) cosα(t)
(h2 − b2) sinα(t) cosα(t) h2 sin2 α(t) + b2 cos2 α(t)

)
. (2.3.61)

Ve výpočtu bylo nutno rozdělit celkovou matici tuhosti na stacionárńı a proměnnou část.
Stacionárńı část je tvořena středńı hodnotou tuhosti, kolem které osciluje proměnná část
a dohromady dávaj́ı celkovou tuhost.

Ve výpočtu byly implementovány hodnoty parametr̊u uvedené v tab. 4. Byla uvažována
periodická bud́ıćı śıla p̊usob́ıćı kolmo dol̊u, tj. proti kladné orientaci osy y. Jej́ı složky jsou

Fy(t) = F0 sin(ωt), (2.3.62)

Fz(t) = 0. (2.3.63)

Výpočet byl proveden v systému MATLAB. Hodnoty analytického řešeńı byly pro předsta-
vu porovnány s výstupem numerického řešiče ode45 založeného na Runge-Kuttově metodě.
Na obr. 17 je graf závislosti amplitudy y-ové složky výchylky na čase, na obr. 18 je tatáž
závislost pro z-ovou složku výchylky.
Počátečńı podmı́nky byly voleny nulové. Z toho plyne, že se zde v̊ubec nevyskytne oblast
přechodových kmit̊u, takže kmitaj́ıćı systém je od počátku ustálen. Analytické periodické
řešeńı popisuje výchylku tohoto systému zcela přesně. Z obrázk̊u 17 a 18 je zřejmé, že
analytická i numerická metoda dávaj́ı opět shodné výsledky.
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symbol označeńı hodnota jednotka

l délka 1 m
b š́ı̌rka 0.02 m
h výška 0.03 m
ρ hustota 7800 kg/m3

E Young̊uv modul pružnosti 210 GPa
F0 amplituda zatěžuj́ıćı śıly 100 N
ω bud́ıćı frekvence 0.75 rad/s

Tab. 4: Vstupńı parametry pro výpočet periodických kmit̊u nosńıku

Obr. 17: Výsledná y-ová složka vektoru zobecněných souřadnic qy(t)
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Obr. 18: Výsledná z-ová složka vektoru zobecněných souřadnic qz(t)
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2.4 Systém s n° volnosti s periodicky proměnnými maticemi
hmotnosti, tlumeńı i tuhosti

Pohybová rovnice systému s n stupni volnosti má v př́ıpadě proměnných všech parametr̊u
tvar [

M− µ1M̃(t)
]

q̈(t) +
[
B− µ2B̃(t)

]
q̇(t) +

[
K− µ3K̃(t)

]
q(t) = p(t), (2.4.1)

kde M ∈ Rn,n, B ∈ Rn,n, K ∈ Rn,n jsou stacionárńı a M̃(t) ∈ Rn,n, B̃(t) ∈ Rn,n,

K̃(t) ∈ Rn,n jsou proměnné matice hmotnosti, tlumeńı a tuhosti, p(t) ∈ Rn,1 je vektor
bud́ıćıch sil, µ1, µ2 a µ3 jsou bezrozměrné parametry a q(t) ∈ Rn,1 je hledaný vektor
zobecněných souřadnic.

Všechny proměnné matice jsou periodické v čase s periodou T . Totéž plat́ı i pro vek-
tor bud́ıćıch sil.

M̃(t) = M̃(t+ T ), (2.4.2)

B̃(t) = B̃(t+ T ), (2.4.3)

K̃(t) = K̃(t+ T ), (2.4.4)

p(t) = p(t+ T ), (2.4.5)

q(t) = q(t+ T ). (2.4.6)

Roznásob́ıme pohybovou rovnici (2.4.1) a proměnné složky převedeme na pravou stranu

Mq̈(t) + Bq̇(t) + Kq(t) = p(t) + µ1M̃(t)q̈(t) + µ2B̃(t)q̇(t) + µ3K̃(t)q(t). (2.4.7)

Při hledáńı ustálených kmit̊u, které popisuje partikulárńı řešeńı, opět využijeme matico-
vou periodickou Greenovu funci G(t). Najdeme ji jako odezvu stacionárńıho systému na
levé straně rovnice (2.4.7) na jednotkové buzeńı Diracovým hřebenem. Tento výpočet je
proveden v kapitole 2.3.1 v (2.3.5) - (2.3.8).

Hledané analytické řešeńı bude konvoluce matice periodické Greenovy funkce (2.3.8) s pra-
vou stranou pohybové rovnice (2.4.7)

q(t) = µ1

∫ T

0

G(t− s)M̃(s)q̈(s)ds+ µ2

∫ T

0

G(t− s)B̃(s)q̇(s)ds +

+ µ3

∫ T

0

G(t− s)K̃(s)q(s)ds+

∫ T

0

G(t− s)p(s)ds.

(2.4.8)
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Dosad́ıme za zpožděnou Greenovu periodickou funkci G(t− s) podle (2.3.8)

q(t) = µ1

∫ T

0

1

T

∞∑
j=−∞

Ljej(t− s)M̃(s)q̈(s)ds +

+ µ2

∫ T

0

1

T

∞∑
j=−∞

Ljej(t− s)B̃(s)q̇(s)ds +

+ µ3

∫ T

0

1

T

∞∑
j=−∞

Ljej(t− s)K̃(s)q(s)ds +

+

∫ T

0

1

T

∞∑
j=−∞

Ljej(t− s)p(s)ds.

(2.4.9)

Periodické maticové funkce vyjádř́ıme ve tvaru nekonečné komplexńı Fourierovy řady

M̃(t) =
∞∑

l=−∞

M̃lel(t), (2.4.10)

B̃(t) =
∞∑

l=−∞

B̃lel(t), (2.4.11)

K̃(t) =
∞∑

l=−∞

K̃lel(t), (2.4.12)

p(t) =
∞∑

l=−∞

plel(t). (2.4.13)

Matice

M̃l ∈ Cn,n, (2.4.14)

B̃l ∈ Cn,n, (2.4.15)

K̃l ∈ Cn,n, (2.4.16)

jsou matice obsahuj́ıćı Fourierovy koeficienty proměnných složek hmotnosti, tlumeńı, tu-
hosti odpov́ıdaj́ıćı l-té harmonické. Stejně tak i vektor

pl ∈ Cn,1 (2.4.17)

je vektor Fourierových koeficient̊u bud́ıćı śıly pro l-tou harmonickou.

Dále budeme stejně jako v předešlých kapitolách uvažovat pouze omezený počet člen̊u řady
v intervalu 〈−N,N〉, N ∈ Z a nekonečné sumy nahrad́ıme konečnými se zjedodušeným
zápisem označuj́ıćım sumačńı index.
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Dosad́ıme z (2.4.10) - (2.4.13) do (2.4.9) a dostaneme se opět k nehomogenńı integro-
diferenciálńı rovnici

q(t) = µ1

∫ T

0

1

T

∑
j

∑
l

LjM̃lej(t)el−j(s)︸ ︷︷ ︸
JM(t,s)

q̈(s)ds +

+ µ2

∫ T

0

1

T

∑
j

∑
l

LjB̃lej(t)el−j(s)︸ ︷︷ ︸
JB(t,s)

q̇(s)ds +

+ µ3

∫ T

0

1

T

∑
j

∑
l

LjK̃lej(t)el−j(s)︸ ︷︷ ︸
JK(t,s)

q(s)ds +

+
1

T

∑
j

∑
l

Ljplej(t)

∫ T

0

el−j(s)ds︸ ︷︷ ︸
Tδlj

=

= µ1

∫ T

0

JM(t, s)q̈(s)ds+ µ2

∫ T

0

JB(t, s)q̇(s)ds +

+ µ3

∫ T

0

JK(t, s)q(s)ds+
∑
j

Ljpjej(t),

(2.4.18)

která má degenerovaná jádra

JM(t, s) =
1

T

∑
j

∑
l

LjM̃lej(t)el−j(s), (2.4.19)

JB(t, s) =
1

T

∑
j

∑
l

LjB̃lej(t)el−j(s), (2.4.20)

JK(t, s) =
1

T

∑
j

∑
l

LjK̃lej(t)el−j(s). (2.4.21)

Zavedeme substituce

Φj(t) =
1

T
Ljej(t), (2.4.22)

ΨM
j (t) =

∑
l

M̃lel−j(t), (2.4.23)

ΨB
j (t) =

∑
l

B̃lel−j(t), (2.4.24)

ΨK
j (t) =

∑
l

K̃lel−j(t) (2.4.25)
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a po jejich dosazeńı do (2.4.18)

q(t) = µ1

∑
j

Φj(t)

∫ T

0

ΨM
j (s)q̈(s)ds+ µ2

∑
j

Φj(t)

∫ T

0

ΨB
j (s)q̇(s)ds +

+ µ3

∑
j

Φj(t)

∫ T

0

ΨK
j (s)q(s)ds+

∑
j

Ljpjej(t).

(2.4.26)

Označ́ıme

γj =

∫ T

0

ΨM
j (s)q̈(s)ds, (2.4.27)

βj =

∫ T

0

ΨB
j (s)q̇(s)ds, (2.4.28)

αj =

∫ T

0

ΨK
j (s)q(s)ds. (2.4.29)

Zápis rovnice (2.4.26) se zjednoduš́ı

q(t) = µ1

∑
j

Φj(t)γj + µ2

∑
j

Φj(t)βj + µ3

∑
j

Φj(t)αj +
∑
j

Ljpjej(t). (2.4.30)

V daľśım postupu využijeme prvńı a druhou časovou derivaci rovnice (2.4.30)

q̇(t) = µ1

∑
j

Φ̇j(t)γj + µ2

∑
j

Φ̇j(t)βj + µ3

∑
j

Φ̇j(t)αj +
∑
j

Ljpj ėj(t), (2.4.31)

po úpravě

q̇(t) = µ1

∑
j

ijω Φj(t)γj + µ2

∑
j

ijω Φj(t)βj +

+ µ3

∑
j

ijω Φj(t)αj +
∑
j

ijω Ljpjej(t),
(2.4.32)

q̈(t) = µ1

∑
j

−j2ω2 Φj(t)γj + µ2

∑
j

−j2ω2 Φj(t)βj +

+ µ3

∑
j

−j2ω2 Φj(t)αk +
∑
j

−j2ω2 Ljpjej(t).
(2.4.33)

Rovnici (2.4.30) vynásob́ıme zleva ΨK
l (t) a integrujeme přes periodu∫ T

0

ΨK
l (t)q(t)dt︸ ︷︷ ︸
αl

= µ1

∑
j

∫ T

0

ΨK
l (t)Φj(t)dt γj + µ2

∑
j

∫ T

0

ΨK
l (t)Φj(t)dt βj +

+ µ3

∑
j

∫ T

0

ΨK
l (t)Φj(t)dt αj +

∑
j

∫ T

0

ΨK
l (t)ej(t)dt Ljpj

(2.4.34)
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a přistouṕıme k označeńı

Alj =

∫ T

0

ΨK
l (t)Φj(t)dt, (2.4.35)

Blj =

∫ T

0

ΨK
l (t)ej(t)dt. (2.4.36)

Vyč́ısleńı těchto integrál̊u je již provedeno v kapitole 2.3.1, a sice v (2.3.26) - (2.3.30). Lze
proto rovnou psát

Alj =

{
K̃l−jLj l − j ∧ j ∈ 〈−N,N〉

0 l − j ∨ j /∈ 〈−N,N〉 , Alj ∈ Cn,n , (2.4.37)

Blj = TAlj, Blj ∈ Cn,n. (2.4.38)

Zápis rovnice (2.4.34) se zjednoduš́ı

αl = µ1

∑
j

Aljγj + µ2

∑
j

Aljβj + µ3

∑
j

Aljαj + T
∑
j

AljLjpj. (2.4.39)

Rovnici (2.4.32) vynásob́ıme zleva ΨB
l (t) a integrujeme přes periodu∫ T

0

ΨB
l (t)q̇(t)dt︸ ︷︷ ︸
βl

= µ1

∑
j

ijω

∫ T

0

ΨB
l (t)Φj(t)dt γj +

+ µ2

∑
j

ijω

∫ T

0

ΨB
l (t)Φj(t)dt βj +

+ µ3

∑
j

ijω

∫ T

0

ΨB
l (t)Φj(t)dt αj +

+
∑
j

ijω

∫ T

0

ΨB
l (t)ej(t)dt Ljpj

(2.4.40)

a označ́ıme

Clj = ijω

∫ T

0

ΨB
l (t)Φj(t)dt, (2.4.41)

Dlj = ijω

∫ T

0

ΨB
l (t)ej(t)dt. (2.4.42)

Analogicky k (2.4.37) a (2.4.38)

Clj =

{
ijω B̃l−jLj l − j ∧ j ∈ 〈−N,N〉

0 l − j ∨ j /∈ 〈−N,N〉 , Clj ∈ Cn,n , (2.4.43)
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Dlj = TClj, Dlj ∈ Cn,n. (2.4.44)

Zápis rovnice (2.4.38) se opět zjednoduš́ı

βl = µ1

∑
j

Cljγj + µ2

∑
j

Cljβj + µ3

∑
j

Cljαj + T
∑
j

CljLjpj. (2.4.45)

Rovnici (2.4.33) vynásob́ıme zleva ΨM
l (t) a integrujeme přes periodu∫ T

0

ΨM
l (t)q̈(t)dt︸ ︷︷ ︸
γl

= µ1

∑
j

−j2ω2

∫ T

0

ΨM
l (t)Φj(t)dt γj +

+ µ2

∑
j

−j2ω2

∫ T

0

ΨM
l (t)Φj(t)dt βj +

+ µ3

∑
j

−j2ω2

∫ T

0

ΨM
l (t)Φj(t)dt αj +

+
∑
j

−j2ω2

∫ T

0

ΨM
l (t)ej(t)dt Ljpj

(2.4.46)

a označ́ıme

Elj = −j2ω2

∫ T

0

ΨB
l (t)Φj(t)dt, (2.4.47)

Flj = −j2ω2

∫ T

0

ΨB
l (t)ej(t)dt. (2.4.48)

Obdobně jako v (2.4.37) a (2.4.38) bude platit

Elj =

{
−j2ω2 M̃l−jLj l − j ∧ j ∈ 〈−N,N〉

0 l − j ∨ j /∈ 〈−N,N〉 , Elj ∈ Cn,n , (2.4.49)

Flj = TElj, Flj ∈ Cn,n. (2.4.50)

Zápis rovnice (2.4.46) se opět zjednoduš́ı

γ l = µ1

∑
j

Eljγj + µ2

∑
j

Eljβj + µ3

∑
j

Eljαj + T
∑
j

EljLjpj. (2.4.51)

Přistouṕıme k řešeńı soustavy tř́ı rovnic pro neznámé αl (2.4.37), βl (2.4.45) a γ l (2.4.51)

αl = µ1

∑
j Aljγj + µ2

∑
j Aljβj + µ3

∑
j Aljαj + T

∑
j AljLjpj, (2.4.52)

βl = µ1

∑
j Cljγj + µ2

∑
j Cljβj + µ3

∑
j Cljαj + T

∑
j CljLjpj, (2.4.53)

γ l = µ1

∑
j Eljγj + µ2

∑
j Eljβj + µ3

∑
j Eljαj + T

∑
j EljLjpj. (2.4.54)
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Zavedeme následuj́ıćı substituci

µ1 = µz1, (2.4.55)

µ2 = µz2, (2.4.56)

µ3 = µz3. (2.4.57)

Dosad́ıme do (2.4.52) - (2.4.54) z (2.4.55) - (2.4.57) a zaṕı̌seme maticově

α

β

γ


︸ ︷︷ ︸

u

= µ


z3 z2 z1




Q̂ Q̂ Q̂


︸ ︷︷ ︸

Q



α

β

γ


︸ ︷︷ ︸

u

+

+ T Q̂


L−N

L−N+1

. . .

LN


︸ ︷︷ ︸

L


p−N
p−N+1

...
pN


︸ ︷︷ ︸

p

,

(2.4.58)

resp.

u = µQu + T Q̂Lp, (2.4.59)

kde

α = [α−N ,α−N+1, . . . ,αN ]T ∈ Cn(2N+1),1, (2.4.60)

β =
[
β−N ,β−N+1, . . . ,βN

]T ∈ Cn(2N+1),1, (2.4.61)

γ =
[
γ−N ,γ−N+1, . . . ,γN

]T ∈ Cn(2N+1),1, (2.4.62)

p = [p−N ,p−N+1, . . . ,pN ]T ∈ Cn(2N+1),1, (2.4.63)

z1 =


z1 z1 . . . z1
z1 . . . . . . z1
...

...
. . .

...
...

...
. . .

...
z1 . . . . . . z1

 ∈ C3n(2N+1),n(2N+1), (2.4.64)
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z2 =


z2 z2 . . . z2
z2 . . . . . . z2
...

...
. . .

...
...

...
. . .

...
z2 . . . . . . z2

 ∈ C3n(2N+1),n(2N+1), (2.4.65)

z3 =


z3 z3 . . . z3
z3 . . . . . . z3
...

...
. . .

...
...

...
. . .

...
z3 . . . . . . z3

 ∈ C3n(2N+1),n(2N+1), (2.4.66)

L =


L−N

L−N+1

. . .

LN

 ∈ Cn(2N+1),n(2N+1), (2.4.67)

Q̂ =



A−N,−N A−N,−N+1 . . . A−N,N
A−N+1,−N A−N+1,−N+1 . . . A−N+1,N

...
...

...
AN,−N AN,−N+1 . . . AN,N

C−N,−N C−N,−N+1 . . . C−N,N
C−N+1,−N C−N+1,−N+1 . . . C−N+1,N

...
...

...
CN,−N CN,−N+1 . . . CN,N

E−N,−N E−N,−N+1 . . . E−N,N
A−N+1,−N E−N+1,−N+1 . . . E−N+1,N

...
...

...
EN,−N EN,−N+1 . . . EN,N



∈ C3n(2N+1),n(2N+1). (2.4.68)

Předpokládejme, že existuje matice (I− µQ)−1, tzn. že charakteristická matice (I− µQ)
je regulárńı. Tato podmı́nka neńı splněna, pokud vlastńı č́ısla matice Q jsou rovna 1

µ
, tj.

1

µ
∈ λ {Q} . (2.4.69)
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V tomto př́ıpadě neexistuje periodické analytické řešeńı. V opačném př́ıpadě lze vyjádřit
vektor neznámých u jako

u = T (I− µQ)−1 Q̂Lp. (2.4.70)

Tyto neznámé tvoř́ı vstupńı hodnoty do rovnice (2.4.30). Nejprve ale ještě označ́ıme

L(t) =
[
L̂(t), L̂(t), L̂(t)

]
, (2.4.71)

kde L̂(t) je z rovnice (2.3.39)

L̂(t) = [L−Ne−N(t),L−N+1e−N+1(t), . . . ,LNeN(t)] ∈ Cn,n(2N+1). (2.4.72)

Výsledné analytické řešeńı je po dosazeńı do (2.4.30)

q(t) =

[
L(t) (I− µQ)−1 Q̂ + e

T
(t)

]
Lp (2.4.73)

a existuje pouze v př́ıpadě, že je systém stabilńı.
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3 Stabilita řešeńı

3.1 Floquetova teorie

Pro vyšetřováńı stability periodických řešeńı lineárńıch obyčejných diferenciálńıch rov-
nic se hojně využ́ıvá Floquetova teorie. Jej́ı princip spoč́ıvá v nalezeńı fundamentálńıho
řešeńı, následné transformaci souřadnic a určeńı tzv. matice monodromie, jej́ıž vlastńı č́ısla
rozhoduj́ı o stabilitě systému. Podrobněǰśı vysvětleńı k následuj́ıćım odvozeńım a d̊ukaz
těchto tvrzeńı je uveden v [5].

V obecném př́ıpadě je systém s n stupni volnosti popsán pohybovou rovnićı

M(t)q̈(t) + B(t)q̇(t) + K(t)q(t) = p(t), (3.1.1)

kde M(t) ∈ Rn,n je časově proměnná matice hmotnosti s periodou T , B(t) ∈ Rn,n je
periodická matice tlumeńı a K(t) ∈ Rn,n je periodická matice tuhosti. Na pravé straně
vystupuje časově periodicky proměnný vektor bud́ıćıch sil p(t) ∈ Rn,1 a hledaný perio-
dický vektor zobecněných souřadnic je q(t) ∈ Rn,1.

K pohybové rovnici (3.1.1) přidáme identitu

M(t)q̇−M(t)q̇ = 0 (3.1.2)

a provedeme přechod do tzv. stavového prostoru(
B(t) M(t)
M(t) 0

)
︸ ︷︷ ︸

N(t)

(
q̇(t)
q̈(t)

)
︸ ︷︷ ︸

ẏ(t)

−
(
−K(t) 0

0 M(t)

)
︸ ︷︷ ︸

P(t)

(
q(t)
q̇(t)

)
︸ ︷︷ ︸

y(t)

=

(
p(t)
0

)
︸ ︷︷ ︸

r(t)

, (3.1.3)

resp.

N(t)ẏ(t)−P(t)y(t) = r(t). (3.1.4)

Ve stavovém prostoru se řád matic a délka vektor̊u zdvojnásob́ı, tj. N(t) ∈ R2n,2n,
P(t) ∈ R2n,2n, r(t) ∈ R2n,1 a y(t) ∈ R2n,1.

Za předpokladu regularity matice N(t) můžeme psát

ẏ(t)−A(t)y(t) = b(t), (3.1.5)

kde A(t) je systémová matice

A(t) = N−1(t)P(t) ∈ R2n,2n (3.1.6)

a b(t) je vektor bud́ıćıch sil

b(t) = N−1(t)r(t) ∈ R2n,1. (3.1.7)
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Protože všechny matice v (3.1.1) jsou periodické, pak i systémová matice A(t) je perio-
dická

A(t) = A(t+ T ). (3.1.8)

O stabilitě můžeme rozhodnout z řešeńı homogenńı rovnice

ẋ(t) = A(t)x(t) (3.1.9)

s nezávislými počátečńımi podmı́nkami, které zvoĺıme jako sloupce jednotkové matice
I ∈ R2n,2n. Pro každou počátečńı podmı́nku (s jednotkou na i-tém mı́stě) dostaneme jedno
řešeńı xi(t), i = 1, 2, . . . , 2n. Tato nezávislá řešeńı zaṕı̌seme do fundamentálńı matice

X(t) = [x1(t),x2(t), . . . ,x2n(t)] , (3.1.10)

která splňuje rovnici

Ẋ(t) = A(t)X(t), X(0) = I. (3.1.11)

Provedeme transformaci času z t do τ = t+ T

dX

dt
= A(τ − T )X = A(τ)X. (3.1.12)

Pokud

X(t+ T ) = [x1(t+ T ),x2(t+ T ), . . . ,x2n(t+ T )] , (3.1.13)

pak z (3.1.12) je zřejmé, že každý vektor xi(t + T ) muśı být lineárńı kombinaćı vektor̊u
x1(t),x2(t), . . . ,x2n(t). Vztah (3.1.13) můžeme proto přepsat do tvaru

X(t+ T ) = X(t)Z, Z ∈ R2n,2n. (3.1.14)

Ṕısmenem Z označujeme tzv. matici monodromie.

Do rovnice (3.1.14) dosad́ıme počátečńı podmı́nku pro řešeńı rovnice (3.1.11)

X(0) = I, (3.1.15)

a vyjde

X(0 + T ) = X(0)Z⇒ X(T ) = IZ = Z. (3.1.16)

Vlastńı č́ısla matice monodromie jsou komplexńı a nazývaj́ı se Floquetovy nebo také
charakteristické multiplikátory. Tato č́ısla rozhoduj́ı o stabilitě systému. Pokud v Gaus-
sově rovině lež́ı všechny Floquetovy multiplikátory uvnitř anebo na jednotkové kružnici,
pak je systém stabilńı anebo na mezi stability. Překračuje-li alespoň jeden Floquet̊uv mul-
tiplikátor jednotkovou kružnici, pak je systém nestabilńı. Praktický význam Floquetových
multiplikátor̊u je takový, že určuj́ı poměr dvou po sobě jdoućıch amplitud, a pokud je tento
poměr větš́ı než jedna, pak amplitudy postupně nar̊ustaj́ı a systém je proto nestabilńı.
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Př́ıklad - aplikace Floquetovy teorie

Pro systém s jedńım stupněm volnosti s proměnnou tuhost́ı budeme pomoćı Floquetovy
teorie určovat oblasti (ne)stability.
Vyjdeme z pohybové rovnice takového systému (2.2.1), která bude s konkrétńımi para-
metry mı́t tvar

mq̈(t) + bq̇(t) +
[
k − k̃(t)

]
q(t) = p(t). (3.1.17)

Proměnnou složku tuhosti zvoĺıme

k̃(t) = k̃ cos 2ωt. (3.1.18)

Dosad́ıme ji do pohybové rovnice

mq̈(t) + bq̇(t) +
[
k − k̃ cos 2ωt

]
q(t) = p(t). (3.1.19)

Z d̊uvodu větš́ı přehlednosti převedeme pohybovou rovnici (3.1.17) do bezrozměrného
tvaru. Nejprve celou rovnici vyděĺıme m

q̈(t) +
b

m
q̇(t) +

[
k

m
− k̃

m
cos 2ωt

]
q(t) =

p(t)

m
(3.1.20)

a využijeme standardńı substituci

2DΩ =
b

m
a Ω2 =

k

m
. (3.1.21)

Po dosazeńı

q̈(t) + 2DΩq̇(t) +

[
Ω2 − k̃

m
cos 2ωt

]
q(t) =

p(t, ω)

m
. (3.1.22)

Zavedeme daľśı bezrozměrné parametry

τ = Ωt, η =
ω

Ω
⇒ q̈(t) = Ω2q′′(τ), q̇(t) = Ωq′(τ) (3.1.23)

a po úpravě

Ω2q′′(τ) + 2DΩ2q′(τ) +

[
Ω2 − Ω2 k̃

k
cos 2ητ

]
q(τ) =

p(τ,Ω)

m
. (3.1.24)

Vyděĺıme Ω2 a označ́ıme µ = k̃
k

q′′(τ) + 2Dq′(τ) + [1− µ cos 2ητ ] q(τ) =
p(τ,Ω)

k
. (3.1.25)
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Pro účely určováńı stability systému postačuje homogenńı rovnice

q′′(τ) + 2Dq′(τ) + [1− µ cos 2ητ ] q(τ) = 0. (3.1.26)

Využijeme teorii uvedenou v kapitole 3.1 a analyzujeme vlastńı č́ısla matice monodromie.
Na obr. 19 jsou pro hodnotu poměrného útlumu D = 0.01 znázorněny tmavě oblasti ne-
stability.
Z obr. 19 vybereme dva body, jeden ve stabilńı a jeden v nestabilńı oblasti. V př́ıpadě
stability systému existuje periodické řešeńı a pro konkrétńı volbu parametr̊u je ukázáno
na obr. 20, v opačném př́ıpadě periodické řešeńı neexistuje, jak je patrné z obr. 21.

Obr. 19: Oblasti (ne)stability pro D = 0.01
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Obr. 20: Periodické řešeńı stabilńıho systému s D = 0.01, µ = 0.1 a 1
η2

= 1.5

Obr. 21: Periodické řešeńı stabilńıho systému s D = 0.01, µ = 0.8 a 1
η2

= 1.5
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3.2 Metoda charakteristického determinantu

V prvńı části diplomové práce jsou uvedeny metody pro źıskáńı analytického perio-
dického řešeńı. V každém ze čtyř př́ıpad̊u jsme při určováńı výsledného tvaru řešeńı
předpokládali invertovatelnost jisté charakteristické matice. Tento fakt je stěžejńı při roz-
hodováńı o (ne)stabilitě systému, jak uvid́ıme později.

Následuj́ıćı úvahy lze analogicky provést pro všechny čtyři př́ıpady. My se nyńı zaměř́ıme
na systém s jedńım stupněm volnosti a periodicky proměnnou tuhost́ı, viz kapitola 2.1.1.
V tomto př́ıpadě mělo výsledné analytické řešeńı tvar (2.1.45)

q(t) = eT (t)
[
µ (I− µLH)−1 LH + I

]
Lp. (3.2.1)

Při určováńı oblast́ı stability je podle [6] nutné uvažovat také řešeńı s dvojnásobnou
periodou, resp. s polovičńı frekvenćı ω̃ = ω/2, které lze zapsat analogicky k (2.1.32)

q∗(t) = µe∗T (t)α∗ + e∗T (t)L∗p∗, (3.2.2)

kde

e∗(t) =
[
e−N(t), e−N+ 1

2
(t), e−N+1(t), . . . , eN− 1

2
(t), eN(t)

]T
∈ C4N+1,1, (3.2.3)

α∗ =
[
α−N , α−N+ 1

2
, . . . , αN

]T
∈ C4N+1,1 (3.2.4)

p∗ = [p−N , 0, p−N+1, 0, . . . , p0, 0, p1, 0 . . . , 0, pN ]T ∈ C4N+1,1, (3.2.5)

L∗ =



L−N
L−N+ 1

2

. . .

L0

L 1
2

. . .

LN− 1
2

LN


∈ C4N+1,4N+1 (3.2.6)

a indexové značeńı v (3.2.3) - (3.2.6) odpov́ıdá p̊uvodńı frekvenci ω.

Vztah mezi p̊uvodńımi a novými vektory a maticemi lze vyjádřit pomoćı operátoru

J =



1 0 0 . . . 0
0 0 0 . . . 0
0 1 0 . . . 0
0 0 0 . . . 0
0 0 1 . . . 0
...

...
...
. . .

...
0 0 0 0 1


= [i1, i3, i5, . . . i2N+1] ∈ R4N+1,2N+1, (3.2.7)
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kde ij označuje j-tý (v tomto př́ıpadě pouze lichý) sloupec jednotkové matice .

Plat́ı tedy

p∗ = Jp, (3.2.8)

e(t) = Je∗(t), (3.2.9)

L = JTL∗J. (3.2.10)

Matice H∗ obsahuj́ıćı Fourierovy koeficienty se odpov́ıdaj́ıćım zp̊usobem změńı na

H∗ =



k0 0 k−1 0 k−2 0 . . . k−N
0 k0 0 k−1 0 k−2 k−N

k1 0 k0 0 k−1 0 k−2
. . .

0 k1 0 k0 0 k−1 0 k−N

k2 0 k1 0 k0 0
. . .

. . .
...

0 k2 0 k1 0 k0
. . .

. . .
. . . 0

... 0
. . . 0

. . .
. . .

. . .
. . .

. . .
. . . k−2

kN
. . .

. . .
. . .

. . .
. . .

. . .
. . .

. . . 0

kN
. . .

. . .
. . .

. . .
. . .

. . .
. . . k−1

. . .
. . .

. . .
. . .

. . . 0 k0 0
kN . . . 0 k2 0 k1 0 k0



∈ C4N+1,4N+1

(3.2.11)

a bude platit

H = JTH∗J. (3.2.12)

Nejprve je třeba dokázat identičnost obou řešeńı q(t) z (2.1.32) a q∗(t) z (3.2.2), tj.

q(t) = µeT (t)α+ eT (t)Lp a q∗(t) = µe∗T (t)α∗ + e∗T (t)L∗p∗. (3.2.13)

Proto bude výhodné změnit uspořádáńı prvk̊u vektoru Fourierových koeficient̊u α∗ na

α# =



α−N
α−N+1

...
αN

α−N+ 1
2

α−N+ 3
2

...
αN− 3

2

αN− 1
2


=

[
αJ
αU

]
=

[
JT

UT

]
α∗ ⇒ αJ = JTα∗,αU = UTα∗, (3.2.14)
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kde

U = [i2, i4, . . . , i2N ] ∈ R4N+1,2N , (3.2.15)

αJ =


α−N
α−N+1

...
αN

 ∈ C2N+1, (3.2.16)

αU =


α−N+ 1

2

α−N+ 3
2

...
αN− 3

2

αN− 1
2

 ∈ C2N . (3.2.17)

Zavedeme permutačńı matici P pomoćı matic J a U

P = [J U] ∈ R4N+1,4N+1 (3.2.18)

a z jej́ı ortogonality dále plyne

PTP = I ∈ R4N+1,4N+1, (3.2.19)

UTU = I ∈ R2N,2N , (3.2.20)

JTJ = I ∈ R2N+1,2N+1, (3.2.21)

JTU = 0 ∈ R2N+1,2N . (3.2.22)

Rovnici (3.2.14) lze zapsat pomoćı permutačńı matice

α# = PTα∗ ⇒ α∗ = Pα#. (3.2.23)

Tuto rovnici (3.2.23) vynásob́ıme zleva PT a z analogie k (2.1.35) dostaneme

α# = PTα∗ = µPTL∗H∗ α∗︸︷︷︸
Pα#

+PTL∗H∗L∗p∗ (3.2.24)

a v maticovém zápise s uvažováńım (3.2.8), (3.2.10) a (3.2.12)

[
αJ
αU

]
= µ


LH︷ ︸︸ ︷

JTL∗H∗J

0︷ ︸︸ ︷
JTL∗H∗U

UTL∗H∗J︸ ︷︷ ︸
0

UTL∗H∗U︸ ︷︷ ︸
6=I

[ αJαU
]

+


LHL︷ ︸︸ ︷

JTL∗H∗L∗J p
UTL∗H∗L∗J︸ ︷︷ ︸

0

p

 . (3.2.25)

Rovnici (3.2.25) můžeme přepsat jako soustavu dvou maticových rovnic

αJ = µLHαJ + LHLp, (3.2.26)

αU = µUTL∗H∗UαU . (3.2.27)
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Srovnáńım (3.2.26) a (3.2.27) s (2.1.35)

αJ = α ∈ C2N+1, (3.2.28)

αU = 0 ∈ R2N ∨ det
(
I− µUTL∗H∗U

)
= 0. (3.2.29)

Druhý př́ıpad v rovnici (3.2.29) nastane v př́ıpadě, že vlastńı č́ısla matice UTL∗H∗U jsou
rovna 1

µ
. Uvědomme si, že z ortogonality matice P plyne, že vlastńı č́ısla matice L∗H∗

jsou totožná s vlastńımi č́ısly matice PTL∗H∗P, a jejich podmnožinou jsou vlastńı č́ısla
matice UTL∗H∗U

λ̃
{
UTL∗H∗U

}
⊂ λ {L∗H∗} ≡ λ

{
PTL∗H∗P

}
. (3.2.30)

Hodnoty těchto vlastńıch č́ısel vymezuj́ı oblasti stability, jak bude ukázáno dále.

Vezměme nyńı v úvahu (3.2.28) a prvńı př́ıpad z (3.2.29), kdy

αJ = α ∧ αU = 0. (3.2.31)

S uvažováńım (3.2.8) - (3.2.10) a (3.2.12) bude

α = αJ = JTα∗ ⇒ α∗ = Jα (3.2.32)

a z (3.2.9) a (3.2.10) plyne po dosazeńı do (3.2.2)

q∗(t) = µeT (t)α+ eT (t)Lp = q(t). (3.2.33)

Identita obou řešeńı je tedy dokázána.

Oblasti stability ale nejsou pro jednoperiodické a dvouperiodické řešeńı totožné, protože
pro množiny vlastńıch č́ısel plat́ı

λ̂ {LH} ≡ λ̂
{
JTL∗H∗J

}
⊂ λ {L∗H∗} ≡ λ

{
PTL∗H∗P

}
. (3.2.34)

Obecněǰśı př́ıpad zřejmě nastane pro dvouperiodické řešeńı

q∗(t) = µe∗T (t)α∗ + e∗T (t)L∗p∗, (3.2.35)

kde vzhledem k (2.1.44)

α∗ = (I− µL∗H∗)−1 L∗H∗L∗p∗. (3.2.36)

Výsledné dvouperiodické řešeńı lze zapsat analogicky k (3.2.1)

q∗(t) = e∗T (t)
[
µ (I− µL∗H∗)−1 L∗H∗ + I

]
L∗p∗. (3.2.37)
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Vyvstává opět otázka, kdy je charakteristická matice (I− µL∗H∗) invertovatelná. Vı́me,
že regulárńı matice je invertovatelná, a to právě tehdy, když je jej́ı determinant nenulový.
Nás ale při určováńı stability zaj́ımá opačný př́ıpad, tj. když má determinant roven nule

det (I− µL∗H∗) = 0. (3.2.38)

Samozřejmě plat́ı, že determinant charakteristické matice je reálný, nebot’ L∗ je diagonálńı
s prvky reálnými či komplexně sdruženými a H∗ je Hermiteovská.

Rovnici (3.2.38) vynásob́ıme č́ıslem (−1) a vyděĺıme µ a dostaneme

det

(
L∗H∗ − 1

µ
I

)
= 0. (3.2.39)

Charakteristický determinant tedy nabývá nulové hodnoty, když vlastńı č́ısla matice L∗H∗

jsou rovna 1
µ
.

Stabilita systému př́ımo záviśı na otáčkové frekvenci ω. Je třeba si uvědomit, že právě
diagonálńı matice L∗ je funkćı otáčkové frekvence ω, viz (2.1.11). Lze proto psát

det

(
L∗(ω)H∗ − 1

µ
I

)
= 0. (3.2.40)

Je zřejmé, že s měńıćım se ω se bude měnit i odpov́ıdaj́ıćı hodnota vlastńıho č́ısla 1
µ
, a

právě tyto hodnoty (µ, ω) budou určovat kritické body, které vymezuj́ı hranici mezi ob-
lastmi stability a nestability systému.

Mohou nastat tři př́ıpady

det

(
L∗(ω)H∗ − 1

µ
I

) } > 0⇒ systém je stabilńı,
= 0⇒ systém je na hranici stability,
< 0⇒ systém je nestabilńı a periodické řešeńı neexistuje.
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Př́ıklad - aplikace metody charakteristického determinantu

Pro srovnáńı s výsledky Floquetovy teorie byly určeny oblasti (ne)stability pro stejný
systém jako v kapitole 3.1, tj.

q′′(τ) + 2Dq′(τ) + [1− µ cos 2ητ ] q(τ) = 0. (3.2.41)

Na obr. 22 jsou pro stejnou hodnotu poměrného útlumu D = 0.01 znázorněny tmavě
oblasti nestability.

Obr. 22: Oblasti (ne)stability pro D = 0.01

Na prvńı pohled je zřejmé, že se jedná o stejné oblasti. Nesporná výhoda při posu-
zováńı stability pomoćı charakteristického determinantu spoč́ıvá v tom, že tato metoda
nevyžaduje složité řešeńı soustavy obyčejných diferenciálńıch rovnic s časově proměnnými
parametry jako Floquetova teorie, je proto mnohem jednodušš́ı a nav́ıc zcela přesná.
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4 Závěr

Ćılem této diplomové práce bylo určit tvar analytického periodického řešeńı a přinést
ucelený přehled o stabilitě a existenci řešeńı soustav s časově periodicky proměnnými pa-
rametry.

V prvńı části práce jsou uvedeny čtyři základńı typy periodicky kmitaj́ıćıch systémů,
od nejjednodušš́ıho systému s jedńım stupněm volnosti s periodicky proměnnou tuhost́ı po
nejobecněǰśı př́ıpad systému s libovolným počtem stupň̊u volnosti s periodicky proměnnými
všemi parametry. Pro každý př́ıpad je uvedena metoda pro určeńı přesného analytického
řešeńı a jeho finálńı podoba. Uvedený postup byl demonstrován na několika vybraných
př́ıkladech a byl porovnán s výsledky aplikace numerické metody Runge-Kutta. Ve výpoč-
tech se prokázala shodnost výstupu obou metod, ovšem znalost analytického vyjádřeńı
periodického řešeńı je nepochybnou výhodou oproti jakékoli numerické metodě.

V druhé části práce jsou uvedeny metody pro rozhodováńı o stabilitě či nestabilitě systému.
Pro posuzováńı stability periodických systémů je mocným nástrojem Floquetova teorie.
Jej́ı využit́ı je samozřejmě možné i zde, ale mnohem efektivněǰśı a jednodušš́ı metodou
je určováńı stability a nestability systému př́ımo z deteminantu charakteristické matice,
která se vyskytuje v analytickém vyjádřeńı periodického řešeńı. Hranice mezi oblast́ı sta-
bility a nestability se nacháźı právě v tom mı́stě, kde systémový determinant měńı své
znaménko, resp. tam, kde je jeho hodnota rovna nule.

Snad největš́ım př́ınosem této práce je kromě tvaru přesného analytického periodického
řešeńı i fakt, že o stabilitě systému, a s t́ım spojené existenci periodického řešeńı, lze
rozhodnout téměř okamžitě pouze na základě znalosti hodnoty charakteristického deter-
minantu, a to bez daľśıch složitých numerických výpočt̊u.
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