Trendy v podnikani - Business Trends (2022), 12(2), 35-42.
https://doi.org/10.24132/jbt.2022.12.2.35_42

MODELY ANALYZY OBALU DAT S FIXNiM SOUCTEM VYSTUPU
DATA ENVELOPMENT ANALYSIS MODELS WITH FIXED-SUM OUTPUTS

Josef Jablonsky'

1 prof. Ing. Josef Jablonsky, CSc., Vysoka Skola ekonomicka v Praze, Fakulta informatiky a statistiky, Katedra
ekonometrie, jablon@vse.cz, ORCID 0000-0003-0606-354X

Abstract:

Traditional data envelopment analysis (DEA) models do not consider any relations with respect to the sum
of values of outputs. In many real applications, the sum of outputs is predetermined and cannot be changed.
In this paper, main models considering fixed-sum outputs are formulated and discussed their properties. They
usually proceed in two steps. The first step consists in deriving a new efficient frontier, usually called
equilibrium efficient frontier. This frontier is computed in such a way that the values offixed-sum outputs for all
units are modified to reach maximum efficiency of all units. In the second step, the efficiency score
of the original units is derived with respect to the new frontier. This characteristic allows complete ranking
of the units. The results of the model are illustrated on the evaluation of efficiency ofcountries attending Winter
Olympic Games 2022. They are compared with traditional DEA models.
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1. UVOD

Tradi¢ni modely analyzy obalu dat (DEA modely) pfedstavuji nastroje pro hodnoceni efektivnosti a vykonnosti
souboru homogennich produkénich jednotek, které ve svych aktivitach spotfebovavaiji vicenasobné zdroje
(vstupy) a vytvareji vicenasobné efekty (vystupy). Uvazujme soubor n homogennich produkénich jednotek,
které spotfebovavaji m vstupu a produkuiji r vystupl. Ozname x;i=1, ..., n,j=1, ..., m, nezapornou hodnotu
J-tého vstupu spotfebovaného i-tou jednotkou, a déle yi,i =1, ..., n, k=1, ..., r, nezdpornou hodnotu k-tého
vystupu i-té jednotky. V DEA modelech je mira efektivnosti i-té jednotky definovéna jako podil vazeného
souctu vystupl a vazeného souctu vstupd, tj.
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kdeuk,k=1,...,rav,j=1,...,m,jsou kladné vahy jednotlivych vystup(, resp. vstupl. Zakladni DEA model
formulovany v (Charnes et al., 1978), Casto oznaCovany jako CCR model, maximalizuje miru efektivnosti
jedné konkrétni jednotky daného souboru (oznaéme jeji index jako q) za pfedpokladu, ze miry efektivnosti
vSech ostatnich jednotek jsou omezeny hodnotou 1. Tento optimalizani model Ize tedy zapsat takto:
maximalizovat
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kde . je infinitezimalni konstanta, zajitujici pozitivitu vah, a [ je proménna, ktera je u CCR modelu rovna 0.
Banker et al. (1984) upravili model (2) pro pfedpoklad variabilnich vynosu z rozsahu. Pro variabilni vynosy
z rozsahu je proménna [ volna (méize byt tedy i zaporna), jinak se model (2) neméni. Casto je tento model
potom oznagovany jako BCC model. Ugelova funkce modelu (2) neni linearni, ale pomoci Chanesovy-
Cooperovy transformace Ize snadno na linearni model pfevést. Podrobnéji o tradi¢nich DEA modelech napf.
v Dlouhy et al. (2018).
Tradi¢ni DEA modely pfedpokladaji, Ze pfi projekci na efektivni hranici, ktera je odhadnuta danym modelem,
mohou byt vstupy a vystupy hodnocenych jednotek volné modifikovany. UvaZujeme-li ale, ze vSechny nebo
nékteré vystupy modelu maji pevné dany soucet v ramci celého souboru jednotek, jsou tradiéni DEA modely
prakticky nepouzitelné, protoze projekce na efektivni hranici pevné dany soudet vystupl neuvazuje.
V poslednich letech byla proto modeltim s fixnim souctem vystupd vénovana znacna pozornost. Yang et al.
(2011) formulovali model, ktery minimalizuje vazeny soucet hodnot, o které se snizuji fixni vystupy vSech
jednotek (kromé aktualné hodnocené), aby se hodnocena jednotka stala efektivni. Yang et al. (2015) zavedli
pojem rovnovazna efektivni hranice a formulovali model, jak této hranice dosahnout. Timto modelem se
budeme podrobnéji zabyvat v nésledujici ¢asti tohoto pfispévku. Fang (2015) a Zhu et al. (2017) koncept
rovnovazné efektivni hranice upravili a rozsifili. Li et al. (2021) aplikuji modely s fixnim souctem vystupu
pro hodnocené efektivnosti statu, které se Ucastnily Zimnich olympijskych her 2018. Je evidentni, Ze soucet
vystupd (poCty ziskanych medaili) jsou v tomto pfipadé fixni. Oproti pfedchozim pracim zde autofi navic
rozsifili koncept rovnovazné efektivni hranice pro pfipad dvoustupfiovych DEA modeld.
DalSi &ast tohoto pfispévku obsahuje formulaci modelu rovnovazné efektivni hranice a jeji pouziti
pro hodnoceni efektivnosti pro pfipad vystupu s fixnim souctem. VVyhodou modelu je, Ze poskytuje kompletni
usporadani vSech hodnocenych jednotek. Odpada tak nutnost aplikovat rizné modely super efektivnosti,
které se hojné pouZzivaji pfi praci s tradicnimi DEA modely — Andersen a Petersen (1993), Tone (2002),
Jablonsky (2012), apod.

2. ROVNOVAZNA EFEKTIVNi HRANICE
Oznacme r1 poget vystupd, které nejsou omezené, a r. pocet vystupu, jejichz soucet je fixni. Jsou-li hodnoty

téchto vystupli zi, i=1,..., n, 1 =1,..., r2, potom tedy musi platit Z;:1 z, =, , kde Z; je dany soucet pro /-ty
vystup. Upravou tradi¢niho DEA modelu (2) dostavame model pro pfipad, Ze soucet nékterych vystupl je
fixni takto:

maximalizovat
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Model (Yang et al., 2015) odvozuje rovnovaznou efektivni hranici na zakladé minimalizace vazeného souctu
proménnych, které navysuiji hodnoty fixnich vystupd tak, aby byly vSechny jednotky souboru efektivni. Model
Ize zapsat nasledovné:
minimalizovat
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Proménné ™ predstavuji zménu hodnot fixnich vystupl tak, aby byla i-ta jednotka efektivni. To zajiStuje prvni
sada omezujicich podminek. Je zfejmé, Ze pro udrZeni fixniho soudtu vystupt musi byt soucet téchto
proménnych nulovy. Posledni sada podminek zajistuje nezapornost upravenych fixnich vystupd. Ugelova
funkce minimalizuje vazeny soucet absolutnich hodnot 4 proménnych.
Model (4) je nelinearni jak v Ucelové funkci, tak i v prvni sadé omezujicich podminek. Je mozné jej oviem

pomérné snadno linearizovat. Staci pouzit substituci d; =W;8; Potom (ielova funkce minimalizuje soucet
absolutnich hodnot di proménnych, coz Ize linearizovat pouzitim dvojice odchylkovych proménnych, pro které
uz plati podminky nezapornosti. Linearizovany model je:

minimalizovat
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Po vyfeSeni modelu (5) Ize dosazenim do substituénich vztaht jiz snadno ziskat optimalni hodnoty

0

proménnych o8 S jejich vyuZitim se ziska mira efektivnosti g-té jednotky “¢ jako vzdalenost plvodnich

hodnot od rovnovazné efektivni hranice takto:
maximalizovat
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Pfi aplikaci uvedenych modelu je tfeba si uvédomit, Ze vypocet probiha ve dvou stupnich. V prvnim z nich se

odhaduje rovnovazna efektivni hranice feSenim jedné linearni optimalizaéni dlohy (5). Druha faze feSi

pro kazdou jednotku daného souboru jednu linearni optimalizaCni Ulohu (6), které vede k ziskani miry

efektivnosti jako vzdalenosti od rovnovazné efektivni hranice.

3. HODNOCENI STATU NA ZOH 2022

Zimni olympijské hry (ZOH) 2022 se konaly v tnoru 2022 v Pekingu. Béhem vSech soutéZi bylo rozdéleno
109 sad medaili (zlato, stfibro, bronz). Po skonéeni podobnych sportovnich (nejen) udalosti byvaji G¢astnické
staty fazeny podle poctu ziskanych medaili. Pro tento Ucel se pouziva téméF vyhradné lexikografické fazeni,
tzn. staty s vysSim poctem ,lepSich“ medaili jsou v uspofadani vyse. V celé fadé &lankl byly analyzovany
moznosti pouziti DEA modelll pro uspofadani stati na zakladé rdznych ukazateld véetné aplikaci
pro usporadani statd podle poctu medaili na Letnich ¢i Zimnich olympijskych hrach. Za vSechny podobné
studie je mozné uvést praci (Jablonsky, 2018).
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Tab. 1: Vstupni data

Stat Populace HDP Zlato | Stfibro Bronz
Norsko 5 366 16 8 13
Némecko 82 3780 12 10 4
Cina 1370 | 14860 9 4 2
USA 320 20807 8 10 7
Svédsko 10 529 8 5 5
Nizozemsko 17 886 8 5 4
Rakousko 9,5 433 7 7 4
Svycarsko 8 708 7 2 6
ROC 142 1464 6 12 14
Francie 66 2551 5 7 2
Kanada 35 1600 4 8 14
Japonsko 127 4911 3 6 9
Italie 60 1848 2 7 8
Korea 50 1587 2 5 2
Slovinsko 2 51 2 3 2
Finsko 55 268 2 2 4
Novy Zéland 5 194 2 1 0
Australie 23 1334 1 2 1
Velka Brit. 63 2638 1 1 0
Mad'arsko 10 150 1 0 2
Belgie 11 503 1 0 1
Cesko 10,5 242 1 0 1
Slovensko 55 102 1 0 1
Bélorusko 9,5 58 0 2 0
Spanélsko 47 1247 0 1 0
Ukrajina 46 142 0 1 0
Estonsko 1,5 30 0 0 1
LotySsko 2 33 0 0 1
Polsko 39 581 0 0 1

Zdroj: Vlastni zpracovani

V nasi ilustraci budeme uvazovat posledni ZOH 2022, kterych se U¢astnilo celkem 91 statu, ale pouze 29
z nich ziskalo alespon jednu medaili. Pro uspofadani podle poc¢tu medaili budeme tedy pracovat s 29 staty
(jednotkami), u kterych budou uvazovany tfi vystupy — pocty zlatych, stfibrnych a bronzovych medaili. Je
zfejmé, Ze u vSech téchto vystupl se jedna o charakteristiky s pevné danym souctem. V nasem pfipadé 109
pro kazdy z vystupu. Protoze ma kazda z medaili jinou vahu, doplnili jsme modely (5) a (6) o podminky, Ze
vahy, odpovidajici zlatym medailim jsou alespoi dvojndsobkem vah pro stfibrné medaile a ty jsou zase
minimalné dvojnésobkem vah pro medaile bronzove.

Pokud bychom se chtéli ve vysledku co nejvice pfiblizit béZné pouzivanému lexikografickému usporadani,
potom bychom zvolili DEA model bez explicitnich vstupd, resp. pfipad, kdy vSechny hodnocené jednotky maji
jeden identicky vstup. Pro nasi ilustraci jsme ale zvolili hodnoceni zemi podle jejich potencialu, které méfime
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celkovou populaci daného statu (miliony obyvatel) a jeho HDP (miliardy USD). Tabulka 1 obsahuje kompletni
vstupni data — staty jsou zde usporadany lexikograficky.

Tab. 2: Vlysledky

Stat Zlato | Stfibro | Bronz | Model (6) | Poradi CCR | Poradi
1| Norsko 0,914 0,000 0,000 21,920 2 3,175 1
2 | Némecko 9,513 0,000 0,000 1,788 14 0,076 17
3 | Cina 37,973 4,000 2,000 0,275 25 0,014 25
4 | USA 18,190 | 67,667 7,000 0,250 26 0,011 26
5 | Svédsko 0,000 2,655 0,000 7,918 4 0,351 4
6 | Nizozemsko 0,000 4,449 0,000 4,725 8 0,210 10
7 | Rakousko 0,000 2,180 0,000 9,642 3 0,410 3
8 | Svycarsko 0,764 2,000 0,000 5,546 6 0,273 5
9 | ROC 3,956 0,000 0,000 3,042 11 0,135 12
10 | Francie 5,000 2,893 0,000 1,319 16 0,054 19
11 | Kanada 4,000 0,055 0,000 1,995 13 0,105 14
12 | Japonsko 9,388 6,000 9,000 0,485 22 0,024 24
13 | ltalie 1,200 7,000 0,000 1,174 17 0,054 18
14 | Korea 2,000 4,065 0,000 1,117 18 0,044 22
15 | Slovinsko 0,000 0,251 2,000 26,847 1 1,256 2
16 | Finsko 0,674 0,000 0,000 4,468 9 0,221 9
17 | Novy Zéland 0,490 0,000 0,000 5,100 7 0,236 7
18 | Australie 2,340 2,000 1,000 0,599 21 0,026 23
19 | Velka Brit. 6,153 1,000 0,000 0,225 27 0,009 27
20 | Mad'arsko 0,394 0,000 0,000 2,550 12 0,154 11
21 | Belgie 1,000 0,527 1,000 0,792 20 0,045 21
22 | Cesko 0,622 0,000 0,000 1,612 15 0,095 16
23 | Slovensko 0,265 0,000 0,000 3,786 10 0,224 8
24 | Bélorusko 0,000 0,333 0,000 6,014 5 0,251 6
25 | Spanélsko 2,481 1,000 | 84,000 0,157 28 0,006 28
26 | Ukrajina 0,000 0,926 0,000 1,080 19 0,051 20
27 | Estonsko 0,075 0,000 1,000 0,433 23 0,106 13
28 | Lotyssko 0,084 0,000 1,000 0,394 24 0,097 15
29 | Polsko 1,525 0,000 1,000 0,022 29 0,005 29

Zdroj: Vlastni zpracovani

Tabulka 2 obsahuje vysledky ziskané aplikaci modell (5) a (6). Neuvazujeme-li sloupce s lexikografickym
pofadim a nazvem statu, jsou v dalSich tfech sloupcich informace o vystupech pro dosazeni rovnovazné
efektivni hranice — tyto souradnice jsou ziskany modelem (5), dopinénym o vahova omezeni. V tomto pfipadé
mUZe byt opravnéna namitka, ze by mély byt tyto hodnoty celoiselné (pocty medaili), potom by ale model
(5) nemohl mit v obecném pfipadé celoiselné pfipustné feSeni. Posledni dvé dvojice sloupct pfinaseji miru
efektivnosti vypoctenou modelem (6) resp. tradi¢nim CCR modelem, a sou¢asné poradi statli podle této miry
efektivnosti. U CCR modelu jsou u dvou stati (Norsko a Slovinsko) miry super efektivnosti vypoétené
Andersenovym a Petersenovym modelem. Tyto dva staty vySly jako jediné efektivni. Vysledky nejsou
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pfekvapujici. Na prvnich dvou mistech vySlo s odstupem Norsko a Slovinsko. Obé zemé dosahly velmi
dobrych vysledki, i kdyz v absolutnich éislech Norsko mnohem lepSich. Slovinsko méa v8ak niz$i pocet
obyvatel a vyrazné niz8i HDP. Podle modelu s fixnim souétem vystup( vychazi tak Slovinsko jako prvni.
Tradiéni CCR model, resp. jeho super efektivni modifikace, upfednostiiuje Norsko. Prekvapivé neni ani
skuteénost, ze staty s velkym po&tem obyvatel (pfedevaim Cina a USA) si oproti lexikografickému uspoFadani
vyrazné pohorsily.

ZAVER

Modely s fixnim souctem vystupl pfedstavuji pomérné novou kategorii modelt pro hodnoceni efektivnosti
a vykonnosti souboru produkénich jednotek. V ¢lanku je pfedstaveny model, jehoz vyhoda spociva v tom, ze
pro dosazeni rovnovazné efektivni hranice staci fesit jedinou linearni optimalizaéni tlohu. Aplikace, ktera je
pouzita pro pfedstaveni modelu, je spiSe ilustrativni. Je zfejmé, ze modely s fixnim souctem vystupd maji
ekonomicky zajimavéjsi aplikace, napfiklad pfi rozdélovani pevné daného objemu prostiedk( mezi podfizené
jednotky.

V dal§im vyzkumu v této oblasti by bylo mozné se zaméfit na zajimavé aplikace, sméfujici do ekonomické
oblasti. Modely a koncept rovnovazné efektivni hranice by mohl byt roz$ifeny o pojem a-efektivnosti, kde a
je minimalné pozadovana mira efektivnosti vSech jednotek souboru. V takovém pfipadé by bylo mozné
uvazovat rovnovaznou efektivni hranici i pro pfipad celoCiselnych proménnych.
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