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Uvop

Uvobp

V mé bakalaiské praci se zabyvam metodami feSeni soustav linedrnich rovnic, se kterymi se
setkdvame jiz od zakladni Skoly. Metody feSeni soustavy rovnic rozdélujeme na piimé

anepiimé (iterac¢ni). Jednotlivé metody ve své praci vysvétluji a nazorné ukazuji

vvvvvv

Na zacatku prace je prehled historickych udalosti a dulezitych osob ovliviiujicich vyvoj
matematiky. Poté se uz vénuji soustavam rovnic a jejich teseni jednotlivymi metodami.
Zamg¢fila jsem se na vysvétleni jednotlivych metod, které ndzorn€ ukazuji pii feseni riznych
soustav rovnic. Zac¢inam metodami, které se uci Zaci jiz na zakladni Skole, mezi takové
metody patii séitaci, dosazovaci a srovnavaci metoda. Zaci se u¢i soustavy rovnic fesit
I graficky, kdy si rovnice upravi do smérnicového tvaru ptimky a zndzoriiuji vzajemnou
polohu pfimek. Déle se vénuji metoddm jako Gaussova elimina¢ni metoda, Cramerovo
pravidlo, Frobeniova véta nebo metoda LU-rozkladu. Na tyto metody je potieba napsat
soustavy rovnic do matice a nasledné dle metod upravovat k ziskani patfi¢ného feSeni. Tyto

metody patii mezi pfimé metody.

Poté se vénuji Jacobiho metodé a Gauss-Seidelové metodé, které fadime mezi metody
nepiimé. Takové metody pracuji s pocatecni aproximaci, kterou urcitymi kroky zlepSujeme,
az se postupné piiblizime k limité feSeni.

S vedoucim mé prace jsme se rozhodli vynechat z bakalaiské prace metodu Monte Carlo,
protoze metoda patii mezi naroéné a zaci zakladni ani stiedni $koly se s touto metodou

béhem studia nesetkaji.
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1 ZAKLADNi METODY LINEARNI ALGEBRY

1.1 HISTORIE MATEMATIKY

Prvopocatek vyvoje matematiky (do 6. stol. pf. n. 1) je charakteristicky tvorbou
elementarnich matematickych pojml. Dochéazi k rozvoji soustav pouzivanych znakl
spolecné se zptisobem jejich zéapisu a klasifikaci geometrickych tutvart. Jsou definovany
VvypocCty obsahil a objemil a utvareny zdklady geodézie. Vznik matematiky jako védy je
spojovan predevsim se jménem Pythagoras. Dal§im vyznamnym feckym matematikem byl
Thales (Halas, 2016). V 6. stoleti pi.n.l. doslo v antickém Recku ke zméné piistupu
Vv konstrukci myslenek. Dalo by se fict, ze probé&hla revoluce v mysleni a popisu stavii a jevi.

Empirickd evidence se tak stala cestou k deduktivné budované védé.

Obdobi 6. stol. pt. n. 1. az 16. stol. n. 1. je obdobim matematiky konstantnich veli¢in.
V obdobi antického Recka se matematika vytvaiela jako exaktni, deduktivni véda —
systematické dokazovani, vznik axiomatické metody. Objev nesouméfitelnosti, tzv. 1. krize
matematiky. Zakladem pythagorejské matematiky byla aritmetika. Tato koncepce se
zhroutila v momenté, kdy bylo zjisténo, ze velikost thlopti¢ky v jednotkovém ¢tverci nejde
vyjadfit jako pomér ptirozenych Cisel. 1. krize matematiky byla ptekonana jeji geometrizaci.
Zhrouceni ovlivnil i postoj k nekonecnu a k jeho moznym formam. Piesné zformované
budovani deduktivni matematiky, =zapocaté pythagorejci, provedl Aristoteles
ve 4. stol. pt. n. 1. Proces geometrizace zavrsil Euklidés (pfelom 3 a 4. stol. pt. n. 1.) v knize
Euklidovy Zaklady, jejiz autorem je sam Euklides z Alexandrie (J. Be¢vaft, 1993). Do druhé
poloviny 19. stoleti se jednalo 0 druhé nejvice rozsitené dilo svétového pisemnictvi. V knize
shrnul vétSinu tehdejSich matematickych znalosti. Tato kniha ovlivnila vyvoj matematiky

témér do soucasnosti.

V evropském stiedovéku se matematika a véda obecné rozvijela pomaleji. Velkym
zaznamenala matematika az v 16. stoleti s feSenim algebraickych rovnic. V tomto stoleti se
pozvolna rodi moderni algebra. Vyznamnym rokem je rok 1591, kde Francois Viete jako
prvni pouziva pismena ke znaceni konstant a proménnych a tim zac¢ina vznik nové moderni
matematické symboliky. Stfedovéka matematika — zdpadni Evropa se seznamuje

s matematikou starovékého Recka. Do Evropy piichazi indicka numerace (pozi¢ni desitkova
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soustava). Dale se rozvijela trigonometrie, feSeni rovnic 3. a 4. stupné, logaritmy a zacala se

utvaret souc¢asna matematicka symbolika (od 15. stol.).

V obdobi od 17. stoleti do pocatku 19. stoleti byla matematika zamétena na proménné
veli¢iny. Isaac Newton a Gottfried Wilhelm von Leibniz v 17. stoleti vytvofili diferencialni
a integralni pocet, ktery otevfel cestu k fad¢ aplikaci v matematice i ve fyzice. Zaklady
analytické geometrie (soufadnice) polozili Pierre de Fermat a René Descartes. V roce 1654
Fermat a Blaise Pascal formuji prvni zdkony teorie pravdépodobnosti. V roce 1621 Fermat
zformuloval Fermatovu vétu, kterd se stala jednim z nejznaméjSich problémi moderni
matematiky a byla dokdzéna az v Cervnu 1993 kanadskym matematikem Andréwem
Wilesem. V 18. stoleti se o rozvoj nejvyznamnéji zaslouzili Lenhard Euler, Jacob Bernoulli
a Johan Bernoulli. Louis Lagrange budoval zaklady variaéniho po¢tu nebo Gaspard Monge
polozil zaklady deskriptivni geometrii. Zasadni zmény ptichazejiiv 19. stoleti. Niels Henrik
Abel a Evariste Galois piichazi se zéklady teorie grup, coZ zapo¢alo zrod moderni
matematiky. Carl Friedrich Gauss, Jano$ Bolyai a Nikolaj Ivanovi¢ Lobacevskij objevuji

neeukleidovskou geometrii.

V prvni poloving 19. stoleti Augustin Louis Cauchy zavedl novy matematicky pojem limita
funkce a zamétil se na zpfesnovani matematické analyzy. Druha krize matematiky
—nepfesné definovany zakladni pojmy matematické analyzy (L. Motl, 2002). Prace
s nekonené malymi veli¢inami — pfekondno az v 19. stoleti aritmetizaci matematické
analyzy (korektni definice limity pomoci €, 3). Od poloviny 19. stoleti do soucasnosti je
obdobi matematiky zobecnénych prostorovych a kvantitativnich vztahd, teorie grup, matice,
vektory, neeukleidovské geometrie a topologie. Georg Cantor se v druhé poloving 19. stoleti
mezi prvnimi zabyval teorii mnozin. Vznik této teorie byl pielomovy pro vznik aktualniho

nekonecna.

Na prelomu 19. a 20. stoleti, po pfijeti teorie mnoZin, se objevily indicie (antinomie), které
naznacily, Ze je potieba matematiku zcela piedélat. Napravny program Davida Hilberta se
nezdafil, protoze Kurt Godel dokdzal vétu o netiplnosti. Poznani hranic axiomatické metody
(Kurt Godel) — Godelovy véty o neuplnosti — 3. krize matematiky. Vznikaji zcela nové

discipliny — teorie grup, topologie; teorie diferencialnich rovnic, teorie pravdépodobnosti,

3
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matematicka statistika. Matematika se dnes déli na témét 900 disciplin a déale se zacina
vyvijet v souvislosti s vlastnimi problémy, které bylo tieba fesit (i bez pfimych pozadavka
praxe, ktera jiz neni hnaci silou). Vznikaji tak teorie, které nejsou modelem zadné znamé
situace v materialnim svété. Nejbéznéj$im nastrojem budovani sou¢asné matematiky se stala

axiomaticka vystavba (Halas, 2016).

1.2 PRIME METODY

Soustavy rovnic se vyucuji jiz na zakladni $kole. Zde se Zaci na druhém stupni setkavaji se
dvéma rovnicemi o dvou neznamych. Ptiklady se vybiraji za Gcelem naudit zaky, jak
postupovat, jaké situace mohou nastat a co tato informace znamena. Dle ramcové
vzdé&lavaciho planu pro zakladni §koly vydané MSMT ve vystupech M-9-1-07, M-9-1-08
aM-9-1-09 ,.Cislo a proménna* 4k matematizuje jednoduché realné situace s vyuzitim
proménnych, ur¢i hodnotu vyrazu, pracuje s mnohocleny, vyuziva vzorce, formuluje a fesi
realnou situaci pomoci rovnic a jejich soustav vyuziva oboru celych a raciondlnich ¢isel
(RVP MSMT). Zaci se uéi soustavy vyiesit graficky i po¢etné. Grafické znazornéni soustav
dvou rovnic o dvou neznamych jsou dvé piimky, které Zaci rysuji na papir do pravouhlé
soustavy soufadnic nebo mohou vyuzivat moderni zobrazovaci programy, jako je tfeba
GeoGebra. Pfi tom vyuzivaji jiz ziskané znalosti vyjadfeni piedpisu funkce z rovnice,
osvojené z jiného vystupu M-9-2-04 ,Zavislost, vztahy a prace s daty (RVP MSMT).
Procvi€uji si zobrazovani bodii, vypocet prisecikli, monotdnnost a vzajemnou polohu
piimek. Pfi feSeni soustav pomoci metod, které se vyucuji na zakladnich Skolach, si Zaci
trénuji zakladni pocetni tikony a praci s rovnicemi. Nejéastéjsi metody, se kterymi se zaci
na zakladnich $kolach setkavaji, jsou metoda dosazovaci, metoda s¢itaci a metoda
srovnavaci. Zakladni Skoly, které maji tfidy s riznym zamétenim, zminiuji v matematickych
ttidach 1 soustavy tfi rovnic o tfech neznamych. Tyto soustavy ovSem feSi jen pocetné.
Grafické znazornéni na papir je naroéné, a ne kazda zakladni Skola vyucuje

V potiebnych programech.

Porovnala jsem skolni vzdélavaci plany tii zakladnich $kol. Zakladni Skoly bratii Fric¢t
Ondfejov a Zakladni skoly a mateiské skoly Jesenice. Dale jsem si vybrala 4. Zakladni §kolu
V Plzni, protoZe zde u¢im. Dosla jsem k zavéru, Ze probiradni soustav rovnic a jejich feSeni

je vyuCované Vv devatém rocniku, kdy uz maji Zaci osvojené potiebné znalosti jako jsou
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racionalni ¢isla, cela ¢isla, rovnice, prace s mnozinami a vyrazy. U¢i se s€itaci, dosazovaci,
srovnavaci a grafickou metodu feseni, které aplikuji na ptikladech. Kazda zakladni skola si
casové rozlozeni urcuje sama, ovSem nejcastéji se jedna o ¢asovy interval 3—4 tydny (SVP

Ondiejov) (SVP Jesenice) (SVP 4. ZS).

Na stfednich Skolach, kde se vyucuje rozSifena matematika, se studenti setkavaji se
soustavami dvou linedrnich rovnic o dvou neznamych a téech linearnich rovnic o tfech
neznamych. Pfipominaji si metody feSeni ze zakladnich $kol a seznamuji se s dalSimi
metodami feseni, jako jsou Frobeniova véta, Cramerovo pravidlo a Gaussova elimina¢ni
metoda. Studenti se uci prepisovat soustavy rovnic do matice, aplikuji nauc¢ené metody pro
ziskani feSeni. Déle se uci pocetni tkony a upravy matic. VSechny naucené poznatky aplikuji

pii feseni slovnich tloh vedouci k soustave rovnic.

Porovnala jsem skolni vzdélavaci plany dvou stfednich Skol a tii gymnazii. Stfedni
primyslova Skola elektrotechnickd v Plzni u¢i soustavy rovnic, matice a determinant
Vv prvnim ro¢niku na vSech nabizenych oborech. Stfedni odborna Skola stavebni Karlovy
Vary vyucuje soustavy rovnic v druhém ro¢niku Vv oboru silnoproud. Mikulasské
gymnazium v Plzni, Gymnazium Uni¢ov, Biskupské gymnazium J. N. Neumanna z Ceskych
Budgjovic vyuéuji soustavy rovnic v prvnim roéniku. Casové rozloZeni si opét uréuje kazda
$kola sama oviem velmi zaleZi, kolik hodin vyuky na jednotlivych §kolach je (SVP SPSE)
(SVP SOSS) (SVP Mikulasské) (SVP Uni¢ov) (SVP Biskupské).

1.3 METODY RESENI

Zatneme metodami, které se uci zaci na zakladni $kole. Budeme feSit soustavu dvou rovnic
o dvou neznamych. UkadzemeteSeni soustav rovnicpomoci dosazovaci metodu, scitaci
metodu a srovnavaci metodu. Dale se budeme vénovat metoddm pouzivanych u soustav
rovnic o tfech nebo vice proménnych o tiech nebo vice neznamych. Metody jako jsou
Gaussova elimina¢ni metoda, Cramerovo pravidlo a Frobeniova véta patii mezi tzv. metody
ptimé. Druhou skupinou metod feSeni soustav linearnich rovnic jsou metody itera¢ni neboli
nepifimé metody. Pfimé metody vedou k feSeni soustavy po konecném poctu krok.
Nalezené feseni by bylo pfesné, nebyt zaokrouhlovacich chyb (Cramerovo pravidlo,

Gaussova eliminaéni metoda). Metody piimé jsou zaloZeny na eliminaci neznamych.

5
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Vychozi myslenka spocivd v tom, Ze z nékteré rovnice vyjaddiime jednu neznadmou
a dosadime ji do ostatnich rovnic tak, aby soustava po eliminaci byla snaze fesitelna nez
soustava puvodni. Zékladni algoritmus tohoto typu je Gaussova elimina¢ni metoda.
V maticovém zapisu ji odpovidd LU-rozklad matice. Charakteristickym rysem piimych
metod je vypocet (pfesného) feseni po konecném poctu eliminaci, tj. po kone¢ném poctu
aritmetickych operaci (R. Kucera, 2016).

U feSeni soustav rovnic mohou nastat rtizné situace. Soustava rovnic ma prave jedno feseni,

nekoneéné mnoho fe$eni anebo nema feseni.

1.3.1 DOSAZOVACI METODA

Pti vypoctu vyjadiime libovolnou nezndmou z libovolné rovnice a poté dosadime do druhé
rovnice. Vznikne nam jedna rovnice o jedné neznamé, kterou vypoclitame a ziskanou
neznamou dosadime zpét do vyjadieni a ziskdme druhou neznamou. Nazorné si to ukazeme

na nasledujicim ptikladé.

7x—y=11
2x +4y =16

Vyjadiime neznamou y z prvni rovnice, dosadime do druhé rovnice a vyieSime.
y=7x—11
2x+4-(7x—11) =16
2x +28x —44 =16
30x = 60
x=2

Spocetli jsme neznamou x a nyni se vratime k vyjadfeni neznamé y a tu dopocitame.

y=7-2-11
y=14-11
y=3

Dopocitali jsme 1 druhou nezndmou a mame feSeni rovnice x = 2ay = 3.

Tento zptisob se ale t€zko zobeciiuje pro vEtsi soustavy linearnich rovnic. Pokud bychom

méli 50 rovnic o 50 neznamych, tak si je sepiSeme do matice, upravime na trojuhelnikovou
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matici a postupnym vypo¢tem od nejjednodussi rovnice a dosazovanim do rovnic
ptedchozich ziskame feSeni soustavy. Totéz Ize udélat obecné, pro soustavu s libovolnym

poctem (m) rovnic o libovolném poctu (n) neznamych (Halas, 2016).

1.3.2 SCIiTACi METODA
Jednotlivé rovnice soustavy vynasobim patficnym ¢islem tak, abychom méli stejny pocet
jedné nezname v obou rovnicich, ale s opaénymi znaménky. Rovnice secteme a ve vysledné
rovnici se nam vyskytne jen jedna neznama, kterou dopocitame. Poté vybereme jednu
rovnici, do které neznamou dosadime a dopocitame druhou neznamou. Nazorn¢ to ukazeme
na prikladé.

4x —3y =15

3x+2y=7
Vhodné vybereme neznamou. V nasem piipad¢ se vhodné jevi y. Vynasobime ob¢ rovnice
tak, aby v obou byl stejny pocet neznamé y.

4x -3y =15 /-2 N 8x — 6y =30
3x+2y=7 /-3 9x + 6y =21

Rovnice secteme, tim se zbavime nasi neznamé y a rovnici dopocitame.

17x 4+ 0 = 51
51,
=177

Vybereme si jednu ze zadanych rovnic, dosadime nezndmou x a dopocitdme neznadmou y.
3:3+2y=7

9+2y=7

Reseni soustavy rovnicjex =3ay = —1.
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1.3.3 SROVNAVACI METODA

Pti srovnavaci metod¢ vyuzivame znalosti u rovnic, zZe se leva strana musi rovnat pravé. Obé
rovnice soustavy upravime tak, aby z obou byla vyjadfena stejna neznama a poté je dosadime
do jedné rovnice a vyfeSime. Nazorné to ukdzeme na ptikladé.

S5x+3y =5
5x —4y = =30

Vybereme jednu neznamou a vyjadiime ji z obou rovnic.

5—-3y

5

_ —30+4y
=75

X =

Obé vyjadieni ddme do jedné rovnice a pomoci tprav ziskame vyslednou hodnotu y.

5—-3y —30+4y
5 5

5—3y =—30+4y

5+30=4y+ 3y

Opét vybereme jednu ze zadanych rovnic a dopoc¢itdme druhou nezndmou.
5 +3-5=5
5 +15=5
5x = —-10
x=-2

Resenim soustavy rovnic je x = —2ay = 5.

1.3.4 GRAFICKA METODA

Soustavy rovnic mizeme fesit i grafickou metodou, a to bud’ na papir nebo pomoci programu
umoziujici grafické znazornéni. Rovnice si upravime na piedpis funkce tak, abychom méli
vyjadfenou neznamou y. Tim ziskdme smérnicovy tvar pifimky a nasledné feSime jako

vzéajemnou polohu ptimek. Mohou nastat nasledujici situace. Pfimky jsou rovnobézné rizné,

8
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a tak soustava nema zadné feSeni. Pfimky jsou rovnobézné splyvajici a soustava ma
nekone¢né mnoho feseni. Pfimky vyjdou rtiznobézné a soustava ma pravé jedno feseni.

Nazorné to ukazeme na ptikladech.

Mame zadané dvé rovnice o dvou neznamych a graficky mame zjistit jejich fesSeni.

7x + 3y =23
—4x — 5y = =23

Zacneme upravou rovnic, kdy si vyjadiime neznamou y. Ziskame smérnicové tvary piimek.

_ 7x+23
Y=73 73
_ 4x+23
Y=TE5 T

v

Pro znazornéni ptimky jsou potieba dva body, nejvhodnéjsi je spocitat priseciky s osami

xay.
23 —7x 23
leiy:0—>(): T—>x=7
23—-7-0 23
Pix=0-y=———-y==
23 —4x 23
Piy=0-0= o OX=
23—4-0 23
P ix=0-y= z y==

Mime prisetiky P, [2;0],B, [0:Z] B, [250],5, [0:Z]. Body zakreslime
do pravouhlé soustavy soufadnic. Vyjdou nam dvé piimky protinajici se v jednom bod¢.
Priisecik rovnic je feSenim dané soustavy rovnic. Nazorné si to ukdzeme v grafickém
programu, ktery dokaze priseciky urcit béhem chvilky. Pro nase ucely vyuZijeme program

GeoGebra. Do programu zadame smérnicové tvary piimek.
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= GeaGebra Calculator Suite A\ Gralicka kalkulatka ~
3-7x !
iy -
] T
23-4
E'Y
<] o
A = Prusecik(f.g) N \
- =23 \ of
m : \\\ \
Pxl = NuloveBody(g) : Ny "M .
“\ 'S
= (5.75.0) " R
N 1\
Pyl = Prusecik(g, OsaY) 3 N \
N
= (0.46) NG 61
Px2 = NuloveBody(f) : \\5 Iovt \
= (3285742857143, 0) \\ \
oSO\
Py2 = Prusecik{f,Osa¥) 3 \\\"
= (0. 7.6666666666667) 31 LN
\ \\
\ \\\
\ N
\ N
\ Px \“I 1
0 T 2 W - N B o
1 \ \\\

Obrazek C. 1 Grafické reSeni soustavy rovnic - jedno reseni

Nyni ukazeme, jak vypada soustava rovnic, ktera ma nekonecné mnoho feseni. Takové

rovnice jsou n-krat nasobkem jiné. Tieba jako nasledujici soustava rovnic.

2x+2y = —4
—3x—-3y=6

Op¢ét ob¢ rovnice prepiseme do smérnicového tvaru a spocitame pruseciky s osami.

—2x 4
Y= Y=
—3x 6
y=—3 T3oy=-x-2
—2x 4
Px1:y=0—>O=T—E—>x=—2
20 4
Py1!X=O—>y=T—E—> =-2
—3x 6
sz:y:O_) = 3 _§_)x:_2
-3:0 6
P3,2:x=0—>y——3 -3 y=-2

Vidime, ze pruseciky vysly stejné a to P, = P, [-2;0] a B,, = P,,[0; —2]. Pfimky jsou
rovnobézné splyvajici, takze maji nekonecné mnoho spoleénych bodi, a proto i feSeni

soustavy rovnic je nekonecné mnoho.
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= GeoGebra cCalculator Suite [V Grafickd kalkulatka -
§ fry 42 x L 12
6-3
y
A # 3 10
A = Prusecik(f, g)
— =7 8
m
Pxl = MuloveBody(g)
= (2.0) 6
Pyl = Prusecik(g, Osa¥) |}
= (0,-2) N
Px2 = NuloveBody(f)
= (2.0)
Py2 = Prusecik(f, OsaY) } Px2

D 73 i 3 s 3 o 3 3 B 3 T
=(0,-2)
N Py2

Obrazek ¢. 2 Grafické reSeni soustavy rovnic - nekone¢né mnoho feseni
Ted ukazeme posledni moznost grafického feseni, kdy soustava rovnic nema feseni. Na to

bude vhodny tento ptiklad.

x—y=-11
x—y=11

Postupujeme stejné jako u predchoziho piikladu. Rovnice piepiSeme do smérnicového tvaru
a spocitame pruseciky s osami.

y=x+11
y=x-—11

Piy=0-0=x+11->x=-11
Pix=0-y=0+11-y=11
P,y=0-0=x—-11-x=11

Pix=0-y=0-11-y=-11

Vidime, ze priseciky vysly takto P, [—11;0],P, [0;11], P,

P, [11; 0], P,,[0; —11]. Piimky

2

jsou rovnobézné rizné a nikdy se neprotnou. Soustava rovnic nema zadné feseni.

11



METODY RESENI

GeoGebra  Calculator Suite P Graficka kalkulacka ~

x4 11 —

1]

gy =x-11
& Pxl = NuloveBady(F)

) = (11,0

Pyl = Prusecik(f, Osa¥)
= (0,11)

Px2 = NuloveBody(g)

= (L0

Py2 = Prusecik(g. Osa¥)

= (01 )
\il.

Obrazek €. 3 Grafické reSeni soustavy rovnic - Zadné reseni

1.3.5 UVODNIi POJMY K DALSIM METODAM

Nez za¢neme s metodami feSeni je potieba si fict zaklady k soustavam rovnic tedy, jak
vypadaji soustavy rovnic, jaké Gpravy lze pouzit a které ne. Obecnou soustavou linearnich
rovnic rozumime soustavu rovnic zapsanych ve tvaru

ai1xX1 + A12Xo + -4+ alnxn = bl
alel + a22x2 + -+ aann == bz

Am1X1 + QpaXy + -+ QpnXp = by
Koeficienty v soustaveé jsou mnozinou ptislusnych koeficientt
A = (al-j);i =1,..mj=1,..,n

a sloupcem pravych stran b = (by, ..., b,). Koeficienty soustavy mohou byt realna, nebo

komplexni ¢isla.

Redenim soustavy jsou ¢isla x = (xy,...,x,), kterd spliuji viechny rovnice soustavy.
V ptipadg, Ze jsou nekteré koeficienty soustavy komplexni Cisla, je feSeni mezi komplexnimi
¢isly. Pro ziskani obecného feSeni dané soustavy linearnich rovnic provadime postupné
upravy a transformujeme dané soustavy rovnic na soustavu jinou. Pti téchto ukonech nam
mnozina vSech feSeni zlistane stejnd jako mnozina vSech feSeni nové soustavy linedrnich

rovnic. Ovsem nova soustava je snadn¢ji fesitelna (S. Mika, 2000).

Prestoze soustavy linedrnich rovnic mohou mit obecnéjsi tvar, omezime se pouze

na soustavy linedrnich rovnic s regularni ¢tvercovou matici A fadu n

12
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A¥ = b,

kde X je n-Clenny sloupcovy vektor feSeni a b je n-dimenzionalni sloupcovy vektor

absolutnich ¢lenti (MoSova, 2003).

Pro zacatek si fekneme, jaké elementarni upravy mizeme s maticemi provadét a jaké ne.

Z definice vime, Ze s matici A mizeme provadét nasledujici elementarni upravy:
e ptehozeni i-tého a j-tého radku;
e vynasobeni i-t¢ho fadku nenulovym ¢islem;
e pficteni k-nasobku i-té¢ho fadku k j-tému fadku.

Vznikne nam matice B a fikame, ze matice A je ekvivalentni k matici B . Zna¢ime A~B .
Proto lze stejné Upravy pouzit i na soustavu rovnic a feSeni soustavy se nezmeéni. Vyskrtnuti

nulového fadku, vSak mezi elementarni Gipravy nelze pocitat, protoze zméni typ matice.

Dale plati, ze matice A je ve sloupcovitém tvaru, je-li v nékterém tadku prvek na i-tém
misté prvni nenulovy, potom ve vSech dal$ich fadcich jsou vSechny prvky az do i-tého vcetné

rovny nule. (RNDr. Mikova M.)

1.3.5.1 DETERMINANT

Z definice vime, ze matice A je regularni, pravé kdyz determinant matice A je nenulovy.
V takovém ptipadé soustava AX = b ma jediné feSeni (Mosova, 2003).

Determinant je vyuzivany pro konkrétni metody feSeni, proto je potieba si vysvétlit, o co se
jedna.

Je-li A = (a;;) c¢tvercova matice nad télesem T fadu n, pak definujeme determinant matice
A pfedpisem

det(4) = Z Sgn(”)an(1),1an(2),2 - Ar(n),n

TESY

Determinant tedy pfifadi ¢tvercové matici nad T prvek télesa T. Soufet ma n! ¢lend, jeden
pro kazdou permutaci m € S,,. S¢itanec odpovidajici permutaci m je souCinem n prvkl
matice, z kazdého sloupce i obsahuje souCin prvek a;(;);, znaménko sCitance je rovné
znaménku permutace  (Ttma, 2022).

13



METODY RESENI

U matic typu 2x2 se pouziva nasledujici piedpis:

ay;; Aag a1 Qg2
det( ) = |

= aq1a,, — Ayq1Q
a21 a22 a21 a22| 11%22 21%12

Vypocet si ukdzeme na nasledujicim ptikladé, kde mame matici 2. fadu a mame vypocitat

determinant.
(1 2 1 2| _ 4 5 4.5 _
A_(1 3) _’|1 sl =13-12=1
U matic 3x3 se pouziva nasledujici predpis

a1 Q12 Ag3
det{ Az1 Qz2 Qz3 | =

az; dszz a4szs

ay;; A1z diz
a1 Az dzz
az; dszz d4szs

= Q11032033 T Q12023031 T A13021A32 — A13022031 — Q11023032 — Q12021033

pojmenovany Sarrusovo pravidlo. Prakticky se da determinant vypocitat dvéma zptsoby.
Prvni moZnosti je, Ze si doprava pfipiSeme jest¢ jednou prvni a druhy sloupec. V druhém
zpusobu si pod matici pfipiSeme prvni a druhy fadek. Poté secteme souciny hlavnich
diagonal a odecteme souciny vedlejSich diagonal. Oba zplisoby ukazeme na nasledujicim

ptikladé. Mame vypocitat determinant matice 3. fadu.

1 3 4 1 3 4
B=|1 —4 5|— |1 —4 5
2 1 3 2 1 3

Nejprve jednim zpisobem, kde si doprava dopiSeme prvni a druhy sloupec.

1 3 4] 1 3
1 -4 5( 1 —4=1-(-4)-3+3:5-24+4-1-1-2-(-4)-4
2 1 31 2 1

-1-5-1-3-1-3=-12+30+4+32-5-9=40

Nyni vezmeme stejny piiklad a vypocitdime determinant druhym zplsobem, kdy si

pod matici opiSeme prvni a druhy fadek.

1 3 4
1 -4 5
2 1 3l=1-(-4-3+1-1-442-3-5-2-(-4)-4—-1-1-5-1-3-3
1 3 4
1 -4 5

= —-12+4+30+32-5-9=40

Vidime, Ze pouzitim jednoho i druhého zplisobu jsme se dostali ke stejnému vysledku.

Dokonce v mezi kroku vidime, Ze se jedna jen o ptehazené hodnoty.

14
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U matic vyssiho tadu se pro ziskani determinantu pouziva rozvoje podle fadku (sloupce),
kterému se fika Laplaceilv rozvoj. Proto méjme Ctvercovou matici A = (a;;) typu n.

Algebraickym doplitkem prvku a;; v matici A rozumime
|4y = (D™ - Jay] - My,
kde a;; nazyvame subdeterminant a jedné se o spole¢ny prvek fadku a sloupce. Matice M;;

je ¢tvercova matice typu n — 1, kterd vznikne z matice A vypusSténim i —tého fadku

a j —tého sloupce. Této matici fikame minor (Tama, 2022).

Vypocet determinantu ukazeme na piikladu matice 4. fadu.
-1 0 1
2 0 1
3 01
0 1 0
Postupujeme tak, ze si vybereme tadek a sloupec, ktery obsahuje nejvice nul. V nasem
pripadé vybereme posledni fadek a tteti sloupec tzn. i = 4,j = 3. Spolecnym nenulovym
¢islem je pozice (4,3), kde se nachazi Cislice 1 a proto tuto Cislici pouZijeme jako prvek a;;.
Na matici 3. fadu pouzijeme Sarrusovo pravidlo a tim ziskame determinant ptivodni zadané

matice 4. fadu.

1 -1 1
det(A)=1-(-D*3[2 2 1|=1-(-1)7-2+46—-1-2-3+2)=1-(-1)-4
1 3 1

= —4

Podobnym zpiisobem se poc€ita determinant vysSich fadd, kde se prvkem a;; stane vice nez
jeden prvek, a to matice, u které pouzijeme Sarrusovo pravidlo. Takovyto vypocet je uz

naro¢ny a snadno se v ném chybuje.

Ukézeme si na prikladu vypocet determinantu matice 5. fadu.

/1 2 1 3 2\
01 3 51
A=14 2 1 1 1
33 2 10
0 3010
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Nejprve zvolime dva sloupce nebo tadky, podle kterych udélame rozvoj. Zvolime tieba
4. a5. sloupec. Postupujeme obdobnym zptsobem jako u vypoctu determinantu 4. fadu.
Subdeterminant se nam méni podle toho, na kterém fadku se budeme zrovna nachazet.
Tentokrat subdeterminant tvoii matici 2X2 to znamena dva zvolené sloupce a k tomu

kombinace dvou fadku.

3 2 0 1 3
det(A) — |5 | ( 1)1+2+4+5 3 3 2 | | . (_1)1+3+4+5 3 3 2
0 3 0

0 1 3 0 1 3

+ i S . (_1)1+4+4+5 4 2 1| + :i (2) . (_1)1+5+4+5 V) 1

0 3 0 3 3 2

1 2 1 1 2 1

+ i i . (_1)2+3+4+5 (3 3 2| + i (])- . (_1)2+4—+4+5 g 2 1

0 3 0 0 3 0

1 2 1 1 2 1

+ i (]i . (_1)2+5+4+5 4 2 1| + i (1) . (_1)3+4—+4+5 -lo 1 3

3 3 2 0 3 0

1 2 1 1 2 1

+ 1 (1) . (_1)3+5+4+5 - |o 1 3| + i 8 . (_1)4—+5+4+5 -lo 1 3

3 3 2 4 2 1

Na matice 3x3 i 2x2 pouzivame Sarrusovo pravidlo.

det(A) =(-7)-(-D¥?2-(9-24)+1-(-DB-27-0) +(-2)- (-1D*- (36 -0)
+(=2)-(-D¥®-B+36—-18-8)+ (%) - (-D™-(9-6) + (-1)
(-D¥-(12-3)+ (-1 (-D¥ - 4+6+12—-6—-3—-16) + (—1)
(=D (=) + (D (-DYV-(24+18-3-9)+0

Cisla seéteme a vynasobime.

det(A) =105—-27-72+26+124+9+3+9+8=73

1.3.6 GAUSSOVA ELIMINACNI METODA (GEM)

Proces Gaussovy eliminace budeme pfi feSeni soustavy linearnich rovnic realizovat na prvky
roz$ifené matice soustavy. Uvedeme paralelné dva zplsoby eliminovdnim nezndmych,
jednak pfimo v soustave, jednak s prvky rozsifené matice soustavy. Cilem uprav je ziskat

rozS§ifenou matici soustavy Ve stupiiovitém tvaru.

Pro odvozeni metody rozepiSme soustavu rovnic do obecného tvaru.
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0 0 0 .. _po
aj1Xy + Xy + o+ AipXn = by
0 0 0, —po
Az1X1 + QX + o+ AzpXn = bypyg
0 0 0 _ B0
An1Xy + ApaXp + 0+ AppXp = bn,n+1
Postupné eliminujeme prvky matice na horni trojuhelnikovy tvar, takze prvky pod hlavni

diagonalou. Prvni rovnici vyuZzijeme k eliminaci prvni neznamé ze zbyvajicich n— 1

0
rovnic. Postupujeme tak, ze prvni fadek vyndsobime mY; = —% a pri¢teme k druhému
11
0
tadku. Nasledné prvni fadek vynisobeny md; = —% a pricteny ke tretimu fadku
11

a pokracujeme, dokud neziskame soustavu

0 0 0 — 10
aj1x; +agpx; + o+ aipnXy = bynyg
1 1 — Ll
A%z -+ AgpXy = by iy
1 1 — 1
Ap2X2 Tt Xy = bn,n+1
Obecné v k-tém kroku (k—1,2,..,n—1) vynulujeme prvky v k-tém sloupci

k-1 ,
a;ck—l pii¢teme k i-tému fadku (i =k + 1,...n).
kk

vynasobenym multiplikatorem m¥ 1 = — -

Matici A ptevedeme na horni trojihelnikovou matici. Ziskame nasledujici soustavu

0 0 0 v —_ 10
aj1x1 + aj,x, + ot AinXn = by pyq
1 1 _ 1
azzXxz + ot AonXn = bynia
2 2 _ 2
aszzxz + -+ azpXn = b3niq
n—1

n—-1 —
Apn Xp = bn,n+1

ze které zpétné ziskdme hodnoty neznamych x,,, x,,_1, ..., X1.

Gaussovu elimina¢ni metodu ukadzeme na piiklad€, ktery vyfesime nejprve eliminaci
neznamych a poté pomoci matice.
X1+X2+3X3 = -3
2X1 +x2 + 3X3 = -2
3x1 + 2x2 + 5x3 = _3
Zacneme tim, ze ze vSech rovnic, kromé prvni, eliminujeme neznamou x;. To udélame
metodou dosazovaci. Z prvni rovnice si vyjadiime neznamou x; a dosadime do zbylych

rovnic a upravime.

17
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x1+x2+3x3=_3 x1=—3—x2—3X3
2'(—3—x2—3x3)+x2+3x3=—2 b _x2_3X3:4
3'(_3_XZ_SX3)+2.X2+SX3 =_3 —x2—4x3=6

Déle budeme pokracovat eliminovanim x, ze tfeti rovnice. Z druhé rovnice vyjadiime

neznamou x, , dosadime do tfeti rovnice a upravime.

X1+XZ+SX3=_3 X1+x2+3X3=—3
_xZ_BX3 :4‘ d _xZ_3X3 :4‘
—(—4-3x3) —4x3; =6 —X3 =2
Z posledni rovnice jiz vidime, ze x3 = —2, takZe je Gaussova eliminace u konce a ted’

zpétnym dosazovanim dopocitame zbylé neznamé. Zacneme od konce, takze vypoctem x5.

—Xy = 4—-6
_xz = _2
Zjistili jsme, Ze x, = 2. Nyni ob& hodnoty dosadime do prvni rovnice a dopocitame posledni
neznamou Xx;.
x+2)+3-(-2)=-3

x1=1

Resenim soustavy rovnic je x; = —2,x, = 2ax3 = 1.

Nyni na stejném piikladé ukaZeme pouziti Gaussovy elimina¢ni metody na rozsifené matici.
Zacneme tim, Ze soustavu rovnic piepiSeme do matice.

1 1 3|3
<2 1 3 2)
3

3 2 5

Rozsifenou matici budeme upravovat elementarnimi upravami, tak aby vznikla matice

ve stupnovitém tvaru. To znamend, ze chceme, aby v pozicich (2,1) a (3, 1) byly nulové
prvky. Prvni fadek opiSeme a postupné jej nasobime Cislem —2 a piicteme ke druhému

tadku, poté prvni fadek vynasobime ¢islem —3 a pfi¢teme ke tfetimu fadku.

1 1 313
(O -1 -3 —4)
-6

0 -1 -4
Pokracujeme v upravovani rozsifené matice na trojuhelnikovy tvar a chceme na pozici

(3, 2) nulovy prvek. Vynasobime druhy fadek —1 a pfi¢teme k poslednimu radku.
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1 1 3
0 -1 -3

0 0 -1

3
—4
-2

Rozsifena matice soustavy je jiz ve stupnovitém tvaru. Proces Gaussovy eliminace je

U konce. Soustavu jiz snadno vyieSime zpétnym dosazenim:

—x3=—-1-x3=1
—Xy; —3x3=—5- x, =2
x1+x2+3x3=3—> x1:_2

Resenim je trojice ¢&isel (1,2, —2)T. O spravnosti feSeni se mizeme presvédeit dosazenim

trojice do dané soustavy.

1.3.7 METODA LU — ROZKLADU
Z definice vime, ze horni trojihelnikovou matici nazveme matici, pravé tehdy kdyz plati

a;j = 0 Vi > j a dolni trojuhelnikovou matici, kdyZ plati a;; = 0 Vi < j. (BaStinec J.)

Dolni trojuhelnikova matice L s jednotkami v hlavni diagondle a nenulovymi prvky
nad hlavni diagonalou a horni trojuhelnikova matice U S nenulovymi prvky pod hlavni
diagonalou tvofi LU — rozklad ¢tvercové matice A je-li

A=L-U
(RNDr. Rudolf Schwarz).

Nazorné metodu ukazeme na ptiklad¢, kdy budeme mit zadanou matici.

1 -2 -1
A= <—2 -3 2
3 2 3

Zatneme tim, Zze matici A rozepiSeme pomoci ndsobeni dvou matic L' a U. Pti ndsobeni matic
postupujeme tak, ze fadek v prvni matici L vyndsobime s prvnim sloupeckem druhé matice
U a vznikne nam prvni prvek A. Matematicky to znamena, ze a;q; = l';1 U + U531 " uqp +
l'31 - uy3 a takto se postupuje u v8ech prvki matice A. V naSem piipadé zaéneme rozepsanim

prvniho fadku matice A.
1 -2 -1 1 0 0 1 -2 -1
A=|(-2 -3 2 |= 1 0]-(0
3 2 3 1 0
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V prvni matici L' budeme mit nad hlavni diagonalou nulové prvky a snazime se ziskat
jednotky na hlavni diagonale. V dal$im kroku vynasobime prvni fadek 2 a seCteme s druhym

radkem stejné jako u Gaussovy eliminace a rovnou rozepiseme do dvou matic.

1 -2 —-1\® 1 0 0\ /1 -2 -1
A=<—2 -3 2) =< 1 0)-(0 -7 0)
3 2 3 1/ \0

Pokracujeme stejnym postupem k vynulovani prvniho prvku v tfetim fadku. Vynasobime

prvni fadek —3 a opét rozepiseme do obou matic.

1 -2 —1\“® 10 0\ /1 -2 -1
A=|(-2 -3 2 =< 1 0>'<0 -7 O>
3 2 3 1 0 8 6
Ted uZ jen dopocitame prvky z prvni matice L’ pod hlavni diagonélou, k tomu vyuzijeme
znalosti pro nasobeni dvou matic.
a1 =_2=(11211)+(10)+(00)_)l’21= -2
azg=3=31"D+U52:0+(1-0)>1l3,=3
Az, =2 = (1’31 ’ (—2)) + (1’32 ) (—7)) +(1-8) -
2= 2D+ W32 (-7N+(1-8) > =Tl'33,=0-1'3,=0

Dopocitané prvky doplnime do matice L'. Ted nas Cekd upravit matici U na horni
trojuhelnikovou matici, tedy potfebujeme vynulovat prvek u;,. Toho docilime tim, ze matici

U rozepiSeme na souéin dvou matic L' - U.

Gl s -Gt 6= )

;o ; r v ; .. 8 v s Y
Pro vynulovani u;, musime druhy fadek vynasobit - aseCists poslednim fadkem.

1 -2 -1 1 0 0 1 -2 -1

0 =7 0| = 1 0)-{0 =7 O )

0 8 6 1 0 0 6
Je potieba dopocitat prvky pod hlavni diagonalou matice L". Postupujeme stejné jako
pii vypoctu prvki u matice L'.

a1 =0=("31-D+(1-0)+(0:0)>1",;=10

az; =0=("31" D+ "52-0)+(1-0)>1"3,=0
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az, =8 = (l”31 ; (—2)) + (l”32 : (—7)) +(1-0) -

8
8=(0-(-2)+U"5-(=7))+1:0) > =7"3;,=8->1"5, = 7

Dopo¢itané prvky dopiSeme do matice L". Ziskame tak soudin tif matic A = L' - L" - U.

1 -2 -1 1 0 O L (1) 0 1 -2 -1
A=<—2 -3 2>=<—2 1 0)' 8 '(0 -7 0)
3 2 3 3 01 0 —z 1 0 O 6

Nyni je potieba vyndsobit matice L' a L, abychom ziskali vyslednou matici L.

o
o

1 0 0 1 0 0

L_1200_010_—210

3o le 28] s 22y
7 7

Aby platil vztah A = L - U, musi byt matice L vynasobena matici U rovna matici A.

1 -2 -1 _12 (1) 8 1 -2 -1
A=<—2 -3 2>= 3 -<0 -7 0)
3 2 3 3 -2 1/ \0 0 6

Nyni metodu LU-rozkladu ukazeme na matici 4. fadu.

1 -2 3 -1
(=1 3 0 -4
A=l 5 71 3
3 1 -2 1

Zacneme stejné, jako u predchoziho piikladu. RozepiSeme matici A pomoci nasobeni dvou

matic L' a U. Rovnou rozepiSeme prvni fadek.

1 -2 3 -1 1 0 0 O 1 -2 3 -1
A= -1 3 0 —4 1 0 O 0

2 =2 1 3 1 0 0

-3 1 -2 1 1 0

Seéteme prvni a druhy fadek a rozepiseme do obou matic.

1 -2 3 -1 1 0 0 O 1 -2 3 -1
A= -1 3 0 —4 1 0 0 0 1 3 =5

2 =2 1 3 1 0 0

-3 1 =2 1 1 0

Vynasobime prvni fadek —2 a secteme se tfetim fadkem matice. Poté vynasobime prvni

radek 3 a secteme s poslednim fadkem. Nasledné rozepiSeme, jako v pfedchozim kroku.
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1 -2 3 -1 100 0y /1 -2 3 -1
A-[-1 3 0 -4 1 00)\[f0o 1 3 -5
2 -2 1 3 1 o/lo 2 -5 5
-3 1 -2 1 1/ \o -5 7 2

Dopo¢itdme prvky pod hlavni diagonalou v matici L'.
Ay ==1=U2 " D+A-0)+(0-0) > 1" = —1
a31 :2: (1,31'1)+(l,32'0)+(1'0) _>l,31 = 2
az; =-2=U3-(-2))+(U's2- (D) +(1-2)+ (0 (-5)) -
—2=02- 2D+ U2+ A-2) > l'3,=0
gy =-3=U'41 D+ U420+ {'43-0+(0-0) > I'yy =-3
A =1= (V41" (=2))+ Ui D+ U432+ (0 (=5) > U'42=0
g3 =—2=41"3)+ U423+ U4z (=5))+0-7)> U'435=0

Dopocitané prvky doplnime do matice L'. Potfebujeme upravit matici U na horni

trojthelnikovou matici, tedy musime vynulovat prvky us, a uy,. Toho docilime tim, Ze

matici U rozepiSeme na soucin dvou matic L' - U.

1 0 00 1 -2 3 -1
-11 0 0 0 1 3 -5
2 01 0)|lo 2 -5 5
300 1t/ L\o -5 7 2
1 0 00 100 0y /1 =2 3 -1
_[-1 1 0 0 1 00 f0o 1 3 -5
01 0 1 0)'\o
3.0 0 1 1/ \o

Pro vynulovani prvkii us, a uy, vynasobime druhy fadek —2 a seéteme s tietim fadkem.

Poté vynasobime druhy fadek 5 a secteme s poslednim fadkem a doplnime do matice.

1 -2 3 -1 1 0 0 O 1 -2 3 -1
0 1 3 =5 1 0 0 0 1 3 =5
0 2 -5 5 1 0 0 0 -11 15
0 -5 7 2 1 0 0 22 =27

Opét je potieba dopoéitat prvky tentokrat matice L''. Postupujeme stejné jako v pfedchozim
kroku.

ay =0=({";-D+@1-0)+(0-0)>1";=0
a3, =0=("3;"D+"3,-00+(1-0)>1"3;=0
a3, =2=(1"31"(=2))+(I"3,- (D) +(@-0)+(0-0) -
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2=02-(2N+U"5-(M))+0+0->1"5, =

g =0=("41-D+{"42°0+{"43-0)+(0:0)> "4, =0
A4, = —5= (l”41 : (—2)) + ("2 1)+ {"43-0)+(0-0) =

_5 = 0 + (l”42 - (1)) + 0 + 0 - l”42 = _5
g3 =7 = (1"40°3) + ("2 3) + (I"43 - (=11)) + (0- 22) -
7=00-3)+((-5)'3)+ ("43 - (—11)) + (0:22) > —111" 3 =22 > ["y3= -2

Dopoéitané prvky doplnime do matice L". Stale je potfeba upravit matici U na horni
trojuhelnikovou matici, tedy vynulovat prvky u,s;. Toho docilime opétovny rozepsanim

na sou¢in dvou matic L' - U.

10 00 1 -2 3 -1
01 00 0 1 3 -5
0 6 1 0 0 0 —-11 15
0 -5 -2 1 0 0 22 =27
10 00 100 0, /1 -2 3 -1
_[0o 1 o0 o0 1 00} ({0 1 3 -5
0 6 1 0 1 of/'\o 0o -11 15
0 -5 -2 1 1/ \o o

Pro vynulovani prvku u,3 je potfeba vynasobit tieti fadek 2 a secist s poslednim rfadkem.

1 -2 3 -1 1 0 0 O 1 -2 3 -1
0 1 3 =5 1 0 0 0 1 3 -5
0 0 -—-11 15 1 0 0 0 -11 15
0 O 22 =27 1 0 0 0 3

nr

Nyni naposledy dopocitame chybéjici prvky matice L'".
Ay =0=("21"D+(1:0)+(0-0)>1"; =0
azp =0=(""3"D+{"3,-0+(1:0)>1"3,=0
a3z = 0= (I""3-(=2)) + (""32- (V) + (1:0) + (0-0) >
0=(0-(=2)+"352- (1)) +0+0->1"3; =

a,, =0= (l”’41 1) + (l’”42 -0) + (l’”43 +0)+(0:0) - 1”’41 =
a4, =0 = (l'”41 ' (_2)) + ("2 D+ {"43-0)+(0-0) -

0=0+ (l”,32 ) (1)) +04+0- l,”42 =

g3 =22=(""41-3)+{"42-3) + (l”43 ' (—11)) +(0-0) -
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22=(0-3)+(0-3)+ (I"45- (1)) + (0-0) > —111" 3 =22 > I" 3= =2

Nyni je potieba vyndsobit matice L', L' a L'", abychom ziskali vyslednou matici L.

1 0 0 O 1 0 0 0 1 0 0 O 1 0 0 0
.=(—-1 1 00 0 1 0 0 01 0O }|_(-11 0O
0 1 0 0 6 1 O 0 0 1 O 2 6 1 0

-3 0 0 1 0 -5 -2 1 0 0 -2 1 -3 -5 0 1

Aby platil vztah A = L - U, musi byt matice L vynasobena s matici U rovna matici A.

To plati, takze mame rozklad zadané matice.

1 -2 3 -1 1 0 00y /1 -2 3 -1
a-[-1 3 o —4)_[-11 00} [0 1 3 -5
2 -2 1 3 2 6 1 0f\0 0 -11 15
3 1 -2 1 3 -5 0 1/ \0o 0 0 3

1.3.8 FROBENIOVA VETA
Na pouziti Frobeniovy véty je potfeba urc¢it hodnost matice. Hodnotu h nazyvame hodnosti

matice A a zapisujeme h(A) = k.

Z definice vime, ze soustava A% = b je tesitelna prave, kdyz h(A) = h(AlB). Hodnost
matice musi byt stejna jako hodnost matice rozsifené. Nyni potfebujeme porovnat hodnost
matice s po¢tem neznamych. Pocet neznamych v tomto pfipadé zna¢ime jako n. Mohou

nastat tfi pfipady.
e Pocet neznamych je stejny jako hodnost matice A.
h(A) = h(A|b) Ah(A) =n
Soustava ma prave jedno feSeni.
e Pocet neznamych je vétsi nez hodnost matice A.
h(A) = h(Alb) Ah(A) <n

Soustava ma nekone¢né mnoho feSeni s tim, ze n — h(A) neznamych lze libovolné zvolit

a ostatni jednoznacné vyjadrit v zavislosti na zvolenych neznamych.
e Pocet nezndmych je mensi nez hodnost matice A.
h(A) = h(A|b) Ah(A) >n
Soustava rovnic nema feseni (L. Motl, 2002).

Nazorné ukaZzeme na soustaveé rovnic, kterou vytesime Frobeniovou vétou.
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—X1 + 4‘X3 = 1,
le + xZ + 11x3 = 2,
6X1 - xz + SX3 = 2
Rovnice sepiSeme do rozSifené matice a za pouziti elementarnich uprav ziskame
trojuhelnikovy tvar matice. Prvni fadek vynasobime multiplikitorem m2; = 2 a pficteme
k druhému. Poté prvni fadek vynidsobime ¢&islem m3; = 3 a pficteme k tietimu fadku.

Pokrac¢ujeme Vv upravach. Druhy tadek secteme s tietim fadkem. Dostaneme matici

1 -1 0 4 1
2|—-1 0 1 19 4
2 0 -1 29 12

Hodnost matice i hodnost rozsifené matice je stejna h(A) = h(A|b) = 3. Pocet neznamych

V trojuhelnikovém tvaru.

-1 0 4
2 1 11

6 -1 5

1 -1 0 4
4)1-( 0 1 19

8 0 0 48

n = 3. Nastava prvni ptipad, kdy je hodnost matice rovna po¢tu nezndmych a soustava

rovnic ma prave jedno fesent.

1
48x3=12—>x3=Z

-3
x2=4—19x3—>x2=T
x1=—1+4x3>x;, =0

L, . -3 1
ReSenim soustavy je x; = 0, x, = - ax3 =7

Vyzkousejme dal$i soustavu rovnic a opét ji feSime pomoci Frobeniovy véty.

3x1 + 5x2 + x3 = 10,
—le - 3x2 + 2X3 = _10,
X1 + Xy — 5X3 = 10.
Rovnice sepiseme do rozsifené matice a aplikujeme elementarni upravy Kk ziskani

trojuhelnikového tvaru matice. V tomto piipadé nejprve prohodime potadi fadki a poté

postupné nasobime fadky multiplikatory m9; = 2, m3, = —3.
3 5 1 ]10 1 1 —-5]10 1 1 -=5] 10
-2 -3 2 |-10|-»>{-2 -3 2 |-10|—->{0 -1 -8 10
1 1 5110 3 5 1110 0 2 161 =20

Vidime, Ze posledni fadek je dvojndsobek piedchoziho fadku a dle pravidel o linearné

zavislych tadcich posledni fadek Skrtneme.

1 1 -5]10
0 -1 of10 )3 2 1)
0 2 16 1-20
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Hodnost matice i hodnost rozsifené matice je stejna h(A) = h(A|b) = 2. Pocet neznamych
n = 3. Nastava druhy ptipad, kdy je hodnost matice mensi, nez pocet neznamych a soustava
rovnic ma nekonec¢né mnoho feseni. V takovém piipadé, si mtizeme zvolit jednu neznamou
jako parametr t € R a pomoci parametru vyjadfit zbylé dvé neznamé.

X3 =t

x2:_10_8X3_) x2=—10—8t
Xy =10 —x, + 5x3 - x; =20 + 13t

Resenim soustavy rovnic je x; = 20 + 13t, x, = =10 —8tax; = tprot € R,

Nyni pomoci Frobeniovy véty vyfesime posledni soustavu rovnic, kde mame Ctyfi rovnice
a pet nezndmych.
X1 +Xx, +x3+x4+x5=7,
3x1 + 2x5 + X3 + x4 + 3x5 = =2,

Xy + 2x3 + 2x4 + 6x5 = 23,
5x1 + 4x, + 3x3 + 3x4 — x5 = 10.

Rovnice opét prepiSeme do rozsifené matice a pouzijeme elementarni Gpravy. V tomto

piipadé ndsobime fadky multiplikatory m9; = —3, m$; = —5 a seéteme s prvni rovnici.
111 1 17 1 1 1 1 1)1 7
3 21 1 3|-2),(0 -1 -2 -2 0|23
0 1 2 2 6|23 0o 1 2 2 6123
5 4 3 3 -1110 0 -1 -2 -2 -6l-25

Pokracujeme sectenim druhého a tfetitho fadku a nasledné vynasobime multiplikatorem

1 _
m42 —_ _1.

1 1
0 0
0 0 0 0 60 0 0 0 0 6fO0
0 0 0 0 —-6l-2 0

Vidime, Ze hodnost matice je h(A) = 3 a hodnost rozsifené matice je h(A|b) = 4. Nastava
rozpor s podminkou na uziti Frobeniovy véty h(A) # h(A|b) a proto soustava rovnic nema

fesSeni.

1.3.9 CRAMEROVO PRAVIDLO
Necht' A = (a4]...|a,) je regularni matice fadu n a j € {1,2, ..., n}. Pak j-ta slozka vektoru

feSeni x = (x4, X3, ..., X,,) SOUStavy Ax = b je
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_det(4))
% = det(a)’

kde A; je matice, kterd vznikne z A nahrazenim j-tého sloupce vektorem b tj. (Ttima, 2022)

Aj = (a1|a2| |aj_1|b|aj+1| |an).
Pomoci Cramerova pravidla zjistime feSeni soustavy rovnic.

le + 3x2 + X3 = 4
xl + 2x2 + ZX3 = 6
5x1+x2+4x3 =21
Soustavu rovnic pfepiSeme na matici, spo¢itame jednotlivé determinanty (A4, A;,A4,, A3)

a nasledné vypocitame feSeni soustavy rovnic.

2 3 1
det(d)= |1 2 2|=16+30+1-10-4-12=21
5 1 4
4 3 1
det(A) = |6 2 2|=32+126+6—-42-8-72=42
21 1 4
2 4 1
det(4,) = |1 6 2|=48+21+40-30-84—16=—-21
5 21 4
2 3 4
det(A;) = [1 2 6|=84+90+4—40-12—63 =63
5 1 21
2_
1757
X2 =57
63 _,
3757

Cramerovo pravidlo vyuzivame i v piikladech, kdy chceme vypocitat jen konkrétni

neznamou. UkaZeme to na piikladu, kdy budeme chtit vypocitat druhou slozku feSeni

soustavy.

le + ZXZ - 3X3 = —4‘ 5 2 —3 —4
2x1 + 5x, +x3 = 22 (2 5 1 22)

—3x; +x, — 2x3 = —10 -3 1 -=21-10

Spocitame determinant matice A pomoci Sarrusovo pravidla.
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5 2 -3
2 5 1|=55-(-2)+2-1-(-3)+(-3):2:1-(-3):5-(-3)—1-1-5
-3 1 =2

—(-2)-2-2=-50-6-6—-45-5+8=-104

Ove¢tili jsme, ze je matice regularni a mizeme pouzit Cramerovo pravidlo. Nyni spocitdme

determinant matice A,.

5 -4 =3
2 22 1
-3 —-10 -2

= 5:22(=2)+2-(=10) - (=3) + (=3) - (=4) - 1 — (=3) - 22 (-3)
—1:(=10)-5—(=2)-(—4)-2 = —220+ 60+ 12 — 198 + 50 — 16

= —312
Druha slozka feSeni je x, = 81z _
—-104
1.3.10 RESENi SOUSTAV NA ZAKLADNI SKOLE

JelikoZz u¢im na zakladni Skole v Plzni, naskytla se mi moZnost zadat zZakiim devatého
ro¢niku dvé soustavy rovnic o dvou neznamych. Jejich ukolem bylo soustavu vyftesit
a nasledné ob¢ rovnice znazornit do pravouhlé soustavy soufadnic spolu s pruseciky os.
Zadan¢ soustavy byly tyto:
3x +2y =12 3 x—3y=-2
2x—y=1 2x + 6y = —4
Obe¢ soustavy fesili zaci nejprve v ruce na papir a poté v programu GeoGebra. Vysledna
prace nékolika zaka je k nahlédnuti v ptiloze. Jednd se o Zaky, kteti jsou Sikovni, maji dobry

prospéch a Citelné pismo.

Na obrazcich €. 4, 6, 8 a 12 vidime, Ze zakreslovali grafické znadzornéni do jednoho grafu.
To je ovSem skryva nebezpeci, Ze nékteti Zaci se mohou zamotat do vyznacenych bodi a tim
ziskat chybné zobrazeni. Vybranych zaki se to ov§em netyka. Na obrazku ¢. 10 udé€lal zak

dva rtizné grafy, které se zdaji byt pfehledné;si.

Na obrazcich €. 5, 7 a 11 je znatelné, Ze z4ci si vice ditvéiuji ve s¢itaci metodé, kterou pouzili
na vyfeSeni soustav. Naopak na obrazcich ¢. 9 a 13 si jsou zaci vice jisti v metodé
dosazovaci, kterou uplatnili pfi feSeni soustav rovnic. OvSem vypocet prusecikll udélal jen

jeden zak.

28



NUMERICKE METODY RESEN{ SOUSTAVY LINEARNICH ROVNIC

V dalSich obrazcich mame moznost shlédnout praci zaka v programu GeoGebra. | zde se

jednalo o Sikovné zaky, ktefi si nejprve upravili rovnici do smérnicového tvaru piimky.

1.4 NUMERICKE METODY RESENi SOUSTAVY LINEARNICH ROVNIC

V pedagogické praxi se miizeme setkavame S naronymi ulohami na ur¢eni feSeni soustavy
rovnic. Pfevazné se jednd o soustavy velmi rozséhlé, které vypocetni technika dokaze vyiesit
Vv rozumn¢ prijatelnych Casech i s n€kolika miliony neznamych. Metody feSeni délime
na ptimé a iterani. Pfimé metody maji v konecném poctu krokl pfesné feseni, a to jen
v pripad¢€, kdy nedochazi ve vypoctech k zaokrouhlovéani chyb. Iteraéni metody poskytuji
vysledek jen ptiblizné, coz s dobrou aproximaci je feSeni pfesné. Pocet krokl iteracni

metody je zavisly na pozadované piesnosti (L. Cermak, 2016).

Obecné neni snadné rozhodnout, jakou metodou fesit soustavy rovnic. Lze si tedy pomoci
prepsanim rovnic do matice a naslednym vybérem vhodné metody pro jejich feseni.
Soustavy rovnic tvofici matici feS§ime pfevazné ptimymi metodami, a to jsou Gaussovo
eliminani metoda, LU rozklad a dal$i. Soustavy rovnic pfepsané do fidké matice, zde

pfevazuji nulové prvky, feSime iteracnimi metodami (MoSova, 2003).

1.5 ITERACNI METODY (NEPRIME)

Itera¢ni metody, na rozdil od pfimych metod, nevedou k pfesnému feSeni po konecném,
predem daném poctu kroka. U iteracnich metod zvolime pocéateéni aproximaci feSeni
a ur¢itym postupem ji v kazdém kroku metody zlepsSime. K feSeni se pfiblizujeme postupné
a obecné ho dosdhneme az v limité. ProtoZe vypocet nelze provadét do nekonena, po jisté
dobe¢ jej ukonc¢ime. Vysledkem bude piiblizné feSeni soustavy. Iteraéni metody — Jacobiho
a Gauss-Seidelova jsou z itera¢nich metod asi nejjednodussi. Vliv zaokrouhlovacich chyb
u Gaussovy eliminace miize byt znac¢ny, zvlast’ u nékterych typti matic. Proto se pouziva tzv.
eliminace s vybérem hlavniho prvku. Elimina¢ni metoda je velmi naro¢na z Casového
I pamét'ového hlediska. Nejlépe se hodi pro nepfili§ rozsahlé soustavy s plnou matici.
U Cramerova pravidla jednotlivé neznamé pocitame jako podily determinantti. Cramerovo
pravidlo je vhodné pouze pro velmi malé soustavy rovnic. Pomoci itera¢nich metod obvykle
najdeme pouze pfiblizné feSeni soustavy. Na zacatku zvolime pocatecni aproximaci fesent,
a tu pak opakovanym dosazovanim do itera¢nich vztahti zpfesnujeme. S vypoctem skon¢ime

obvykle tehdy, je-li norma rozdilu po sob& jdoucich aproximaci dostate¢né mala. Itera¢ni
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metody mohou divergovat (feSeni pomoci nich nemusime najit). Zda bude metoda
konvergovat, ¢i nikoli, zavisi na vlastnostech matice soustavy. U Jacobiho metody zaruci
konvergenci fadkova nebo sloupcova diagonalni dominance, u Gauss-Seidelovy metody
fadkova diagonalni dominance nebo pozitivni definitnost matice. Iteracni metody jsou
vhodné pro teSeni velkych soustav s fidkou matici koeficientli. Pro feSeni malého poctu

rovnic vhodné nejsou, tam Iépe poslouzi eliminace (S. Mika, 2000).

1.5.1 JACOBIHO METODA

Pro odvozeni iteraéni metody potfebujeme obecnou soustavu rovnic a postupujeme tak, ze

Z i-té rovnice soustavy

a11x1 + a12x2 + -+ alnxn == b1
az1X1 + Ar2Xo + -4+ aann = bz

An1Xy + ApaXy + -+ App Xy = by

vyjadiime i-tou nezndmou. Rozepiseme si rovnice v (k + 1)-nim kroku, kde k = 0,1, 2, ...

do nasledujicich tvart, kterym fikame iteraéni rovnice

1
k+1 k k k
xi ) = — (b1 — a12x§ ) — a13x3(, ) alnxr(l )):
aqq
1
k+1 k k k
xé ) = _(bz - a21x£ ) - a23x§ ) aznxr(l )).
az;
) :
k+1 k k k
xr(l ) = a (bn - an1x§ ) anzxg S an,n—lxr(l_)1)-
nn

Pokud sepiseme koeficienty do matice a pravé strany do vektord, vznikne nam

0 _Gz ,, _Lm
/ a1 a1 ﬂ
_ Q21 0 _%n aiq
H] = f122 ) az2 a g;= b: )

: : . . n
a a :

—Znt _rn2 0 ann
ann ann

kde H; nazyvame iterani matici a g; je vektor pravych stran. Pro zobecnéni iteracnich

rovnic miizeme pouzit zapis
2(k+1) — g 2(k) 4 3
20D = g0 + g,
ktery nazveme Jacobiovo itera¢ni formuli.

Dale zminime D = diag (a1, 22, -, Ann),
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0 0 0 0 0 a; ... Aipn-1 An
a,; O 0 0 0 O azn-1 d2n
M = az; Qs 0 0 ,N = .
0 0 0 An-1n
An1 Qnz - Qpn-1 0/ 0 0 .. O 0 /

Z definice vime, ze ¢tvercovou matici A fadu n, lze rozepsat na soucet tii matic A = M +

IR
D + N. Kdyz soucet dosadime do AX = b a upravime, ziskdme obecné vyjadieni iteracni

rovnice Jacobiho metody
20D = —_p=1(M + N)x® + Db, k=0,1,2, ..
Dale vidime, ze pro itera¢ni matici a vektor pravych stran plati nasledujici vztahy.

H =-D"Y(M+N), g,=D"'b

Ne vzdy musime najit feSeni Jacobiho metody. KdyZ feSeni nenajdeme, metoda diverguje.

Aby metoda konvergovala, musi platit dvé tvrzeni.
e Nutna a postacujici podminka konvergence

Pro libovolné § a libovolnou pocateéni aproximaci x*@, konverguje iterace

¥+ = gx®) 4+ G pravé tehdy, kdyZ je splnéna podminka rovnosti maximalniho poétu

vlastnich ¢isel itera¢ni matice a spektralni pomér itera¢ni matice p(H)=max { A;(H)}<1.
1
e Postacujici podminka konvergence

Kdyz pro libovolné ¥(®) a g konverguje posloupnost iteraci ¥tV = H¥®) + g, musi byt

splnéna nerovnost pro normu itera¢ni matice ||H||<q<1.

Duikaz obou tvrzeni je k nalezeni v dokumentu Numerické metody od pani MoSové.
(Mosova, 2003).
Jacobiovu metodu ukazeme na nasledujici soustave.
2x; +x, =5
X1+ x,+x3=2

Xy —3x3 =05

Iteracni formule pro konkrétni soustavu jsou
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e 2L (5 400)
x§k+1) _ (2 _ xik) _ xgk))’

0D %(Xik) N 5)_

Z iteracni formule mizeme sestavit iteraCni matice a vektor pravych stran.

R 5.,
\ ! 0 0
3
Zvolime si pocatecni aproximaci %0 = (0,0,0), kterou dosadime do iteracni formule
a zacneme zjistovat, jaky je vysledek zadané soustavy.
5 5
¢ = (=:2: — =
X (2' 4 3)
x® = (1,5;1,1667; —0,8333)
¥® = (1,9166; 1,333; —1,1667)
@ = (1,8333;1,25; —1,0278)
¥ = (1,875;1,1944; —1,0556)
x©) = (1,9027;1,1805; —1,0416)
7 = (1,9097; 1,1388; —1,0324)
x¥® = (1,9305;1,1226; —1,0300)

uz nyni miZeme pozorovat, Ze se hodnoty méni v rdmeci setin a tisicin. Trochu pfesko¢ime

a ukazeme si, jak vypada x %,
X0 = (1,9929;1,0140; —1,0033)

Dalsi hodnoty se méni uz v ramci tisicin a deseti tisicin, proto si mtizeme dovolit hodnoty

zaokrouhlit dle pravidel pro zaokrouhlovani. Tim dostaneme vyslednou hodnotu.
Xx=(2;1;,-1)

Coz je vysledkem nasi soustavy rovnic. Cely postup muizeme vidét na obrazku ¢. 19

v priloze, kde je vypocet pomoci Excelu.
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Jacobiovou metodou vyresime dalsi soustavu rovnic.

2x1+X3:1
3x1 - 2x2 +x3 == _2
xl_4X3=5

ZapiSeme si iterac¢ni formule, ze kterych opét vidime iterani matici a vektor pravych stran

X0 21 (1 ), 0 0 _;\
(k+1) _ 1 (k) (k) —_13 1 > _ 1 5
X, —5(2+3x1 + x5 ), Hy = > 0 R gf_(E'l'_Z)T
(k+1) _1( (%K) 1
X3 =3 (x1 — 5). 2 0 0 /

Zvolime pocateéni aproximaci ¥(%) = (0,0,0) stejnou jako v predchozim piikladé a zaéneme

zjistovat, jaky je vysledek zadané soustavy.
M = (0,5;1; —1,25)
¥® = (1,125;1,125; —1,125)
¥3) = (1,0625; 2,125; —0,9687)
¥@® = (0,9843;2,1093; —0,9843)
xG) = (0,9921; 1,9843; —1,0039)
x©) = (1,0019; 1,9863; —1,0019)

uZ nyni miZzeme pozorovat, Ze se hodnoty méni v ramci setin a tisicin. Trochu preskoc¢ime

a ukazeme, jak vypada (%,
x¥® = (0,9997;1,9997; —1,0000)

Dalsi hodnoty se méni uz v ramci tisicin a deseti tisicin, proto si mtizeme dovolit hodnoty

zaokrouhlit dle pravidel pro zaokrouhlovani. Tim dostaneme vyslednou hodnotu.
Xx=(12;-1)

Cely postup miizeme opét vidét na obrazku €. 20 v ptiloze. V obou ptikladech jsme ziskali

konvergujici posloupnost.
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1.5.2 GAUSS — SEIDELOVA METODA
Gauss-Seidelovu metodu lze povazovat za vylepSeni Jacobiovy metody. VSechny
vypocitané hodnoty okamzité pouzivame v dal$im iteraénim kroku. V (k + 1)-nim kroku

(k=0,1,2,..) obdrzime iteracni formuli

1
k+1 k Kk k
x§ ) = — (b1 — alzx§ ) - a13x§ ) alTLxT(l ));
aiq
1
k+1 k k k
xé ) = _(bz - a21x£ ) - a23x§ ) a’ZTLxT(l )),
az;
1
k+1 k k k
x,(l ) = P (bn - anle ) _ anzxé ) o an,n_lx,(l_)l).
nn

Pouzijeme stejné znaceni jako u Jacobiovy metody, a tak feSime soustavu
(M+D+N)Z=5h
Dostaneme novou itera¢ni metodu
204D = Hes2 + gis,
kde Hgs = —(M + D)™'N, g, = —(M + D) 'h

Z definice vime, Ze ¢tvercovou matici A fadu n, 1ze opét rozepsat na souéet A = M + D +

N, pak je Gauss-Seidelova metoda feSeni ur¢ena iteraénimi rovnicemi
20+ = —(M + D) INZ® + (M + D)"'b,k =0,1,2 ...

Gaussova-Seidelova metoda je rychlejsi nez Jacobiho metoda, protoze ma mensi naroky

na pamét’ pocitace (Mosova, 2003).

Vypocet Gauss — Seidelovou metodou ukazeme na nasledujici soustavé rovnic.
3X1 - 2x2 =10
x1+2x2+ZX3 =0
4-x2 + 4'X3 = _4'

SepiSeme iteracni formule

1
6D = 2 (10 + 2x(),

1 1/ 10 2
LR+ —(—x(k+1) _ Zx(k)) _ _( () _ 2x§")),

2 =3 1 3 S\ T3 T 3%
1 1 5 1 18 4
k+1) _ (k+1)\ _ (k) ®N) _ ) (k)
x?(, )—Z(—4—4x2 )—Z(—4—4-(—§—§x2 — X3 ))—Z(§+§x2 + 4x3 7).
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Iteracni matice a vektor pravych stran opét vidime z itera¢ni formule a maji nasledujici tvar

0 2 0
3
; 1 .10 52
GS — 0 § -1 rg] 3' 313)
o L
3

Zvolime si pocate¢ni aproximaci ¥(® = (1,1,1) a za¢neme zji§tovat, jaky je vysledek

zadané soustavy.
M = (4;-3;2)
x¥®?) = (1,333; -2,6666; 1,6666)
x3) = (1,5555; —2,4444; 1,4444)
@ = (1,7037; —2,2963; 1,2963)
¥ = (1,8024; —2,1975; 1,1975)
x©) = (1,8683; —2,1316; 1,1316)
7 = (1,9122; —2,0877;1,0877)
x¥® = (1,9414; -2,0585;1,0585)

uZ nyni miZzeme pozorovat, zZe se hodnoty méni v radmeci setin. Trochu pfesko¢ime a ukaZzeme

si, jak vypada ¥(19).
¥(19 = (1,9993; —2,0006; 1,0006)

Dalsi hodnoty se méni uz vramci deseti tisicin, proto si mizeme dovolit hodnoty

zaokrouhlit. Tim dostaneme vysledny vektor
x=(02;-2;1).

Kdybychom algoritmus nezastavili dfive, tak ¥*?) by odpovidalo piesné nagemu vysledku,

ke kterému jsme dosli zaokrouhlenim. To vidime na obrazku ¢. 21 v ptiloze.
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2 DALSi MOZNOSTI RESENI
Je-li matice A regularni, pak existuje jeji inverzni matice A~1. Inverzni matici ke ¢tvercové
matici A nazyvame matici stejného typu, pro kterou plati, Ze po vynasobeni s matici A

vznikne jednotkova matice E.

Transponovana matice A™ k matici 4, je takova matice, kde plati a;; = ajTi .Prvek na pozici
i-tého fadku a j-tého sloupecku v transponované matici bude mit pozici j-tého fadku a i-té€ho

sloupecku.

Pro kazdou regularni matici A existuje prave jedna jeji matice inverzni. Pro nalezeni inverzni

matice, lze pouzit dva zpusoby — pomoci adjungované matice nebo pies elimina¢ni postup.

e Pomoci adjungované matice
Pro libovolnou ¢tvercovou matici alespon 2.fadu A=(aj;) ozna¢me dopl A matici tvofenou
algebraickymi dopliiky jednotlivych prvki a;; v matici A.
dopl A = (4;)
Matici adjungovanou k matici A (znaCime adj A) nazyvame transponovanou matici

doplnka. Je-li A regularni matice, pak

A= (adjA
detA (adj A).

e Pomoci elimina¢niho postupu

K zadané matici A hledame matici X, aby platilo A - X = E. Matice E je jednotkova matice,
ktera ma na hlavni diagonéle jednicky a mimo hlavni diagonalu mé4 samé nuly. Pro kaZzdou
regularni matici A vedou elimina¢ni tpravy (A|E) K ziskani matice inverzni A~1. Z toho

vyplyva, Ze sou¢in matice a jeji inverzni matice je roven jednotkové matici
AL A=A-A"1=E
(Klufova, 2011).

Na nasledujici matici si ukazeme ob¢& metody pro ziskani inverzni matice.

r=G )
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Zacneme pomoci adjungované matice. Potfebujeme si urcit determinant matice A, ktery
vypocitame z matice, a dale potfebujeme transponovanou matici algebraickych dopliki.

Po vynasobeni ziskavame inverzni matici k matici A.

1 1
2

-1 1 _ 1 _
A_lz(zlr 2) :F(A)'(—i} 13):—_6'(—64 13): 21
3

6
Nyni pouzijeme metodu elimina¢niho postupu na stejnou matici. Postupujeme tak, ze si
za zadanou matici pripiSeme matici jednotkovou. Za¢neme Upravou prvni matice na horni

trojuihelnikovou matici a pokracujeme upravami, tak aby prvni matice méla tvar jednotkové

matice. Ziskame tim inverzni matici.

0 1

1
T A I B ) R R P I Y P

-1

2
1
6

wI N

Uvazujme soustavu linearnich rovnic Ax” = b”. Pro ziskani hledaného feseni, Ize celou
rovnici vynasobit zleva a ziskame xT = A™! - bT. Pokud nechceme ové&fovat regularnost
matice A pted vypoctem feSeni, 1ze se pokusit nalézt inverzni matici. Pokud béhem vypoctu

bude néktery fadek nulovy, je matice singularni a neexistuje k ni matice inverzni.

ZkouSime najit feSeni soustavy rovnic na nasledujicim ptikladé.

x1 + 2x2 + 2x3 = _1
2X1 — Xy — X3 =8
3X1 - 3X2 - X3 =13

Soustavu si pfepiseme do matice a uréime inverzni matici A™1.

1 2 0
TN
3 -3 -1 3 9 1

10 10 2

Dosadime do rovnice pro vypocet vektoru feSeni s inverzni matici a vektorem pravych

hodnot. Vynasobime a ziskdme feSeni soustavy.

¥=A"b
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o|+—\U1IH
_
o|\1U'l|l\)

=
Il
= [N
o|°"
|
|©
N =
\

3
s \(357¢0)+
Resenim soustavy rovnic je vektor ¥ = (3; —1; —1).

Postup vyzkousime na dal$im ptiklad€ soustavy rovnic, kde se po nds chce vypocitat feseni.

X1 — 2X; —2x3 + x4 = —3

2x1 —4x, +3x3 —2x4 =5

—X1+ 2xy, +x3 — 2x4 = 3
3x, — 5x3 +3x4 = —2

Piepiseme rovnice do matice A a ur¢ime k ni inverzni matici.

6 25 1 2
11 33 33 3
1 -2 -2 1 5 8 11
2 —4 3 =2 +_{ 11 33 33 3
A=1Zy o 1 3|24 =1 ¢ 71 [
0 3 -5 3 11 11 11
5 1 7
- —— -0
11 11 11

Spocitame feSeni soustavy rovnic pomoci vyndsobeni inverzni matice a vektoru pravych

stran.
6 25 2
11 33 33 3
5 8 1 1 -3 4
P 11 33 33 3 5 | _|[ 2
6 1 4 . 3 1
11 11 11 —2 -1
5 1 7

Reseni soustavy rovnic je ¥ = (4;2; 1; —1).
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V mé bakalatské praci jsem se v€novala metodam feSeni soustav rovnic. Sepsala jsem
metody podle rozdéleni, a t0 na pfimé a nepfimé. Mezi pifimé¢ metody patii scitaci,
dosazovaci, srovnavaci a grafickd metoda, které se uci zaci jiz na zékladni skole. Déale mezi
pfimé metody patii Gaussova elimina¢ni metoda, Cramerovo pravidlo a Frobeniova véta, se
kterymi se seznami zaci na sttednich Skolach a gymnaziich. Do stejné skupiny patii i metoda

LU-rozkladu, se kterou se zaci setkavaji jen v matematicky zaméfenych stiednich skolach.

Mezi neptimé metody patii Jacobiho metoda a Gauss — Seidelova metoda, které pracuji
S aproximaci a postupnym upiesiiovanim feSeni. S t€émito metodami se zaci zakladnich ani
sttednich Skol nesetkaji. Jde o metody, které pfi pocitani na papir jsou velmi zdlouhavé.

Naopak pfii vyuziti programl, jako tieba Excel, je zjisténi feSeni velmi rychlé.

Mezi metody FeSeni soustav linearnich rovnic je potieba zminit i metodu Monte Carlo, ktera
vyuziva teorii pravdépodobnosti a matematické statistiky. Tuto metodu ve své praci nemam.
Je to z toho dlivodu, ze metoda je velice komplexni a nejvhodnéjsi by bylo vénovat ji celou
préaci, coz bohuZel nebylo mozné. Dalsi divod je, Ze s metodou Monte Carlo se Zaci

zakladnich ani stfednich kol nesetkaji.

Dale vpraci zminuji zkuSenosti zakt zakladni Skoly s metodami feSeni soustav.
Nejpouzivangj§imi metodami jsou s¢itaci a dosazovaci metoda. Béhem mé praxe se mi

nejvice osvédcilo, Ze kazdy Zak vyuziva metodu, ve které se citi jisté a rozumi ji.
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RESUME

Prace se vénuje jednotlivym metodam feSeni soustav linearnich rovnic. Vysvétluje rozdéleni
Na zakladnich $kolach se vyucuje scitaci, dosazovaci, srovnavaci, graficka metoda.
S dalsimi metodami se studenti setkdvaji na stfedni $kole, kde se nauc¢i Gaussovo elimina¢ni
metodu, Frobeniovu vétu a Cramerovo pravidlo. S nepfimymi metodami se zaci na zakladni
a stfedni Skole nesetkaji. V praci jsou i ukazky z testu, ktery psali zaci zakladni Skoly.
Z vysledki je patrné, ze zaci vyuzivaji prevazné metodu scitaci a dosazovaci. Metodu

grafickou vyuzivaji jen, kdyz to ucitel vyzaduje.

Resume

The work is devoted to individual methods of solving systems of linear equations. It explains
the division of methods, each method is described and shown on simpler and more complex
examples. In elementary schools, addition, substitution, comparison, and graphic methods
are taught. Students encounter other methods in high school, where they learn the Gaussian
elimination method, Frobenian theorem, and Cramer's rule. Students do not encounter
indirect methods in primary and secondary school. The work also includes samples from
a test written by elementary school students. The results show that the students mainly use
the addition and substitution method. They use the graphic method only when the teacher

requires it.
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