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SEZNAM ZKRATEK

NSD — Nejvétsi spolecny délitel

USZ — Uplna soustava zbytk

FUSZ — Fundamentalni Gplna soustava zbytk{

RSZ — Redukovana soustava zbytkd



Uvop

to poznatky nesporné dulezité. Jde o zaklady, na kterych jsou potom stavény dalsi a dalsi
pilife matematiky. VyuZiti téchto zakonitosti muize byt ndpomocné pfri resSeni velkého
poctu problém(. Tento argument je potvrzen nespocetnym mnozstvim uloh zabyvajici se

touto tematikou v Matematickych olympiadach, Klokanovi nebo pfijimacich zkouskach.

Teorie délitelnosti jakoZzto podmnozZina teorie Cisel se ale zabyva i slozitéjSimi pfiklady, na
které jiz nenarazime na zadné zakladni ¢i stfedni Skole. Jejich dulezZitost ¢i vyuziti ale
nemusi byt o nic mensi. Nékteré z téchto prikladd jsou tak obtizné, Ze jejich vyreSeni
vyZzadovalo nejprve objevit Uplné jiné poznatky a zaloZit nové, dfive nezndmé okruhy

matematiky.

V této praci se v jednotlivych kapitoldch podivdme na nékolik problémi z teorie

délitelnosti.
Zavérecna Cast prace obsahuje také nékolik prikladd vybranych z matematickych

olympiad spolec¢né s vlastnim feSenim. Vypracované priklady slouZi jako demonstrace

vyuZiti nejraznéjsich poznatkd z oboru délitelnosti.



VELIKONOCNi PROBLEM

Na zadatek se podivame na krestansky svatek spojeny s oslavou zmrtvychvstani Jezise
Krista. Tento svatek je oblibeny predevsim u déti, a prestoZe se jedna o plvodné
naboZensky svatek, spousta lidi ho ma spise spojeny s vitanim jara. Re¢ je samozfejmé o
Velikonocich. Dalsim dlivodem, proc je tento svatek tak zajimavy, je jeho datum. Jedna se
totiz o jediny svatek v nasem kalendafti, ktery své datum méni. Jelikoz existuje nékolik
raznych ndbozZenstvi a kazdé slavi Velikonoce podle svych tradic, o to vic se muze
konkrétni datum lisit. JelikoZ se ale jedna hlavné o kfestansky svatek, budeme vychazet z
krestanské tradice. Podle ni pfipada datum velikonocni nedéle na prvni nedéli po prvnim
jarnim uUplniku. Takto se mizZe tedy urceni data oslav zdat jako velmi prosté. Presto byl ve
stftedovéku na univerzitach vyclenén predmét, ve kterém se ucenci ucili metodé, jejimz
cilem bylo spocitat presné datum Velikonoc. Proc je tedy tento vypocet tak obtizny a jak

to vse souvisi s teorii délitelnosti?
JULIANSKY KALENDAR

Pro prvni odpovéd se musime vratit do minulosti. Nachazime se v dobé Julia Caesara v
prvnim stoleti prfed nasSim letopoétem. V platnost pravé prichdzi novy systém urcujici
strukturu roku, ktery se bude pozdéji nazyvat julidnsky kalendar. Jedna se o druh
soldrniho kalendare. To znamena3, Ze se fidi dobou, za kterou obéhne zemé slunce. Cely
rok v ném tedy trva 365 dni, coz je stejny pocet, na ktery jsme zvykli i dnes. Soldrni rok ale
ve skute¢nosti netrva 365 dni, ale pfiblizné 365 a ctvrt dne. Proto se jednou za 4 roky
navic pridava jeden prestupny den. Vyhodou tohoto kalendare je dodrzeni spojitosti mezi
C¢tyfmi roénimi obdobimi tak, jak to zndme v soucasnosti. Jeho nevyhodou je
neslucitelnost s délkou jednotlivych mésicnich cyklG. Délky jednotlivych mésicl jsou tedy
dany pouze dohodou. Vratme se zpét k Velikonocim. Pokud chceme spoditat presné
datum velikono¢ni nedéle, stadi zjistit datum a den prvniho jarniho Upliiku. V pfipadé, ze
by Uplnék pfipadnul na nedéli, pak se budou Velikonoce slavit az nasledujici nedéli. V
historii se pro zjisténi presného dne prvniho jarniho Upliku vyuzivalo raznych cykld. Jejich
vyhoda spocivala v opakovani se urcité skutecnosti, a tak zacala platit po jejich uplynuti

stejnd pravidla opét od zacatku.

Jedna z metod vyuzivala tzv. Metonova cyklu. Ten trval 19 let a po jeho uplynuti



pfipadnou mésicni faze opét na stejné dny v roce. Pokud bychom ale chtéli dosahnout
vétsi presnosti kvilli vyskytu prestupnych dnl, musime zfetézit nékolik téchto cykll za
sebe. Kallipplv cyklus vznikl slozenim 4 Metonovych cyklG. Trval tedy 76 let, a jelikoz je
Cislo 76 délitelné ¢tyrmi, je pocet prestupnych dni vidy 19. U Metonova cyklu to mohly
byt celkem 4, ale také 5 prestupnych dn(. Nejpresnéjsim byl pak Hipparch(v cyklus, ktery
se skladal ze 4 Kallippovych cykld a jednoho odecteného dne. Pocitat Velikonoce podle
tohoto cyklu znamena, Ze musime provést opravu data pouze o jeden den kazdych 304
let. Dal$i metoda vyuzivala napf. slune¢niho kruhu, coz je cyklus dlouhy 28 let. Po jeho

uplynuti se za¢nou opakovat dny v tydnu pro urcité datum.
GREGORIANSKY KALENDAR

Pfesuneme se o nékolik stoleti vpred. Za ten obrovsky pocet uplynulych let se nedalo
nevSimnout narUstajici nepresnosti Julianského kalendare. Napf. jarni rovnodennost se
oficidlné odchylila od data 21. bfezna o celych 10 dni. VySe zminény MetonUv cyklus se
také zacal lisit od reality, a to 0 4 dny. Proto byl roku 1582 zaveden Gregoriansky kalendar
pojmenovany podle papeZe Rehofe Xlll.. Dolo ke korekci viech prestupnych dnd,
vyrovnani fazi Mésice a byl preveden pocet dni nékterych mésicl. Podoba tohoto nového
kalendare pretrvava az dodnes, nebot je to pfesné ten kalendar, podle kterého se kazdy
rok fidime. DalSim opravnym aspektem je vypousténi prestupného roku trikrat za 400 let,
pficemz v roce 2000 zrovna vypustén nebyl. Znamena to tedy, Ze roku 2100 nebude
prestupny rok. S novymi zménami se zménil i pfistup k vypoctu presného data Velikonoc.
Byla zavedena veli¢ina s ndzvem epakta, ktera reprezentuje stari Mésice na zacatku roku.
Pomalu se ale dostdvame k osobé, kterd vytvorila metodu, jejiz proménné zaloZzené na
délitelnosti se daji zapsat Sikovné do tabulek. S jeji pomoci mlze kazdy ¢lovék spocitat
datum Velikonoc bez nutnosti chapat jednotlivé astronomické cykly. Staéi se v této

tabulce spravné orientovat. Touto osobou byl Carl Friedrich Gauss.
CARL FRIEDRICH GAUSS

Carl Friedrich Gauss se narodil v Némecku roku 1777. Jeho matematického nadani si vSiml
ve Skole jeho ucitel. Jeho obrovskou prednosti byla schopnost neskutec¢né rychlych
vypoctu, které provadél z hlavy. Nejednalo se ale pouze o jednoduché vypocty, ale jeho

mysl zvladala i slozZitéjsi kalkulace. Prestoze byli jeho rodici spiSe chudi, jeho matka a



ucitelé ho doporucili vévodovi z Brunsviku. Ten mu poskytl potfebné finance na dalsi
studium. Diky tomu se dostal na univerzitu v Goéttingenu v roce 1795. Zpocatku se zabyval
hodné geometrii mnohouhelnikd. Vénoval se ale i teorii Cisel, aritmetice, polynomim, a
dokonce i astronomii. Z jeho ranych praci v teorii délitelnosti lze napfiklad uvést

aritmetiku zbytkovych tfid a také velikono¢ni algoritmus.

Jeden z problém(, které Gausse trapily, byla neznalost presného dne narozeni. Jeho
rodice si totiz pfesny den nepamatovali. Jeho matka ale védéla, Ze se narodil 8 dni pred
svatkem Nanebevstoupeni Pané roku 1777. O tomto svatku vime, Ze se kona vidy ve
Ctvrtek, 40 dni po velikonocni soboté. Potfeboval tedy zjistit pfesny den, kdy se ten rok
konaly Velikonoce. Potom uz by byl jednoduse schopen dopoditat datum svého narozeni.
Problém vyresil jiz ve svych osmnacti letech, a pozdéji v roce 1800 svUj algoritmus pro
vypocet velikono¢ni nedéle verejné publikoval. Zjistil, Ze velikono¢ni nedéle v roce 1777
nastala 30. brfezna. Svatek Nanebevstoupeni tedy pfipadl na 8. kvétna, a tak se Gauss

narodil 30. dubna.
ALGORITMUS

Nesmirnou vyhodou Gaussova algoritmu je absence pomocnych veli¢in. Nepotfebujeme
znat ani epaktu, nedélni pismeno, nebo zlaté Cislo, coz byly veliCiny, které se kdysi
pouzivaly, ale pouze rok a specidlni parametry. Nejdfive se podivdme na tento algoritmus

obecné a potom postup aplikujeme pro vypocet konkrétniho data Velikonoc.

Oznacme si rok proménnou R. Do naseho vypoctu budou vstupovat celkem t¥i cykly.
Prvnim z nich je devatendactilety Metonuv cyklus. Druhym je ¢tyflety cyklus, ve kterém se
do kalendare vklada prestupny rok. Poslednim cyklem je doba sedmi let, vime totiZ, Ze rok
ma celkem 52 tydn( a jeden den. V pfipadé, Ze by nebyl zahrnut prestupny rok, zacaly by
se po téchto sedmi letech opét opakovat jednotlivé dny v tydnu prifazené ke konkrétnimu
datu. VyuZijeme tedy funkci modulo, ktera ndm vraci zbytek po déleni pfirozenym cislem.
Vypocitdme si tfi proménné a, b, c € N.
¢ a=Rmod19=ac€(0,18)

e b=Rmod4=>be(0,3)

e c=Rmod7=ce(0,6)



Ted se podivame na datum prvniho jarniho Upliiku. Ten mize byt nejdfive 21. brezna.
Velikonocni nedéle muze byt tedy nejdfive 22. bfezna. Napred tedy musime spocitat
datum prvniho Upliku. Toto datum si oznaéme d. Zacinat budeme od ¢isla 21. To budeme
nasledné zvétSovat o hodnotu M, ktera souvisi s poctem dni v Metonové cyklu. Pro
julidansky kalendaf je hodnota M v case konstantni, konkrétné 15. Od doby zavedeni
gregorianského kalendare ale dochazi k upravé hodnoty M, kterd se nyni méni v Case.
Konkrétni hodnoty M pro jednotlivé roky si ukdZzeme pozdéji. Vratme se zpét k proménné
d. Pokud by proménna d vzrostla nad 30, musime ji o 30 snizit, nebudeme se poté

nachdzet v bfeznu, ale v dubnu. Konkrétni hodnota d je dana nasledujicim vztahem:
e d=(19a+ M) mod 30

Dostavame se k posledni proménné, kterou budeme potiebovat. Nazveme ji e. Hodnota
je spjata se sedmiletym cyklem, ve kterém by se opakovaly jednotlivé dny ke konkrétnimu
datu, pokud bychom nepfidavali pfestupny den. Pro julidnsky kalendar bude e vZdy rovno
6. Po gregorianské reformé se ale hodnoty e také méni v case, konkrétné od O do 6.
Konkrétni hodnotu pro jednotlivé roky si ukdZzeme pozdéji v tabulce. Gaussliv vzorec pro e

vypada nasledovné:
e e=(2b+4c+6d+N)mod7
Ted uZ jen staci dopocitat vysledné datum Velikonoc, které bude zavislé na souctu d + e.

e Pokud je d + e < 10, potom pfipada velikono¢ni nedéle na datum (22 + d + e).
brezna.

e Pokudjed+e>9, potom pfipadd velikono¢ni nedéle na datum (d + e — 9). dubna.

Vzhledem k zavedené konvenci si musime dovolit zminit 2 vyjimky. Pokud ndm vyjde d =
28, snizime ho o jedna, a pokud vyjde d = 27 také ho poniZzime o jedna. Dlivodem je fakt,
Ze pokud vyjde uplnék na nedéli 18. nebo 19. dubna, podita se s nim, jako by probéhl jiz

predchozi den.

PfestoZe je dnes k vypoctu data Velikonoc oficidlné vyuZivana Liliova — Claviova metoda,
Gausslv algoritmus je s nim ekvivalentni. Velkd vyhoda Gaussova algoritmu spociva ve

snadnéjsi implementaci do pocitacového programu.
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KONKRETNI VYPOCTY

Nyni se podivdme na nékolik konkrétnich vypoctl data velikono¢ni nedéle. Abychom
mohli tyto vypocty provést, potfebujeme napred dohledat v nasledujici tabulce konkrétni

hodnoty M a N pro nas rok.

od roku do roku M N
1582 1699 22 2
1700 1799 23 3
1800 1899 23 4
1900 1999 24 5
2000 2099 24 5
2100 2199 24 6
2200 2299 25 0

(tabulka ¢. 1 — hodnoty proménnych M a N)
PRIKLAD C. 1

Na zacatek se podivdame na datum Velikonoc roku 1999, na rok, kdy jsem se narodil. Dne
14. bfezna jsem se poprvé podival na tento svét a moji otazkou zUstava, kolik dni jsem byl

stary, kdyZ jsem slavil své prvni Velikonoce?
Vychozi Cislo R je pro nds 1999. Spocitame proménné a, b, c.

e a=1999mod19=4
e b=1999mod4=3
e c=1999mod7=4

Pro tento rok budou hodnoty M = 24, N = 5. Dosadime do vzorce pro vypocet proménné

d.
e d=(19a+ M) mod 30 =100 mod 30 =10
Ted, kdyz zndme presnou hodnotu d, vypocitdame hodnotu proménné e.
e e=(2b+4c+6d+N)mod7=(6+16+60+5)mod7=87mod7=3

Soucet d + e > 10, proto nasim hledanym mésicem bude duben.
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o (d+e-9)=(3+10-9)=4
V roce 1999 se Velikonoce slavily 4. dubna. Byl jsem tedy stary presné 3 tydny.
PRIKLAD C. 2
Ted se podivdme na datum Velikonoc z opacného Uhlu pohledu. Pokusime se zjistit, v

jakém roce se slavily Velikonoce prfesné 22. brezna.

JelikoZz se jednd o prvni moZny den intervalu, ve kterém lze Velikonoce slavit, musi byt

soucetd +e =0.
Musi tedy platit nasledujici rovnice:

e (19a+M)mod30=0
e (2b+4c+N)mod7=0

Nejprve se podivame na prvni rovnici. Proménna a muize dosahovat pouze celociselnych
hodnot od 0 do 18. Po odecteni ¢isla M zjistujeme, Ze 19a mod 30 = 30 — M. Hodnoty M

mohou od roku 1582 dosahovat 22 a7 24. Reime tedy tyto 3 pfipady:

e 19amod30=8
e 19amod30=7
e 19amod30=6

Musime ovéfit tuto mnozinu nasobkd: {19 - 2; 19 - 12; 19 - 3; 19 - 13; 19 - 4; 19 - 14}.
Ovéreni provedeme dosazenim. Zjistujeme, ze podminku splfiuji nasobky 19 - 2 a 19 - 13.
Dostavame tedy dvojici a = 2, M = 22 nebo a = 13, M = 23. Budeme se tedy pohybovat
mezi roky 1582 a 1899. Diky tomu N € {2; 3; 4}.

Ted se podivame na vSechny rovnice s proménnou e podle konkrétni hodnoty N.
o (2b+4c+2)mod7=0;(2b+4c+3)mod7=0;(2b+4c+4)mod7=0
Provedeme Upravu:
o (2b+4c)mod7=5;(2b+4c)mod7=4;(2b+4c)mod7=3

O hodnotach b, c vime: b € {0; 1; 2; 3}; c € {0; 1; 2; 3; 4, 5; 6}. JelikoZz se jedna o velky
pocet kombinaci, podivame se pouze na nékolik moznosti. Zacneme s hodnotou c = 0. Ve

vysledku to tedy znamena, Ze nas hledany rok bude délitelny 7. Ted dosadime do rovnice

12



postupné vSechny hodnoty b. Pouze pro hodnotu b = 2 je jedna z rovnic pravdiva,
konkrétné prostfedni rovnice. Tim dostavame také hodnotu N = 3. MUZeme tedy zahodit
dvojicia =2, M =22, nebot N je rovné dvéma pouze v letech, kdy M = 23. Nas rok budeme

hledat pouze v intervalu od roku 1700 do roku 1799.

Dostavame se k poslednimu kroku. Potfebujeme vyresit tuto soustavu tfi rovnic o jedné

neznamé:

e Rmod19=13
e Rmod4=2
e Rmod7=0

Hleddme sudé roky, které nejsou délitelné 4, po déleni 19 davaji zbytek 13 a jsou délitelné
7 beze zbytku. Zadny takovy rok témto kritériim nevyhovuje. Budeme tedy muset v
hodnotdch b, ¢ hledat dal. Jak jiz bylo feceno, téchto moznosti spousta, pfeskocime tedy
rovnou k vyhovuijici dvojici. Zvolime ¢ =1 a z rovnice (2b + 4c) mod 7 = 3 ziskavdme b = 3.
Hodnota N se rovna 4. Interval potencidlné vyhovuijicich let pfipadd mezi roky 1800 a

1899.
Dostavame opét soustavu tfi rovnic o jedné neznamé:

e Rmod19=13
e Rmod4=1
® Rmod7=3

Konecné se dostavame k vysledku. Tuto podminku spliuje rok 1837. Znamena to tedy, Ze

v roce 1837 se slavily Velikonoce 22. btezna.
UPLATNENI VE SKOLE

Aplikace algoritmu na zakladni skole mlze byt zajimavym zpestienim hodiny matematiky.
Kazdé dité si tak mGze vypocitat datum Velikonoc pro jimi zvoleny rok. Nauci se tak

pracovat s algoritmy, ziskaji kulturni presah a aplikuji matematickou operaci modulo.

Druhy priklad uZ je sloZitéjsi. Nez na zakladni Skolu, se hodi spiSe na strfedni Skolu.
Studenti se tak v prikladu nauci vyuZivat algoritmus opacnym smérem. Dojde k rozvijeni

kritického mysleni a kompetenci k feseni problému.
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KONGRUENCE

V této kapitole se zamérime na kongruenci celych Cisel a jeji zakladni vlastnosti. Nasledné

se podivame na jeji vyuziti v praxi.

Definice 1: Mé&jme dvé celd &isla a, b. Cislo a je kongruentni s b podle modulu m, kde m je

prirozené Cislo vétsi nez 1, pravé tehdy, kdyz platim|a —b.

Tuto kongruenci znafime a = b (mod m). Pro ndzornou ukazku zapiSeme kongruenci vyraz
12:5. Vime, Ze zbytkem po déleni bude d&islo 2. Proto tedy 5|12 — 2. Tento vztah

prepiSeme do tvaru 12 = 2 (mod 5).
VLASTNOSTI

Vime, Ze pro kazdé celé cCislo m plati vztah m|0. Pokud si O prepiSeme jako a — a

dostaneme tvrzeni m|a — a. Z definice pojmu kongruence tedy plati vztah a = a (mod m).

Méjme nasledujici tvrzeni o délitelnosti celych Cisel: pokud m|a —b, potom m|b —a. Toto

tvrzeni mUZeme aplikovat i na kongruenci. Pokud a = b (mod m), potom b =a (mod m).

Méjme a = b (mod m) a také b = ¢ (mod m). ZapiSeme tyto kongruence vztahem
délitelnosti. Plati tedy m|a — b, a zaroven m|b — c . Z vlastnosti délitelnosti celych Cisel
bude také platit vztah m|(a — b) + (b —c), coZ je po Upravé ekvivalentni s vyrazem m|a — c.

Pokud tedy (a = b (mod m) A b =c(mod m)), potom a =c (mod m).
ZBYTKOVE TRIDY

Kongruence modulo m rozdéluje mnozinu celych cisel na tzv. zbytkové tfidy. Ty se
oznacuji pismenem Z,, kde celé Cislo x je konkrétni oznaceni této tfidy. Celkovy pocet
téchto ttid je presné m a index x zacind od 0 az do m — 1. Ve zbytkové tfidé Z, budou
vSechna Cisla, ktera jsou délitelnd m. V ostatnich tfidach Z,jsou potom tedy vSechna disla,

ktera ddvaji po déleni ¢islem m zbytek x.

Pro ukazku si vypiSeme zbytkové tfidy modulo 4.
Zo={..,-12,-8,-4,0,4,8,12...}
z,={.,-11,-7,-3,1,5,9, 13...}

Z,={..,-10,-6,-2, 2, 6, 10, 14...}

14



Z:={..,—9,-5,-1,3,7,11,15..}

Vybereme z kazdé této tfidy prdvé jedno Cislo a utvofime z téchto vybranych Cisel
mnozinu. Tuto mnoZinu nazveme Uplnou soustavou zbytk( podle modulu m. (dale jen

USZ). Napf. USZ modulu 4 mdze byt {8, 1, 6, =9}

Specialni mnozinu USZ = {0, 1, ..., m — 1} pak nazyvdme fundamentalni Gplnou soustavou

zbytk( (dale jen FUSZ).
OPERACE S KONGRUENCI

Méjme libovolnd celd cisla a, b, c. Ddle pfirozené ¢islo m > 1. Potom plati nasleduijici

implikace:

¢ a=b(modm)=a+c=b+c(modm)

¢ a=b(modm)=a-c=b-c(modm)
Méjme libovolna cela ¢isla a, b, c, d. Ddle celé ¢islo m > 1.

® (@=b(modm)Ac

d (mod m)) > a+c=b+ d(mod m) (véta o scitani
kongruenci)
¢ (a=b(mModm)Ac=d(modm))=a-c=b-d(mod m) (véta o nasobeni

kongruenci)
Vsechna tato tvrzeni plati pro 2 ale i vice kongruenci.
Pokud ve vété o nasobeni poloZzime a = ¢, b = d, dostaneme vétu o umocnéni kongruence:
a=b (mod m)=2a"=b"(mod m), kde n je prirozené Cislo
VYUZITI KONGRUENCE

Jednim z vyuziti kongruence je pocitani zbytk( po déleni u Cisel, jejichz hodnoty vysoko

presahuji limity nasich kalkulatord.

Priklad €. 1: pomoci vlastnosti kongruence celych &isel spocitejte zbytek po déleni Cisla

12 &islem 65.
Nejprve si vyjadfime nejmensi mocninu 12, kterd je vétsi nez 65 a provedeme kongruenci.

12°=144
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12% = 14 (mod 65)

Budeme pokracovat v umocnovani kongruence. Nasim cilem je se dostat umocriovanim az

na exponent 144.
12*=14% (mod 65) = 12* = 1 (mod 65)

Nyni jsme dostali jako vysledek kongruence ¢islo 1. Umocnovani pravé strany ted bude

jednoduché, nebot jakakoliv mocnina ¢isla 1 je vidy 1. Pokracujeme v umocriovani:
(12%)** = 1°*°* (mod 65) = 12 =1 (mod 65)
Cislo 12** d4va po déleni &islem 65 zbytek 1.

Pokud nemulzZeme najit takovou mocninu, pro kterou se kongruence modulo m rovna 1,
potom se pokusime rozdélit mocninu na souéet mocnin &isla 2. Napf. 312" bychom
rozloZili jako 312%**%, Poté bychom spocitali ¢tyfi rizné kongruence pro &isla 312, 3127,
312* a 3123 Tyto ¢tyfi kongruence mezi sebou pak jen vyndsobime a ziskame hledany

zbytek po déleni modulo m.

Pokud bychom chtéli vypocitat napt. zbytek, ktery dostaneme, kdyz vydélime &islo (312%
+ 120" - 95°) ¢&islem 28, rozdélime si cely pfiklad na mensi pfiklady. Vypocitdme
kongruenci modulo 28 u ¢isel 312", 120" a 95° samostatné. Vyndsobime vysledky
kongruence ¢isel 120" a 95° pfi¢teme vysledek kongruence &isla 312%°. Dostdvdme nas

hledany vysledek.

Na zdvér se jeSté podivdme na véty o kraceni. Méjme celd Cisla a, b, c. Také méjme

prirozené Cislo m vétsi nez 1. Potom plati nasledujici implikace.
e a+c=b+c(modm)=a=b(modm)

Nyni ptfiddme kromé proménnych a, b, c, m jesté vyraz D(m, c), ktery reprezentuje
nejvétsi spolecny délitel ¢isel m a c. Pokud je vyraz D(m, c) roven jedné, pak plati

nasledujici véta.
® a-c=b-c(modm)=a=b(modm)

Pokud je vyraz D(m, c) vétsi nez 1, potom muizeme zjednodusit vyraz (m:d)|(a — b)-(c:d) na

vyraz (m:d)|(a — b), proto musime predchozi vétu upravit nasledovné:

® a:-c=b-c(modm)=a=b(modm:d)
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DIOFANTICKE ROVNICE

Definice 2: Diofanticka rovnice je linearni neurcitd rovnice o dvou neznamych x, y. Tato
rovnice je dana predpisem: a - x + b - y = ¢; pficemz koeficienty a, b, c jsou cela Cisla a

zaroven a, b nesmi byt nula. Neznamé x, y, jsou téZ z mnoziny celych cisel.

Na zacatek uvazujme, Ze rovnice mad feseni x, y. Neni pro nas dulezZité, kolik tyto neznamé
presné jsou. Vime ale urcité, Ze bude existovat pfirozené Cislo D, které bude nejvétSim
spoleénym délitelem koeficienttl a, b. Cislo D tedy dé&li jako &islo a, tak i &islo b. Z toho
vyplyva vztah D|(a - x + b - y) a tim padem i D|c, nebot se musi obé strany rovnice rovnat.
Ziskali jsme nutnou podminku, aby byla rovnice fesitelna. Nejvétsi spolecny délitel ¢isel a,

b musi délit ¢islo c.

K nalezeni vSech feseni vyuzijeme pravidel kongruence, vlastnosti délitelnosti celych Cisel

a EuklidGv algoritmus. Postup si ukazeme na nasledujicim prikladu.
Ptiklad €. 2: Najdéte reSeni rovnice 16x + 7y = 2

Zacneme Euklidovym algoritmem a nalezneme NSD(16,7)

16=2-7+2
7=3-2+1
2=2-1+0

NSD(16,7) = 1

Ovérime nutnou podminku feSitelnosti. NSD(16,7) déli pravou stranu rovnice, mizZzeme
tedy uvaZovat o feSeni. Ted se pokusime postupovat zpétné v algoritmu. Vyjadiime si
posledni Cislo v algoritmu jako kombinaci cisel predeslych. DulezZité pro nas budou
nasobné koeficienty u téchto Cisel. Postup konci az bude Cislo 1 vyjadieno jako kombinace

Cisel 16 a 7.

1=1-7-3-2

Dalsi ¢islo v poradi bude 2.
2=16-2-7,aprotol=1-7-3-(16-2-7)

1=1-7-3-16+6-7=7-7-3-16
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Vime tedy, Ze s koeficienty 7 a —3 jsme schopni vytvofit Cislo 1. Pravd strana ma ale
hodnotu 2. Proto vynasobime oba koeficienty dvéma. Bude tedy platit vztah 14 -7 -6 - 16

= 2. Jednim z hledanych fesSeni je kombinace x =—6, y = 14.

Z postupu tedy plyne, Ze pro nesoudélna éisla a, b vzdy existuji cela Cisla x, y takova, ze

plativztaha-x+b-y=1

Vynasobenim jsme schopni docilit vysledku i pro jinou pravou stranu nez jedna. Pokud
ovSem existuje celé Cislo D = NSD(a, b) A D > 1, pak existuji cela Cisla x,y pro které plati

nasledujici rovnice:a-x+b-y=D.

Nyni nalezneme ostatni feseni. VyuZijeme predchozich poznatkl a budeme predpokladat,
Ze existuje jesté jiné feSeni x” a y’. Stejné jako nase prvni feSeni musi splfiovat rovnici
(a:D)-x + (b:D)-y = c:D, tak i vSechna dalsi budou tuto rovnici splfovat. Pokud bychom tedy

tyto dvé rovnice odecetli, vysledek musi byt nulovy:
(a:D) - (x=x")+(b:D) - (y—y')=0

Po Upravé rovnice ziskame parametrické vyjadreni vSech ostatnich reSeni. VSechna tato

reSeni se budou liSit o parametrt € Z:

X" =x+(b:D) -t

y =y—(a:D)-t

Pokud tedy nejsou v prikladu omezeny hodnoty x, y na mensi definiéni obor nez cela éisla,

potom je pocet feSeni nekoneény. Vysledek z naseho ptikladu zapsan parametricky bude

pak vypadat nasledovné:
X' =—6+7t
y =14 -16t

Pro t = 0 dostaneme prvotni feSeni, prot=1budex=1,y=-2,prot=2budex =8,y =

18 atd...
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LINEARNi KONGRUENCE O JEDNE NEZNAME

Definice 3: Méjme ¢isla a, b € Z, m € N, m > 1. Linearni kongruenci o jedné neznamé
oznacime rovnici ve tvaru a - x + b = 0 (mod m). Pfi¢emz Cislo a nesmi byt délitelné cislem

m.

Vratme se zpét k pojmdm fundamentélni Gplna soustava zbytk& FUSZ a Gplna soustava
zbytkd USZ. Pokud bude mit linedrni kongruence o jedné neznamé néjaké Fedeni, zajima

nas toto feSeni obsaZzené pravé v téchto dvou soustavach.

Pocet fesSeni zavisi na NSD(a, m) a také jeho vztahu k Cislu b. Vychazejme ze zakladni

rovnice linearni kongruence o jedné neznamé.
a-x+b=0(modm)

e Za predpokladu, Ze NSD(a, m) = d, d > 0 a zaroven Cislo d nedéli b, kongruence
nema Fedeni v FUSZ, a tim padem nema fe$eni ani v USZ.

® Za predpokladu, Ze NSD(a, m) = 1, potom ma kongruence pravé jedno feSeni v
FUSZ, a tim padem i jedno Fedeni v jakékoliv USZ.

e A nakonec pokud plati NSD(a, m) = d, d > 0 a zarover d|b , pak md kongruence v

FUSZ pravé d Fedeni a tim padem i Fedeni v libovolné USZ.

Vsechna feseni lze zapsat ve tvaru x = X" + (m:d)-t. Je nutné ale napred nalézt vSechna

rdznda nekongruentni feseni. Tim dosahneme omezenim hodnott=0, 1, 2, ..., d - 1.

Pro vyfesSeni lineadrni kongruence o jedné nezndmé lze vyuZit dva postupy. Metodu
tabulkového zapisu a reSeni kongruence jako rovnice, pro kterou budeme dodrZovat

pravidla kongruence.
PFiklad ¢. 3: Reste linearni kongruenci 2x + 4 = 0 (mod 8) tabulkovou metodou
NSD(2, 8) =2 A 2|4, rovnice bude mit v FUSZ tedy 2 fe3eni.

Vytvofime si tabulku o trech fadcich. V prvnim budou vSechny hodnoty, kterych muize
nabyvat proménna x. V druhém vypocitdme odpovidajici hodnotu rovnice pro dané x. V
poslednim radku provedeme operaci modulo m, a budeme zde hledat pfipad, ve kterém

je modulo m rovno nule.
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X 0 1 2 3 4 5 6 7

2x +4 4 6 8 10 12 14 16 18

2x + 4 (mod 8) 4 6 0 2 4 6 0 2

(tabulka ¢. 2 — reseni prikladu ¢. 3)

Pro hodnoty x = 2, x = 6 vychazi 2x + 4 (mod 8) = 0. V FUSZ bude mit tedy rovnice dvé

resenix; =2, %, =6.
Vsechna reSeni pak zapiSeme ve tvarux=2 +4t,t € N

Ted' vyreSime ten samy priklad, ale budeme s kongruenci pracovat jako s rovnici fidici se

pravidly kongruence.

2x+4=0(mod 8)

PrepiSeme Cislo 4 na druhou stranu rovnice.
2x =—4 (mod 8)

VyuZijeme zbytkovou tfidu, do které patfi ¢islo -4 modulo 8, a upravime pravou stranu

rovnice nasledovné:
2x =4 (mod 8)

NSD(2, 4) = 2 a zaroveri 2|8. Zkratime tedy rovnici dvéma, ale nesmime zapomenout

zkratit i (mod 8). VyuZili jsme vétu:a-c=b - c(mod m) = a = b (mod m:d).
x=2(mod 4)

Viechna feseni zapiseme ve tvaru x = 2 + 4t, t € N. K nalezeni viech fe$eni v FUSZ

dosadime za t = 0, 1 a tak dostdvdame dvé feSeni xs = 2, X = 6.
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POKROCILEJSi PROBLEMY A VZORCE

EULEROVA FUNKCE

Definice 3: Eulerova funkce ¢(m) je takova funkce, kterd nenulovému pfirozenému Ccislu
m pfifadi nenulové pfirozené Cislo x. Hodnota ¢isla x je rovna poctu vSech pfirozenych

¢isel mensich nez m, ktera jsou s Cislem m nesoudélné.

Pro predstavu napf. ¢(6) = 2 nebot podminku splfiuje mnoZina {1, 5}.
VLASTNOSTI FUNKCE

Pro vypocet této funkce budeme potfebovat znat nékolik vlastnosti.

p(1)=1
@(p) = p—1, kde p je prvoéislem

(k=1) ,

@(p")=p (p— 1), kde p je opét prvocislem, k je kladnou mocninou prvocisla p.

A W N

@(m; - my) = @(m;y) - @(m,), pokud jsou ¢isla m;, m, nesoudélna.

Pro vypocet budeme potfebovat, aby byly ¢isla m; a m, nesoudélnd. Dvojice rliznych
prvocisel bude tuto vlastnost splfiovat vzdy. Pokud tedy cislo m neni prvocislem,
provedeme jeho rozklad na prvocisla a vyuZijeme 4. vlastnosti Eulerovy funkce. Nasledné

pouzijeme 2. a 3. vlastnosti k findInimu vypoctu.
Priklad €. 4: Vypocitejte ¢(1260).

Pfepiseme Cislo 1260 jako soudin prvocisel 2*-3%-5-7
VyuZijeme 4. vlastnosti: ¢(1260) = ¢(2°) - ¢(3°) - @(5) - ¢(7)
S pomoci ostatnich vlastnosti dostdvame: ¢(1260) = 2:(2-1) - 3:(3-1) - (5-1) - (7-1)

H w N

Roznasobime cely vyraz: ¢(1260)=2-6-4 -6 =288, coz je nas hledany vysledek.
REDUKOVANA SOUSTAVA ZBYTKU

Redukovana soustava zbytkl (RSZ) podle modulu m je mnoZina pfirozenych cisel splfujici

dvé vlastnosti:

e Vsechna ¢isla mnozZiny jsou spolu nekongruentni podle modulu m

e Vsechna ¢isla mnoziny jsou také zaroven nesoudélna s modulem m

Z vlastnosti vyplyva, Ze pocet Cisel mnoziny RSZ bude ptfimo odpovidat hodnoté Eulerovy
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funkce.

Méjme mnotZzinu cisel M = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8}. Upravime mnoZinu tak, aby splfiovala
vlastnosti redukované soustavy zbytkd modulo 6. Naptred odstranime vSechna soudélna
¢isla s modulem 6. Mnozina M tedy bude vypadat takto: {1, 5, 7}. Ted odstranime vSechna
kongruentni Cisla. V mnoziné tedy zlstanou pouze Cisla 1 a 5. Jak jsme jiz zjistili ¢(6) = 2,

coz odpovida i poctu prvk( v redukované mnoziné M.

Pokud vynasobime vSechny prvky RSZ ptirozenym Cislem a, které je nesoudélné s

modulem m, nové vznikla mnozina bude také RSZ.

Vynasobime Sesti mnozinu M = {1, 5}, dostdvdme novou mnoZinu M’ = {11, 55}. 11 =5
(mod 6). 55 = 1 (mod 6). Vidime, Ze novd mnoZina je plné kongruentni s pavodni

mnoZzinou. Proto i mnoZina M’ je RSZ podle modulu 6.
EULEROVA VETA

Oznacime si prvky mnoziny RSZ jako xi, X, ..., Xem). Pokud viechny prvky vyndasobime

¢islem a nesoudélnym s modulem m, dostaneme soustavu kongruenci:
A X1=X;a X=X} e ;@ Xg(m) = Xgm) (mMod m)

Vyndsobime vSechny kongruence a dostavame rovnici:

a”™. X1+ Xyt e Xp(m) EX1” X2 e Xy (Mod M)

V kongruenci modulo m jsou souciny carkovanych a necdrkovanych cisel x totozné.
Nahradime je tedy &islem c. Dostavame vyraz a?™ - ¢ = ¢ (mod m). ProtoZe jsou &isla ¢, m
nesoudéInd, zjednodusime cely vyraz: a*™ = 1 (mod m). Tato odvozena kongruence se

oznacuje jako Eulerova véta.

Definice 4: Jestlize je Cislo a nesoudélné s modulem m, potom plati ndsledujici

kongruence:
a“™ =1 (mod m), kde ¢@(m) je Eulerovou funkci.
MALA VETA FERMATOVA

Mald véta Fermatova vychazi z Eulerovy véty a*™ = 1 (mod m), pokud za &islo m

dosadime prvodislo.

22



Definice 5: Méjme prvocislo p, které zaroven nedéli Cislo a. Pak plati nasledujici

kongruence:
a"'=1 (mod p)
FUNKCE 6(N) A o(N)

Definice 6: @(n) je funkce, kterd pfirozenému Cislu n pfifadi pocet vSech pfirozenych
délitela cisla n.
Pro ukdzku si vypiSeme vSechny délitele ¢isla 20. Témi jsou ¢&isla 1, 2, 4, 5, 10 a 20, coz

dava celkovy pocet Sesti Cisel. Dostavame tedy @(20) = 6.

Definice 7: o(n) je funkce, ktera pro pfirozené Cislo n vraci pfirozené Cislo, které udava

soucet vsech déliteld cisla n.

Spocitame o(20). VSechny délitele Cisla 20 jsme si iz vypsali. Provedeme jejich soucet. 1 +

2+4+5+10+20=42.Ztoho vyplyva o(20) = 42.

Pro mald &isla Ize hodnotu obou funkci spocitat pouhym vyétem déliteld, jako jsme to
udeélali u ¢isla 20. Je ale jasné, Ze u vétSich Cisel se tento zplsob stane velice pracnym a

obtiznym. Proto potfebujeme najit obecnou metodu pro vypocet @(n) a o(n).

Pro odvozeni si spocitdme délitele ¢&isla 32. RozloZenim na prvoéisla zjistime, Ze 32 = 2°.
Prirozenymi déliteli 32 jsou tedy vSechna Cisla ve tvaru 2%, kde x je pfirozenym cislem od 0
do5(2°=1;2'=2;2°=4;2>=8;2°=16; 2°=32). Je tedy jasné, 7e ©(32) = O(2°)=1+5 =
6. Souclet je pak vyjadien jako 1 + 2! + 2% + 2° + 2% + 2°. Misto umocnéni a mechanického

souctu se ale na scitance podivdme jako na geometrickou fadu s kvocientem q = 2.

9 _11. JelikoZ exponent

VyuZijeme vzorec pro vypocet n—tého clenu geometrické rady

Cislujeme jiZz od 0, dosadime za n = 6, a tak 6(20) = (2°-1) : (2-1) = 63.

Néktera Cisla ale nelze rozloZit na mocninu pouze jednoho pfirozeného ¢isla. Podivdme se
tedy na vypocet théta a sigma funkce u Cisla 72. Nejprve Cislo rozloZzime na soucin
prvodisel. 72 = 2% - 32, Opét si vyjadfime viechny délitele jako 2* a 3Y, kde x ndleZi intervalu
od 0 do 3, y néleZi intervalu od 0 do 2. Zvolime y = 0 a dostaneme 4 délitele, konkrétné 3°-
2°,39.21,39.22,3%. 2%, Proy = 1 opét 4 délitele, a nakonec pro y = 2 také 4 délitele. Z toho

snadno posoudime, Ze celkovy pocet délitell Cisla 72 je 4 + 4 + 4 = 12. Tento poznatek
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pretvorime do vzorecku. Nesmime ale zapomenout, Ze exponent pocitdme od 0. ©(72)
=0(2°-3%)=(1+3)-(1+2)=4-3=12. Obecné tedy ziskdme vztah, kdy lze vypoéitat @(n)
jako soucin nejvyssich mocnin vsech prirozenych Cisel, ktera dostaneme prvociselnym
rozkladem disla n, ale zvySenych o 1. Pro funkci o(72) opét vyuzZijeme vzorec pro

2°-1 3°-1
2-1 3-1

geometrickou radu. =15 13 = 195 = ¢(72). Pokud tedy zobecnime postup

pro vypocet a(n), provedeme rozklad Cisla n na prvocisla. U kazdého prvocisla spocitame

soucet geometrické rady tvofenou jeho mocninami. A nakonec tyto soucty vyndsobime.
Pokud za ¢islo n dosadime prirozené Cislo p, je ocividné, Zze o(p) = p + 1, a také O(p) = 2.
Podle hodnoty sigma funkce Ize kazdé pfirozené Cislo rozdélit do tfech kategorii:

e 0o(n) < 2n, téchto pfirozenych Cisel existuje nekone¢né mnoho
® o(n) > 2n, i téchto pfirozenych Cisel je nekonecny pocet

e o(n) = 2n, tato Cisla jsou vyjimecna, nevime, zda je jejich pocet konecny ¢i nikoliv
DOKONALA CiSLA

Oznacfme si vSechna pfirozena Cisla n, pro néz plati o(n) = 2n, jako cisla dokonald. Jednim z
téchto Cisel je napt. 6, pro které platio(n)=1+2+3 +6 =12 =2 6. Dalsim prikladem je
28, nebot opétplatio(n)=1+2+4+7+14+28=56=2-28.

Jak zjistit, zda je dané dCislo dokonalé, aniz bychom potiebovali vidy spocitat jeho
odpovidajici sigma funkci? O to se pokousel uz samotny Euklides ve svém dile Zaklady.
Nakonec pftisel s postacujici podminkou, u které o dvé milénia pozdéji dokazal L. Euler, Ze
je zaroven nutnou podminkou. Tato podminka fika: Aby sudé cislo bylo dokonalym, musi
jit zapsat ve tvaru 2"(2"-1) a zarover aby ¢&islo (2"-1) bylo prvoéislem. Napfiklad jiz
zminéné dokonalé &islo 6 Ize zapsat ve tvaru 22%(2%1) = 2 - 3. Cislo 28 potom ve tvaru 2%

Y2°-1)=4-7.

Duikladnéjsim prizkumem bylo zjisténo, Ze prvociselnd podminka je sice nutnd, ale neni

dostadujici. Tento argument potvrzuje nasledujici pfiklad: 2'* — 1 = 2047 = 23 - 89.

Nebudeme se ted' ale zabyvat Cisly, kterd podminku porusuji. Pojdme se podivat na Cisla,
které podminku spliuji. Takovym ¢islim se vénoval matematik Marin Mersenne. A tak se

dnes oznacuji vyrazem M, vSechna pfirozena cisla ve tvaru 2" — 1, ktera jsou zaroven
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prvocisly. Béhem historie postupné doslo k objevovani nékolika téchto Cisel a jejich pocet
tedy postupné rostl. Se zvySujicim se exponentem n ale roste i obtiznost kontroly, zda je
dany vyraz prvocislem. NeZ nastoupily na scénu pocitace, zlstalo nejvétSim objevenym
Mersennovym cislem po dobu vice jak polovinu stoleti Cislo Mi,;. Pocitaci stroje pak zacaly
pouZivat specidlné naprogramované algoritmy pro ovéreni, zda je dané Cislo prvocislem, a

pfi tom zvladly pracovat efektivnéji nez nejlepsi a nejrychlejsi matematici svéta.

Dodnes je oficidlni poc¢et zndmych Mersennovych Cisel 48, ale miZzeme predpokladat, Ze
se jejich pocet bude v budoucnu kvali zlepsujici se technice zvySovat. Poslednim timto

Cislem je (2°78%1%'-1), které ma celkem 17 425 170 cifer [8, cit. 14.5.2023].
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VELKA VETA FERMATOVA
ZNENI

Méjme cela Cisla x, y, z, n, kde n > 2, potom rovnice x" + y" = z" nema zadné kladné

celoCiselné feseni. [9, str. 43, cit. 23.3.2023].

Takto zni uryvek myslenky, kterou jeji stvofitel Pierre de Fermat zaznamenal na okraj své
knihy v 17. stoleti. V té dobé jisté netusil. Ze potrapi v nasledujicich staletich nejednoho
matematika. Na prvni pohled se mliZe tato formulace zdat velmi kratkou a jednoduchou.
Dukaz jeji pravdivosti ale lidstvo hledalo po vice nez 300 let. Teprve v roce 1994 genialni

matematik Andrew Wiles definitivné potvrdil jeji pravdivost.

Pro¢ je ale toto tvrzeni pro svét matematiky tak dilezité? Cim je pfesné tato véta
zajimavéjsi nez jiné matematické véty? A je objeveni dlkazu skute¢né tak obrovskym

Uspéchem?
Pro zodpovézeni téchto otazek se budeme muset podivat hluboko do historie.
PYTHAGORAS

V 6. stoleti pf. n. |. se na svétové scéné objevil Pythagoras ze Samu. Je jasné, Ze tento
obrovsky ¢asovy skok do minulosti znamena, Ze si nemizeme byt jisti vSim co o ném vime,
nebot nékteré informace mohou byt pouze legendou a mytem. Presto se tento ¢lovék stal

jednou z nejinspirativnéjSich postav matematiky.

Vime, Ze svého vzdélani dosahl cestovanim po celém znamém svété. Nejvice ho ale
fascinovali Egyptané a Babylonané svym pristupem k feSeni problému. Ti vyjadrili kazdy
vypocet ve tvaru predpisu. Ten potom stacilo pouze krok po kroku nasledovat. Proto pro
dalsi generace nikdy nebylo nutné hledat znovu ty samé odpovédi. Nikdo se ale nezabyval
tim, jaké myslenky se za témito predpisy skryvaji. V té dobé ani Pythagora moc nezajimala
odpovéd na otdzku proc.

Poté co v Recku objevil dlouho vyhleddvaného mecendse jménem Milos, ziskal dostatek
financnich prostredkd zaloZit si svoji vlastni Skolu, které fikal Bratrstvo. [9, str. 25, cit.
26.3.2023]. Kazdy z této Skoly slozZil pfisahu, Ze nevyzradi Zzadny z objevu lidem z venci. A

tak spoustu védomosti zlstalo v naprosté izolaci kruhu Bratrstva. Vime ale, Ze se v té
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dobé zménilo Pythagorovo chapani matematiky. Jeho skola byla velmi Uzce spojena s
naboZenstvim. Jeho ¢lenové zacali véfit, Ze porozuménim vztahlm mezi Cisly odhali
tajemstvi vesmiru a dostanou se tak blize bohlim. Nové dochdzi ke studiu raciondlnich
Cisel ve zlomkovém tvaru. Jednim z dalSich okruh( Ccisel, ktera skolu zajimala byla

napfiklad i dokonala ¢isla jiz zminéna v pfedchozi kapitole.

Kromé vztahU mezi Cisly zacaly Pythagora zajimat i souvislosti Cisel s okolnim svétem.
Zacal si uvédomovat, Ze jsou nékteré jevy fizeny prirodnimi zakony, které se daji sepsat do
matematickych rovnic. Jednim z prvnich jeho objevl byl vztah mezi harmonii v hudbé a

harmonii mezi Cisly. [9, str. 29, cit. 26.3.2023].

A pak se to stalo. Bratrstvo objevilo vétu nesouci jméno zakladatele tohoto spolku.
Pythagorova véta se brzy stala slavnou a svoji slavu prestala az do dnesni doby, kdy se o ni
uci déti ve Skole. Pfitom jeji matematicky i geometricky vyznam je jednoduchy. V pravém
trojuhelniku je druhda mocnina délky prepony rovna souctu druhych mocnin obou
odvésen. [9, str. 33, cit. 26.3.2023]. Tento vztah se d4 také zapsat jako x> + y> = 7%, kde x, y
reprezentuji velikost odvésen a z velikost pfepony. Prestoze tato véta byla znama jiz drive,

byl to pravé Pythagoras, ktery dokazal jeji platnost pro vSechny pravouhlé trojuhelniky.

Pythagorova véta je zdsadni pro dalsi rozvoj problematiky i pro vznik samotné Fermatovy

véty.

(obrdzek ¢. 1 — Pythagorova busta)

27



PYTHAGORE]JSKE TROJICE

Pythagorejskou trojici ozna¢ime celd Cisla a, b, c, kterd spliuji Pythagorovu vétu. Nejmensi
takovou trojici jsou cisla 3, 4, 5. Podivejme se, co se stane s rovnici, pokud do ni dosadime
dvojndsobky téchto hodnot. 6+8°=107. | tato trojice spliuje Pythagorovu vétu. Znamena
to tedy, Ze jsme schopni vygenerovat jakékoliv mnozstvi reSeni pouze z jedné trojice.
Geometricky by byly vSechny trojuhelniky generované témito trojicemi podobné. V praxi i
ve Skole je ale dllezité nepouzivat pofad s podobnymi trojuhelniky. A proto vSechny
takové trojice, které nejsou nasobkem zadné jiné nazveme primitivnimi, ¢i zakladnimi. Jak

tyto trojice ale vytvorime? Na jeden z algoritmU se nyni podivame.

PFepiSeme si Pythagorovu vétu do tvaru ¢’>—a°=b>. Podle vzorce upravime rovnici do
tvaru: (c — a) - (c + a) = b®. JelikoZ jsou viechny celd &isla vétsi nez 0, vydélime rovnici

Cislem b, zaroven rovnici vydélime vyrazem (c — a). Rovnice bude vypadat nasledovné:

v/ . . , , T m . v
Oznacime si levou stranu jako podil dvou nenulovych celych cisel PE JelikoZ se obé strany

. , . . . . m ., ;
rovnice musi rovnat, potom i prava strana rovnice musi byt rovna Y Pfevracenim zlomku

. c+a b . e o .
zjistujeme, Ze zlomky p @ o_g Jsou také prevracené. Rozlozime tyto dva slozené

zlomky a polozime je rovné podilu Cisel m, n. Dostavame dvojici rovnic:

S |3

S0
S |Q

o0
S| Q
3|

Pokusime se vyresit tuto soustavu dvou rovnic o dvou neznamych. Napfred eliminujeme

, a . .
vyraz s¢itaci metodou:

) 7712‘}'1’12

° _
2mn

E:l(ﬂ.,_ﬂ_
b 2'n m

. v Lo , C
Ted' s¢itaci metodou eliminujeme vyraz b
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2 2
):m —nNn
2mn

N |

a (ﬂ n
b n m
Drive neZ se podivame na jednotlivé koeficienty, pojdme se zamérit na vlastnosti Cisel a,
b, c. VSechna tfi Cisla musi byt navzdjem nesoudélnd. To znamena, Ze nejvétsi spolecny
délitel ¢isel a, b, ¢ musi byt Cislo 1. Z toho také plyne, Ze kazda dvé Cisla musi byt navzdjem
nesoudélnd. Pokud bude ¢Cislo a liché, potom ¢&islo b je sudé a opaéné. Oznaéme tedy Cislo
a jako liché, b jako sudé. Aby byla dodrzena kongruence s Cislem c, tedy rovnice méla

reSeni, potom musi byt Cislo c liché. Tyto vlastnosti jsou dobfe vidét i na jiz uvedené trojici

3, 4, 5. Nyni pfeneseme tyto vlastnosti na parametry m, n.

Aby byly dodrZeny pfedem stanovené sudosti a lichosti Cisel, jedno z ¢isel m, n musi byt
liché, zatimco druhé musi byt sudé. Také plati vztah m > n. Podivame se zpét do

2 2
m —n
2mn

2 2
, Y . .. . C_m+n
posledniho kroku teSeni soustavy rovnic. Z dvojice zlomkl —=

— 3 4_
b 2mn b

vyjadfime Cisla a, b, c:

o a=m’-n’

e b=2mn;

o c=m'+n’
Tento algoritmus pro hledani vSech primitivnich pythagorejskych trojic, ktery je tvoren
témito tfemi rovnicemi vymyslel Euklides. Pokud chceme najit i jiné nez primitivni trojice,

potom staéi vSechny koeficienty a, b, ¢ vyndsobit stejnou celociselnou kladnou

konstantou.

Tyto tfi rovnice lze odvodit i jinym zplsobem, napfiklad pres umocnéni komplexniho Cisla

na Ctverec, Ci pres jednotkovou kruznici.
VYUZITI

Algoritmus pro hledani primitivnich pythagorejskych trojic se stane neocenitelnym
nastrojem, aZ nastoupim do Skoly jako pedagog. Lze ho vyuZit nejen k tvorbé testd, ale
také k vymysleni nejrliznéjsich geometrickych uloh na Pythagorovu vétu a goniometrické

funkce v pravouhlém trojuhelniku.
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ZOBECNENI{ PRO VYSSi MOCNINY

Jak ¢as ubihal, zacala se Pythagorova véta vice zkoumat v pozménéném tvaru. Svétové
matematiky zacalo zajimat, zda se najde i celoCiselné feSeni pro rovnici se tretimi
mocninami: x> + y* = z°. Najit ale tfi celd ¢isla, kterd by tuto rovnici splfiovala, se zdalo
nemozné. Neexistoval Zadny matematicky dlikaz, Ze rovnice ma nebo nema feseni.
Znamena to, Ze se Uloha zménila ze snadné na nemoZnou pouhym zvySenim mocniny o
jedna. Pokud bychom ale mocniny zvysSovali ddle, v hledani reSeni si nijak nepomuzeme.
Nalezeni celych Cisel spliiujici x" + y" = z" kde n je celé Cislo vétsi nez 2 tedy bylo za hranici
dobovych znalosti. V 17. stoleti ale francouzsky matematik Pierre de Fermat zpUsobil
prekvapujici zvrat. Prohlasil, Ze zatim nikdo nenasel Zadné fesSeni, nebot Zadné takové

feSeni neexistuje. [9, str. 42, cit. 28.3.2023]
PIERRE DE FERMAT

Pierre de Fermat se narodil na samém zacatku 17. stoleti. Jeho otec byl vcelku zamozny, a
tak se synovi dostalo dobrého vzdélani. Pfestoze ve svych 30 letech vstoupil do politiky,
nijak zvlast velké ambice v tomto odvétvi nemél. VSechen svij volny ¢as vénoval
matematice. Ta se teprve postupné zacala vracet do podvédomi verejnosti z temnych
Casl stredovéku. Tento pristup se snazil zménit Marin Mersenne, zminény v kapitole o
Mersennovych Cislech. Na svych cestach presvédcéoval kolegy, aby své znalosti sdileli s
ostatnimi a spolupracovali na novych objevech. Nakonec se setkal s Pierrem de Fermat a
stal se jedinym c¢lovékem, jehoZ prostfednictvim Fermat udrZoval spojeni s ostatnimi
matematiky. | pfes Mersennovo prosby se ale se svétem nikdy nepodélil o své dlikazy.
Naopak se pfimo vyZival v tom, sdélovat nékomu ze svych kolegli své objevy bez jejich
dlkazu. Nasledné je vyzval k tomu, aby dikaz jeho tvrzeni nasli. Nejspis jedinym, s kym si
Fermat vyménoval nazory byl Blaise Pascal. Oba spole¢né napsali prvni zdkony teorie

pravdépodobnosti.

| pfes jeho dobrovolnou izolaci se ale nékteré jeho objevy dostaly do svéta. Jmenujme
napfiklad polozZeni zaklad( diferencidlniho a integrdlniho poctu. Prekvapivé ovlivnil ale i
odvétvi ekonomie a osvétlil problematiku inflace. Pfesto jeho nejoblibenéjsi laskou byla
teorie Cisel. A pravé zde navazal na préci antickych matematik(, jakymi byli Pythagoras,

Euklides a dalsi. Dlvod, pro¢ zminuji pravé Euklida, je jeho nesporna duleZitost v teorii

30



délitelnosti. Zabyval se iraciondlnimi Cisly, coZz jsou takova dCisla, ktera nelze zapsat ve
zlomku v zdkladnim tvaru. Nejzndméjsimi iraciondlnimi Cisly jsou naptiklad m, V2 nebo
Eulerovo Cislo e. O préci téchto antickych génili se dozvédél Fermat v Diofantové knize
Aritmetika (Pravé po Diofantovi jsou pojmenovany diofantické rovnice, které jsme v této
praci také rozebirali). V této knize objevil spoustu problémda, které souvisely pravé s
Pythagorovou vétou. Zacal si hrat s variacemi véty. Druhou mocninu nahrazoval jinym
¢islem a hledat feSeni. A tak se stalo, Ze v roce 1637 sepsal pravé do svého vytisku
Aritmetiky svlj objev. V tu dobu jesté netusil, Ze bude navidy oznaCovan jako Velka
Fermatova véta. Také zde napsal, Ze dikaz tohoto tvrzeni m3, ale Ze je okraj stranky pfilis
maly, aby se tam veSel. KdyZz o 30 let pozdéji zemfrel, hrozilo, Ze vSechny jeho objevy a
zapisky pfijdou vnive¢. Nastésti se nejstarsi Fermat(iv syn Clément Samuel postaral o to,
aby jeho odkaz pokracoval dal. Vydava knihu Diofantova Aritmetika doplnéna o

pozorovani Pierra de Fermat. A tak mohl svét matematiky konecné spattit problém, ktery

ho bude trapit jesté po vice nez 300 let.

(obrdzek C. 2 — Pierre de Fermat)
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POKUSY 0 DUKAZ

Poté co byla Fermatova véta vypusténa do svéta, strhla se vina zajmu. Sprdvny matematik
nebere pouhé slovo jako dlikaz, i kdyZ bylo vyréeno z Ust Fermata. Bylo povinnosti dikaz
objevit. Matematika jako exaktni véda nestavi své hypotézy na experimentech, ale na
nesporné dokdazanych tvrzeni. Bez tohoto dlkazu si nikdy nemlzete byt jisti, co je
pravdou, a co je pouze vymyslem. Pokud bychom dalsi a dalSi poznatky stavéli na
zakladech, které se nakonec ukdzou jako mylné, dlsledky mohou byt katastrofalni.
Zatimco se ostatni Fermatova tvrzeni ukdazala byt pravdiva, pravé ona Velka véta zlstala
porad bez dikazu. Nespocet matematikl se tedy snaZilo nalézt dikaz. Vétsina ale na své
cesté prestala véfit ve své schopnosti a badani ukondili. Ostatné nikdo nevédél, zda tato
cesta vlibec ma néjaky cil. Nikdo nechtél zbyte¢né vynalozit svij ¢as na dokdzani néceho,

co nemusela byt vliibec pravda.
LEONHARD EULER

Jednim z téch, ktefi se o dikaz pokusili a zaslouZi si pozornost byl v 18. stoleti Leonhard
Euler. VyuZil své znalosti z dokazovani pravidel grafd. Pokud by se mu povedlo dokazat
tvrzeni pro nejjednodussi pfipad x3 + y* = 23, moZna by pak zvlad| vétu potvrdit postupnym
zobecnovanim pro vyssi mocniny. Také se pokusil pracovat s Fermatovym nacrtem dakazu
pro mocninu 4, coZ byla jedind poml(cka, kterou génius po sobé v tomto problému
zanechal. Upravou metody nekoneéného sestupu tedy nakonec Uspésné dokazal tvrzeni
pro mocninu 3 a 4. Stal se po sto letech prvnim ¢lovékem, ktery dosahl néjakého uspéchu.

Pfi dokazovani vyuzil imagindrnich Cisel, vét z teorie délitelnosti a odmocnin.

Kratce se podivame, jak vlastné dlikaz metodou nekonecného sestupu funguje. Zvolime si
vztah pro ktery chceme dlikaz provést. V tomto pfipadé se jednd o vztah x* + y* = z*.
Budeme uvaZovat, Ze existuje ptirozené Cislo, pro které tento vztah plati. Stejné jako u
Pythagorejskych trojic, i zde musi existovat nejmensi pfirozené Cislo z, které rovnici
spliuje. Pokud ale dokaZzeme, Ze existuje jeSté mensi pfirozené Cislo, které spliiuje
zadanou rovnost, mizeme tento proces dokazovani opakovat nespocetnékrat. Dojde tedy
ke sporu, a tudiz mlZeme prohlasit, Ze neexistuje zZadné prirozené Cislo, které rovnici

splniuje.
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UkaZme si konkrétné&ji prvni krok dikazu. Pfepiseme si z* jako novou proménnou ve tvaru
Z’. Potom tedy hleddme pFirozena Cisla, kterd spliiuji rovnici x* + y* = 7% Trojice Cisel X, y?,
Z je pak urcité Pythagorejskou trojici a Ize ji prepsat dle algoritmu pro nalezeni vSech

primitivnich Pythagorejskych trojic nasledovné:
° _y2:m2—n2
o x*.2mn;
o Z=m'+n’
Prvni rovnice je Pythagorovou vétou. Zopakujeme tedy prvni krok a opét vytvofime
Pythagorejskou trojici y, m, n. Proménné si znovu prepiSeme:
* y=p'-q
e ni2pq;
e m— D2+CI2
Pokud bychom pokracovali v Upravach a prepisu, doslo by k nekone¢nému sestupu a tim

padem k dlkazu Fermatovy véty pro n = 4.
POKRACOVAN{ V DOKAZOVANI

Prestoze dokazovani po Eulerové smrti postupovalo velmi pomalu, ve Spatném stavu
tento proces nebyl. ProtoZe napt. kazdé Cislo osmé mocniny Ize napsat také jako Cislo 4.
mocniny. Tieba 256 = 2 = 4* Kaidy ddkaz pro 4 mocninu tedy zaroveri plati pro
libovolnou mocninu, kterd je ndsobkem c¢tyf. To samé se da pak fict i o mocniné tii.
Vyhodou (isla 3 je ale jeho vlastnost prvocisla. Vsechna ostatni Cisla, kterd nejsou
prvocisly se daji zapsat jako soucin prvocisel. Tim jsme tedy schopni snizit pocet rovnic,
které potfebujeme ovéfit. Je nutné si ale uvédomit, Ze prestoZe jsme spoustu pripadl

eliminovali, celkovy pocet rovnic je stale nekonecno.

Pocatkem 19. stoleti se véta stala nejznaméjsSim Cciselné teoretickym problémem. Na
matematické scéné se objevila nova osoba. Byla to Zena, a tak musela bojovat se
spoustou predsudkd a socidlnich problémid. Tato Francouzka nesla jméno Sophie
Germainova, ale tajné studovala pod muiskym jménem jako pan Le Blanc. Poté co
matematik Lagrange objevil jeji vyjimecnost, trval na osobnim setkdni. Sophie musela s

pravdou ven. Pravda ale matematika neodradila a stal se jejim ulitelem a pfitelem. Jiz
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nékolik let se vénovala problému Fermatovy véty az nakonec udinila dulezity objev.
Zaméfila se na prvocisla, kterd lze zapsat ve tvaru 2p + 1, kde p je také prvocislem. Diky

jejim metodam, které prevzali kolegové, Fermatova véta plati pro mocniny 5a 7.

1. brezna 1847 se konalo velice dramatické zasedani francouzské Akademie. Dva vysoce
postaveni matematikové zde oba prohlasili, Ze se dostavaji ke kompletaci dikazu. Jednd
se o Cauchyho a Lamého. Jejich soutéz ale zhatil némecky kolega Ernst Kummer. Zjistil, Zze
oba stavi svij dikaz na chybné pochopeném faktu. Sam se tedy pustil do dokazovani. Pri
objeveni chyby zaved| tzv. idealni ¢isla v kruhovych télesech. Nakonec v roce 1857 provedl|
obrovsky skok vpred, kdyZ dokdzal Fermatovu vétu pro mocniny n < 100 [10, str. 246, cit.

19.6.2023].

Vyhlasené odmény z nékolika zdrojd zvysuji vSseobecnou motivaci, kterd se ale stava
zaroven kontraproduktivni. Véta zacala pritahovat spoustu zbyte¢né otravujicich amatér(
a podvodnikld. Nejznaméjsi odménou byla soutéz, kterou odstartoval v r. 1908 Paul
Wolfskehl. Po své smrti ve své zavéti uvadi, Zze odkaze odménu 100 000 marek tomu, kdo

dokaze Velkou Fermatovu vétu. Soutéz méla byt platna az do roku 2007.

Béhem druhé svétové valky se zaméfili nejlepsi matematici pracujici v oboru teorie Cisel
na desifrovani a Sifrovani tajnych zprdv. Dokazovani Fermatovy véty v té dobé dosahlo
mocniny n < 619 diky matematikovi Vandiverovi. Na scénu pfichdazi prvni stroje, které se
po valce s kazdym rokem vice a vice zdokonaluji. Pocitace tak najednou zvladaji spocitat

za kratkou dobu vice vypoctl nez jeden matematik za cely Zivot.

Zatim nejblize se dostavame k dikazu pro takzvané zvlastni pripady. V nich nesmi byt
zadné z Cisel x, y, z délitelné prvociselnym exponentem n. Pro tyto pfipady se tak posouva

platnost Fermatovy véty aZz k exponentu n < 253 747 889 [10, str. 247, cit. 19.6.2023].
NADEJE PRO DUKAZ VELKE FERMATOVY VETY

Dostavame se k Clovéku, ktery dokazal nemozné. Jeho jméno je Andrew Wiles. Jiz jako
desetilety se zajimal o matematiku. Pravé v tomto véku poprvé narazil na problém
Fermatovy véty. Byl tak jednoduchy, Ze ho dokazal i jako maly pochopit. A pfitom zatim
nikdo nebyl schopny Fermatova slova dokdzat. Zapfisahl se, Zze az bude vétsi a chytrejsi,

musi vétu vyresit.
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(obrdzek ¢. 3 — Andrew Wiles)

V roce 1975 nastoupil na univerzitu v Cambridgi. Brzy se ukdzal jako velice schopny. Poté
co se stal profesionalnim matematikem, zacal se zabyvat eliptickymi kfivkami. Tento
nazev je ve své podstaté lehce zavadéjici. Ve skutecnosti se totiz nejednd o elipsy. A
nejsou to v pravém slova smyslu ani kfivky. Eliptické kfivky mizeme oznacit ndsledujici

rovnici:
y>=x>+ax’+bx +c, kde a, b, ¢ jsou libovolna celd &isla.

Podobné jako u Fermatovy véty, je cilem nalézt celoCiselnd fesSeni rlznych eliptickych
rovnic. Pocet téchto rovnic je nekonecny, kazda je ale jedinec¢nd. Aby ale mohl Wiles

propojit svij obor s Fermatovou vétou, musime napifed zminit dva dalsi dilezité objevy.

V Japonsku nékolik let predtim se objevili dva velice talentovani matematici. Oba
nahodou fesili stejny problém a shodli se, 7e by se méli o tento problém spolu podélit. Slo
o duo Jutaka Tanijama a Goru Simura. Zabyvali se moduldrnimi formami. Jedna se o jeden
z nejpodivnéjsSich matematickych objektld. Hlavnim rysem moduladrnich forem je jejich
obrovskd mira symetrie. Symetrii je mysleno schopnost predmétu jevit se porad stejné i

po jeho transformaci. Touto transformaci méze byt naptiklad otoéeni. Ctverec je krasnym
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prikladem takové symetrie, nebot je bodové, osové i Uhlové symetricky. Predstavit si
modularni formu ale neni tak jednoduché jako Ctverec, nebot se nachazi ve
Ctyfrozmérném prostoru. Kazda tato forma se vyznacuje obsahem rlznych slozek
oznacovanych jako M. Vsechny tyto slozky Ize zahrnout pak do takzvané moduldrni rady
pojmenované jako M-rada. V preneseném slova smyslu se jedna o DNA moduldrnich

forem.

Existuje ale také E—fada fungujici skoro jako DNA eliptickych kfivek. Tanijama objevil, Ze se
M-tada jisté modularni formy shoduje s jednou konkrétni E-fadou. A domnival se, Ze
tento vztah Ize zobecnit pro vSechny pfipady. Pokud bychom tedy znali M—tadu, nemuseli
bychom jiz pocitat E-fadu odpovidaji pfislusné eliptické rovnici. K jeho domnénce se
pfipojil i kolega a kamarad Simura. A tak se ji zacalo Fikat Tanijamova—Simurova

domnénka.

Dostavame se nyni k druhému poznatku. BEéhem Sympozia v Oberwolfachu roku 1984
vystoupil s novym tvrzenim Gerhard Frey. Tvrzeni sice nedokazal, ale tvrdil, Ze ten, kdo ho
prokaze, dokaze vyvratit Velkou Fermatovu vétu. Zjistil totiz, Ze se dd Fermatova rovnice
prepsat do tvaru y* = x> + (A" = B") - x> + bx — (A" - B"). Jedna se tedy o eliptickou kfivku s
koeficientya=A"-B", b=0,c=— (A" - B"). Tim tedy propojil Wilesovu préci, domnénku i
Fermatovu vétu. Pokud freSeni existuje, neni moziné, aby méla rovnice vztah k
moduldrnimu svétu, a tim by tedy doslo k vyvraceni Tanijamovy-Simurovy domnénky. Ta
totiz tvrdi, Ze kazda elipticka rovnice je modularni. Dalezitéjsi otdzkou tedy zUstavd, pokud
se domnénka potvrdi, pak nema Freyova rovnice narok na existenci. Z toho vyplyva, ze

Fermatova véta nema feseni, a proto tedy bez pochyby plati [9, str. 191, cit. 31.3.2023].
VELKE FINALE

Wilesovi se tim détsky sen proménil v konkrétni problém, na kterém mohl pracovat.
Odebral se do ustrani a veSkery sv(j Cas vénoval studiu veskeré problematiky. V
nasledujicich letech ucinil mnoho vyznamnych objevd, ale zadny nepublikoval, ne dokud
nedokonci dikaz. Tfi dlouhé roky a Wilesova nespokojenost a frustrace vzristaly. Opét se
tedy vydal na prazkum literaturou a rozhodl se vyuZit novou metodu. A pak se to stalo.
Andrew Wiles pfidel na diikaz Tanijamovy-Simurovy domnénky. Potfeboval ale nékoho,

kdo mu jeho postupy zkontroluje, neZ provede oficidlni odhaleni. Rozhodl se pro
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konzultaci s profesorem Nickem Katzem. Katz(v prlzkum zddnou chybu neodhalil, a tak
po dlouhych sedmi letech, v kvétnu 1993 byl Andrew presvédcen, Ze ma v rukou cely
dlkaz Velké Fermatovy véty. V Cervnu se konala v Cambridgi konference. Wiles zde
vystoupil se svymi tfremi prednaskami. Postupné se propracovaval do velkého finale svého
odhaleni. Konec¢né pfisla na fadu posledni pfednaska. A na jejim konci Andrew opravdu
napsal dikaz Fermatovy véty. Svétovy tisk zacal rozsifovat tuto novinu. Dokonce i sdm

profesor Simura se dozvédél z novin o potvrzeni jeho a kolegovi domnénky.

Pfestoze vse vypadalo dokonale, protokol vyZzadoval pofddné prozkoumani autorovy
prace. Nakonec se drobné problémy prece jen objevily. Metoda, kterou Wiles pfizpusobil
svym potiebam, mozna ve skutec¢nosti nefungovala tak, jak matematik zamyslel. Sdm Katz
se podivil, Ze si toho nevsiml, kdyZz vSe s Andrewem studovali. Pfed Andrewem tedy
vyvstala nova vyzva. Rozhodl se chybu odstranit jesté dfive, nez dojde k odhaleni chyby
zbytku svéta. Skulina se ale postupné zacala dostavat na svétlo. Radost a zaujeti vystridaly

rozpaky a zoufalstvi.

Nakonec se Wiles rozhodl spojit své sily s Richardem Taylorem. A pak se to opét stalo.
Andrew si vSiml spojitosti mezi pfedchozi metodou, kterou pouzival a tou soucasnou.
Kazda sama o sobé nestacila, ale dohromady se doplnily. A tak doSlo opét k oznameni, ze
Velkd Fermatova véta byla dokdzdna a chyba v dlkazu opravena. O dlkazu, ktery se

nachdazel na neuvéfitelnych 130 strandch nikdo nepochyboval. Tentokrat ne.

PrestoZe to byl Andrew Wiles, ktery konecné dokazal najit dlikaz Velké Fermatovy véty po
vice nez 350 letech od jeji formulace, nesmime zapomenout na vSechny nové poznatky,
které byly sepsany pfi zkoumdni pouze této jedné véty. A také na vsechny matematiky,
ktefi se o tyto poznatky zaslouZili, ten obrovsky ¢as a usili, které je to stdlo. Bez toho
vseho bychom dnes nebyli tam, kde jsme. Dokazovani Fermatovy véty ukazuje neskutecné

odhodlani lidi, dokdzat neuvéfitelné véci, i kdyZ se na prvni pohled vSe zdd nemozné.

Zbyva jiz jen jedna otdzka. Jaky byl ale Fermatlv didkaz? Odpovéd ndm samoziejmé neni
znama. Je jisté, Ze Fermat nevymyslel a nedokdazal vSsechny védomosti, které Wiles na
dlikaz pouzil. Jejich dikazy se tedy musely bezesporu lisSit. Matematici se v této otazce
rozdélili na dva tabory. Jedni véfi, Ze Fermat nasel pouze chybny dlkaz. Druzi optimisté

véri Fermatovu tvrzeni, Ze spravny dukaz skutecné mél. Znamenalo by to, Ze byl zalozen
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na poznatcich ze 17. stoleti a Uvahy, které za nim stali byly tak brilantni, Ze i po 350 letech
zUstaly bez povSimnuti vSemy matematiky od Eulera az po Wilese. A tak i pres Wiles(v

objev se stale najde nespocet zapalenych lidi, ktefi dychti najit plvodni Fermat(v dikaz.
ODKAZ

V roce 2000 byla u nas v Ceské republice vydana specialni podtovni znamka ku pfileZitosti
Svétového dne matematiky [11, cit. 19.6.2023]. Tato znamka je zajimava pravé tim, Ze
oslavuje dukaz Velké Fermatovy véty. Jeji vzhled si mGzeme prohlédnout na dalSim

obrazku.

PIERRE DE FERMA

n Geska Dama
e =
4

2000 SVETOVY ROK MATEMATIKY|

(Obrdzek ¢. 4 — PoStovni zndmka 0260 — Svétovy rok matematiky)
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SEZNAM PRIKLADU PRAKTICKE CASTI

V této kapitole se nachazi celkem 10 prikladd vybranych z matematické olympiady. K
feSeni kazdého z nich je aspon ¢astecné vyuzito poznatkd spojenych s teorii délitelnosti. U

kazdého ptikladu je uveden téz jeho zdroj a autor.
PR. 1. (71. ro¢nik, Z6—1-4, M. Petrova)
ZADANi

Kuba si zapsal ¢tyfmistné Cislo, jehoz dvé Cislice byly sudé a dvé liché. Pokud by v tomto
Cisle vyskrtl obé sudé Cislice, dostal by Cislo Ctyfikrat mensi, nez kdyby v tomtéz Cisle
vyskrtl obé liché dislice.

RESENi

Rozdélme si Etyfi cifry na dvé dvojcifernd ¢isla a oznaéme si je pomoci neznamé x, y. Cislo
x bude tvoreno pouze ze sudych Cislic, y pak z lichych Cislic. Ze zadani vime, Ze musi platit
vztah 4y = x, nebo jinak také x : y = 4. Cislo x musi byt tedy délitelné 4. U y pouzivdime
pouze liché Cislice, proto nabyvd hodnot pouze od 11 do 19. Vyssi hodnoty pouzit

nemuzZeme. Podle vztahu 4y = x bychom dosahli trojmistnych hodnot cisla x, to ale musi

byt dvouciferné.

Je jasné, Ze pokud liché ¢islo vynasobime 4, vysledny vyraz bude vzdy sudy. Nas ale zajima
i cifra na misté desitek, kterd musi byt také sudd. Tim tedy jesté vice eliminujeme
mnozinu y. V Uvahu tedy pfichazi pouze mnozina y = {11, 15, 17}. Provéfime postupné

vSechny moznosti.

e 4-11=44,dostadvame tedy cifry 4, 4, 1, 1. Z nich jde nejvyse poskladat Cislo 4411.

e 4-15 =60, posklddame maximalni ¢islo 6150, nebot musime dodrzet poradi cifer.
Jednicka musi byt pred pétkou, aby po vyskrtnuti sudych ¢&islic zbylo ¢islo 15.

® 4-17 =68, zde dostavame nejvyse 6817. Cislo 6 musi byt pred 8 a jednicka pred

sedmickou, aby po vyskrtnuti byla dodrzena Cisla 68 a 17.

Z téchto tfi Cisel je nejvétsi 6817.
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PR. 2. (71. roénik, Z7—-1-2, L. Hozova)
ZADANI

Soucin vékl vsech déti pana Nasobka je 1408. Vék nejmladsiho ditéte je roven poloviné

véku nejstarsiho ditéte.

Kolik déti ma pan Ndsobek a kolik je jim let?

RESENI

U Cisla 1408 provedeme rozklad na prvocisla. Tako prvocisla nebo jejich souciny pak
budou véky jednotlivych déti. Rozkladem ziskdme tvar 1408 = 2’ - 11. Jedno z déti musi
byt tedy staré 11 let. Nejmladsi dité ma polovicni vék oproti nejstarSimu. Jedenactileté

dité tedy neni nejmladsi ani nejstarsi, nebot dvojnasobek ani polovina 11 nelze vyjadrit

mochinou cisla 2.

Zbyvd ndm tedy &islo 27. Rizné soudiny nabizi moZnosti 2-23-23, 2-2.2°, 22.2%.23, 23.2%
Postupné vsechny provérime. Prvni tfi moznosti nesplfiuji podminku mezi nejstarSim a

nejmladsim ditétem. Posledni moZnost 2°-2* nase kritéria splfiuje.
Pan Nasobek ma tedy celkem 3 déti a jsou staré 8, 11 a 16 let.
PR. 3. (71. ro¢nik, Z6—1-3, V. Hucikova)

ZADANI

Misa zkoumad C(isla, kterd lze vyjadfit jako soucet alespon dvou po sobé jdoucich
prirozenych Cisel. Obzvlast ji zajimaji Cisla, kterd se takto daji vyjadrit vicero zpUsoby
(napf. 18 =5+ 6+ 7 =3 + 4 + 5 + 6). Cislim, ktera Ize takto vyjadfit alespof tfemi zptsoby

fika velkolepa.

Najdéte alespon tfi MiSina velkolepa Cisla.

RESENi

Rozdélime si hledani na dvé kategorie. Velkolepa Cisla, ktera jsou suda a ktera jsou licha.

Pokusime se najit algoritmus, ktery by rozkladal dané ¢islo na soucet po sobé jdoucich

pfirozenych Cisel.

Sudé prirozené Cislo nelze vyjadrit jako souéet dvou po sobé jdoucich pfirozenych Cisel.
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Pokud bude soucet tvoren ze 3 cisel, uvazujme tyto Cisla jako x, x+1, x—1. Soucet tedy
bude 3x. Pokud nasSe sudé Cislo bude délitelné tfemi, lze rozloZit na tfi po sobé jdouci
prirozend Cisla. Pokud pljde rozlozit sudé ¢islo na 4 po sobé jdouci pfirozena Cisla, budou
to urcité 2 suda a 2 licha Cisla, a tak soucet bude opravdu sudy. Tyto Cisla nalezneme
vydélenim ¢tyfmi, ale samotné Cislo nesmi byt délitelné 4. Vysledek je aritmeticky primér
onéch 4 hledanych ptirozenych Cisel, ktera jsou v jeho tésném okoli (Napf. ¢. 40 rozdélit
nelze, ale 42 ano. 42:4 = 10,5. Na okoli se nachazi ¢tvefice 9, 10, 11, 12 jejiz prUmér je
opravdu 10,5.). Pro rozloZeni na 5 pfirozenych cisel uzijeme stejného postupu jako u 3

Cisel. Soucet bude x—2 + x—1 + x + x+1 + x+2 = 5x. Staci tedy aby bylo Cislo délitelné 5.

Spojime tato tfi kritéria. Dostaneme napriklad sudé Cislo 30. To je délitelné 5, 3, ale neni

délitelné4.30=9+10+11=6+7+8+9=4+5+6+7+8

Druhym cislem muze byt napfiklad 90. Abychom se ale nedivali pouze na sudd velkolepa

¢isla odvodime si podobna pravidla i pro licha cisla.

Kazdé ptirozené liché Cislo Ize rozlozit na dvé po sobé jdouci pfirozena Cisla. Vydélime ho
dvéma a vysledek déleni je aritmetickym primérem téchto dvou po sobé jdoucich
prirozenych Cisel. U rozkladu na 3 prirozena Cisla staci ovérit délitelnost tfremi. Vysledek
po déleni 3 je jedno z nich. Od vysledku nasledné staci pricist a odedist jednicku a ziskame
zbyvajici dvé. Uz u prikladu se sudymi Cisly jsme zjistili, Ze soucet dvou sudych a dvou
lichych cisel je vzdy lichy. Proto nemizeme sudé Cislo rozlozit na 4 po sobé jdouci
pfirozena Cisla. U rozkladu na 5 &isel provedeme zkousku na délitelnost 5. Pokud je Cislo
délitelné 5, vysledek po déleni ozna¢ime napf. d. Potom rozklad bude tvoren &isly d-2, d—
1, d, d+1, d+2. Opét poskladame vSechna tfi kritéria dohromady. Nejmensi takové Cislo je

15, které Ize vyjadfitjako1+2+3+4+5=4+5+6=7+38.

Druhym sudym cislem muze byt napf. 105 =52 +53 =34 +35+36 =19 + 20 + 21 +22 +
23. Hledana velkolepa ¢isla mohou byt tfeba 105, 15, 30, 90...

PR. 4. (71. ro¢nik, Z6-11-2, E. Novotna)

ZADANI

Myslim si tti pfirozena cisla. Soucin prvniho a druhého je 24, soucin druhého a tfetiho 32,

soucin prvniho a tretiho 48.
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Ktera cisla si myslim?
RESENi

PrepiSeme si zadani do jednotlivych rovnic.

e x-y=24
o y-z=32
® x-z=48

Z téchto rovnic ziskdvdme nasledujici poznatky:

® X y<y-z=>Xx<z

® X-Z>y-Z=>X>Y

® X y<x-z=>y<z

® y<x<z

® 2(x-y)=x-z=>z=2y

o X Vy,z20Ax,y,z#1
Nyni mGzeme vyuZit dva rtizné postupy, jak se dopracovat k vysledku.

Normalné bychom fesili soustavu 3 rovnic o tfech nezndmych. VyuZijeme ale vztahu z =
2y, a upravime druhou rovnici dosazenim tohoto vztahu. 2y> = 32 a dostdvame tedy
vysledek y = + 4. Jelikoz ale uvazujeme feSeni pouze na oboru pfirozenych Cdisel,
pfipustnou moznosti je pouze y = 4. Nyni dosadime do 1. rovnice. 4x = 24 = x = 6.
Dosadime vysledek do posledni rovnice. 6z = 48. Odtud z = 8. Dostavame tedy trojici Cisel

Xx=6,y=4,z=8.

Druhym feSenim je rozklad pravych stran rovnice na soucin dvou pfirozenych cisel a ty

porovname s pravidly, ktera jsme si zapsali vySe.
e 24=2-12=3-8=4-6
e 32=2-16=4-8
e 48=2-24=3-16=4-12=6-8
Napfriklad ze druhé rovnice Ize poznat, Ze nezndmé z, y mohou nabyvat hodnot 2, 16 nebo

8, 4. Zaroven ale musi platit vztah y < z. Staci tedy pouze provéfit pro které hodnoty plati i

ostatni rovnice. Pokud zvolime dvojiciy = 2, z = 16, z prvni rovnice musi byt x rovno 12, ale
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ze treti rovnice 3. Zkusime tedy druhou moznost y = 4, z = 8. Pro tento pfipad je x rovno v

prvni rovnici 6, stejné jako v rovnici treti. Nasli jsme tedy nasi trojicix=6,y=4,z=8.
PR. 5. (71. ro¢nik, Z7-11-3, E. Novotna)

ZADANI

Eva méla Sest karticek s Cislicemi 1, 2, 3, 4, 5, 6 (na kazdé karticce byla jedna Cislice).
Preskupovanim vsech Sesti karticek tvorila skupiny Cisel a sledovala jejich vlastnosti.

Zjistila, Ze umi rznymi zpUlsoby poskladat trojice Cisel, z nichZ kazdé je délitelné Sesti.
Urcete vSechny takové trojice.

RESENi

Aby bylo cislo délitelné 6, musi byt délitelné tfemi a dvéma. Hleddme tedy suda Cisla,
jejichz ciferny soucet je délitelny tremi. Z cifer, kterda mame k dispozici je nejmensi takové

mozné Cislo 6 a hned po ném 12. Na tyto dvé cisla jsme spotirebovali 3 cifry, posledni Cislo

musi byt tedy v tomto pripadé trojciferné. Mzeme ale také vytvorit 3 dvojciferna cisla.
Nyni postupné ovérime vSechny varianty.

Zvolme jedno z Cisel 6. Hleddme tedy jedno dvojciferné a jedno trojciferné cislo. Pokud
bychom obé sudé dislice 2 a 4 uzili na dvojciferné Cislo, pak trojciferné cislo nebude nikdy

délitelné 6. MlzZeme tedy vypustit dvojice 24 a 48. Zbyva provéfit Cisla 12 a 54.

e Pokud je druhé ¢&islo 12 = Treti vznikne z cifer 3, 4, 5 a musi byt délitelné 6.
Dostdvame dvojici 354, 534
e Pokud je druhé Cislo 54 = Treti slozime z cifer 1, 2, 3. Dvojice takovych ¢isel, ktera

jsou navic délitelna Sesti, je 312, 132

Nyni se podivdame na moznost, Ze jsou vSechna tfi Cisla dvojciferna. Napred si vypiSeme
ale vSechny dvojciferné nasobky 6, které jsme schopni sloZit z dostupnych cifer. Jsou jimi
¢isla 12, 24, 36, 54. Z téchto Cisel potfebujeme vybrat takovou trojici, aby se Zzadna z cifer
neopakovala ve vice &islech. Cislo 24 tedy nelze pouZit v kombinaci s &islem 12 nebo 54.

Muzeme tedy Cislo 24 vySkrtnout. Ostatni 3 ¢isla uz jsou spolecné v poradku.
SepiSeme tedy vSechny kombinace a dostaneme celkem 5 moZnosti:

e 12,36,54 6,12, 354 6,12,534 6, 54, 132 6, 54, 312
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PR. 6. (71. ro¢nik, Z8—11-1, M. Petrova)
ZADANI

Na tabuli byl zadan pfiklad na déleni dvou kladnych ¢isel. David si vSiml, Ze pokud by

délenec zvétsil o dva a délitel o sedm, podil by se nezmeénil.
O kolik by se musel zvétsit délitel, aby pfi zvétSeni délence o tfi vysel opét stejny podil?
RESENI
X

Oznacme si délenec x a délitel y. Nase cislo tedy bude vypadat takto: ;.Obé Cisla jsou
kladna, a tak i vysledek zlomku je kladny. Také vime, Ze mohou byt 2 zlomky ekvivalentni.

L 2_4 . . v . . Y s . . ,
Napfr. §=€ Mazeme si tedy vSimnout, Ze jsou oba délenec i délitel dvojnasobné. Musi

tedy byt libovolnym k ndsobkem zlomku v zakladnim tvaru.

- y X Xx+2 e I .
Zadani lze prepsat do rovnice ; = V7 Vyndasobime rovnici vyrazemy - (y+7). Pfevedeme
nezndmé na jednu stranu a Cisla na druhou. Dostdavame feseni ; = Toto reSeni lze

nalézt také pouhym pozorovanim rovnice, nebot vime, Ze musi byt dodrZena rovnost

zlomka. Pokud by dCisla x, y byla rovna cCislim, kterd pricitdme, pak by byl zlomek v

X X
nezkraceném tvaru roven 5 coz odpovidd ; Odtud tedy x=2,y=7.

Dy » ] - . . 2 243 v oy
Ted uz jen vytvofime posledni rovnici z otazky ukolu: 7= g Zde lze pouzit opét dva

postupy. Bud vypocteme rovnici o jedné nezndmé, nebo se staci zamyslet o hodnoté z.
Citatel vzrostl ze 2 na 5, co? je 2,5nasobek. Pokud tedy pfi¢itame k 7 nezndmou z,

vysledek délitele musi byt také 2,5ndsobek. 7 - 2,5=17,5. Odtud z=17,5-7 = 10,5.
Odpoveéd tedy zni: Délitel se musi zvysit o0 10,5.

PR. 7. (70. roénik, Z8—I-1, M. Mach)

ZADANI

Myslim si pétimistné Cislo, které neni délitelné tfemi ani ¢tyfmi. Pokud kazdou Cislici

zvétsSim o jedna, ziskdm pétimistné Cislo, které je délitelné tfemi. Pokud kaZdou Cislici
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zmensim o jedna, ziskam pétimistné Cislo délitelné ctyfmi. Pokud prohodim libovolné dvé
Cislice, Cislo se zmensi.

Jaké ¢islo si mGzu myslet? Najdéte vSechny moZnosti.

RESENi

Predstavim si pétimistné Cislo tvorené z péti cifer a, b, c, d, e. Poradi cifer je stejné jako

poradi nezndmych. Zadné dvé cifry nejsou stejné a zaroveri a > b > ¢ > d > e. Tyto

nezndmé budeme zvySovat a sniZovat o jedna. Je definitivni, Zea< 9, e > 0.

Aby bylo ¢islo délitelné tfemi, musi byt ciferny soucet délitelny tfemi. Ciferny soucet
naseho cisla odpovida a + b + ¢ + d + e. My ale potfebujeme, aby tento soucet délitelny
tfemi nebyl. Zaroven nesmi byt soucet d + e délitelny 4. Tak zarucime, Ze celé pétimistné

¢islo nebude délitelné 4.

Nyni se podivame, co se stane, kdyz zvySime vSechny cifry o jedna. Ciferny soucet bude
rovena+b +c+d+e+5amusi byt délitelny 3. Z toho jsme schopni fict, Ze zbytek

naseho plvodniho Cisla po déleni tremi bude 1.

Ted zmensime vSechny cifry o 1. Ciferny soucet bude ve tvarua+ b +c+d + e — 5. Pro nas
je ale dllezité posledni dvojcisli, d — 1 + e — 1 totiz musi byt délitelné 4. Jelikoz Cislo d

muzZe byt maximalné pét a zaroven d > e, vyhovuji kritériu celkem 3 Cisla, a to 31, 43, 51.

Podivame se na kazdy pfipad zvlast. Zaéneme s 51. Zbylé cifry, které |ze pouzit jsou 8, 7, 6,
presné v tomto poradi. Pokud u celého ¢isla 87651 zvySime kazdou cifru o 1, zjistime, Ze

98762 neni délitelné tremi.

Pokud nase hledané cislo konci na dvojcisli 43, je jasné, Ze jeho zvétSend verze 54 je
délitelna 3. Staci tedy aby prvni tfi cifry pétimistného Cisla byly také délitelné tfremi. Pokud
zvolime trojici a = 8, b = 7, ¢ = 6, prfijdeme na cislo 87643, které spliiuje nase kritéria.
Ponizenim vsech cifer o jedna je dodrzena délitelnost 3. Vyhovuje tedy i ¢islo 76543. Pro
ostatni moznostia=8,b=7,c=5neboa=8,b=6,c=>5nenisplnéna délitelnost tFremi.

Naposledy zvolime posledni dvojcisli 31. ZvySime vSechny cifry pétimistného cisla o 1.
Dvoijcisli 42 bude vidy délitelné 3. Bude tedy zaleZzet na délitelnosti souctu prvnich 3 cifer.
Z predchoziho pfipadu vime, Ze Cisla 8, 7, 6 kritériu vyhovuiji, stejné tak 7, 6, 5. Nové také

6, 5, 4. Musi platit a < 9, ¢ > 3. KdyZ tedy poloZzime a = 8, ¢ = 4, potom musi byt
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bezpodminecné b = 6. Jiné dalsi moZnosti jizZ nevyhovuji podminkam.

Celkem tedy existuje 6 téchto Cisel: 87643, 76543, 87631, 76531, 65431, 86431.
PR. 8. (70. roénik, Z9—I-1, M. Petrova)

ZADANI

Slavéna si napsala barevnymi fixy Ctyfi pfirozena Cisla: ¢ervené, modré, zelené a Zluté.
Kdyz cervené vydéli modrym, dostane neuplny podil zelené Cislo a Zluté predstavuje
zbytek po tomto déleni. Kdyz vydéli modré Cislo zelenym, vyjde ji déleni beze zbytku a

podilem je Cislo Zluté. Slavéna prozradila, Ze dvé z jejich Cisel jsou 97 a 101.

Urcete ostatni Slavéncina Cisla a pfifadte jednotlivym Cislim jejich barvy. Najdéte vsechny

moznosti.
RESENI
Oznacme si Cisla podle prvniho pismene jejich barvy ¢, m, z, Z. Musi platit vztahy:

o (:m=z(zbytekz)=>C¢=m-z+1Z

® m:z=7=>m=2z-12
Z toho se da ddle vyvodit:

O<
A\
3

v v

o ¢=7-(+1)prom=z-%

Z téchto 4 bodl lze provést zavér, ze ¢, m jsou Cisla sloZzena. Jelikoz 97 a 101 jsou

prvocisla, potom platiz =97, Z=101 nebo také z =97, z = 101.

Stadi jen cisla dosadit do druhého vztahu, m = 97 - 101 = 9797. Nakonec dosadime do

prvni rovnice pro zjisténi cerveného disla.

e (;=9797-101+97 =989594
e (,=9797-97+101=950410

Vysledek ma celkem 2 moznosti:

o Cervené = 989594, modré = 9797, zelené = 101, ?luté = 97
e Cervené = 950410, modré = 9797, zelené = 97, Zluté = 101
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PR. 9. (70. ro¢nik, Z9—-1-2, K. Pazourek)
ZADANI
Najdéte vSechny dvojice nezapornych celych ¢isel x a jednomistnych pfirozenych cisel vy,

. , X _
pro ktera plati: ; +1=xy

Zapis na pravé strané rovnice znaci periodické Cislo.
RESENI
Vime:

X X
e —>0=>—+1>1
Yy y

X
° Pokudx>y:>;>1

+
e X4 1= Xty
y y
Periodické ¢islo mlZzeme prepsat do tvaru x,y = x + 0,y. Navic 0,y lze prepsat do

zlomkového tvaru. Projdeme vSech 9 hodnot, kterych mizZe y nabyvat. Zjistime, Ze pouze

1
pro 3, 6, 9 je zlomek ; periodicky. Musime tedy provéfit tyto tfi moznosti.

Proy = 3 odpovidda — =0,y = 7 = 0,3. MlZeme tedy celou rovnici ze zadani upravit do

X 1 L . y . . ,
tvaru 3 +1=x+ 3 Vynasobime rovnici 3. Pfevedeme cisla na jednu stranu a neznamou x

na druhou stranu. Dostavame vysledek x = 1

1 _
Pro y = 6 prepiSeme — = 0,16. My ale potfebujeme na pravou stranu dostat pouze

<

periodické &islo 6 a ne 16. MGZeme ale upravit vyraz nasledovné. 10 - 0,16 = 1,6, co?

1_10 2 _
odpovida 10 - EZE Po odecteni 1 dostdvdme hodnotu 3= 0,6. Nyni mizeme opét

y . ) X 2 el 2 .
prepsat Uvodni rovnici. = + 1 = x + 5. Po Upraveé ziskavame hodnotu x = —. Proménna

6 3 5

mUzZe ale dosahovat pouze celych hodnot, a tak pro y = 6 feseni neexistuje.
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Poslednim pfipadem je y = 9. Opét si pfepiseme zlomek do periodického rozvoje — =0,1.

1
y
Vynasobime rozvoj 9 a prevedeme do zlomkového tvaru. Dosadime do Uvodni rovnice a

X 9 : v ot i :
—+ 1 =x+ —. Tato rovnice ma feSeni x = 0. Je ale dllezité se pozastavit

h
dostaneme vzta 9 9

nad tim, zda toto feSeni uznat. Pokud se totiz podivdme na zlomek 9/9 v jeho zakladnim

tvaru, je roven 1. Ale v pfipadé 9 - 0,1 je hodnota rovna 0,9. Prava strana rovnice jde tedy

pfepsat do dvou rozdilnych podob a to x + 1 nebo x + 0,9. V prvni podobé Ffe$eni uznat
nemuzZeme, v druhé ano. V oficiadlnim reseni je tato moZnost uznana.

Redenim rovnice je dvojice x=1,y=3 nebox=0,y=9.

PR. 10. (69. ro¢nik, Z9—I-3, L. Hozova)

ZADANI

x+11
x+7

Pro ktera celd cisla x je podil celym cislem? Najdéte vSechna reseni.

RESENI
Pokud ma byt zlomek celym cislem, potom musi byt Citatel roven jmenovateli, nebo
jakémukoliv celociselnému nasobku jmenovatele. Toto tvrzeni Ize pfepsat nasledovné:
e x+1l=k-(x+7),keZ
Je ale jasné, Ze jmenovat nesmi byt roven nule = x # -7

Rozdélime tedy definiéni obor neznamého dCisla x na ¢ast vétsi nez —7 a ¢ast mensi nez —7.

Pokusime se déle systematicky zredukovat defini¢ni obor, nebot mame stale nekonecéné
mnoho moznosti. Dosadme x = 0, ziskame vysledek R Nejedna se o celé Cislo. Dllezité

ale je, Ze pokud x > 0, potom zlomek musi byt vidy > 0. Postupné budeme zvy3Sovat x.

Vypiseme si nasledujici tfi hodnoty.

. _ :>x+11_£
X x+7 8
. L, X+l 13
X= x+7 9
o _3:x+11_£
X= x+7 10
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Muzeme si vS§imnout, Ze jsou vSechny zlomky vétsi nez 1. V podstaté pokazdé zvySujeme
Citatel i jmenovatel o 1. To znamena, pro obrovské hodnoty x se postupné pfiblizujeme k
vysledku 1, nikdy této hodnoty ale nedosahneme. Jmenovatel nikdy nebude celoéiselnym
délitelem Ccitatele. Proto mlzeme s jistotou tvrdit, Ze pro x > 0 nebude zlomek nikdy

celodiselny.

Dosadime x = —11, ziskdme vysledek 0. Mame tedy nase prvni fesSeni. Podivejme se, co se

stane, pokud budeme volit x < -11.

ceip L XL 1
X= x+7 5
. _ 13:>x+11_g
X= x+7 6
. B 142x+11_§
X= x+7 7

Pro x < —11 bude tedy zlomek vidy < 0. Postupnym sniZovani x se budeme pfiblizovat k
nule, nikdy této hodnoty ale nedosahneme. Zlomek muizZe byt nulovy pouze pokud je
Citatel nulovy, ten je ale vidy rdzny od nuly pro x <—11. Také nemUze byt vysledek néjaké
z celych ¢isel. Citatel bude vidy mensi neZ jmenovatel, a tak nemdze byt nikdy nasobkem
jmenovatele. Proto mlzZeme s jistotou tvrdit, Ze pro x < —11 nebude zlomek nikdy

celociselny.

Zbyva tedy provéfit pouze nékolik moznosti. Konkrétné x = {-10, -9, -8, -6, =5, -4, -3, -2,

-1}

Vysledky téchto hodnot jsou znazornény nasledujici tabulkou:

x= | 10| 9| 8| 6| 5| 4| 3|21
x+11 [ -1 | -1 | -3 5 3 7 2 9 | 10
x+7 | 3 3 5 6

(tabulka ¢. 3 — dosazeni hodnot)
Z tabulky lze vycist celkem 5 vyhovujicich hodnot. Celkem budeme mit tedy 6 feseni.

x+11
x+7

Zlomek je celym cislem pro x = {-9, -8, -6, =5, -3, 0}.
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ZAVER

Vypocet data Velikonoc, Diofantické rovnice, ¢i dikaz Fermatovy véty, na ktery se ¢ekalo
vice nez 300 let. Zpocatku se mohou tyto tfi problémy zdat jako naprosto odlisné. Presto
byly u feseni kazdého z nich pouzity znalosti z teorie délitelnosti. Je tedy jasné, Ze teorie
délitelnost je Siroky matematicky obor, ktery své uplatnéni nalezne v nejrlznéjsich

koutech matematiky, coZ nesporné dokazuje jeho dulezitost a potencial.
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RESUME

V této praci jsem popsal nékolik zajimavych problému z teorie délitelnosti. Pro odlehceni
jsem tuto praci zacal algoritmem pro vypocet data Velikonoc. V dalSich kapitoldch jsem se
zabyval kongruenci celych éisel. Nasleduje nékolik zajimavych funkci, které operu;ji s
déliteli celych cisel. Na konci teoretické ¢asti popisuji Pythagorovu vétu a algoritmus pro
hledani Pythagorejskych trojic. Také v této kapitole vypravim pribéh Velké Fermatovy
véty. Do praktické casti jsem zahrnul vlastni feSeni deseti vybranych pfrikladl z

matematické olympiddy.

Pfi psani této prace jsem si zopakoval latku, se kterou jsem se jiz na Skolach v minulosti
setkal. Také jsem si ale rozsifil védomosti o nové okruhy z oblasti délitelnosti a ¢astecné
prostudoval i jejich minulost. Naucil jsem se konstruovat své myslenky a vyuZivat
spravného matematického zapisu. Z praktického hlediska urcité vyuzZiji béhem
pedagogické Cinnosti algoritmus pro tvorbu Pythagorejskych trojic. Do hodin matematiky

také pro odlehceni latky zakomponuji vypocet data Velikonoc.
RESUME

In this thesis, | wrote about several interesting problems from the theory of divisibility. |
started this work with an algorithm for calculating the date of Easter. In other chapters, |
dealt with the congruence of integers. Then | follow with some interesting functions that
operate on integer divisors. At the end of the theoretical part, | describe the Pythagorean
theorem and the algorithm for finding Pythagorean triples. Moreover in this chapter, | tell
the story of Fermat's Great Theorem. In the practical part, | included my solutions to ten

selected examples from the Mathematical Olympiad.

While writing this work, | reviewed material that | had already encountered at schools in
the past. However, | also expanded my knowledge of new circuits in the theory of
divisibility and partially studied their past. | learned to structure my thoughts and use
correct mathematical notation. From a practical point of view, | will use the algorithm for
creating Pythagorean triples during my teaching activities. | will also incorporate the

calculation of the date of Easter into the mathematics lessons to lighten the subject.
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