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1 Uvop

Pro svou bakalafskou praci jsem si vybrala téma Analyticky a geometricky
definované kiivky, protoze ¢lovék se s nimi setkdva nejen v matematice, ale i v bézném
zivoté. Ktivky se vyskytuji na mnoha riznych mistech a nékdy si to ani neuvédomime, ze
se jedna pravé o kiivky. NejCastéji se vyskytuji Varchitektuie, ptirodé, uméni,

pramyslovém designu, pocitacovych programech nebo aplikacich.

Protoze existuje cela fada riiznych kiivek a zabyvat se kazdou kiivkou, byt pro nas
nezajimavou, by bylo na vydani knihy, budeme se proto zabyvat t€émi nejzajimavéjsimi. Ke
kazdé kitivce si uvedeme jeji definici, zndzornéni a pouziti. N&které obrazky jsem vytvaiela
sama v programu Geo-Gebra.

vvvvvv

Pojem kiivka je jeden z nejdulezitéjSich matematickych pojmt. Jedna se o
geometricky jednorozmérny objekt, pfipadné¢ zobrazeni =z GseCky do néjakého
matematického prostoru (tzv. parametrizovana kiivka). Ptikladem kiivky mize byt

napiiklad kruznice nebo p¥imka.

Asi nejpraktictéjsi ukazkou pouziti kiivek jsou fonty v poéitaci. Existuji dva druhy
fontli, prvni jsou vektorové fonty a druhé rastrové fonty. Nas budou zajimat hlavné ty
vektorové, kde je obrys kazdého znaku definovan urcitou kiivkou. U rastrovych fontl jsou
pismenka ulozena jako rastrovy obrazek v miizce, napiiklad 8x16 bodi. Rizné velikosti a

natoceni pisma ziskdme pouhou transformaci (stejnolehlost, rotace) doty¢né kiivky.



2 HISTORICKY VYVOJ POJMU KRIVKA

V této kapitole si vysvétlime obsah pojmu kiivka v jednotlivych obdobich historického
vyvoje (od nejstarSich dob starovéku az k moderni matematice 20. stoleti), jak se béhem
vyvoje ménil a zda lze zodpovédét na otazku ,, Co je to krivka? . Ke studiu pojmu vedly
rizné podnéty, srovndme metody studia kiivek a pojeti pojmu kiivka v jednotlivych
historickych obdobich a vztah tohoto pojmu k jinym matematickym pojmim (mnozina,

funkce atd.).

»VYyvojové etapy definice kiivky*

Obdobi Nova metoda Nova definice kiivky Objeveny ,,problém*

3. stoleti pr. Axiomatické

Kristem budovani seometrie Céra jako délka bez $itky Pohyb
(Eukleides) &

POIOV,ma 17 Analytickd metoda Dra-}}a,p ruse01}<’u e
stoleti soutadnic pohybujicich se ptimek, Nealgebraické kiivky
(R. Descartes) pozdé&ji kiivek

L™ 4 o L6k Mocninné fady Fx,y) Jak’o analyticky Neanalytické funkce
stol. (I. Newton) vyraz

2. polovina 19. Zptestiovani zakladl Jordanova definice Vlastnosti funkei,
stol. (C. Jordan) matematické analyzy mohutnost kontinua
Konec 19. stoleti . .. . Nemoznost prenosu
Teorie mnoZzin Cantorova definice .
(G. Cantor) z roviny do prostoru
Zadatek 20. stoleti Topologie a teorie Urvsohnova definice Nemoznost zkoumat
(P. S. Urysohn) dimenze y lokalni vlastnosti
20. stoleti Burvibizn i e Kftivka jako Je_dnorozmerna Dnes uzivana
varieta v mnoha oborech

(Lomtatidze, 2007)

Najit uspokojivou definici kiivky neni viibec snadny ukol. Dfive se kiivka zkoumala jako
néjaky redlny objekt, ktery se mohl napt. vyty€it provazem, vyryt do kamene nebo
nakreslit do pisku. Béhem staleti se zkoumany pojem kiivky rozvinul ve vysoce abstraktni
objekt, ktery dnes studuji rizné obory matematiky (pocitacovd geometrie, diferencialni

geometrie ve fyzice, geometricka topologie atd.).

Je zfejmé, Ze vlastnimu formovani definice pojmu piedchazelo dlouhé obdobi, kdy byly
studovany jednotlivé kiivky a jejich vlastnosti. Z tohoto obdobi vychazeji kofeny

pozdéjsiho pojeti pojmu kiivka v moderni matematice a nelze je pfi studiu opominout.




2.1 NEJSTARSi KORENY

Z Obrazku 1 je vidét, ze zdrojem inspirace se odnepaméti staly kiivky Zen. Pokud se
priblizime k matematice, miizeme fict, ze nejstarsi kotfeny zajmu clovéka o kiivky sahaji
hluboko do minulosti. Zajem o kiivky byl spojen s kazdodenni ¢innosti ¢lovéka. Jedna se o
¢innost praktickou, kde prvni kiivky byly sledovany jako drahy pohybujicich se téles, nebo
napft. k vytyCovani obiadnich mist, piidoryst pro obytna ptistiesi, pii déleni pozemkl nebo
byly i soucasti ornamentt, které zdobily predméty.

Toto vSe vedlo ke shromazd’ovani prvnich geometrickych poznatkt, ve kterych se objevuji
zakladni vlastnosti nejjednodussich kiivek - kruznice a primky (tehdy chapané spise jako

omezena Cast piimky).

Obrazek 1- Véstonicka Venuse (29 000 - 25 000 p¥. Kristem)

2.1.1 USECKY A KRUZNICE

Hlavnim podnétem pro vytyCovani obfadnich mist ve tvaru kruhu se stala dvé nebeska
télesa- Slunce a Mésic v uplilku. Po celé¢ zapadni Evropé se nachéazeji pozoruhodné
megalitické pamatky (kamenné kruhy, velké hrobky atd.). Vétsina z nich poukazuje na
pozici Slunce a Mésice ve vztahu k néjaké vyznamné rocni dob¢ (hlavné letnimu a

zimnimu slunovratu).
Mezi nejznaméjSi kamennou kruznici patii Stonehenge v Anglii, kterd slouzila jako
slune¢ni a mésicni kalenddf. Na Obrdzku 3 si vSimneme, jak dva dolmeny oddéluji

sakralni prostor od pro-fanum, tedy vchodu do svatyné.



Obrazek 2- Stonehange

Obrazek 3- Stonehange (shora doli)

Ukazky pouziti kruZnic, oblouki, Gsecek a vzacné 1 jinych kiivek, najdeme v symetrickych
vzorech po celém svété snad ve vSech dobach. Ve Starovéku jsou to hinduistické ptirucky
Sulvasttra (Pravidla provazce), které popisuji geometricka pravidla, jak Shdrami

vymetovat oltafe a navody jak je stavét.

2.1.2 SPIRALY
V Egyptskych malbach a vyzdobé najdeme kromé kruznic i ki'ivky spiralovitého tvaru, ale

symbolika spiral neni tak jasna. Objevuji se na buddhistickych pamatkach a také v Recku.

Jeden z vyznamnych symbolu je tzv. Horovo oko, které slouzi jako ochrana proti zlu a je

slozeno ze symboli, které predstavuji zlomky:

1111 1 1

které davaji v souctu (viz Obrdazek 4)
63
64
Podle mytu slozil ¢asti rozbitého Horova oka Thoth a dava mu magickou moc do celku

cror.

(jedni¢ky) chybgjict:



Obrazek 4- Horovo oko (zlomky) Obrazek 5- Horovo oko

2.2 KRIVKY V ANTICKE GEOMETRII
V dob¢ bronzové (3. a 2. tisicileti pfed Kristem) se na izemi antické civilizace objevuje
tzv. krétsko-mykénska kultura. Objevuji se geometrické motivy na keramice, zdobenych

motivy ze spirdl a kruht.

Antika je obdobi starovékého Rima a Recka od 14. stoleti pred Kristem do roku 476 po

Kristovi, kdy doslo k zaniku Zapadotimskeé fiSe.

Zaklad védeckému badani polozili starofecti u€enci a mizeme fici, ze v geometrii dosli
nejdale. V Euklidovych Zakladech (3. Stoleti pfed Kristem) je geometrie vyklddana jako
axiomaticky budovany systém, ktera s sebou pfina$i novy pfistup ke kiivkam. Své
poznatky shrnuli Rekové do spisu Zaklady — §lo o kruZnici a piimku, geometrické objekty

Z nich vytvotené, jejich vlastnosti a vzajemné vztahy.

Bohuzel to s sebou piineslo 1 velky problém — rektifikaci kruznice, ktera Gizce souvisi s tzv.
kvadraturou kruhu, coz znamena pievedeni daného kruhu na c¢tverec o stejném obsahu.
Dalsi problémy ptineslo 1 zdvojeni krychle a trisekce uhlu a proto byly tyto 3 nevyfesené
ulohy spole¢né nazyvany Tti proslulé problémy starovéku. Tyto problémy se podatilo
vyfesit aZ o vice nez dva tisice let pozdéji v moderni evropské matematice a trvalo az do

19. stoleti, nez se zjistilo, Ze jsou eukleidovsky nefesitelné.

Pii snaze feSit n€kterou z proslulych tii uloh vedla uZz b&hem starov€ku k objeveni
kuZzelosecek a n¢kolika specidlnich kiivek, napt. Dioklova kisoida. K popisu novych kiivek

byl vétsinou uzivan pohyb, nebylo mozno je konstruovat eukleidovsky.

Ve spise Kuzelosecky od Apollonia, jsou elipsa, hyperbola a parabola zavadény jako fezy

na kuzelu a nikoli jako pohyb.
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2.3 OD ANTIKY K ANALYTICKE GEOMETRII

V obdobi stfedoveku, zejména v Evrop¢, nastal celkovy tpadek a témét Uplné utlumeni
zajmu o geometrii. Zasadni zlom pfichazi v obdobi renesance, kdy se geometrie dockala
postupného ozivovani. Nékteti malifi italské renesance pouzivali pfesné uziti nékterych

metod. Nejvice k teorii kiivek ptispél René Descartes.

2.3.1 ARABSKA GEOMETRIE

Pod pojmem arabsk4 geometrie se rozumi geometrie zemi Blizkého a Stfedniho vychodu.
Diky arabskému svétu se dochovaly fecké spisy a vznikly nové mySlenky o kiivkach, které
se zaCaly studovat. Mezi nejvyznamnéj$i dila patfi spis Zdklady od Eukleida a spis

Kuzelosecky od Apollona.

Diky tfem bratrim Banu a Musa z Bagdadu se dochoval v latinském piekladu spis Kniha o
meéreni rovinnych a sférickych obrazci. Latinsky pieklad sehral dalezitou roli v rozvoji
geometrie, Ctendf se zde mohl poprvé setkat steSenim trisekce thlu. Ve spisu jsou
popisovany uspéchy v geometrii, kterych bylo v Bagdddu dosazeno, dale pak vypocty
obsahti riznych geometrickych obrazcli,, povrchu koule atd. Mezi jejich dalsi dila patii 1
prace o kuZzeloseckach, ktera zaujala 1 dalsi matematiky. Na zaklad¢ toho byla vynalezena

pomiicka podobna dneSnimu kruzitku.

2.3.2 EVROPSKY STREDOVEK- GEOMETRIE

V této dob¢, na prelomu 4. a 5. stoleti dosSlo k poklesu znalosti o geometrii. Na tizemi
byvalé Zapadoiimské tiSe vznikaly a zanikaly nové barbarské statni utvary. To, ze tyto
utvary byly hospodaisky a politicky nestabilni, mélo za nasledek, ze kulturni a védecky

vyvoj byl velmi pomaly.

V 10. stoleti patii mezi nejvyznamnéjsi autory Gerbert z Aurillacu s jeho dilem zvanym
Geometria. V této praci vysvétluje jednoduché geometrické poznatky o rovinnych
utvarech. Je tam spousta ndvodl pro feSeni zadanych tloh. TiSténé vydani obsahuje 94
¢lanktl, nejzajimavéjsi pro nds je 1. ¢lanek, kde autor vysvétluje zékladni pojmy a klade si

otazku, co je to linea, tj. ¢ara.
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2.3.3 GOTICKA GEOMETRIE

Typicky znak gotiky je lomeny oblouk, ktery je vytvofeny ze dvou obloukl kruznice (viz
Obrazek 6). Konstrukce zakladniho tvaru se délala pomoci rovnostranného trojuhelniku,
jehoz vrcholy jsou stiedy obloukl. Tyto tutvary se objevuji v klenbach, opérnych

systémech, oknech, ptidorysech atd.

Dalsim znakem gotiky je k¥iZzova klenba (viz Obrazek 7), ktera vznikne prinikem dvou
valcovych ploch. Zebra klenby (prinikové kiivky) jsou ¢astmi elipsy. Existuje jesté

spousta druhti klenby, napt. hvézdova, krouzena atd.

Mezi dalsi znak patii kruzba, kterd je typickd pro gotickou katedralu. Je to stavebni
ornament, byva v interiéru 1 z vnéjsku. Kruhové okna byvaji bud’ zasklena, nebo prazdna, a
jsou Clenénd kamennymi Zebry. Ornamenty se pohybuji primérné od 2 centimetrti 1 do
nékolika metr. Na Obrdzku 8 je katedrala Notre Dame v Pafizi s kruzbou ve formé

paprskového kola z roku 1225 o praméru téméf 10 m.

e
=

Obrazek 6: Lomenny oblouk Obrazek 7: Ktizova klenba Obrazek 8: Kruhové okno

2.3.4 KRIVKY V OBDOBI RENESANCE
Zajem o geometrii zesilil v polovin€ 15. stoleti, rostly naroky architektury na geometrické
znalosti a linearni perspektiva umélct italské renesance. Doslo opét ke studovani

specialnich kiivek.

V 1. poloviné 16. stoleti poloZil zaklady pro projektivni geometrii Girard Desargues. Byl to
francouzsky geometr, architekt a inZenyr. Jako prvni ve své praci popisuje soufadnice bodu

V prostoru.

12



3 KRivka

Co to vlastn¢ ktivka je? Definovat kiivku je docela komplikované. Spravna definice se
uvadi v diferencialni geometrii a to vyzaduje mnozstvi matematickych pojmui. Proto se
uchylime k jednodus$imu definovani pomoci nésledujici véty. Pro naSe tucely bude

dostacujici, budeme-li kiivku chapat intuitivné jako drahu pohybujiciho se bodu.

Kftivka je mnozina (bodu), kterd je az na kone¢ny pocet bodi regularni kiivkou.

3.1 DEFINICE A POZADAVKY

,» Regularni kiivkou tfidy €,V E; rozumime mnozinu KX € [Ej, pro niz existuje vektorova

funkce P(t), t € J tak, ze:
1. P:J - X,J je otevieny interval,
2. Pjetridy C,,
3. |P'(to)| # 0 pro viechna t, € J,

4. t; #t, > P(t) # P(ty). "

(Jezek, 2004)
Pozadavky
e podstatna nezavislost kiivky na soustaveé souradnic
¢ lehké znazornéni omezeni oblouku kiivky

Z téchto divodt budeme nejéastéji volit parametrické vyjadreni.

3.2 SECNA KRIVKY
Secna se latinsky fekne secare a znamena Fez. Secna kiivky je tedy pfimka, ktera protina

kiivku alespoil ve dvou odliSnych bodech a neni jeji teCnou.
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3.3 ASYMPTOTA KRIVKY

,» Necht’ bod T je bodem rovinné kiivky a p je pfimka. Necht v je vzdalenost bodu T od
ptimky p. Je-li limv =0 pro pfipad, kdy asponn jedna soufadnice bodu T roste nade

vSechny meze, pak pfimku p nazyvame asymptotou kiivky.*

(Rektorys, 1968)

Asymptota kiivky je vlastné jeji te¢na v nevlastnim bodg.

3.4 TECNA KRIVKY

,, Te¢nym vektorem ki¥ivky r = r(t) v jejim bod€ ry(tj. v bodé t = t, &ili [xg, Vo, Zo])

) _(dr)
o= \at),

O soufadnicich (smérovych parametrech) x,, yo, Zo, jehoZz pocateéni bod je v bodé 1y (tj.

rozumime vektor

v bodé [x,, Vo, z,]). Pfimka obsahujici tento vektor se nazyva te¢na kiivky v bodé r,, ktery
je tzv. dotykovym (tecnym) bodem te¢ny (viz Obrdzek 9), (tecna takto zavedena je limitni

polohou secny, jestlize jeji dva priseciky s kitvkou splynou v jediny bod dotyku). “

(Rektorys, 1968)

X

Obrazek 9: Te¢na krivky
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3.5 DELENIi KRIVEK
Kftivky lze délit podle raznych hledisek:

1. podle umisténi bodui v prostoru:

e rovinné a prostorové

2. podle vytvarnych zakonii:

e analytické a grafické

3. podle typu rovnice:

e parametrické, explicitni a implicitni

4. podle viastnosti priichodu ridicimi body:

¢ interpolacni a aproximacni

3.6 ANALYTICKY A GEOMETRICKY DEFINOVANE KRIVKY

Mezi analyticky definované kiivky fadime vSechny, které jdou vyjadiit néjakym vzorcem
nebo matematickym vztahem. Analyticky definované kiivky nékdy oznacujeme 1 jako

matematicky definované kiivky a délime je na dvé skupiny:
1. Algebraické
F(x,y) = ¥ija;x'y’=0
2. Grafické- neexistuje matematicky vyraz
Definovat kiivku analyticky znamena, zadat ji explicitné, implicitné nebo parametricky.

Do geometricky definovanych krivek fadime vSechny kfivky, které jsou vyjadieny

napiiklad stopou bodu pii pohybu v roving (ptipadné v prostoru).
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Napriklad kruzZnice miize byt na jedné strané zaddna predpisem:
(x—m)?+ @y -—n?=r?

ale zaroven na ni lze pohlizet jako na geometricky objekt ur¢eny mnozinou bodi dané
vlastnosti (vzdalenost bodu od daného stfedu) nebo jako prisecik kuzelové plochy a secné

roviny.
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4 ROVINNE KRIVKY

Rovinnou kfivku chapeme jako mnozinu bodu v roving€. EXistuje spousta druhti rovinnych

kiivek:

1. Kruznice

2. Elipsa
3. Hyperbola
4. Parabola

5. Paraboly a hyperboly vyssich stupnii (mocninné kiivky)
6. Primka lezici v zadané roviné
7. Kuzelosecka
8. Logaritmicka spirala
9. Retézovka.
Miizeme se také setkat se specidlnimi ptipady rovinnych kiivek, a to:

e  Archimedova spirala, Kissoida, Strofoida, Cassiniho kiivka, Descartuv list

nebo Klotoida

4,1 ZprUSOBY VYJADRENI ROVINNE KRIVKY
Kiivku mazeme vyjadiit 3 zpisoby:

1. Explicitni rovnice

y = f(x), kde x € (a, b)

=%

Obrazek 10- Explicitni vyjadieni rovinné kirivky
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Kfivka je orientovana ve sméru rostouciho x (viz Obrdzek 10).
Priklady: Kvadraticka funkce, mocninné funkce, goniometrické funkce, linearni

funkce atd.

2. Implicitni rovnice

F(x,y) =0

Vypocet implicitni rovnici se pocita hlavné v trojrozmérném prostoru.

3. Parametricka rovnice

X(@®) = [x(0),y(@®)]

YV
T t=1
yU r =1 t=0
(). 14 o .
n-'cn 3'-:1 %

Obrazek 11- Parametrické vyjadreni rovinné kiivky

V pocitacové grafice se mnohokrat uziva parametricky tvar:
x = x(t)

y = y(b).

e Parametrické vyjadieni se zapisuje vektorove:
P(to) = [x(to), ¥(to), z(to)] |

kde P(t) je polohovy vektor OP.
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e Derivace kfivky vyjadiené parametricky ma tvar:

dx(to) dy(ty) dz(to)
dt ' dt ' dt |

P'(ty) = [x'(t0), y'(t0), 2" (to)] =

e Derivuje se po slozkach

e Parametr t je v intervalu (0,1), kde t=0 at= 1 a ty urcuji krajni body (viz
Obrizek 11)

e Vyhodou parametrického tvaru je lehké zndzornéni tecny ke kiivce, které je
vhodné pti vyuziti navazovani kiivek a vytvareni komplikovanych tvart z
jednodussich casti

e Nevyhodou parametrického tvaru je, Ze v n€kterych ptipadech neni zaruceno

stejnomérné rozlozeni bodu na ktivce.

4.2 VLASTNOSTI ROVINNYCH KRIVEK
Uvazujme interval I = (a, B). Za poéateéni bod kiivky povazujeme bod [¢(a), Y (a)] a
za koncovy bod [¢(B), Y (B)].

4.3 UZAVRENA KRIVKA

Jestlize plati [p(a), Y (a)] = [@(B), Y(B)], tzn. poatetni a koncovy bod jsou totozné, pak

kiivku C nazveme uzavienou (Viz Obrdzek 12).

Plati podminka, Ze pro @ (t;) # @(t;) AP(ty) # Y(t,). Ale to se nevztahuje na pocatecni
bod, ktery je totozny s koncovym bodem.

Mnozina {k(x); x € I} se nazyvéa obraz k¥ivky.

Obrazek 12- Uzavrena krivka
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4.4 OTEVRENA KRIVKA
Jestlize ma kiivka C krajni body, tzn. pocatecni bod je rtizny od koncového, pak ji

nazveme otevicenou kiivkou (viz Obrdzek 13).

Obrazek 13- Oteviena krivka

4.5 HLADKA NEBOLI DIFERENCIALNI KRIVKA

Jsou-li funkce @(t) a Y(t) spojité v I, pak jde o hladkou neboli diferencidlni kiivku.
Derivace existuje v kazdém bod¢é. Hladka ktivka je regularni, pokud jeji derivace neni v

zadném bode€ nulova.

Lépe si tuto vlastnost predstavime nasledovné: oteviend kiivka je hladka, jestlize v kazdém
jejim bod¢ dokdzeme udé€lat tecnu a u uzaviené kiivky nam nevadi, jestlize teCna

neexistuje v pocateénim bodg, ktery splyva s koncovym (viz Obrazek 14, 15 a 16).

Obrazek 14- Hladka kiivka I. Obrazek 15- Hladka kiivka II.  Obrazek 16- Hladka krivka III.

4.6 PO CASTECH HLADKA KRIVKA

JestliZe je kiivka slozend z hladkych tsek, které na sebe navazuji, tak je po ¢astech hladka

(viz Obrdzek 17 a 18).
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Obrazek 17- Po ¢astech hladka krivka L. Obrazek 18- Po ¢astech hladka krivka II.

4.7 JEDNODUCHA KRIVKA

Jestlize oteviena kiivka neprotind sebe sama, pak jde o jednoduchou kiivku (viz Obrdzek
19 a 20).

Tzn. pro t; # t, plati p(t;) # @(t;) AP (ty) # P(t,).

<=~

Obrazek 19- Jednoduchd krivka I. Obrazek 20- Jednoducha krivka IL

4.8 KRIVKA R-TE TRIDY
Uvazujme v roviné kiivku popsanou funkci y = y(x). Ma-li funkce y(x) na otevieném
intervalu spojité¢ derivace az do r-tého tadu, pak tikdme, ze se jedna o kfivku r-té tiidy
(kfivku tiidy T,.) v intervalu.

Rovinnou kiivku definovanou na intervalu funkci y(x) Casto vyjadiujeme jako mnozinu

bodd.

4.9 KRIVKA NEKONECNE DIFERENCOVATELNA
Ma-li kiivka vSechny derivace, fikame nékdy, Ze je tfidy nekonecno, neboli nekonecné

diferencovatelna.

Poznamka: Obcas se vyrazem kiivka mysli pouze obraz kiivky (v dfivejsi definici), tj.

mnozina bodl. To nazyvame neparametricka krivka.
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5 PROSTOROVE KRIVKY
Prostorova kiivka je takova kiivka, jejiz body nelezi v jedné roving.

Parametricka rovnice kfivky byva zapisovana ve vektorovém tvaru

r =r(t),
kde r predstavuje radiusvektor:

x = x(t)

y=y()

z=2z(t)

prot e {a, B), kde x,y, z jsou spojité funkce.
Prostorovou kiivku Ize vyjadfit jako prinik dvou ploch: z = f(x,y), z = g (x,y)

nebo F(x,y,z) =0, G(x,y,z) = 0.

Jsou-li rovnice popisujici kiivku algebraické, pak kiivku oznacujeme jako algebraickou.

Pokud uvedené rovnice nejsou algebraické, pak fikame, ze kiivka je transcendentni.
Priklady prostorovych kiivek:
o Primka

e Sroubovice

5. PRIMKA
Ptimka je dlouhd rovna cara, kterd ma nekoneéné mnoho bodli a nemé ani zacatek ani
konec. Radime ji mezi jednorozmérné kiivky, coZ znamend, Ze pfimka mé pouze délku

(viz Obrdzek 21).

Vlastnosti

Zapis piimky se provadi pomoci malych tiskacich pismen a je dana ob&éma body, protoZe

jen jednu pfimku lze vést dvéma body.
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Zapis

Zapis ptimky v roviné se provadi pomoci linearni funkce, protoze v grafu vznikne vzdy
ptimka.

Piedpis pro linearni funkci je: y = ax + b, kde b je absolutni ¢len.

5.1.1 POLOPRIMKA
Mizeme se také setkat stzv. polopiimkou, kterd je ptimce blizkd (viz Obrdzek 22).
Poloptimka je také dlouha rovna ¢ara, kterda ma nekone¢né¢ mnoho bodi a nemé konec. Na

rozdil od pfimky ma poéatek.

I ;
B\ \B\

Obrazek 21- Pfimka Obrazek 22- Polopfimka

5.1.2 VZAJEMNA POLOHA PRIMEK V ROVINE

V roving, kde médme dvé€ pfimky, mohou nastat 3 vzajemné polohy. Mé&me tedy pifimky p
aq:
e Totozné primky- znaCime pNq = p, zdpisp = q
Pfimky maji nekone¢né mnoho bodu, protoze se protinaji ve v§ech bodech,
lezi na sobé a splyvaji v jednu (viz Obrdzek 23).
e Riiznobé&Zné pFimky- zna¢ime p N q = {P}, zapis p X q
Piimky maji 1 spole¢ny bod, protoZe se protinaji pouze v jednom bod¢ (viz
Obrazek 24).
¢ Rovnobézné primky- znac¢ime p N q = @, zapisp |l q

Ptimky nemaji Zadny spole¢ny bod, protoZe se neprotinaji v zd&dném bod¢ (viz

Obrazek 25).
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Obrazek 23- Totozné pfimky  Obrazek 24- Riiznobézné pifimky Obrazek 25- Rovnobézné primky

5.1.3 VZAJEMNA POLOHA PRiMEK V PROSTORU

V prostoru, kde mame dvé pfimky, mohou nastat 4 vzajemné polohy. Prvni tfi vzijemné
polohy jsem uvedla v pfedchozim odstavci (Vzajemna poloha piimky v rovin€) a to
piimky riznobézné, rovnob€zné a totozné. Zbyvaji ndm tedy mimobézné piimky, jako

v

piibyvsi vzajemna poloha v prostoru s vyssi dimenzi. Méjme tedy piimky p a q:

e Mimobé&Zné piimKky- znatime p N q = @, zapis p *~ q
Ptimky nemaji Zadny spoleény bod, maji rlizny smér a nejsou rovnobézné.

Jakakoliv piimka je v jiné vySce (viz Obrdzek 26).

Y

BN

Obrazek 26- Mimobézné primky

P
X

5.1.4 PARAMETRICKA ROVNICE PRIMKY
Pfimku mtzeme urcovat riznymi zplsoby, napi. pomoci vektoru a bodu. Bod urcuje

posunuti od poc¢atku soustavy soufadnic a vektor smér ptimky.

Oznaéme piimku v prostoru pismenem p. Dale ozna¢me bod P, kterym piimka prochézi a

je rovnobé&zna s vektorem u. Celé oznaceni piimky budeme zapisovat ve tvaru p(P, u).
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Definice — smérovy vektor primky

,, Jestlize A,B jsou dva rizné body, pak vektor uw =B — A nazyvame smérovy vektor

primky AB.“

(Koncel, 2009)

Definice- parametricka rovnice primky

, Rovnice X =A+tu; t€R,u+o0, se nazyva parametrickd rovnice nebo také

parametrické vyjadieni primky p(A,u). Promenna t se nazyva parametr.*
,, KdyZz parametrickou rovnici pfimky p(4,u), kde Alaq; ay;as]l a u = (uq;uy;us)
zapiSeme v soufadnicich, ziskame vyjadfeni soufadnic bodi X[x;y;z] této piimky

V zavislosti na parametru t.*

(Kongel, 2009)
X = aq + tul,
y=a, + tuz,

z=a3+ tuz, kdeteR.

5.1.5 OBECNA ROVNICE PRIMKY

Definice- obecna rovnice piimky

»Rovnice ax + by +c =0, a,b,c € R, kde alespon jedno z Cisel a, b je nenulové, se

nazyva obecna rovnice piimky.

(Kongel, 2009)

Pro nalezeni a vypocet obecné rovnice ptimky pouzivame normalovy vektor, abychom

zjistili koeficienty a, b, c.

Definice- normalovy vektor

,»Vektor kolmy ke smérovému vektoru piimky v roviné se nazyvd normalovy vektor této

ptimky.* (viz Obrdzek 27)

(Koncel, 2009)
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Obrazek 27-Normalovy vektor n pfimky p

Na obrazku mame oznaceny smérovy vektor u a normalovy vektor n . Tyto dva vektory
jsou na sebe kolmé a tudiz jejich skalarni soucin je roven 0. Oznaéme si nyni smérovy

vektor u = (uq,u,) anormalovy vektorn = (nq,n,). Plyne tedy, Ze:

niuq + n,u,; = 0.

5.2 SROUBOVICE
Sroubovici fadime mezi prostorové kiivky. Vznikd opisovanim bodu, ktery se otadi a
posouva kolem své osy. Tento pohyb se nazyva Sroubovy pohyb, ktery se otaci kolem své

0sy a posouva se po jejim sméru (viz Obrdzek 28).

Obrazek 28: Sroubovice

Sroubovice rozdélujeme na 2 druhy, a to jakym zpiisobem se Sroubovice ota¢i a jak rotuje.

Zpusob otaceni

e Pravotocivy- Pravoto€ivy pohyb je takovy pohyb Sroubovice, kde se bod otaci a

posouva doprava kolem své osy.

e Levotocivy- Levoto€ivy pohyb je naopak pohyb, kde se bod otaci a posouva

doleva kolem své osy.
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Zpisob rotace- na rotacnich plochach, napf.

o Kuzel
e Vilec.

Sroubovice se sklada z vrcholu, vysky a polomdru podstavy (napf. valcové plochy) a

muzeme ji parametricky vyjadrit:

X =T CoSQ
y =71 Ssing
z = b,

kde z je osa Sroubovice, 1 je polomér podstavy (valcové plochy) a b je vyska.
Pouziti: Se Sroubovici se setkavame ve stavebnictvi (toCité schody- viz Obrdazek 29),
pouziva se pii vyrobé Snekovych dopravnicich (viz Obrdzek 30), rizné zavity, Srouby,

pruziny atd.

Y 1

=)
P=|
<3
|| e

‘ \

Obrazek 29- Sroubovice v toéitych schodech Obrazek 30- Sroubovice a $nekovy dopravnik
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6 KUZELOSECKY

Na kuzelosecky jde nahlizet jak na analyticky tak geometricky definované kiivky, které se

fadi mezi algebraické kiivky 2. stupné.
Mezi kuzelosecky patii:

o Kruznice

e Elipsa
e Hyperbola
e Parabola

Podle svého ndzvu vznikaji kuZelosecky seknutim rota¢niho kuzele rovinou a také jako

mnoziny bodil dané vlastnosti.

KuZelosecka je tedy rovinna kiivka, ktera vznikne jako prinik roviny s plastém rotaéni

kuzelové plochy, kterd neprochazi vrcholem kuZzelové plochy.

Singularni kuZelosecky

Mize se stat, ze pii fezu rovinou nevznikne elipsa, hyperbola, parabola nebo kruznice,

nybrz néjaky bod, pfimka nebo dvé piimky. A to se nazyva singularni kuzelosecky.

Regularni kuZzelose¢ky

Takto se oznacuje kruznice, elipsa, parabola a hyperbola.

Kruznice

Obrazek 31- Kuzelosecka

Existuje 7 typt kuzelosecek, ale my se budeme vénovat tém regularnim, které jsou pro nas

zajimaveéjsi:
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1. Bod

2. Dvojice splyvajicich rovnobézek a riiznobézek

3. Vstup secné roviny vrcholem kuzelové plochy (tzv. singularni kuzelosecky)

4. Kruznice ™
5. Elipsa

6. Parabola

7. Hyperbola —

tzv. Regularni kuzelosecky

Pti vzniku kuzeloseCky zélezi na tihlu, pod kterym protina sec¢na rovina kuzelovou plochu.

Definujme thel a«, jenz sviraji povrchové piimky rota¢ni kuzelové plochy s rovinou

kolmou k ose rotace. Jako druhy tihel si ozna¢ime uhel B, jez svira rovina fezu o S rovinou

kolmou k ose rota¢ni kuzelové plochy. Mohou nastat 4 ptipady:

1. B = 0 = vznikne KRUZNICE (rovina je kolma k ose rotace)

2. a> f > 0 =vznikne ELIPSA

3. a = f =vznikne PARABOLA

4. a < f =vznikne HYPERBOLA

Obrazek 32: Parabola(A), Elipsa a kruznice (B), hyperbola (C)

6.1 KRUZNICE

Kruznici jsme ziskali, jak uz jsem uvedla, jako prusecnici rotacni kuzelové plochy a roviny

kolmé k ose plochy (stejné€ tak jsme mohli seknout jakoukoli jinou rotaéni plochu rovinou
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kolmou k jeji ose). Umistime-li kruznici o poloméru r do soustavy soufadnic tak, ze stied

lezi v po¢atku, bude mit rovnici:

Kruznice se stfedem v bodé S[m; n] ma rovnici:
(x—m)?+ (y —n)? =ri
Obecna rovnice kruznice je:
x2+y?4+ax+by+c=0
kde a? + b? — 4c > 0.

Stied kruznice je:

S—[ a b]
L2 2

polomér:

Obrazek 33: Kruznice I. Obrazek 34: Kruznice II.

6.1.1 TECNA KE KRUZNICI
Mame kruznici se stiedem S[m; n] a polomérem r a na kruZnici bod T[x,; y,]. Rovnice

teCny ke kruznici vedena bodem T ma tvar:

(xg —m).(x —m) + (yo —n).(y —n) =12
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kruhova Gsec
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kruhova
vyset

Obrazek 35: Tec¢na ke kruznici

6.2 KRIVKY 2. STUPNE

Elipsy, hyperboly a paraboly se spolu s kruznicemi souhrnné nazyvaji kuzelosecky,
protoze kazdou z nich miiZeme dostat jako prinik roviny a kuZelové plochy. Tyto kiivky
vystupuji také jako obalové kiivky systémi piimek.

Pomoci soustavy soufadnic nakonec ukaZeme, Ze tyto kiivky jsou dany algebraickymi

rovnicemi 2 stupng¢.

6.2.1 ELIPSA
Je to zaroven ,, valcoseCka®, tj. prasecnice rotacni valcové plochy a roviny, ktera neni ani

kolma k ose plochy ani s ni rovnobézna.

Uvazujme mnozinu vSech bodiit M Vv roving, pro néz je soucet vzdalenosti od dvou danych
ruznych boda A, B roven danému ¢islu. Oznacme toto Cislo 2a, vzdalenost boda A a B

ozna¢ime 2C. Poznamenejme, Ze pro a < c je tato mnozina malo zajimava.

Je-li a < ¢, dostaneme prazdnou mnozinu, protoze v roviné neexistuje bod M, pro ktery

plati
| AM | +|MB|<[AB].
Pro a = ¢ je uvaZzovanou mnozinou usecka AB.

Abychom ziskali ptedstavu o tvaru kiivky pro a > ¢, zatluceme v bodech A, B hiebiky a
navlékneme na né provazek délky 2(a+c), jehoz konce spojime. Napneme provazek tuzkou
a opiSeme takto kiivky a musime dbat, aby byl provazek stale napnuty. Dostaneme

uzavienou kiivku, ktera se nazyva elipsa.
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Body A, B jsou tzv. ohniska této elipsy.

Z definice elipsy plyne, ze je to kiivka symetricka podle dvou os symetrie. Jedna osa
prochéazi ohnisky A,B. Rika se ji hlavni osa a druhd osa je k ni kolmé a prochazi stfedem

usecky AB, nazyva se vedlejsi osa.
Prisecik O téchto dvou os soumérnosti tvoii stied elipsy.

M¢énime-li délku provazku, dostaneme cely systém elips s danymi ohnisky. Jinymi slovy,

dostaneme mapu hladin funkce
F(M)=|MA|+|MB]|.

Geometrickd definice tikd, Ze elipsa je mnoZina bodi X v roving, které maji od dvou

danych bodi E, F (ohnisek) konstantni soucet vzdalenosti,

IXE| + |XF| = k.

6.2.2 HYPERBOLA

Hyperbolu dostaneme tak, protneme-li kuzelovou plochu rovinou, ktera svira s 0sou
plochy tihel mensi, nez je uhel mezi osou a povrskami kuzelové plochy (0 < y < o).
Hyperbola stejné¢ jako parabola neni uzaviend kiivka, ale na rozdil od paraboly ma dvé

vzajemn¢ oddélené Casti — vétve.

Uvazujme mnozinu vSech bodu, jejichz rozdil vzdéalenosti od dvou danych bodi A a B se

Vv absolutni hodnoté rovna dané hodnoté 2a(a > 0).
Necht je jako v pfedchéazejicim piipadé | AB | = 2c.
Je-li a > ¢, je hledana mnozina prazdna, protoze pro zadny bod M neni
| aM| - |MB| > | 4B|ani | MB| - |AM| > | 4B|.

Pro a = ¢ se hledand mnoZina skladd ze dvou polopFimek, které dostaneme z ptimky AB

vynechdnim vnitinich boda tsecky AB.
V piipad€ a < ¢ se uvazovand mnozina sklada ze dvou ¢asti, tzv. vétvi. Jedna je mnozinou:

{M:|Mma| - |MB| = 2a}.
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Cela ktivka (sjednoceni obou vétvi) se nazyva hyperbola a body A, B jejimi ohnisky (viz
Obrdazek 36). Z definice vyplyne, Ze hyperbola ma dvé osy soumérnosti, stied O a GseCky
AB je jejim stfedem.
Abychom dostali celou mapu hladin funkce
f(M)=| [MA|-|MB] |
musime k systému hyperbol s ohnisky A, B piidat osu Gsecky AB, ktera odpovida
hodnot¢ (M) = 0.

M

Obrazek 36: Hyperbola

6.2.3 PARABOLA

Parabola patii mezi kuzeloseCky a vznika jako fez kulové plochy rovinou.

Definice:

,» Vroviné je dan bod F a pfimka , kterd jim neprochazi. Mnozina vSech bodu roviny,
které maji stejnou vzdalenost od bodu F a od piimky q, se nazyva parabola. Bod F se

nazyva ohnisko, ptimka q Fidici piimka paraboly."

(Koncel, 2009)

o

o

Obrazek 37: Parabola
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Na Obrazku 37 je znazornén bod V, ktery je vrcholem paraboly, lezici na pfimce o.

Pismeno p urcuje vzdalenost paraboly od jeji fidici ptimky. A bod F je ohniskem paraboly.

Vrcholova rovnice- definice

,Rovnice (x —m)? = F 2p(y — n), resp.(y —n)? = F 2p(x —m), kde p > 0 se nazyvaji

vrcholové rovnice paraboly s vrcholem V[m; n] a ohniskem E [m; n + g], resp.

;n].“

E[m?

N

(Koncel, 2009)
Z této vrcholové rovnice lze urcit polohu osy paraboly vic¢i osam X nebo y, ohniska a také
fidici pfimky paraboly.
Osa paraboly muize byt rovnobézna jak s 0sou X, tak s osou y. My se nyni podivame na to,
jak to vypada v jednotlivych ptipadech:

1) Abychom mohli fict, Ze osa paraboly je rovnobéZna s 0sou X, musi byt vrcholova
rovnice ve tvaru (y —n)? = F 2p (x — m). Parabola je tedy oteviena a bude
zélezet na sméru vuci poloose X. Pokud bude ve sméru zaporném, bude mit

rovnici: (y —n)? = —2p(x — m).

A pokud bude v kladném sméru, jeji rovnice bude: (y — n)? = 2p(x — m).

2) Abychom mohli fict, ze osa paraboly je rovnob&zna s osou y, musi byt vrcholova
rovnice ve tvaru (x — m)? = ¥ 2p (y — n). Parabola je tedy opét oteviena a bude
opét zalezet na smeru viuci poloose X. Pokud bude ve sméru zaporném, jeji rovnice

bude: (x — m)? = —2p(y — n).

A pokud bude v kladném sméru, jeji rovnice bude: (x — m)? = 2p(y — n).

34




Obecna rovnice paraboly- definice

,» Rovnice paraboly ve tvarech x2 4+ 2rx +2sy +t=0ay? +2sx+2ry+t=0;r = 0,r,

s, t € R, se nazyvaji obecné rovnice paraboly.*

(Koncel, 2009)

Vzajemna poloha paraboly s primkou

Pokud budeme uvazovat parabolu v rovin€, tak miizou nastat 3 moznosti, jestli parabola

protina pfimku nebo nikoliv.
Uvazujme parabolu P a ptimku p:
1. pNnP=9

Piimka p s parabolou P nemaji zadny spole¢ny bod, protoze piimka p lezi mimo

(vné) parabolu P. Piimku p nazyvame vnéjsi piimkou paraboly (viz Obrdzek 38).

vvvvvv

2. pnP={A}

Piimka p s parabolou P maji pravé jeden spole¢ny bod A, protoze piimka protina
parabolu P Vv jednom misté¢ (bod€). Piimku p nazyvame te¢nou paraboly L,

V piipadé riznobéznosti piimky p S 0sou o (viz Obrdzek 39).

Pokud je piimka p rovnob&zna s osou paraboly P, pak jde 0 se¢nu, piestoze maji
jen jeden spoleény bod, avsak ptimka p prochazi vnitikem paraboly (viz Obrdzek
40).
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Obrazek 39: TeCna paraboly Obrazek 40: Parabola s rovnobéZznou primkou
pnP={C D}

Piimka p s parabolou P maji dva spole¢né body C a D, protoze piimka p tyto body
protina a prochazi parabolou P. Piimku p nazyvame sefnou paraboly P (viz
Obrazek 41).

Obrazek 41: Secna paraboly

Teéna paraboly- definice

,» Rovnice (xo —m).(x —m) = Fp(y, —n) ¥ p(y —n);p > 0, resp.

o —n).(y —n) =F plxg—m) F+ p(x —m);p > 0 je rovnici teény k parabole s rovnici
(x—m)2=F2ply—n);p>0resp.(y —n)2=F2p(x—m)F;p >0,V bodé
Xolxo; yol-

(Koncel, 2009)
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7 CYKLICKE KRIVKY

Jesté nez si fekneme o jednotlivych cyklickych kiivkach, je dilezité¢ si uvédomit, co

predchazi tomu, aby mohly vzniknout.

Cyklické pohyby

Abychom mohli fict, Ze se jednd o cyklicky pohyb, tak je dilezité, jak bude vypadat tzv.
poloida. Poloida je kiivka, ktera se vali, nebo po niz se vali druha kiivka. Mame dva druhy

poloid- pevnou a hybnou.
Pevna poloida je kiivka, ktera se vali (viz Obrdzek 42).

Hybna poloida je kiivka, ktera se vali po pevné poloidé (viz Obrdzek 42).

-

Hybna poloida /

Pevna poloida

Obrazek 42: Hybna a pevna poloida

Cyklicky pohyb je tedy takovy pohyb, kde ob¢ poloidy jsou kruznice, nebo jedna poloida
kruZnice a druha piimka. Na zakladé toho existuje 5 druhti cyklickych pohybut- cykloidalni,
evolventni, epicykloidalni, hypocykloidalni a pericykloidalni.

1. Cykloidalni pohyb

Cykloidalni pohyb je pohyb, ktery vznikne kotalenim kruznice po pfimce. Pevna poloida je
tedy pfimka a hybna poloida kruznice (viz Obrdzek 43). Vzniklé trajektorie nazyvame
cykloidy.

\_/

Obrazek 43- Cykloidalni pohyb
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2. Epicykloidalni pohyb

Epicykloidalni pohyb je pohyb, ktery vznikne kotdlenim vnéjSiho obvodu kruznice po
vngjSim obvodu druhé kruznice. Pevna poloida je tedy kruznice a hybna poloida vné&jsi

kruznice (viz Obrdzek 44). Vzniklé trajektorie nazyvame epicykloidy.

P~ h
-

Obrazek 44: Epycikloidalni pohyb

3. Hypocykloidalni pohyb

Hypocykloidalni pohyb je pohyb, ktery vznikne kotalenim vnéjSiho obvodu kruznice po
vnitinim obvodu druhé kruzZnice. Pevné poloida je tedy kruZnice a hybnéd poloida vné;si

kruznice (a > b), (Viz Obrdzek 45). Vzniklé trajektorie nazyvame hypocykloidy.

Obrazek 45- Hypocykloidalni pohyb

4, Pericykloidalni pohvb

Pericykloidalni pohyb je pohyb, ktery vznikne kotalenim vnitiniho obvodu kruznice po
vnéjsim obvodu druhé kruznice. Pevna poloida je tedy kruznice a hybna poloida vné&jsi

kruznice (a < b), (viz Obrazek 46). Vzniklé trajektorie nazyvame pericykloidy.

Obrazek 46- Pericykloidalni pohyb

5. Evolventni pohyb

Evolventni pohyb je pohyb, ktery vznikne kotalenim pf¥imky po kruznici. Pevna poloida je
tedy kruznice a hybna poloida piimka, (viz Obrdazek 47). Vzniklou trajektorii nazyvame

evolventa.
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Obrazek 47- Evolventni pohyb

7.1 CYKLOIDA
Cykloida patii mezi specidlni rovinné kiivky. Vznika na zdklad€ cykloidalniho pohybu. Je

to kiivka opisujici bod, ktery je pevné spojeny s kruznici, ktera se vali po pfimce.

Pouziti cykloid

S cykloidami se Casto setkavame v bézném zivoté, napt. ventilek na kole, viny na vodg,
ozubena kola, vyfezy na carvingovych lyzich atd. Maji vybornou vlastnost, a to je mira

velkého zatizeni, proto se pouZzivaji také pii mostnich a tunelovych konstrukcich.

Existuji 3 typy cykloid, a to prosta, zkracend a prodlouZena cykloida. Ted” si fekneme néco

ke kazdé z nich.

1. Prosta cykloida- vznikne odvalenim bodu, ktery leZi na kruznici (viz Obrdzek 48).

-

a

ol 7a 278 X

Obrazek 48: Prosta cykloida

,Prostou cykloidu Ize vyjadiit parametrickymi rovnicemi:
x =a(t—sint)
y =a(l—cost),

kde a je polomér kruznice a t je parametr, ktery odpovida délce oblouku

kutalejici se kruZnice.*

(Wikipedia, 2012)

Vlastnosti: Prosta cykloida ma nekone¢né mnoho hrotu.
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2. Zkricena cykloida- vznikne odvalenim bodu, ktery lezi uvnitf kruznice ve

vzdalenosti d < a, kde d je vzdalenost od stiedu kruznice a a je polomér (viz

Obrizek 49).

Obrazek 49: Zkracena cykloida

»Zkracenou cykloidu Ize vyjadiit parametrickymi rovnicemi:
x =at—dsint
y=a—dcost*“

Vlastnosti: ,,Zkracena cykloida ma nekoneéné¢ mnoho inflexnich boda“.

(Wikipedia, 2012)

3. Prodlouzena cykloida- vznikne odvalenim bodu, ktery lezi vné kruznice ve

vzdalenosti d > a, kde d je vzdalenost od stiedu kruznice a a je polomér (viz

Obrazek 50).

Obrazek 50: ProdlouzZena cykloida
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,Prodlouzenou cykloidu lze vyjadfit parametrickymi rovnicemi:
x =at—dsint
y=a—dcost“

Vlastnosti: ,,Prodlouzena cykloida ma nekone¢né¢ mnoho uzli (dvojnych bodu).*

(Wikipedia, 2012)

7.2 EPICYKLOIDA
Epicykloida také patii mezi specidlni rovinné kiivky. Vznikd na zakladé epicykloidalniho
pohybu. Je to kiivka opisujici bod, ktery je pevné spojeny s pohybujici se kruznici, ktera se

vali po vnéjsi stran€ nehybné kruznici.

Stejné jako u cykloidy existuji 3 typy epicykloid, a to prostd, zkracena a prodlouzena

epicykloida. Ted si fekneme néco ke kazdé z nich:

1. Prosta epicykloida- vznikne pokud bod lezi na kruznici, kterd se odvaluje (viz

Obrizek 51).
L/ ) x

Obrazek 51: Prosta epicykloida

Prostou epicykloidu Ize vyjadiit 2 parametrickymi rovnicemi:

a+b

1) x=(a+b)cost—bcos ( . t)
a+b

y =(a+b)sint — bsin ( " t)

kde a je polomér nehybné kruznice, b je polomér hybné kruznice a t je

parametr, ktery je thlem odvaleni.
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a+b

2) x=(a+b)cosA—bcos ( 5 A)
) . a+b
y = (a+ b)sinA —bsin ( 5 A)

kde a je polomér nehybné kruznice, b je polomér hybné kruznice a A je
parametr- thel otoceni.
Vlastnosti: U prosté epicykloidy je dulezity pomér polomérti nehybné kruznice s

hybnou kruznici % a mohou tedy nastat 3 ptipady:

a) Celé Ccislo: % =m, kde m bude celé Cislo- takto definovanou prostou
epicykloidu nazyvame uzavienou kiivkou s m vétvemi. Vétve m vzniknou,
kdyz hybna kruznice obihd nehybnou kruznici.

p

b) Racionalni ¢islo: Cisla . takto definovanou prostou epicykloidu

(S =]

nazyvame uzavienou kiivkou s p vétvemi. Vétve p vzniknou, kdyZ q ob&hy

hybné kruznice obihaji nehybnou kruznici.

c) Iracionalni cislo: % — takto definovanou prostou epicykloidu nazyvame

kiivkou, kterd neni uzaviend a proto ma na rozdil od prvnich dvou

nekone¢né mnoho vétvi.

Zkriacena epicykloida- vznikne, pokud pevné spojeny bod lezi uvnitt hybné

kruznice ve vzdalenosti d < b, kde d je vzdalenost od stfedu kruznice a b je

polomér (viz Obrdazek 52- kiivka k).

Obrazek 52- Zkracena epicykloida
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Zkracenou epicykloidu 1ze vyjadrtit 2 parametrickymi rovnicemi:

1) x=(a+b)cos(§t)—dcos(a:bt)

(b o (a+b
y = (a+b)sm<—t)—dsm( t)
a a
kde a je polomér nehybné kruznice, b je polomér hybné kruznice a t je

parametr, ktery je thlem odvaleni.

a+b
2) x=(a+b)cosl—dcos( 5 /1)

) o (a+b
y=(a+b)sml—dsm( 5 /1)

kde a je polomér nehybné kruznice, b je polomér hybné kruznice a 4 je

parametr- thel otoceni.

3.

ProdlouZena epicykloida- vznikne, pokud pevné spojeny bod lezi vné hybné

kruznice ve vzdalenosti d > b, kde d je vzdalenost od stfedu kruznice a b je

polomér (viz Obrazek 53, kiivka k).

AN
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N

Obrazek 53- Prodlouzena epicykloida

Prodlouzenou epicykloidu Ize vyjadtit 2 parametrickymi rovnicemi, stejné jako u

zkracené epicykloidy:

1) x= (a+b)cos<gt>—dcos (al_bt>
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(b o (a+b

y = (a+b)sm<—t>—dsm( t)
a a

kde a je polomér nehybné kruznice, b je polomér hybné kruznice a t je

parametr, ktery je thlem odvaleni.

a+b
2) x=(a+b)cosA—dcos( 5 /1)

a+b
b

y = (a+ b)sinA —dsin ( A)
kde a je polomér nehybné kruznice, b je polomér hybné kruznice a 4 je

parametr- thel otoceni.

7.2.1 SPECIALNi PRiPADY EPICYKLOID

e KARDIOIDY (SRDCOVKY)

Kardioidy neboli srdcovky patii mezi zvlastni ptipady prosté epicykloidy, tj. @ = b, kde
a je polomér hybné kruznice a b polomér nehybné kruznice (viz Obrdzek 54). Stejné jako
u epicykloidy, tak i tady existuji zkracené a prodlouzené srdcovky, u nichz téz zalezi na

poloze bodu vii¢i hybné kruznici. Bod miize byt vné€ nebo uvnitt kruznice.

N
O

i

f\\

Obrazek 54: Kardioda (srdcovka)

e NEFROIDA
Nefroidy patii mezi zvlastni ptipady prosté epicykloidy, tj. b = g, kde a je polomér hybné

kruznice a b polomér nehybné kruznice (viz Obrazek 55).
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Obrazek 55: Nefroida

7.3 HYPOCYKLOIDA
Vznika na zaklad€ hypocykloiddlniho pohybu. Je to kiivka opisujici bod, ktery je pevné

spojeny s pohybujici se kruznici, ktera se vali po vnitini stran¢ nehybné kruznice.

Stejné jako u predchazejici cykloidy a epicykloidy, existuji rovnéz 3 typy hypocykloid, a

to prosta, zkracena a prodlouzena hypocykloida. Ted’ si fekneme néco ke kazdé z nich.

1. Prosta hypocykloida- vznikne pokud bod lezi na kruznici, ktera se odvaluje uvnitt

po nehybné kruznici (viz Obrdzek 56).

t

)

X

o

o

)

Obrazek 56: Prosta hypocykloida

Prostou hypocykloidu Ize vyjadiit 2 parametrickymi rovnicemi:

1) x=(a—b)cos (gt> + b cos (?t)

b a—b
y = (a — b)sin (— t) — bsin (— t)
a a
kde a je polomér nehybné kruznice, b je polomér hybné kruznice a t je

parametr, ktery je thlem odvaleni.
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a—b
2) x=(a—b)cos7\+bcos( 5 }\)

a—>b
b

y = (a—b)sinA—bsin ( A)

kde a je polomér nehybné kruznice, b je polomér hybné kruznice a 4 je

parametr - uhel otoceni.

Vlastnosti: U prosté epicykloidy je dulezity pomér poloméri nehybné kruznice s
hybnou kruznici % a mohou tedy nastat 3 piipady:

a) Celé Cdislo: %zm, kde m bude celé cislo- takto definovanou prostou

hypocykloidu nazyvdme uzavienou kiivku sm vétvemi. Vétve m

vzniknou, kdyZ hybna kruznice ob&hne jednou nehybnou kruznici.

p

b) Racionalni C¢islo: Cisla p takto definovanou prostou hypocykloidu

a

b
nazyvame uzavienou kiivku s p vétvemi. Vétve p vzniknou, kdyz q obchy
hybné kruznice obihaji nehybnou kruznici.

c) Iracionalni ¢islo: % — takto definovanou prostou hypocykloidu nazyvame

kiivkou, ktera neni uzaviend a proto ma na rozdil od prvnich dvou

nekone¢né mnoho vétvi.

2. Zkracena hypocykloida- vznikne, pokud pevné spojeny bod lezi uvniti hybné

kruznice ve vzdalenosti d < b, kde d je vzdalenost od stfedu kruznice a b je
polomér (viz Obrdazek 57- kiivka k).

L

Obrazek 57: Zkracena hypocykloida
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Zkracenou hypocykloidu Ize vyjadiit 2 parametrickymi rovnicemi:

1) x=(a—b)cos (gt) + d cos (#t)

y = (a—b)sin(%t)—dsin (a;bt)

kde a je polomér nehybné kruznice, b je polomér hybné kruznice a t je

parametr, ktery je thlem odvaleni.

a—b>b
2) x=(a—b)cos/1+dcos( 5 A)

a—b>b
y=(a—b)sin7\—dsin( 5 A)

kde a je polomér nehybné kruznice, b je polomér hybné kruznice a 4 je

parametr- thel otoceni.

3. Prodlouzena hypocykloida- vznikne, pokud pevné spojeny bod lezi vné hybné
Kruznice ve vzdalenosti d > b, kde d je vzdalenost od stiedu kruznice a b je

polomér (viz Obrazek 58, kiivka k).

0] X
a

ka

Obrazek 58: Prodlouzend hypocykloida

Prodlouzenou hypocykloidu lze vyjadfit stejné jako zkracenou hypocykloidu 2

parametrickymi rovnicemi:
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a—>b

1) x=(a—b)cos (§t>+dcos( t)

a

(b _/a—>b
y=(a—b)sm<—t)—dsm( t)
a a
kde a je polomér nehybné kruznice, b je polomér hybné kruznice a t je

parametr, ktery je thlem odvaleni.

a—>b
2) x = (a—b)cosA+d cos (TA)

a—>b
y=(a—b)sin?\—dsin( - ,1)

kde a je polomér nehybné kruznice, b je polomér hybné kruznice a 4 je

parametr- thel otoceni.

7.3.1 SPECIALNi PRIPADY HYPOCYKLOID

e STEINEROVA HYPOCYKLOIDA

Steinerova hypocykloida patii mezi zvlastni piipady prosté hypocykloidy, tj. b = g , kde

a je polomér hybné kruznice a b polomér nehybné kruznice (viz Obrdzek 59).

Obrazek 59: Steinerova hypocykloida

e ASTEROIDA

Asteroida patii mezi zvlastni ptipady prosté hypocykloidy, tj. b = % , kde a je polomér

hybné kruznice a b polomér nehybné kruznice (viz Obrdzek 60).
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Obrazek 60: Asteroida

e USECKA

Usedka patii mezi zvlastni piipady prosté hypocykloidy, tj. b =§ , kde a je polomér

hybné kruznice a b polomér nehybné kruznice.

7.4 PERICYKLOIDA
Pericykloida patii také mezi specidlni rovinné kiivky. Vznika na zakladé pericykloidalniho

pohybu. O pericykloidé¢ mtizeme fict, Ze je epicykloidou a naopak.

7.5 EVOLVENTA
Evolventa je posledni kiivka, ktera patii mezi cyklické kiivky. Mizeme o ni fict, ze se fadi

spiSe mezi technické kiivky.

Vznika na zakladé evolventniho pohybu. Je to kiivka opisujici bod tvoftici piimky, ktera se
kotali po kruznici.

Evolventa kruznice vznikne, pokud opisujici bod tvofici pfimky se kotdli po kruznici,

ktera je v tomto ptipad€ pevnou poloidou.

Evolventu Ize vyjadiit parametrickou rovnici:
x = (r+d) cost + rt sint
y = (r+d)sint —rt cost,

kde 7 je polomér kruznice, d je vzdalenost tvotici pfimky od stfedu kruznice.
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VyuZiti: S evolventou se mizeme setkat napt. ve strojirenstvi (ozubena kola, kde boky
zubt tvofi evolventy). Sportovci se s ni mizou setkat na atletickém ovalu (viz Obrdzek
61). Cast evolventy je vtomto piipadé startovni ara (Servena kiivka), a proto maji

zavodnici (A, B a C) stejn¢ dlouhou trasu. Lemuji teCnu vnitini drahy.

Obrazek 61: Evolventa na atletickém ovalu

Existuji 3 typy evolvent, a to prostd, zkracend a prodlouZena evolventa. Ted si fekneme

néco ke kazdé z nich.

1. Prosta evolventa- je bod dotyku a plati: d = 0, kde d urcuje vzdalenost tvofici

piimky od sttedu kruznice (viz obrdzek 62).
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Obrazek 62: Prosta evolventa

2. Zkracena evolventa- bod, ktery lezi v poloroviné ptimky, kterd nelezi na kruznici

a plati: d > 0, kde d uréuje vzdalenost tvofici pfimky od stiedu kruznice (viz
Obrazek 63).
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Obrazek 63: Zkracené evolventa

3. ProdlouZena evolventa- bod, ktery lezi s kruznici V poloroviné piimky a plati:

d < 0, kde d urcuje vzdalenost tvofici pfimky od stfedu kruznice (viz Obrdzek 64).

(¢
457\&_

Obrazek 64: ProdlouZena evolventa
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8 SPECIALNi ROVINNE KRIVKY

8.1 SPIRALY

Spiraly jsou specidlnim druhem rovinné kiivky. Vznikaji, pokud se bod kotali po piimce,
ktera se soucasné¢ kotali okolo pevného bodu. Existuje spousta druhti spiral, které
rozliSujeme podle druhu pohybu. My si fekneme néco o téch nejznaméjSich, a to je

Archimédova a Logaritmicka spirala.

8.1.1 ARCHIMEDOVA SPIRALA
Charakteristika Archimédovy spiraly ma vice podob. Vznika jako prodlouZzena evolventa,
ktera se kotali jako teCna po pevné stanoveném sttedu kruznice. Tvotici bod je tedy stfed

kruznice (viz Obrdzek 65).

Pouziti: S Archimédovou spirdlou se bézné setkavame v zivoté. Pouziva se hlavné ve

strojirenstvi (tzv. Archimédiv Sroub), riizné Srouby atd.
Archimédovu spiralu lze zapsat v polarnich souradnicich takto:
p=k.@ kdek >0,

k je tedy koeficient umérnosti (kladné Cislo), ¢ je thel pfislusny prislusnému bodu

spiraly.

Obrazek 65: Archimédova spirala

Archimédovu spirdlu Ize zapsat také v parametrickych rovnicich. Je to z divodu, pokud ji
budeme vytvaret v PC programu, tak by nam polarni soufadnice nestaCily. Parametrické

rovnice jsou tedy:
X = r cost = at cost
y = r sint = at sint,

kde t je parametr.
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8.1.2 LOGARITMICKA SPIRALA

,,Logaritmicka spirala je kiivka, jejiz polomér 7 roste exponencidlné s velikosti uhlu.*

(Wikipedia, 2012)

Obrazek 66: Logaritmicka spirala

Logaritmickou spiralu Ize zapsat v polarnich souradnicich takto:
r=a.eb?,
kde 7 je polomér neboli vektor, ktery spojuje bod s polem spiraly P.
Stejn¢ jako Archimédovu spirdlu, tak 1 logaritmickou spirdlu lze také zapsat

V parametrickych rovnicich:

bt

X = r cost = ae” cost

y = r sint = aeP! sint

kde t parametr.

Pouziti: S logaritmickou spirdlou se bézné setkavame v zivoté. Jeji spirdlovity tvar maji
moiské lastury, semena slune¢nice nebo kvétak. Také tvarem pfipomina hurikan (viz

Obrdzek 68) nebo galaxie ve vesmiru (viz Obrdzek 67).

Obrazek 67: Galaxie M51 Obrazek 68: Hurikan Isabela
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8.2 KLOTOIDA
Klotoida patifi mezi dal$i specialni rovinné kiivky. Vznikne, pokud budeme mit bod, ve
kterém bude kfivost pfimo umérna vzdalenosti bodu od pocatku (viz Obrdzek 69).

Vyuzivame ji jako pfechodovou kiivku mezi kruznici a ptimkou.

Obrazek 69: Klotoida

Klotoidu Ize vyjadiit pomoci pFirozenych rovnic:
'k = as + b,
’k = 0,

kde 'k je prvni k¥ivost, °k je druha kfivost, @, b jsou konstantni parametry a s je

parametr, ktery urcuje velikost (délku) kiivky.

Klotoidu lze vyjadiit i parametricky a to pomoci Fresnelovych integrald, které se poditaji
numerickymi metodami:

u

X = f sin(u?) du

0

u

y = fcos(uz) du,

0

kde u € R.

Pouziti: Klotoidy se pouzivaji hlavné ve stavitelstvi- silnice (viz Obrdzek 71), horské
drahy (viz Obrazek 70) atd.
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Obrazek 70: Klotoida (horska draha) Obrazek 71: Klotoida (silnice)

8.3 ALGEBRAICKE KRIVKY

Algebraické kiivky se fadi mezi rovinné kiivky.

8.3.1 BERNOULLIHO LEMNISKATA
Bernoulliho lemniskéata je specidlnim piipadem Cassiniho ovali. Jeji tvar piipomind
osmic¢ku nebo nekonecno. Slovo lemniskata pochazi z feckého lemniskos, coz znamena

smycka (Viz Obrazek 72).

Obrazek 72: Bernoulliho lemniskata

Bernoulliho lemniskdta je mnoZina bodu, jejichZz soucin vzdalenosti od dvou pevné

|FyFyl\?
=)

(x2+y2)2 +2e?(y2—x3) =0

zvolenych ohnisek je roven konstanté

Jeji rovnici Ize tedy zapsat:

Tuto rovnici lze prevést do polarni rovnice:
r? = a*cos 29,

kde a je konstanta.
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Pokud budeme zapisovat tuto kiivku do PC, musime znat jeji parametricky tvar:

cost
x =V2e —
1 + sin?t
sintcost
/3 Sintcost
Y= 1 + sin?t’

Vyskyt a pouZiti: S Bernoulliho lemniskatou se miizeme setkat u meandrujicich ek, které

Jiopisuji. Najdeme ji také u Zelezni¢nich prechodnic. Je také obrazem hyperboly v kruhové
inverzi, kdy stfed kruznice, podle které je inverze provadéna, splyva se stfedem zadané
hyperboly a zaroven tato kruznice prochazi ohnisky hyperboly. Proto se téZ nazyva

hyperbolicka lemniskata.
Konstrukce:

Konstrukce Bernoulliho lemniskaty se provadi pomoci dvou kruznic a poloptimky:

1. ,, Narysujeme kruZnici o poloméru r
2. Zvolime libovolny bod O ve vzdalenosti v 2r od stiedu kruznice

3. Zvolime takovou polopfimku, aby méla pocatek v bod¢ O a protinala kruznici.

PriiseCiky s kruznici oznacime P; a P,.

4. Mnozina bodi P, které lezi na této polopifimce a vzdalenost OP je rovna
vzdalenosti P;P, je jednou smyckou lemniskaty, druhou ziskame stejnym

zpusobem s druhou kruznici, ktera bude s prvni soumérna podle bodu O.

(Samkova, 2005-2006)

8.3.2 STROFOIDA

Strofoida je dalsi specialni ki'ivka, kterou fadime mezi rovinné kiivky (viz Obrdzek 73).

<D

Obrazek 73: Strofoida
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,» Svazek kruznic o spole¢né te¢né¢ v 0se x sbodem dotyku v pocatku protneme praméry
vedenymi bodem A[a,0]. Krajni body priméru jsou body (piimé) strofoidy, kterd ma
V poléarnich soufadnicich rovnici

cos 2¢
cos@

(JareSova-Volf, 2010)
Rovnici Strofoidy zapisujeme:
x(x? +y2) —a(x? —y?) =0.
Pokud budeme zapisovat tuto kiivku do PC, musime znat jeji parametricky tvar:

_a(1-t?)
14 t2

_at(1—-t?)
1+ t2

8.3.3 DESCARTESUV LIST
Descartestv list je kiivka, kterou fadime mezi specidlni rovinné kiivky 3. stupné. Da se

fict, Ze je to kissoida elipsy (viz Obrdzek 74).

Obrazek 74: Descartestv list

o KISSOIDA

Je kiivka, ktera vznikne pomoci dvou kiivek (a, b) a pevného bodu P.
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Nyni si fekneme néco k rovnici Descartesova listu:
x3+y3—3axy=0, kdea#0,a > 0.

Descartuv list Ize vyjadtit i parametricky:

_ 3 at
Iy
_3at2
Y= 1+¢®

kde t € (—o0,0),t # —1.

Vlastnosti: Tato kfivka je soumérna podle piimky y = x, v bodé¢ O ma uzel.

8.3.4 HIPPIOVA KVADRATRIX
Hippiova kvadratrix je zajimava z hlediska, ze se vaze ke tfem euklidovsky nefeSitelnym
problémim starovéku, které jsem uvedla v 1. ¢asti mé prace- kvadratura kruhu, zdvojeni

krychle a trisekce thlu (rozd€leni thlu na 3 ¢asti).

Z Obrazku 75 je patrné, ze Hippiova kvadratrix je kiivka (Cervena cara), kterou opisuje
prusecik P, jenz vznikd pomoci rovhomérné se pohybujicich tisecek, a to usecky otacejici
se kolem pocatku AE (modréa tsecka) a posouvané usecky FG (zelena tsecka). Pricemz

oba pohyby téchto usecek zacinaji i konci ve stejny okamzik.

C

Obrazek 75- Hippiova kvadratrix
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9 ZAVER
Cilem mé bakalaiské prace bylo shrnout ty nejzajimavéjsi kiivky. Zacala jsem jejich
historii, jak a kde objevily, jak se vyvijely atd. Uvedla jsem také zndmé matematiky, které

se zaslouzili o dalezité poznatky o kiivkach.

Kazda kiivka je nécim zajimava, proto jsem se snazila uvadét piiklady a ptikladat obrazky

pro lepsi predstavu.

Doufam, Ze se moje bakalarska prace bude libit a pomize ptipadné objasnit n¢které kiivky.
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12 RESUME

The aim of this bachelor work was to develop a specialized text which is dealing with
analytically and geometrically defined curves and their properties. The work is
complemented by a visual graphic representation of geometrically defined curves,

commenting possibilities of their use and their occurrences (in geometry, physics, etc.).
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