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Uvobp

Pro svou bakalarskou praci jsem si vybrala téma , Algebraické struktury s jednou
binarni operaci a jejich zobrazeni”, se kterym jsem se poprvé setkala ve 2. ro¢niku
matematickych studii na vysoké Skole. Teorie algebraickych struktur patfi pod algebru,
jenZ je jednou ze zdkladnich matematickych disciplin.

Skupina francouzskych matematikd vystupujicich pod prezdivkou bourbakisté,
vyslovuji definici ,,matematika je véda zabyvajici se vySetfovanim matematickych
struktur” a ve svém dile Eléments de mathematique z roku 1939 predstavuji matematiku
jako ,uceni o strukturach”.

Cely text této prace je rozdélen do péti kapitol. V prvni se sezndmime se zakladnimi
pojmy potifebnymi ke studiu algebraickych struktur, jako jsou mnoziny, kartézsky soucin
mnozin, binarni relace a zobrazeni, které ndm pomahaiji pfi objasnéni druhé kapitoly o
binarnich operacich.

Ve treti kapitole se s bindrnimi operacemi bude pracovat jiz vice, jelikoz za jejich
pomoci muzeme urcit, o jaky typ algebraické struktury se jedna. Postupné si zde probere
algebraické struktury s jednou binarni operaci, jako jsou grupoidy, pologrupy, monoidy a
grupy. Uvedeme ke kazdé z nich zakladni definice, véty a pfiklady, které pomohou
objasnit danou problematiku.

Ve Ctvrté kapitole se poté dostavame k zobrazeni vySe uvedenych algebraickych
struktur, k jejich homomorfismu a izomorfismu.

V posledni, paté kapitole se jen zminime o existenci algebraickych struktur se dvéma
binarnimi operacemi, a uvedeme zakladni definice kazdé z nich.

Pokud nebude uvedeno jinak, definice a véty jsou prevzaty ze zdrojl, uvedenych
vV seznamu pouzité literatury.



1. ZAKLADNI POJMY

Pro Uspésné porozumeéni nasledujicimu textu zavedeme nékolik zakladnich pojm{.
1.1. Mnozina

Jednim z primarnich pojm0 je pojem mnoZina. Poklddame ji za shrnuti, mnoZstvi,
jakychsi predmétd, které nazyvame prvky mnoziny. Jakakoliv mnoZina je svymi prvky

jednoznacné urcena.

Pro rozliSeni mnozZin a prvkd zavedeme jejich oznaceni. MnoZiny budeme znacit
velkymi latinskymi pismeny, pf. K, L, M ... a jejich prvky oznacime malymi latinskymi pismeny
pf. k,[,m, ... Obecné mGzeme prvky mnoziny znacit i jinak, napfiklad Cisly, znaky... Je-li prvek
k prvkem mnoZiny M, zapisujeme k € M, pokud prvek k nepatfi do mnoZiny M, piSeme

kéeM. ("
Priklady mnozZin:
Mnozina vSech sudych Cisel.
MnozZina vsech fialovych pastelek v penale.
Mnozina vSech nezapornych Cisel od 5 do 86.

Mnozina vsech divek ve tride. ...

MnozZinu mizZeme zapisovat nasledujicimi metodami:

l. Pokud obsahuje mnoZina konecny pocet prvkl, hovofime o udani mnoziny
vyctem prvkd.
K = {ky, ky, ks, ..., k3,
kde kq, ky, k3, ..., k; jsou prvky mnoZiny K.
Pokud napfiklad mnozina H obsahuje prvky vSechny suda ¢isla od 2 do 20,
zapisujeme H = {2,4,6,8,10,12,14,16,18,20 } .
Vycty prvki mohou byt zadany jako kompletni nebo nekompletni, pficemz

kompletni lze uplatnit u mnoZin majicich rozumny nizky pocet prvkd, napft.

Ekvivalentni zapisy k ,k € M“ a ,k & M“ jsou zapisy ,M 3 k“a ,M P k“



vsechna celd ¢isla od 1 do 5 — {1; 2; 3; 4; 5}, zatimco u mnozin s vy$sim
konecnym poctem prvkdl, u nichz to jde diky néjaké pravidelnosti, je nutné vycet
prvkd zkratit, napf. vSechny nasobky ¢isla 5 od 0 do 100 — {0; 5; 10; 15; ...; 100}.
Casteéné odkazujeme na néjakou charakteristickou vlastnost prvkd, i kdyZ neni
pfimo pojmenovana.
Il. MnoZzinu mlZeme zapsat charakteristickou vlastnosti prvkd. Jednim z divodi
muzZe byt nekone¢nost mnoziny.
K ={k;Z(k)},
kde k jsou prvky mnoziny K, udavané vlastnosti Z (k).
Mame-li mnozinu J, kterd obsahuje prvky j a obsahuje realna Cisla na intervalu
(0; 3), piseme
J =1 € R;(0;3)}.
. Mnozinu zapisujeme urcéenim prvniho prvku, pokud jsou prvky mnoZiny tvoreny

¢leny néjaké posloupnosti.

Zakladni operace s mnoZinami:

Méjme dvé libovolné mnoziny K,L. Potom na téchto dvou mnoZinach
definujeme:

l. sjednoceni mnozin, pokud existuji prvky, které jsou obsaZzeny alespon v jedné
z obou mnotzin.

KUL={k;ke KVke€L}

Grafické znazornéni:

4 N




Il. prunik mnoZin, pokud existuji prvky, které se vyskytuji v obou mnozinach zaroven

KnNnL={k;ke KAk €L}

Grafické znazornéni:

- /

1. rozdil mnozin, pokud existuji prvky, které se vyskytuji v mnoziné K a nejsou prvky
z mnoziny L

K\L={k;k eKAk &L}

Grafické znazornéni:

4 N

- /

Iv. symetricky rozdil mnoZin, pokud obsahuje prvky, které patfi pravé do jedné z

mnozin K, L, ale nejsou prvky obou mnoZin soucasné

KAL={k;k€eK v kelL}

Grafické znazornéni:




Pfiklad 1. — Mame mnozinu H = {1,2,3,4,5,6} a mnozinu I = {2,4,6,8}. Urcete sjednoceni,

pranik, rozdil H \ I a symetricky rozdil mnozin H A I.
Reseni:
Sjednocenim mnozin H,I jsou vSechny prvky, které se vyskytuji v mnoziné H nebo v
mnoziné I.
Tedy
Hul={1,2,3,4,5,6,8}.

Pranikem mnozin H,I jsou prvky, které nalezi do obou mnoZin zaroven. Jednd se tedy o

prvky
Hnl={246}

Rozdilem mnoZin H \ I rozumime prvky, které jsou z jedné mnoziny a nejsou prvky mnoZziny

druhé. Jedna se tedy v naSem pfipadé o prvky
H\I={1,3,5}.

Symetrickym rozdilem mnozin H A I jsou prvky obou mnozin, kromé prvku, které jsou pro

obé spolecné. V nasem pripadé tedy

HAT={1,3,5,8).

1.2. Kartézsky soucin mnozin

V matematice pracujeme castokrat s dvojicemi prvkd, kde umime urcit jejich poradi.
Tyto prvky nazyvame usporadané dvojice, je-li prvku vice, jedna se o usporadané k-tice. Tyto

usporadané k-tice budeme zapisovat vyétem prvkd (ny,n, ...ng).
Mnozinu K X L, kde K a L jsou dvé libovolné mnoziny a plati
KxL={(xy);x€K NyE€L}

nazyvame kartézskym soucinem mnozin.
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Pfiklad 2. — Méjme dvé mnoziny U = {s,t,4},V = {y, z}. Urcete kartézsky soucin téchto

dvou mnozin.
Reseni:

UXV={(sy)(s2);ty)tz2);4y);4z2)}

1.3. Binarnirelace

Libovolnou mnoZinu R, kterd je podmnoZinou kartézského soucinu K X K, nazveme

binarni relaci na mnoziné K.
Vlastnosti bindrnich relaci:

Bindrni relace R definovana na mnoziné K se nazyva:

i) reflexivni, pokud V x € K plati [x,x] € R

ii) areflexivni, pokud 3 x € K plati [x,x] € R

iii) antireflexivni, za podminky ze V x € K plati [x,x] € R

iv) symetricka, jestlize V x,y € K plati [x,y] €ER = [y, x] ER

V) antisymetricka, jestlize Vx,y € K plati[x,y] ER = [y, x] € R

vi) asymetrickd, za podminky, ze V x,y € K plati [x,y] ERA[y,x] ER=>x =y

vii)  tranzitivni, pokud V x,y € K plati [x,y] ER A [y,z] €ER = [x,z] € R.
Pokud je relace R definovana na mnoziné K soucasné reflexivni, symetricka a tranzitivni,
hovofime o relaci ekvivalence. V pfipadé, Ze je relace reflexivni, antisymetrickd a tranzitivni,
jedna se o relaci usporadani.
Pfiklad 3. - Je déna mnozina K = {a,b,c,d,e,f} a v ni relace

A = {(c,a),(b,e),(a,rc),(dd),(ee)(f.f).f)f) bDb),(f d)} Rozhodnéte, zda

relace A je relaci ekvivalence.
Reseni:

Relace je areflexivni, jelikoz a,c € K, a presto (a,a) ¢ A a téz (c,c) ¢ A.
Antisymetrickd, protoze (b,e) € A, ale zéroven (e, b) & A, totéz plati u dvojice (b, f) € A,

ale zaroven (f,b) € A. Neni tranzitivni, protoZze naptiklad plati (b,f) € A A (f,d) € 4,

avsak (b,d) & A. Dochazime tedy k zavéru, Ze se nejedna o relaci ekvivalence.
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Priklad q. - le dana mnozina L={2,37} a Vv ni relace
B ={(2,2),(7,2),(3,2),(3,3),(2,3),(2,7),(3,7),(7,7),(7,3)} . Rozhodnéte, zda relace B je
relaci ekvivalence.

Reseni:

Relace je reflexivni, protoze pro vsechny tfi prvky mnoziny L plati, Ze jsou v relaci
samy se sebou, tj. (2,2) € B, (3,3) € B,(7,7) € B. Symetricka, protoZe pro vsechny dvojice
prvka (x,y), pro x,y € L, které jsou spolu v relaci s B, plati, Ze i dvojice (y, x) patfi do relace
B. Tranzitivni, jelikoZ relace B obsahuje vSechny usporadané dvojice (x,y), pro x,y € L,

z ¢ehoi plyne, Ze vidy bude platit (x,y) € B A (y,z) € B = (x,z) € B.

U tohoto ptipadu dochdzime k zavéru, Ze se jedna o relaci ekvivalence.

1.4. Zobrazeni

Zobrazenim mnoziny K do mnoZiny L, budeme uvaZovat binarni relaci w mezi

mnozinami K a L, pro kterou plati:
i) Vx €K Ay € L: [x,y] €y
i)  VXEK Vy,y, €L:[x,y1] €y Alx,yl €y = y1 =,
Z téchto dvou vyse uvedenych podminek mizZeme vytvofit jednu, pro kterou plati:
vVxeK3lyel:[x,yley
Zobrazeni mGzZeme rozdélit:

l. Rekneme, 7e zobrazeniy: K — L se nazyva surjektivni, jestlize plati
y(K) =L
Il. O zobrazeni y: K — L hovotime jako o injektivnim, jestlize plati
Vx,z€EK:y(x) #y(z) > x # z
Il Rekneme, 7e zobrazeni y:K — L se nazyva bijektivni, jestlize je surjektivni a
zaroven také injektivni.

Pfiklad 5. — Je déno, 7e Vx € Z: f(x) = x2 + 2x + 6, f(x) € Z. Rozhodnéte, zda se jedna o
bijektivni zobrazeni.

Reseni:

12



Zobrazeni f(x) = x% + 2x + 6 neni injektivni, protoZe naptiklad prox; = 0 a
x, = —2 (kde x; # x3), plati f(x;) = 6 a f(x,) = 6, tedy neni spInéna nerovnost
f(x1) # f(x3). Neni surjektivni proto, Ze na mnoZinu obrazi neni celd mnoZina celych Cisel,
jinymi slovy prvky {..., —2,—1,0} € Z nemaji v mnoziné vzor( svij vzor. Z neplatnosti injekce
a neplatnosti surjekce dostdvame zavér, Zze zobrazeni neni bijektivni.
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2. BINARNI OPERACE

Definice 2. 1. — Kterékoliv zobrazeni kartézského soucinu K X K do mnoziny K

definované na libovolné neprazdné mnoziné K se nazyva binarni operaci.
o KXK->K

Pro oznacovani binarnich operaci miZeme pouzivat mnoha znacéeni pt.m, o, *,0,A ... Pro tuto

praci budu pouzivat oznaceni o.

Jako priklad bindrni operace miZeme uvést zakladni aritmetické operace scitani a

nasobeni Cisel.
Prakticka ukdzka binarni operace scitani:

5+7=13

Ize zapsat: [5,7] LN 13 nebo +:[5,7] — 13.

Zakladni vlastnosti binarnich operace

Definice 2. 2. — Necht mame neprazdnou mnoZinu K. Potom bindrni operaci o, pro

kterou plati
VkleK: kol=I1ock,
nazyvame komutativni.

Pro komutativni operaci tedy plati, Ze mGZeme zaménit poradi prvk(, aniz by se zménil

vysledek.

Pro priklad uvedeme par komutativnich bindrnich operaci: numericky operace scitani a
nasobeni na mnozinach vsech ptirozenych cisel kromé nuly (N), celych Cisel (Z), racionalnich
Cisel (Q), redlnych (R) a komplexnich cisel (C); scitani vektor(; scitdni matic, operace

s mnoZzinami pfi sjednoceni a pruniku.
3+42=5=2+43, ... jedna se o komutativni operace

10—-6=4%#6—-—10 = —4, ... neni komutativni operaci
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Za komutativni operaci nelze povaZzovat napfiklad numerické odcitani a déleni, nasobeni

matic.

Definice 2. 3. — Necht mame neprazdnou mnozinu K. Potom binarni operaci o, pro

kterou plati
Vk,ImeK:(kol)om=ko(lom),
nazyvame asociativni.
Pro asociativni operaci tedy plati, Ze uzdvorkovani nehraje roli pfi kone¢ném vysledku.

Ptiklad nékterych asociativnich operaci: numericky operace scitani a nasobeni na mnozinach
vsech pfirozenych Cisel kromé nuly (N), celych Cisel (Z), racionalnich Cisel (Q), realnych (R) a
komplexnich ¢&isel (C). Opét operace numerické odc¢itdni a déleni nelze povaZzovat za

asociativni operace na mnoziné K.
(44+6)+10=20=4+(6+10), ... jedna se o asociativni operace

(40/5)/2 =4+ 40/(5/2) = 16, ... neni asociativni operaci

Definice 2. 4. — Necht mame neprazdnou mnozinu K. Potom bindrni operaci o, kde

existuje prvek e € K, pro ktery plati
VkeEK:eok=koe=k
nazveme operaci s neutrdlnim prvkem.
V pripadé, Ze plati pouze
VkeEK:eok =k,
hovofime o binarni operaci o s levym neutrdlnim prvkem.
Jestlize
VkeK:koe =k,

potom hovotime o binarni operaci o s pravym neutrdlnim prvkem.

15



Véta 1. — V kazdé binarni operaci o se vyskytuje nanejvyse jeden neutrdlni prvek.

Dikaz: Méjme bindrni operaci o s neutrdinimi prvky e a e’, kde e # e’. JestliZeece” =¢e" a
soucasné e o e’ = e, potom pokud se rovnaji levé strany obou rovnosti, musi se rovnat i
pravé strany, tedy e = e’. V rovnosti e = e’ dochazime ke sporu, a tudiz nemUze existovat

vice jak jeden neutralni prvek.

Pfiklady nékterych binarnich operaci s neutralnim prvkem:

S¢itani na mnozinach Z, Q, R a C s nulou: 540=5=0+5
Ndasobeni konstanty jednickou: 7.1=7=1.7
S¢itani matice s nulovou matici: (; 3) + g 8 = (3 g) = (8 8) + (3 3)
Nasobeni matic matici jednotkovou. (3 3) . (é (1)) = (3 z)
S¢itani vektoru s vektorem nulovym. u+o=1u
Ptiklady s jednostrannym neutralnim prvkem.
Pravy neutralni prvek operace od¢itani je nula: 7—-0=7
Pravy neutralni prvek operace déleni je jedna: % =4

Definice 2. 5. — Necht mame neprazdnou mnozinu K, potom binarni operaci o, kde

existuje prvek a € K, pro ktery plati
VkeEK:ack=koa=a
nazveme operaci s agresivnim prvkem.
Stejné jako u neutralniho prvku, mizZeme hovofit o pravém nebo levém agresivnim prvku.
Ptiklad binarni operace s agresivnim prvkem:

Nasobeni konstanty (nulové matice) nulou.

Definice 2. 6. — Necht mame neprazdnou mnoZinu K s neutrdlnim prvkem e € K.
Potom pro prvek k € K v binarni operaci o existuji prvky k! € K, které se nazyvaji
inverznimi prvky, pokud
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kokt=klok=e.
Pro pfiklad uvedeme nékteré operace s inverznimi prvky:
Sc¢itani celych cisel. Mame-li nenulové celé ¢islo k a k nému Cislo opaéné (—k). Potom
pro soucet téchto dvou ¢isel plati: k + (—k) =0
6+ (—6)=0.
Nasobeni nenulovych redlnych cisel. Mame-li nenulové realné Cislo k a k nému cislo

w1 . . v ] 1 , ]
prevracené —. Potom pro nasobek téchto dvou Cisel plati: k . 1. Inverznim prvkem této

S¢itani matic. Mame-li matici A a k ni opa¢nou matici (—A). Potom pro soucet téchto

dvou matic plati: A + (—A) = 0, kde O je nulova matice.

Z predchozi definice vSak nelze jednoznacné urcit, zda existuji inverzni prvky v dané

operaci.

Véta 2. — Pokud pro neprdzdnou mnoZinu K, kde existuje neutrdlni prvek e, bindrni

operace o je asociativni, potom k prvku k € K existuje maximalné jeden inverzni prvek.

Dikaz: Necht a=t a b~ jsou inverzni prvky k prvku k € K a e je neutrélni prvek. Potom dle

definice o asociativité, definice o neutralnim prvku a definice o inverznim prvku uréime

al=aloe=alokob)=(alok)obl=eocbt=b"}

1

z ¢eho? vyplyva a~! = b~1. Tudi? se jedna pouze o jeden inverzni prvek.

Priklad 6: VySetrete zakladni vlastnosti pro binarni operaci o definovanou na mnoziné K,

pokudkol = %

Urcime vlastnosti:

a) Komutativita: kol =l ok:
kol=%=%=lok je splnéna

b) Asociativita: - predpoklddame rovnost pravé a levé strany
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(koDom=ko(lom)

%4_"1 k+HTm
(kol)om= = =ko(lom)
3 3
k+1 l+m
S3otm kg
3 3
1k+1l+1 —1k+1l+1
gt TgtT3M=3kTgtTgm
k+1l4+3m=3k+1l+m
2m = 2k
m==k

Neni asociativni, tudiz zalezi na uzavorkovani. V ptipadé, ze by m = k, potom by
v této operaci nezalezelo na uzdvorkovani.

c) Existence neutrdiniho prvku:koce =eock =k

k+e_
3=
k+e=3k

e =2k

koe=

Neexistuje neutrdlni prvek. JelikoZz neexistuje neutralni prvek, neni potfeba hledat prvek

inverzni, jelikoz taky neexistuje.

Zjisténi vlastnosti binarnich operaci pomoci multiplikativni tabulky

Pokud mame n-prvkovou koneénou mnozinu K = {1,2,3,...n},kden > 1, mizieme
pro zapis bindrnich operaci na mnoziné K uzivat tzv. operativni neboli Cayleyho tabulku.
Tabulku sestavime nasledovné: do zdahlavi radk( a sloupcli zapisujeme zpravidla prvky
mnoziny K v identickém poradi, které od ostatnich oddélujeme plnou carou. Stejné poradi
prvkG nam usnadni zjistovani zakladnich vlastnosti mnoziny. Vysledek operace x;y; musi byt

uveden v pfislusném i. radku a j. sloupci.
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Obrazek:

X1
X2
Xi XiYj
Xn

Jak zjistit binarni operace z tabulky si ukdzeme na nésledujicim pfikladu:

Pfiklad 7: Na mnoziné B = {0, 1, 2, 3} vysetfete bindrni operaci o definovanou takto,

1)

2)

3)

boc = (b+ c) (modulo 4).

WwW|IN|R,|O|O0
W | Nk | O|O
O W|N|R |k
RrllOoOjlw|N|N
N|lRr|lOlw|lw

Vysetifime komutativnost

Pokud jsou hodnoty tabulky symetrické podle hlavni diagonaly, miZzeme hovofit o

komutativni binarni operaci o.

V nasem pripadé je operace scitani na mnoziné B komutativni.

Asociativnost nelze jednoznacné urcit z tabulky.

Pfesto ale vime, Ze operace scitani je asociativni
(b+c)+d=b+(c+d)=b+c+d,

jelikoz pfi scitani nezdlezi na uzavorkovani. Asociativnost se nezméni ani za provedeni

operace modulo.

Existence neutrdalniho prvku

Pravy neutralni prvek — pokud je totozny fadek vedle e se svislym zahlavim tabulky.

Levy neutralni prvek — pokud je totozny sloupec pod e s vodorovnym zahlavim
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4)

tabulky. Vzhledem k tomu, Ze existuje jak levy, tak pravy neutralni prvek a tyto prvky
jsou si rovny, existuje neutralni prvek a je jim O.

Existence inverzniho prvku

Inverzni prvky jsou k sobé ty prvky, které v dané binarni operaci davaji vysledek rovny
neutralnimu prvku, neboli hleddme v tabulce vyskyty neutralniho prvku, kde ho
najdeme, tam jsou k sobé prislusné prvky v zahlavi sloupct a faddek navzajem inverzni
Pokud existuje ke kazdému prvku prvek opacny.

Pro inverzni prvky tedy plati: =0 =0,—-1=3,-2=2,-3 = 1.
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3. ALGEBRAICKE STRUKTURY S JEDNOU BINARNI OPERACI

Definice 3. 1. - Méjme neprdzdnou mnozinu K, na které je definovdna alespon jedna
binarni operace. Potom hovofime o algebraickych strukturdch s bindrnimi operacemi.

MnoZinu K mGZeme oznacit také jako nosic algebraické struktury.

Je-li na mnoziné K definovdna binarni operace o, potom hovofime o algebraické

struktufe s jednou binarni operaci (K, o).

Priklady algebraickych struktur s jednou bindrni operaci:

Grupoid, pologrupa, monoid, grupa, Abellv grupoid (pologrupa, monoid, grupa).

Grupoid

Definice 3. 2. 1. — Necht mdme neprdzdnou mnoZinu K a vni neomezené

definovanou binédrni operaci o, potom dvojice (K, o) se nazyva grupoid.
V pfipadé, Zze Vk,l € K: k ol = | o k, hovofime o komutativnim grupoidu nebo také Abelové.

Pozndmka: Abellv dostal svlij ndazev podle matematika Nielse Henrika Abela (1802-

1829)

Za priklady grupoidi muazeme uvést napfiklad: (N,+),(Z,+),(N,*), kde operace +, *

reprezentuji s¢itani a nasobeni.
Véta 3. — Existuje-li grupoid K = (K, o), potom existuje v K nanejvys jedna jednotka.

Dikaz: Méjme m, n, dvé jednotky v K, potom pro né platim = m o n = n, plati tedy, Ze jsou

stejné m = n, proto také hovotime pouze o jedné jednotce.

Priklad: Méjme mnozinu vSech celych Cisel Z a na ni definovanou binarni operaci s¢itani +.
Dvojici (Z, +) nazveme grupoid. Je jednoznacné, Ze pro tento grupoid existuje jednicka. Je ji

¢islonula,kded +0=d =0+4+d, Vd € Z.
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Definice 3. 2. 2. - Existuje grupoid K = (K, o). Existuje také P # @ AP € K. Potom
oznacime dvojici (P, o) podgrupoidem grupoidu K, pokud pro vSechna p, q z mnoziny P plati

poq€P,
(P,o) € (K, o).
Z této definici odvodime i nasledujici vétu:

Véta 4. - Existuje grupoid K = (K,o) a {P;,P,...P;}, kde i €1, je systém jeho
podgrupoidd. Potom pranik {P; N P, N ... P;} systému jeho podgrupoidd je bud podgrupoid

v mnoZiné K nebo prazdnd mnoZzina.

Dikaz: Méjme H={P,NP,N ..P;} kde i €. H neni neprazdnd mnozina. Je-li h,j €
{P;,P, ...P;}, potom je i h,j € H a plati hoj € {P;,P, ... P;}. Ztoho plyne, Zze hoj € H, a
tudiz i H je podgrupoid grupoidu K.

Definice 3. 2. 3. - Existuje grupoid K = (K,o) aplatipronég T #® AT S K. Potom
mnozinu T obsazenou v praniku vSech podgrupoidd grupoidu K oznaCujeme jako
podgrupoid grupoidu K generovany mnoZinou T (oznacujeme jako [T]) MnoZinou

generdtoru grupoidu [T] pak nazyvdme mnoZinu T.
Uvedeme si jednoduchy priklad na ukdzku tohoto typu algebraické struktury:

Priklad 8. — Vzorovy priklad na vySetfeni algebraické struktury zvané grupoid. Méjme

mnozinu
M=ZkAl=k—1 Vk,l €M,
kde Z je mnoZina celych &isel.
Reseni:
Nejdfive si urc¢ime, zda je tato operace uzavienad na mnoziné Z.
Odectenim jednoho celého Cisla od druhého dostaneme opét néjaké celé cislo.
k—1l=m, Vk,I,meZ
Vysetfime komutativnost:

kAl=k—-1l+l-k=1Ak
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Pfi odc¢itani dochazime ktomu, Ze dana struktura neni komutativni. Dostdvana
algebraickou strukturu zvanou grupoid. ProtoZe neni komutativni, nemiZeme hovofit o

Abeloveé grupoidu.

Pologrupa

Definice 3. 3. 1. — Necht mame neprazdnou mnozinu L a v ni definovanou binarni
operaci o, potom dvojici (L, ©) nazyvame pologrupou, jestlize
Vk,IlmeL: (kecl)om=ko(lom) je asociativni.

Pokud pro pologrupu plati Vk,l € L:k ol = [ o k, hovofime o komutativni pologrupé, nebo
také Abelove.

Priklady pologrup: (N,+),(Z,+),(N,x), kde operace +, * reprezentuji scitani a nasobeni.
Za pologrupu nepovazujeme dvojici (Z, —), kde - je operace odcitani.

Pokud je splnéna asociativnost, potom uz ndm nezalezi na uzdvorkovani, pokud jsou
prvky uvedeny ve stejném poradi. Mizeme tedy pro pologrupy uvadét (keol)om =
ko(lom)=kolom. Tento pfedpis muzeme rozsifit i pro libovolnou n-tici prvkd
ki,ky ...k, € L, kden = 3.

Véta 5. — Méjme pologrupu (L, o) s prvky k4, k, ...k, € L, kden > 3. Potom u vSech
prvk( uvedenych ve stejném poradi pro uzavorkovani pfi provedeni operace o ziskdme
stejny konecny prvek.

Dikaz: Dokazeme si, ze pro jakékoliv uzavorkovani je konecny prvek stejny jako prvek

kiok,o..ok,, pron> 3.
Mame prvky ky, k; ...k, € L, pro které
kiokyo..oky=(..((kioky)ok;)oks)o..)ok,

Méjme v = v; o v,, jako soucin prvkd ki, k; ...k, € L. Ur¢ime si dale dvé moZnosti, které

mohou vzniknout za pomoci matematické indukce:

[) Zaindukéniho predpokladu plati v; = k;0k,0... 0k,_q, pokudv, =k,. A

pl’éeme V= (kl o kz ©... O k‘l’l—l) o le = kl e} kz ©... 0O kn—l e} kn,
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I1) Podle indukéniho predpokladu kde 1 > h > n — 2, plati
vy =kiocky,o..o0ky, v, =kp10..0k,
pokud v,vzniklo vynasobenim nejméné 2 prvka.
Nyni tedy dostavame:

v=(kioky,o..0ky)o(kprio..0oky_10ky)
=(kyokyo..o0kp) o((kpyr0...0ky_1) oky)
=((kyokyo..0kp)o(kpyio..oky_q)) ok,

=(kyokyo..0ky_1)ok,=kio0k,0..0k,_10k,.

Dochazime k zavéru, Ze pfi dodrZzeni stejného poradi prvkl pfi provedeni operace o nezalezi

na uzavorkovani. [12]

Definice 3. 3. 2. - Pologrupu (L, o), kde existuje prvek k € L a m je pfirozené Cislo,

budeme nazyvat jako m-tou pfirozenou mocninu prvku k, kde k™ € L, pro které plati
kl=k; k™1 = kMmok.

Véta 6. — Pro kladna prirozenad dCisla k,l, kde pokud existuji libovolné prvky

f, g definované jako prvky pologrupy (L,c), kde f o g = g o f, plati:

i Flofl = fl

i (Fll = fH

ii. (fog)=f'og
Dukaz: Pouzijeme matematické indukci k diikazu uvedenych rovnosti.

i. Je-li
Vi=0:ffof0=fkol=fkt0=fk
Vi=1: fkofl=fkof= fkt1
Vi=m:f¥of™= fk*™ 3 nyni dokdieme, pokud

Vl=m+1:kafm+1=ka(mef)=(kafm)Ofok+mOf=fk+m+1
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vi=1: (fk)l — fk — fk.l

V1=m:(f*)™ = f¥™ anyni dokdzeme, pokud

Vi=m+ 1: (fk)m+1 — (fk)m ofk — fkm Ofk — fkm+k — fk(m+1)

iii.
Vi=1:(fog) =flog =flog =fog
Vi=m:(fog)™ = f"™o g™, anyni dokazeme, pokud

Vi=m+L(fog)™ ' =(f og)mo(fog)=fTogmofog=fmTogm

Definice 3. 3. 3. — Méjme pologrupu L = (L, o) a podgrupoid mnoziny L, H = (H, o).

Potom hovofime o H jako o podpologrupé pologrupy L.
Uvedeme si jednoduchy priklad na ukazku tohoto typu algebraické struktury:
Priklad 9. — Vzorovy pfiklad na vysetreni algebraické struktury zvané pologrupa. Méjme
mnozinu
M = Zs, kAl=k-|, Vk,l €M,

kde Z s je mnozina sudych celych Cisel.

Resent:

Nejdfive si uréime, zda je tato operace uzaviena na mnoziné Z s.

Ze soucinu dvou sudych Cisel Ize vidy vytknout ¢islo 2 a tudiz i vysledek je sudy.

4x8=(2%2)*(2x4)

Vysetreni komutativnosti:
kAl=1LAk
k-l=1k
Vychdazime z toho, Ze pro suda cela &isla, je operace nasobeni komutativni.

Il. Vysetreni asociativnosti:

(kADAM=KkA(lAm)
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(k) m=k-(l-m)
Vidime, Ze operace ndsobeni sudych celych &isel je asociativni.
TudiZ naSe vySetfovana algebraicka struktura se nazyva pologrupa. JelikozZ je jesté

komutativni, mGzeme fict, Ze jde o Abelovu pologrupu.

Monoid

Definice 3. 4. — Necht mame neprdzdnou mnozZinu M a na ni definovanou binarni

operaci o, potom dvojici (M, o) nazyvame monoid, jestlize
Vk,IlmeM:(kocl)om=ko(lom) je asociativni,
dee MVkeEM:eck=koe=k existuje neutralni prvek.

Pokud je dale monoid, kde Vk,l € M:k ol = |l o k, komutativni, hovofime o komutativnim

monoidu, nebo také Abelové.

Pfiklady monoidG: (Ny,+),(N, -),(R, -). Za monoid nelze povazovat (N,+), nebot

algebraicka struktura neobsahuje neutrdlni prvek.
| pro tento typ algebraické struktury si uvedeme jednoduchy priklad:
Priklad 10. — Vzorovy priklad na vySetreni algebraické struktury monoid. Méjme mnozinu
M=RkAl=k—-k-l+1

kde R jsou vSechna realna disla.

Reseni:

Nejdrive si urcime, zda je tato operace uzaviena na mnoziné R.

Od realného cisla odecist soucin dvou redlnych Cisel a poté pfricist redlné Cislo, ndm opét
udava realné Cislo.

l. Vysetfeni komutativnosti:

kAl=1Ak
k—k-l+l=1-1-k+k
0=0

Operace je komutativni
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Il. Vysetreni asociativnosti:

(kADAM=kA(lLAm)
(k—k-l+DAm=kA(l—-1-m+m)
k—k-l+D)—-(k—k-l+D)D m+m=k—-k-(I-l'- m+m)+({—-1-m+m)
k—k-l+l—-k-m+k-l'm—-Il-m+m=k—k-l+k-l'm—k-m+l—-1l-m+m
0=0

Operace je asociativni.
[l Vysetreni existence neutralniho prvku:
kAe=elAk =k.

Vysetifime zvlast pravy a levy neutralni prvek:
P: k—k-et+e=k
L: e—e-k+k=k
Existuje neutralni prvek e = 0.
Tudiz se jedna o monoid. JelikoZ platila komutativnost operace, mizeme oznacit

tuto strukturu jako AbelGv monoid.

Grupa

Definice 3. 5. 1. — Necht mame neprazdnou mnozinu M a na ni definovanou binarni

operaci o, potom dvojici (M, ©) nazyvame grupou, jestlize

Vk,IlmeM:(kol)om=ko(lom), je asociativni,
dee NVkeEM:eock=koe =k, existuje neutralni prvek,
VvkeN3Ik*eMkokt=klok=e, ke kazdému prvku existuje

prvek inverzni.

Pokud je dale grupa, kde Vk,l € M:kol =l ok, komutativni, hovofime o komutativni

grupé, nebo také Abelové grupé.

Priklady grup: (Z,+),(Q,+). Za grupu nelze povazovat (Q, -), jelikoz neexistuje neutralni

prvek k prvku 0.
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Véta 7. — Mé&jme definovanou jakoukoliv grupu (M, o) a prvek ¢ € M. Potom v této

grupé nalezneme zrovna jeden neutrdlni prvek, a k prvku ¢ najdeme zrovna jeden prvek

¢! € M k tomuto prvku inverzni.

Véta 8. — Méjme definovanou jakoukoliv grupu M = (M, o), pak pro libovolné dva

prvky c,d € M plati:
i) (cod)t=dtoc?

ii) @ H1t=d

Dukaz:

i) Z definice inverzniho prvku vime, Ze sloZzenim zakladniho prvku (cod) € M a

prvku k nému inverzniho(c o d)™! € M, ziskdme neutralni prvek e € M:
(cod)o(cod)t=co[do(clod )] =co[(dod Hoc™ ] =

co(eoc™)=(coc™) =e,

(cod)o(@loc™)=[(cod)odoct=[co(dod )]oc™?

=(coe)ocl=cocl=e

dale také plati
(dloc™Mo(cod)=dlo[clo(cod)] =dto[(c i) od] =
=dlo(eod)=dlod =e,

(cod)lo(cod) =[(ctodVHoclod =[(cloc)o dod
(ec dVNod=d 'od =e.
Z toho dostavame, Ze obé dvojice rovnosti se rovnaji neutralnimu prvku e € M. Tudiz

dochdazime k rovnosti (ced) ™ =d loc™t.
ii) Mé&jme prvek d"' €M a knému prvek (d~1)7%, ktery budeme oznalovat
inverznim prvkem. Z definice inverzniho prvku opét dokazeme

@D lTodl=dlo(d D) l=e

a dale

dodl=dlod=ce.
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TudiZ opét dochazime k rovnosti, Ze obé strany rovnice se rovnaji neutralnimu prvku e € M.

Proto plati (d™ 1)1 =d.
Véta 9. — Kraceni Ize provadét v kazdé grupé M = (M, o).

Dikaz: Méjme grupu M = (M, o), kterd obsahuje prvky k,l,m € M.Pro prvek m existuje

1

prvek m™" inverzni.

Potom na kaZdou rovnost k om =l om pak mlZeme aplikovat nasledujici Upravy. Pro

Upravu pouZijeme definice asociativnosti a existence neutrdlniho prvku.

kom=Ilom

U om™?

(kem)em™l=(lom)om™?
U asociativnost

koc(moem ) =lo(mom™)
U inverzni prvek

kece=loce
U neutralni prvek
k=1
Analogicky odvodime rovnost mo k = mo l.

Véta 10. — Rovnice kox; =la x, ok =1 maji vkaidé grupé M = (M,o) zrovna

jedno reseni Vk,l € M.

Dukaz: Nejprve odvodime existenci obou feseni:

kox; =1 x,ok =1
U k1o U okt
klo(kox) = k™ lol (x,0k)ok™ =1lok™
U asociativnost U asociativnost
(kTlok)ox; =k 1ol x,0(kok™) =lock™?
U inverzni prvek U inverzni prvek
eox; =k lol x,0e= lok™!
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x,=klol x, = lok™?
Tedy kox;=ko(kTlol)=(kok™VDol=col=1
x,0k= (lok™VDok=1oc(k™ok)=loce=1
Nyni pfedpokladejme, Ze musi existovat dve rfeseni x;, # X1p-
X1gok=Lxpok=1
U
X100k =x1p0k
Uok™?
(x100k )ok™ = (x;p0k)ok™?
U asociatovnost
x100kok™) =xp0(kok™)
U inverzni prvek
X1g0€ = Xqpoe
U
X1a = X1p-
Kde x1, = x4 znazornuje spor.

Definice 3. 5. 2. — Mé&jme grupu M = (M, o) a podgrupoid L = (L,o) grupoidu M.

Jestlize L je grupou, potom tento podgrupoid nazveme podgrupou grupy M.

Definice 3. 6. - VSechny 4 vySe uvedené zakladni algebraické struktury (X,o)
nazyvame konecné, jestlize je kone¢na i mnozina X. Potom budeme udavat fdd této mnoziny

X, ktery je dan poctem vsech jejich prvkd.
Uvedme jednoduchy priklad na uréeni této vySe uvedené algebraické struktury.

Priklad 11: VySetreni algebraické struktury. Algebraickou strukturu reprezentuje mnozina
M = Zs, kml=k+1[VkleEM,
kde Zs je mnozZina celych sudych Cisel.
Reseni:
Nejdrive si ur¢ime, zda je tato operace uzaviena na mnoziné Z .
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Ze souctu dvou sudych cisel dostaneme vzdy za vysledek sudé ¢islo.

Vysetfeni komutativnosti:
kml=Imk
k+l=10+k
Operace je komutativni.

MuUZeme tedy fict, Ze se jedna o grupoid. Budeme pokraCovat ve vySetfovani

dalSich vlastnosti.
Vysetreni asociativnosti:
(kmDmm=km(l mm)
k+D+m=k+{U+m)
Operace je asociativni.
Jedna se tedy o pologrupu, jelikoZ operace je asociativni.
Vysetreni existence neutralniho prvku:
kme=emk=k

Vysetfime existenci levého a pravého neutralniho prvku zvlast:

P: k+e=k = e=0

L: e+k=k = e=0
Neutrdlni prvky levé a pravé strany se rovnaji. Existuje tedy neutralni prvek e

Existuje neutralni prvek, tudiz se jedna o monoid.
Vysetfeni inverzniho prvku:
kmkl=k'mk=e

Opét vysSetfime zvlast levou a pravou stranu. Z predchoziho kroku vime, Ze e =

proto do rovnice za e dosadime 0.
P: k+k1=0

k1=—k
L: k'+k=0
k1=—k

Existuje inverzni prvek.

Jedna se tedy o grupu. JelikoZ je i komutativni, mGzeme fict, Ze jde o Abelovu

grupa.
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Nyni vypoctéme par slozitéjsich priklad(i na algebraické struktury.

P¥iklad 12. Urcete typ algebraické struktury Z = (Z,o) na mnoziné Z = {0,1,2, 3,4}, kde je
operace o definovana jako x o y = x + 2y (modulo 5).

Reseni:

Pro vyfeSeni daného pfikladu si sestavime operacni tabulku.

o 0 1 2 3 4
0 0 2 4 1 3
1 1 3 0 2 4
2 2 4 1 3 0
3 3 0 2 4 1
4 4 1 3 0 2

Tato operace je neomezené definovand v Z. MlZeme prozatim dojit k zavéru, Ze se jedna o
grupoid. Nyni se pokusime vysetfit asociativnost. Asociativnost ovéfime uvedenim vhodného
protipfikladu. Zjistujeme, Ze pro (2,2,3)

(xoy)oz=(x+2y)oz=(202)03=103=2
xo(yoz)=xo(x+2y)=20(203)=203=3
L # P, operace neni asociativni.
Jesté vysetfime, zda se nejedna o komutativni grupoid. Zvolime si (2,3)
xoy=203=3
yox=302=2

L # P, nejednd se o komutativni operaci. MUZeme tedy konstatovat, Ze algebraicka struktura
definovana na Z je grupoidem.

Priklad 13: Urcete jaky typ algebraické struktury je binarni operace prianik na mnoziné
M = {0,{3},{6},{12},{3,6},{3, 12}, {6, 12}, {3, 6, 12}}.

Reseni:

Pro jednodusi vyreSeni zadaného prikladu si sestrojime operacni tabulku, ve které vyznaéime
pranik danych prvkd.
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n 1) (3} | {6} | {12} | (3,6} | {3,12} | {6,12} | {3,6,12}
0] 0] 0] @ @ ? ? ? o)
{3} ? {3} 0) 0) {3} {3} 0) {3}
{6} ? 0) {6} ? {6} 0) {6} {6}
{12} 1) ? o | {12} o) (12} | {12} {12}
{3,6} ? {3} | {6} o | {36} {3} {6} {3,6}
(3,12} 1) (3} o | {12} | {3} | (312} | {12} | {3,12}
{6,12} 1) 1) (6} | {12} | {6} | {12} | {6,12} | {6,12}

(3,6,12} | & (3} | {6} | {12} | (3,6} | {3,12} | {6,12} | {3,6,12}

Tato operace je neomezené definovana na mnoziné M. MlzZeme fici, Ze se jedna o grupoid.

Jelikoz se prvky v zahlavi tabulky rovnaji prvklim na diagonale. MiZzeme operaci prlnik na
mnoziné oznacit jako komutativni.

U praniku vime, Ze je vidy asociativni. JelikoZ je operace praniku asociativni, jedna se o
strukturu zvanou pologrupa.

Existuje radek i sloupec shodny se zdhlavim tabulky, tudiz existuje na mnoziné i neutralni
prvek a je jim e = {3,6,12}. Operace je i monoidem.

Pro existenci inverzniho prvku musi existovat k danému prvku vzdy prvek opaény.
Neutralnim prvkem je v tomto pfipadé mnozina e = {3,6,12} a nedokazeme najit Zzadnou
dvojici prvkd, které v priniku daji pravé neutralni prvek. V tabulce bychom jako k sobé
vzadjemné inverzni prvky oznacili ty, jejichZ vysledkem je {3, 6, 12}, takové tam vSak kromé
neutralniho prvku samotného nejsou.

Dochdzime k zavéru, ze (M,N) je komutativnim monoidem.
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4. ZOBRAZENI ALGEBRAICKYCH STRUKTUR S JEDNOU BINARNI
OPERACI. HOMOMORFISMUS A IZOMORFISMUS

Nyni se budeme zabyvat zobrazenim, zachovavajici algebraické operace, které v algebre

oznacujeme jako homomorfismus.
Definice 4. 1. - Méjme algebraické struktury s jednou binarni operaci
T =(T,o),U= (U, m).
Zobrazeniy: T — U, pro které
vm,n €T:y(mon) = y(m)my(n)

prohlasime homomorfnim zobrazenim (homomorfismem) algebraickych struktur.

(T,o) (U, m)

N A"
mon/ /' y(mon) =y(m)my(n)
n » y(n)

Véta 11. - Méme pologrupy T = (T,o),U = (U,m) a homomorfni zobrazeni

y:T — U. Vychazime z toho, Ze nezalezi na poradi, zda nejdfive provedeme operaci c a pak ji
zobrazime, nebo prvné prvky pologrup zobrazime a potom provedeme operaci m.

(m, n) mon

5]
Ly Ly
ym),y(n) ®  y(m)my(n).
Véta 12. - Mé&jme monoidy T = (T,o),U = (U, m) a homomorfni zobrazeni y: T —
U. Pokud monoid T = (T,o) ma neutralni prvek e, pak obsahuje i monoid U = (U, m)

neutralni prvek e,

y(e) = ey.
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Dukaz: Méjme jakykoliv prvek monoidu u € U. Potom se musi vyskytovat vzdy alespon jeden
prvek m € T, aby platilo y(m) = u. Pokud tedy y(e) = e;, a e € T se rovna neutralnimu

prvku grupoidu T, potom
u=y(@m)=y(moe)=y(m)my(e) ==ume
u=y(m)=y(eom)=y(e)my(m)=e, mu
Prvek e; je tedy neutralnim prvkem monoidu U = (U, m).

Véta 13. — Méjme grupy T = (T,0),U = (U, m) sneutrdlnimi prvky e a e;, a

homomorfni zobrazeni y: T — U. Pokud grupa T = (T, o) pro a € T mé inverzni prvek a™1,

potom i grupa U = (U, m) pro y(a) ma inverzni prvek ()/(a))_1

y@™) = (y(@)

Dikaz: Proinverzni prvky v grupé T = (T, o) plati

tedy
ylaca™) =y(a) my(a™) = y(e) =e,.
yateoa)=y(@ ) my(a) =y(e) = e;.

a to znamena, 7e prvek y(a™1) je inverznim prvkem k prvku y(a) v grupé U = (U, m).

Véta 14. - Pokud se jedna o surjektivni zobrazeni y:T — U, povazujeme U = (U, m)

za homomorfniobraz T = (T, o), a piseme
(T,0)~(U, m).

Véta 15. - Méjme Abellv grupoid (pologrupu, monoid, grupu). Jejich homomorfnim

obrazem je opét Abellv grupoid (...).

Dukaz: Méjme T = (T,o) Abellv grupoid (pologrupu, monoid, grupu) a homomorfni
zobrazeniy: T — U na grupoid (...) U = (U, m). Potom existuji vidy dva prvky u,v € U a dva

prvky m,n € T, pro které y(m) = u,y(n) = v

umv=y(mmyn) =y(mon) =y(nom) =y(n)my(m) =v mu.
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Véta 16. — Méjme grupoidy (pologrupy, monoidy, grupy) E = (E,A),F = (F,),G =
(G, m) a homomorfni zobrazeni a: E —» F B:F — G. Potom jako homomorfismus grupoidu

(...) E do G oznalujeme sloZené zobrazeni af.

(E, Q) (F,)

B(ak) -~ a(D))

kAl

Ba(k)mp(a(l))

G, m)

Dikaz: Méjme k, L € E, potom pro homomorfismy a a 8 plati
a-BkAD) =B(atkal) =B(alk) ~a®) =p(alk))mp(a)) =a-Lk)ma (1)
a z toho dochazime, Zze a - § je homomorfismem E do G.

Definice 4. 2. — Méjme grupoidy (pologrupy, monoidy, grupy) T = (T,0),U =
(U, m). Pokud je jejich zobrazeni y:T — U bijektivni, nazyvame toto zobrazeni izomorfni.

Hovofime tedy o izomorfnim zobrazeni (izomorfismu) y: T = U. A znalime
(T, o) = (U,m)

Kazdé izomorfni zobrazeni ma samozfejmé vSechny vlastnosti, které jsme uvedli u

homomorfniho zobrazeni.
Strucny prehled zakladnich vlastnosti izomorfismu:

Véta 17. — Méjme izomorfni grupoidy (pologrupy, monoidy, grupy) (T,o) = (U, m) a
izomorfni zobrazeniy: T = U.
l. Je-li grupoid T = (T, o) pologrupou, potom je pologrupou i grupoid U = (U, m),
Il. je-li pologrupa T = (T, o) monoidem s neutralnim prvkem, potom je monoidem

s neutralnim prvkem i pologrupa U = (U, m),
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Il. je-li monoid T = (T, o) grupou s inverznimi prvky, potom je grupou s inverznimi
prvky i monoid U = (U, m),
V. Grupoid (pologrupa, monoid, grupa) T = (T, o) jsou Abelovou, potom i grupoid

(pologrupa, monoid, grupa) U = (U, m) jsou Abelovou.
Priklad 14: Rozhodnéte, zda zobrazeni f: A — B je homomorfismem grupy (4, °) do grupy
(B, m) je-li:
A4,°)=(Z,+); (B,m)=(R,+); p(2) =2x+1,Vx € Z.
Reseni:

Vx,y €Z: p(x°y) = p(x)mp(y)
px+y)=2x+y)+1=2x+2y+1
px)+e(y)=2x+1+2y+1=2x+2y+2
x#y=¢x)*e®)

Vzhledem k tomu, Ze neplati @(x °y) = @(x)me(y), resp. p(x +y) = o(x) + (),
nejednd se o homomorfismum.
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5. ALGEBRAICKE STRUKTURY SE DVEMA BINARNIMI OPERACEMI

Definice 5. 1. — Méjme neprazdnou mnoZinu K, na které je definovdna alespon jedna
binarni operace. Potom hovofime o algebraickych strukturach s bindrnimi operacemi.

MnoZinu K mGZeme oznacit také jako nosic algebraické struktury.

Je-li definovana (K,+, *) hovofime o algebraické strukture se dvéma binarnimi

operacemi.
Vycet algebraickych struktur se dvéma bindrnimi operacemi:

Polookruh, okruh, obor integrity, téleso, komutativni polookruh (okruh, obor

integrity, téleso).

NeZ za¢neme definovat jednotlivé struktury se dvéma algebraickymi strukturami, zavedeme
si nékolik novych pojm. O s¢itani (E, +) budeme hovofit jako o aditivni operaci, o nasobeni
(E, -) budeme hovorit jako o multiplikativni operaci. Neutralni prvek z (E,+) budeme
nazyvat prvkem nulovym a z (E, -) prvkem jednotkovym. Prvek inverzni v operaci
(E,+) budeme oznacovat prvek opaény a voperaci (E, ©) prvek prevraceny. Jesté si

nadefinujeme pojem distributivni, kde

Ve,f,g€EE:(e+f)-g=e-g+f-g N g (f+e)=g-f+g-e

Definice 5. 2. — Méjme algebraickou strukturu E = (E, +, ).
Pokud (E,+) je Abelova pologrupa Ve, f €EE:e+f=f+e
Ve f,g€EE:(e+f)+g=e+(f+9g)
a (E, ) je pologrupa Ve f,g€EE:(e-f)-g=e-(f-g)
a operace (E, *) je distributivni viéi (E, +), potom hovofime o polookruhu.
Definice 5. 3. 1. — Polookruh E = (E,+, ) pojmenujeme

l. komutativni (AbelGv), pokud je komutativni i multiplikativni grupoid (E, )
1. polookruh s nulovym prvkem, pokud (E, +) je aditivni monoid

Il. polookruh s jednotkovym prvkem, pokud (E, ) je multiplikativhi monoid
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Pfiklad polookruhtd: (N, +, -).

Definice 5. 3. 2. — O algebraické struktufe F = (F,+, -) hovofime jako o okruhu,

pokud je (F,+) Abelova grupa Ve,fEF:e+f=f+e
Ve,f,g€F:(e+f)+g=e+(f+g)
J0 e F,VeeF:e+0=0+4+e=c¢
Ve € F,3(—e)€F:e+(—e)=(—e)+e =0,

(F, -) je pologrupou Ve,fEF:e-f=f"e
Ve,f,geF:(e-f)-g=e-(f-9)

a operace (F, -) je distributivni vaéi (F, +).

Véta 18. — Okruh F = (F,+, ) nazveme

l. komutativni (Abelv), pokud je komutativni i multiplikativni pologrupa (F, )

Il. polookruh s jednotkovym prvkem, pokud (F, -) je multiplikativni monoid
Priklady okruhl: (Z, +, -), (Q,+, -).

Definice 5. 3. 3. — Pokud v okruhu F = (F, 4+, *) existuji prvky f # 0,g # 0, potom

pro f - g = 0, jsou prvky f, g délitelé nuly.

Definice 5. 4. — O algebraické struktufe G = (G,+, -) hovofime jako o oboru
integrity, pokud (G, +, -) je komutativnhim okruhem, ve kterém se nevyskytuji délitelé nuly a
operace (G, *) je distributivni vaci (G, +).

Pfiklady oboru integrity: (Z,+, ), (Q,+, *).

Definice 5. 5. — O algebraické struktufe H = (H, +, -) hovofime jako o télesu, pokud
existuje okruh H a nenulové prvky (H — {0}, *) tvofi grupu. Je-li grupa nenulovych prvkd

komutativni, hovofime o komutativnim (Abelové) télesu.
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ZAVER

Ve své bakaldrské praci jsem se snazila objasnit teorii algebraickych struktur s jednou
binadrni operaci. Seznamit ctenare se zakladnimi definicemi a vétami, potfebnymi
k pochopeni tohoto tématu.

Postupné jsme probrali grupoidy, pologrupy, monoidy a grupy, a ke kazdé z téchto struktur
jsme uvedli jednoduché priklady, které vedou ke snazSimu pochopeni téchto struktur.

K pochopeni tohoto tématu nam taky velice pomohlo objasnéni zakladnich binarnich operaci
potrebnych ke zjistovani typu algebraické struktury.

Se studiem algebraickych struktur, také souvisi jejich zobrazeni, tedy homomorfismus a
izomorfismus. V Uplném zdvéru jsme se jesté zminili o existenci algebraickych struktur se
dvéma bindrnimi operacemi. Studiem téchto struktur, jsme se v3ak jiz vice nezabyvali.
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RESUME

This bachelor thesis deals with the study of algebraic structures with one binary operation,
and their display. For determining the types of algebraic structures helps us to clarify the
binary operations. Then we can say that grupoid is structure with unlimited defined binary
operations. Semigroup is grupoid, which is also associative. Monoid is a semigroup with
neutral element. Group is a monoid with the inverse element. Moreover, if for all these
structures valid that they are commutative, they are called Abel. These structures determine

their display, homomorphism and isomorphism.
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