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Uvod

Pro svoji bakalafskou praci jsem si zvolila téma s nazvem: ,,Konecné grupy malych fadu‘.
Toto téma se zabyva predevsim problematikou komutativnich a nekomutativnich grup a jejich
vlastnostmi. Grupy jsou oznaceny ¢iselnymi fady, jenz urcuji pocet prvki v grupé. Studiem
grup se zabyva matematicka disciplina s nadzvem teorie grup, za jehoz predstavitele je

povazovan francouzsky matematik Evariste Galois.

Tato prace je rozd€lena na Sest kapitol, v nichZ se mimo teoretickych textd vyskytuji také

nazorné ukazky v podobé rtiznych piikladi.

Prvni kapitola se zabyva binarnimi algebraickymi operacemi a jejich vlastnostmi, které

budou nadale potiebné pro dalsi studium grup.

Na toto téma hned navazuje druha kapitola, ve které budu definovat jednotlive pojmy
algebraickych struktur spojené s ukdzkami. Ve druhé poloviné této kapitoly jiz uvedu Ctenare
do problematiky konecnych grup malych tadi a sjednotim nékterd znaceni, kterd budu

pouZivat po zbytek prace.

Treti kapitola se zabyvad homomorfizmem a izomorfizmem, coZ jsou zvl&Stni druhy
zobrazeni jedné algebraické struktury do jiné, které si zachovavaji urcité vlastnosti.

Nadefinuji jednotlivé pojmy, uvedu véty spojené s timto tématem a pfipojim piiklady.

Ve ¢tvrté kapitole jiz budu studovat konecné grupy fadu 4 a konecné grupy fadu 6. Ukazi
postup hledani feSeni pro zpracovani opera¢nich tabulek a zpisob jak pomoci grup s tzv.

niz§im faddem zkonstruovat grupy s tzv. vys§im fadem.

Pata kapitola pojednava o komutativnich grupach a dale o zpracovavani opera¢nich tabulek

komutativnich grup s neprvociselnymi fady.

V posledni Sesté kapitole se zaméfim na nekomutativni grupy fadu 8 az fadu 15, kde k nim

budu také zpracovavat operacni tabulky.



1 Binarni algebraicke operace
V této kapitole shrneme a zopakujeme binarni algebraické operace, na které dale navazuji
zakladni algebraickeé struktury a jejich vlastnosti.

1.1 Binarni operace na mnoziné

Pojem binarni algebraické operace otevira cestu k definici nékterych zékladnich
algebraickych struktur. V libovolné neprazdné mnozin¢ A budeme binarni algebraickou
operaci chépat jako ptedpis, ktery piifazuje usporadané dvojici (a, b) € A x A pravé jeden

prvek c € A. Prvek c je potom vysledkem operace s prvky a, b v takto udavaném potadi. [1]
Definice 1 Binarni operace
Binarni operaci v libovolné neprazdné mnozin¢ A rozumime kazdé zobrazeni

®: AX A — A. Jestlize v operaci o prislusi uspofadané dvojici (a, b) € A x A jako

obraz prvek ¢ € A, pak misto obvyklého zapisu

c=(@b)o
piSeme
c=aomb

a fikame, ze prvek c je vysledkem operace o s prvky a a b v tomto potadi. [1]

Naptiklad miizeme uvést:

[3;3] ——6
tedy:
3+3=06. [4]

Nejcast€jSimi binarnimi algebraickymi operacemi jsou ndmi zndmé aritmetické operace
s¢itani a nasobeni. Tyto operace miizeme provadét na mnozinach cisel pfirozenych, celych,
racionalnich, komplexnich. Oproti tomu aritmetické operace od¢itani Ize provadét pouze na
mnozinach cisel celych, raciondlnich ¢i komplexnich. Na mnozin¢ ¢isel ptfirozenych nelze

provést aritmetickou operaci od¢itani, nebot’ nemizeme ke kazdé usporadané dvojici (a, b)

prifadit libovolné ¢islo ¢ € N takove, aby platiloc =a-b.



V definici 1 jsme binérni algebraickou operaci nazvali symbolem ®. Av3ak misto tohoto
symbolu se uzivaji ptedev§im znaky +, *, -, /, n , U atd. Potom jiz miZeme binarni

algebraickou operaci * zapisovat ve tvaru c =a * b. [1]

1.2 Vlastnosti binarnich algebraickych operaci
Nyni se budeme zabyvat vlastnostmi binarnich algebraickych operaci. Bez téchto vlastnosti

je totiz pojem binarni algebraické operace na mnoziné ptili§ obecnym pojmem. [1]
Definice 2 Komutativni binarni algebraicka operace

Binarni algebraicka operace * definovana na mnoziné A # & se nazyva komutativni,

prave kdyz

VabeA;a*b=b*a,

Tato rovnost se nazyva komutativni zakon. [1]
Priklad 1

Jako piiklad komutativnich operaci lze uvést ¢iselné operace s€itani, ndsobeni, mnoZzinové

operace sjednoceni a prinik, logické operace konjunkce ¢i disjunkce.

Také operace * definovana predpisem

a*b=2a+2b;a,beC

pro niz

a*b=2a+2b=2b+2a="Db*a, je komutativni.

Mezi nekomutativni binarni operace fadime operace odcitani a déleni. [4]
Definice 3 Asociativni binarni algebraickéa operace

Binarni algebraicka operace * definovana na mnoziné A # J se nazyva asociativni,

pravé kdyz
VabceA;(@a*b)*c=a*(b*c).

Tato rovnost se nazyva asociativni zakon. [1]



Priklad 2

Za ptiklady asociativnich binarnich algebraickych operaci miizeme povazovat ty samé, jako

jsme uvedli u komutativnich binarnich algebraickych operaci.

Naptiklad binarni operace:

a*b=a+3ab+b;a,beC

@*b)*c=(a+3ab+b)*c=a+b+c+3ab+ 3bc+ 3ac + 9abc

a*(b*c)=a*(b+3bc+c)=a+b+c+3ab+3bc+ 3ac + 9abc. [4]
Definice 4 Neutralni prvek

Budiz * libovolna binarni algebraickd operace definovana na mnoziné A # . Pak

prvek e € A se nazyva neutralni prvek této operace, pravé kdyz
VaeA;a*e=e*a=a.[l]

Priklad 3

Ptedpokladejme binarni operaci:

a*b=a+(*)ab+b;a,beC

a*e=a e*a=a
at(*)aet+te=a e+ (Y)eat+a=a
e=0 e=0.[4]

Existence neutradlniho prvku vSak neni vlastnosti zcela samoziejmou pro kazdou bindrni
algebraickou operaci. Napiiklad pro operaci s¢itani v mnoZindch celych, racionalni a
komplexnich ¢isel je neutrdlnim prvkem Ccislo 0. Ale na mnozin¢ ptirozenych Ccisel jiz
neutralni prvek neexistuje, nebot’ 0 neni ptirozené ¢islo. [1]

Véta 1

V kazdé binarni operaci existuje nejvyse jeden neutralni prvek.



Diikaz:

Budeme piedpokladat neutralni prvky e a e” binarni operace *, ktera je definovana
v mnoziné A # &. Potom podle vztahu a * e = e * a = a plati
e*e' =e *e=e
a zaroven
e *e=e*e =¢.
Z téchto dvou vztah jiz plyne, ze e = e’, coz jsme chtéli dokazat. [1]

Definice 5 Inverzni prvek

Budiz * libovolna binarni algebraicka operace definovana na mnoziné A # J, e € A
jeji neutralni prvek. Pak fikame, 7e prvek a™e A je inverzni vzhledem k prvkua € A v

operaci * pravé tehdy, plati-li
at*a=zal*a=e. [1]
Priklad 4

Pro uk&zku inverzniho prvku uvedeme piiklad operace nasobeni na mnozing¢ realnych cisel

s predpokladanym neutralnim prvkem e = 1.

a*b=ab:a,beR

al*a=e al*a=e
ala=1 aal=1
al=1/a al=1/a.

Neutralni prvek zde ptedstavuje Cislo 1 a ke kazdému redlnému ¢islu a # 0 existuje vzdy

realné Cislo 1/a takové, ze plati:
a*(1/a)=(1/a) *a=1.

Zjistili jsme, ze ke kazdému redlnému cCislu a = 0 existuje inverzni prvek, kterym je

prevracend hodnota 1/a. [4]
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2 Grupy

vvvvvv

disciplina, ktera se zabyva studiem grup, se nazyva teorie grup. Teorie grup vznikla pocatkem
19. stoleti. Za zakladatele teorie grup je povazovan francouzsky matematik Evariste Galois,
ktery v prvnim nacrtu zformuloval to, co se dnes nazyvéa Galoisovou teorii. Jako ptiklady grup
muzeme uvést operace s¢itdni na mnoziné celych, resp. racionélnich ¢i redlnych Cisel, resp.
operace nasobeni na uvedenych mnoZinach bez nuly, ale téZ grupy shodnosti reprodukujici

dané geometrické Utvary nebo mnoZiny regularnich matic vzhledem k operaci ndsobeni. [8]

Nejprve uvedeme definice zékladnich pojmi, jako napt. grupa, pologrupa, podgrupa
generovana mnozinou, cyklickd grupa, normalni podgrupa grupy, faktor-grupa,

homomorfismus, izomorfismus aj.
Poté se v této praci zametime na popis kone¢nych grup malych fadu, tj. fad n < 15.
2.1 Grupoidy, pologrupy, grupy

V prvni ¢asti této kapitoly budeme nejprve definovat pojmy — grupa, monoid, pologrupa,
grupoid.

Definice 6 Grupoid

Grupoidem budeme nazyvat kazdou dvojici (G; *), kde G je libovolna neprézdna

mnoZina a * je libovolna v ni definovana binarni operace.
Mnozina G se nazyva pole grupoidu (G; *). [1]

Priklad 5

Grupoidem jsou kupiikladu:

e (N;+)...mnozina vSech pfirozenych Cisel s Operaci s¢itani,

e (N; *)...mnozina vSech pfirozenych Cisel s operaci nasobeni,

e (C;+)...mnozina vSech celych ¢isel s operaci s¢itani,

e (C;*)...mnozina vSech celych ¢isel s operaci nasobeni,

e (P(A);v)a(P(A); n), kde A je libovolnd mnoZina a m, U jsou operace sjednoceni a

prinik. [4]
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Definice 7 Pologrupa
Grupoid se nazyva pologrupa pravé tehdy, je-li * asociativni binarni operace. [1]
Priklad 6
Mezi pologrupy zafadime grupoidy:
e (N;+)...mnozina vSech pfirozenych ¢isel s operaci s¢itani,
e (N; *)...mnozina v8ech piirozenych Cisel s operaci nasobeni,
e (C;+)...mnozina vSech celych Cisel s operaci s¢itani,
e (C;*)...mnozina vSech celych ¢isel s operaci nasobeni,
e (P(A);v)a(P(A); Nn), kde A je libovolnd mnoZina a m , U jsou operace sjednoceni a
prinik.
(C; -)...mnoZina vSech celych ¢isel soperaci od¢itani je grupoid, ktery jiz netvoii
pologrupu. [4]
Definice 8 Monoid
Pologrupa (G; *) se nazyva monoid pravé tehdy, ma-li binarni operace * v mnoziné G
neutralni prvek. [1]

Priklad 7

Jako piiklad monoidu uvedeme pologrupu (P(A); W), kde neutralnim prvkem je prazdna

mnozina.

Naopak pologrupa (N; +) jiZ neni monoidem, protoZe vzhledem k operaci s¢itani neobsahuje

neutralni prvek. [4]
Definice 9 Grupa

Monoid (G; *) se nazyva grupa prave tehdy, existuje-li ke kazdému prvku a z mnoziny

G inverzni prvek a™* z mnoZiny G k prvku a v dané operaci.

MnoZina G se pak nazyvé pole grupy. [1]
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Priklad 8
Opét pro ukazku uvedeme piiklad grupy, a tim miiZe byt napt. monoid

e (C; +)... mnozina vSech celych Cisel s operaci s¢itani, kde neutrdlnim prvkem je Cislo

nula a prvkem inverznim a® k prvku a bude ¢&islo —a. [4]

V definicich 6 - 9 jsme neptfedpokladali komutativnost binarni operace *, avSak ani jsme ji
nevylouc¢ili. Pokud je binarni operace * navic operaci komutativni, pfichdzi na fadu

nasledujici definice. [1]
Definice 10 Abeliv grupoid (pologrupa, monoid, grupa)

Grupoid (pologrupa, monoid, grupa) (G; *) se nazyva komutativni nebo také Abeltv

grupoid (pologrupa, monoid, grupa) pravé tehdy, je-li operace * komutativni. [1]
Definice 11 Podgrupa
Necht (G; *) je grupa. Rekneme, Ze (S; *) je podgrupa grupy (G; *), jestlize
1. #ScG
2. (S;™*) jegrupou.
Lemma 1

Necht’ (G; *) je grupa a plati @ # H < G. Potom je (H; *) podgrupou grupy (G; *) pravé
tehdy, kdyz

1. (vheH)h'eH
2. (V hl, thH) h]_*hZEH.
Véta 2

Necht’ (G; *) je grupa a plati @ # H < G. Potom je (H; *) podgrupou grupy (G; *) pravé
tehdy, kdyZ pro vSechna a, b € H plati:

a*bteH.

Dutkaz lemmatu 1 a véty 2 nalezne ¢tendf v [2] na stran¢ 14.
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Niels Henrik Abel

obréazek 1: Niels Henrik Abel

Niels Henrik Abel, norsky matematik, se narodil 5. srpna 1802 a zemfel velmi mlady
16. dubna 1829. V roce 1815 zacal Abel studovat katedralni Skolu v dnesnim Oslu. Zpocatku
se jevil jako obycejny zék s neobycejnym nadanim pro matematiku a fyziku. S pomoci svého
ucitele Holmboa zacal studovat vysokoskolské texty Eulera a Newtona. V roce 1821 vstoupil
na univerzitu v Oslu, kde zacal pracovat na feSeni rovnic s odmocninami. Na univerzité nasel
Abel svého zastance profesora astronomie Christophera Hansteena, jehoZ Zena se o Abela
starala jako o vlastniho syna. O dva roky pozd¢ji zveiejnil Abel dokumenty o funkcionalnich
rovnicich a integradlech ve védeckém Zzurndlu, ktery zalozil pravé Hansteen. V roce 1824

dokézal nemoznost obecného feseni rovnic patého stupné pomoci vzorct s odmocninami.

Dne 6. dubna 1929 byly v Norsku vydany postovni znamky s portrétem Abela k vyro¢i jeho

smrti a v letech 1978 — 1985 se jeho portrét objevil i na norské 500korunoveé bankovce.

obrézek 2: Portrét N. H. Abela na bankovce a poStovni znamce

Po Abelovi je nazyvéana fada matematickych pojmi, jako napt. Abelova grupa, Abelova

sumace, Abelovo kritérium. V roce 2002 po ném byla pojmenovana Abelova cena. [5]
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Ptedvedeme né¢kolik ptikladt na grupy.

Priklad 9

Na mnozin¢ celych ¢isel vySetfime bindrni operaci * definovanou predpisem
a*b=a-2ab+Db;a beC.

e  Komutativnost
a*b=a-2ab+b=b-2bat+a=b*a,
operace je komutativni.

e  Asociativnost

@*b)*c=(a-2ab+b)*c=a-2ab+b-2(a-2ab+b)c+c=a+b+c-2ab-2bc-2ac

+ 4abc,

a*(b*c)=a*(b-2bc+c)=a-2a(b-2bc+c)+(b-2bc+c)=a+b+c-2ab-2bc-2ac
+ 4abc,

operace je asociativni.

e  Existence neutrélniho prvku
a*e=e*a=a
a—-2ae+e=a e—2ea+a=a
e=0 e=0
existuje neutralni prvek, e = 0.

e  Existence inverzniho prvku
al*a=za'*a=e
a-2aat+at=0 al-2a'a+ta=0
a'=al(2a-1) a'=al(2a-1)

inverzni prvek existuje pouze pro a = {0, 1}. Pro jiné a inverzni prvek na dané mnoziné

neexistuje.

Zavér: binarni operace * definovana predpisem a * b =a — 2ab + b; a, b € C, tedy operace

(C; *), tvoti komutativni (Abelovu) grupu jen pro a = {0, 1}. [4]
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Priklad 10

Na mnoziné celych ¢isel vySetifime bindrni operaci * definovanou predpisem

a*b=2a+b; a,beC.

e  Komutativnost
a*b=2a+b=2b+a=b*a,
operace neni komutativni.

e  Asociativnost

@*b)*c=(2a+b)*c=2(2a+b)+c=4a+2b+c,

a*(b*c)=a*(2b+c)=2a+2b+c,
operace neni asociativni.
e  Existence neutralniho prvku
a*e=e*a=a
2at+te=a 2eta=a
e=-a e=0
existuje pouze levy neutralni prvek, e = 0.
e  Existence inverzniho prvku
al*a=e
2at+a=0

al=ar

existuje pouze levy inverzni prvek, a* = a/2, a to jen v ptipads, Ze a € C je sudé &islo. Je-li

a € C liché, potom k nému neexistuje ani levy inverzni prvek.

Zavér: binarni operace * definovana piedpisem a * b = 2a + b; ab e C, tedy operace

(C; *), tvorti grupoid. [4]
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2.2 Konecné grupy malych radu

Konednymi grupami nazyvame takové grupy, které maji kone&n& mmnoho prvki. Rad
kazdého prvku konecné grupy je konecny a grupa je do jisté miry uréena svym fadem
a strukturou svych podgrup. Az do kapitoly 2.1 jsme zopakovali dulezité pojmy pro tuto préci
a v nasledujici ¢asti se jiz zamétime na zadané téma.

V nasi praci budeme vyuzivat mnoZinu piirozenych c¢isel N, popiipadé mnozinu
nezapornych celych ¢isel Np. Dal§imi dalezitymi symboly pro tuto praci budeme uzivat
nejvetsi spolecny délitel s oznacenim (m, n) a dale nejmensi spole€ny ndsobek s oznacenim
[m, n] dvou pfirozenych ¢isel m a n.

Pro tad konec¢né grupy uzijeme symbol o (G) a fddem prvku g v grupé¢ G budeme rozumét
rad cyklické podgrupy {g} generované prvkem g a budeme zapisovat o (g). [3]

Definice 12 Rad grupy

Grupa (G; *) se nazyva nekonecnd, je-li jeji nosi¢, tj. mnozina G, nekonecnd; v
opacném piipadé fikdme, ze (G; *) je konecna grupa a fadem této grupy rozumime
pocet prvka mnoziny G. [2]

Priklad 11

Velmi znamou grupu tvoii mnozina vSech zbytkovych tfid Z, podle modulu n € N, n > 1.
Tyto tfidy znacime 01...7-1a grupovou operaci @ definujeme takto: Pro libovolné tiidy
k1 je k®/ ta zbytkova tiida, v niz lezi celé ¢islo k + 1. Je ziejmé, Ze grupa (Z,; @) ma
pravé n prvki pro kazdé n > 1 a ze jejim generatorem je tiida 1. Nalezli jsme tedy pro kazdé
n € N jeden exemplar grupy, a to grupu cyklickou.

Definice 13 Index podgrupy

Indexem podgrupy H v grupé G budeme rozumét pocet tiid v levém, resp. pravém,
rozkladu grupy G podle podgrupy H. Znacime [G: H]. [2]
Definice 14 Normalni podgrupa

Rekneme, Ze podgrupa H grupy G je normélni podgrupou grupy G (zna¢ime H A G),
jestlize pro kazdé g € G je gH = Hg. Jednotkova grupa a grupa G jsou normalnimi
podgrupami grupy G (tzv. nevlastni normalni podgrupy). VSechny ostatni normalni

podgrupy G se nazyvaji vlastni. [2]
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Priklad 12

Jako ptiklad nekomutativni grupy mizZeme uvést grupu shodnosti v roviné reprodukujicich

rovnostranny trojuhelnik ABC s binarni operaci * skladani shodnych zobrazeni. Shodnymi

zobrazenimi v roving, ktera zobrazuji trojuhelnik ABC na sebe, jsou identita (Id), tii osové

soumdrnosti (01, 05, 03) podle 0s 0y, 0, 03 (viz obr. 1) a rotace (R, R?) se sttedem S 0 120 °,

resp. 240 °, pti¢emz pro tento ptiklad budeme piedpokladat rotaci v protisméru hodinovych

rucicek.

Uved’'me pro toto zobrazeni obrazek a operac¢ni tabulku.

o2

o1

o3

obrazek 3: Shodnd zobrazeni trojuhelniku ABC

* |1 o 0 0 R R
d|d o o0 0 R R?
0l O1 Id R2 R 03 O2
02 O2 R Id R? 01 03
03 O3 R2 R Id O2 Ol
R|R o o o R [d
R | R 0, 0 0, |d R

tabulka 1: Operaéni tabulka shodnych zobrazeni

18



Utvotime vsechny levé tfidy gH grupy G podle podgrupy H a provéiime, zda gH = Hg
u jednotlivych tfid:

IdH={Id,R,R*}=H Id
RH={R,R%Id}=HR

R?H ={R? Id, R} = H R?
01 H={01,0,,03}=Ho0;
0,H={003,0:}=Ho0,
03 H = {03, 01, 02} = H 0s.

Dokéazali jsme, ze gH = Hg a nyni mizeme vyslovit, ze H je normalni podgrupou grupy G,

ti. HA G.[2]

Symbol [G: H] bude oznacovat, dle definice, index podgrupy H v grupé G. Bude-li navic H
normalni podgrupou grupy G, budeme dle definice zapisovat H A G. [3]

Véta 3

Tato véta nam tik4, Ze podminky, které uvedeme, jsou ekvivalentni s definici normalni
podgrupy.

1. HAG

2. (VgeG)(VheH)g'hgeH

3. (VgeG)(VheH)ghgleH

4. (VgeG)gHg'cH

5. (VgeG)g'HgcH

Véta 4

Budiz (G; *) grupa G s binarni operaci * a H;, i € |, systém normalnich podgrup grupy G,
pticemz I # . Potom prinik tohoto systému normalnich podgrup grupy G je opét normalni
podgrupou grupy G.

Véta 5

Budiz H je podgrupou grupy G s binarni operaci *, (G; *). Je-li H normalni podgrupou
grupy G, potom rovnost giH ° goH = (g1 * 92) H definuje binarni operaci ® na mnozin¢ levych

ttid grupy G podle podgrupy H.
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Véta 6

Budiz H je normalni podgrupou grupy G s binarni operaci *, (G; *). Potom mnoZina vSech
levych ttid grupy G podle podgrupy H tvoii vzhledem k operaci ndsobeni tiid giH ° goH =
(91 * g2) H grupu.

Diikazy vét 3 — 6 nebudeme provadét, Ctenar je nalezne v literatufe [2] na strané 36, 37.

Definice 15 Faktor-grupa
Bud® H normalni podgrupa grupy G. Mnozina vSech levych tfid grupy G podle
podgrupy H spolu s binarni operaci © definovanou ptredpisem
9:H ° goH = (91 * g2)H
se nazyva faktorovou grupou (faktor-grupou) grupy G podle normalni podgrupy H.
Znac¢ime G/H. [2]

Véta 7 (Lagrangeova véta)

Budiz H podgrupa kone¢né grupy G. Potom o (G) = o (H) - [G: H], pfi¢emz o (G) a o (H)
oznacuji fady grup G a H. [2]

Dtsledkem Lagrangeovy véty je nésledujici tvrzeni:

Bud’ G konec¢na grupa, g € G. Potom o (g) dé¢li o (G), tj. fad prvku g déli ad grupy G.

Nasim tkolem v této praci bude popsat vSechny koneéné grupy az do fadu n < 15. Co pro
nas bude dutlezité je, ze pro kazdé ptirozené Cislo n existuje aspon jedna grupa tadu n. Touto
grupou budeme rozumét cyklickou grupu fadu n. [3]

Definice 16 Cyklicka grupa

Bud’ M podmnozina grupy G. Prinik vSech podgrup grupy G obsahujici mnozinu M
nazyvame podgrupou generovanou mnozinou M a zna¢ime {M}. Jestlize {M} = G,
pak M nazyvame mnoZzinou generatorti grupy G. Grupa G generovana jednoprvkovou
mnoZzinou {g} se nazyva cyklicka. [2]

Véta 8

Kazda grupa prvociselného fadu je cyklicka.

Duikaz:

Necht G je grupa prvociselného fadu p a g # 1 libovolny jeji prvek. Podle disledku
Lagrangeovy véty déli fad prvku g prvocislo p, a je tedy roven p. Pak ovSem G = {g}.
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Véta 9
Grupa G nema Zadné vlastni podgrupy prave kdyZ je grupou prvociselného radu.
Diikaz:

Necht' G je grupou prvociselného fadu a 1 # H < G bud’ podgrupa grupy G. Bud' 1 #h € H
libovolny prvek. Podle diikazu véty 8 plati G = {h} < H, takze G = H. Grupa G nem4 tedy
vlastni podgrupy.

JestliZze tedy grupa G neméa Zadné vlastni podgrupy, je cyklickd a 1 = g € G je libovolny
prvek takovy, ze {g} = G. S pfihlédnutim na to, zZe nekone¢na cyklicka grupa ma dokonce
nekoneéné mnoho vlastnich podgrup, musi byt grupa G kone¢nou cyklickou grupou. Jestlize

grupa G nema vlastni normalni podgrupy, nazyva se jednoducha grupa.

Ve studiu teorie grup jsou jednoduché grupy velmi dilezité. Jsou v jistém smyslu
stavebnimi prvky, z nichz jsou ,,vystavény“ vétsi grupy. Existuji totiz grupové konstrukce,
které umozinuji z mensich grup ,,vystavét™ grupu vétsi. Ovsem nalezeni vSech jednoduchych

grup v oblasti nekomutativnich grup by bylo extrémné obtizné. [3]
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3 Homomorfizmus aizomorfizmus

Pojmy homomorfizmus a izomorfizmus ptfedstavuji v algebie zvlastni druh zobrazeni jedné
algebraické struktury do jiné. Jsou specifické tim, ze si zachovavaji urcité vlastnosti.
Naptiklad v geometrii bychom si homomorfizmus mohli piedstavit jako dva podobné
trojihelniky a stejné tak izomorfizmus jako dva shodné trojuhelniky. Z geometrie vime, Ze
podobnost trojuhelnikii zachovava jen nékteré vlastnosti, oproti tomu shodnost zachovava

vlastnosti viechny. Stejné to bude i s algebraickymi strukturami. [4]
Definice 17 Izomorfizmus

Rekneme, ze dvé grupy (G; *) a (H; °) jsou izomorfni, jestlize existuje vzajemnd

jednoznacné zobrazeni ¢: G — H takove, Ze pro vSechna a, b € G plati
¢(@*b)=9 () ¢ (D).
Znacime G = H. Zobrazeni ¢ se nazyva izomorfizmus. [2]
Véta 10
Kazda nekonecna cyklicka grupa je izomorfni a aditivni grupou (Z; +).
Diikaz:

Ptredpokladejme, ze G je nekonecné cyklickd grupa s generdtorem g. Potom G obsahuje
vechny mocniny g°, z € Z, a tyto mocniny jsou navzijem riizné. Nadefinujeme zobrazeni

¢: Z — G predpisem ¢ (z) = g°. OvSem zobrazeni ¢ je surjektivni, prosté a navic ¢ (z1 + Z2)=

=g "% =g . g%= ¢ (z1) " ¢ (z2), cOZ udava, Ze se jedna o izomorfizmus.

Definice 18 Homomorfizmus

Bud'te (G; °) a (H; *) dvé grupy. Rekneme, Ze zobrazeni ¢ je homomorfizmem grupy (G; °)
do (H; *), jestlize

a) ¢ je zobrazeni mnoziny G do H

b)(Va,beG)o(@@®b)= ¢(a)*¢(b).[2]
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>/0(a)*o(b)

/_\

o(b)

obrazek 4: Homomorfizmus

Véta 11

Necht (G; °) a (H; *) jsou grupy a zobrazeni ¢: G — H je homomorfizmus. Potom
1. ¢ (e)=c¢’ (asice neutralni prvek grupy G se zobrazuje na neutrdlni prvek v grupé H),
2. (VvgeGoEhH=(o@)"

Duikaz:

1. Pro dikaz budeme piedpokladat, Ze e je jednotkovy prvek grupy G, kde e °e = e.
Potom ¢ (e) * ¢ (e) = ¢ (e).

V grupé H pro neutralni prvek e’ plati ¢ (e) *e" =¢” * ¢ (e) = ¢ (e). Pouzijeme zakon
o kraceni a vyjde nam e’ = ¢ (e).

2. Pro druhou &ast ditkazu bude predpokladem ¢’ = ¢ (g ° g1 = ¢ (g) * ¢ (g") a takté?
e =0 g’l °cg)=0 (g'l) * ¢(g). Snadno nahlédneme, Ze v grupé (H; *) je inverznim
prvkem k ¢ (g) prvek (9 (2)" = (g7)-[2]

Priklad 13
Necht’ (G; °) a (H; *) jsou grupy a 1 resp. 1” jejich neutralni prvky. Definujeme zobrazeni

¢0: G —> H tak, ze pro kazdé g € G polozime ¢ (g) = 1. Potom ¢ je homomorfizmus.

Jsou-lia,b e G,potome (a°b)=1", o(a)*@(b)=1"+1"=1".
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Priklad 14

Necht ¢: Z - Z, ¢ (a) =3 - a, pro kazde a € Z. Potom ¢ je homomorfizmus.
Jsou-lia,b € Z, potomgp (a+b)=3-(a+b)=3a+3b=0(a)+ ¢ (b). [7]
Definice 19 Obraz mnoziny, obraz homomorfizmu

Bud’ ¢ homomorfizmus grupy (G; °) do grupy (G”; *). Je-li mnozina H podmnozinou
mnoziny G, H ¢ G, pak ¢ (H) = {¢ (h); h € H} nazyvame obrazem mnoziny H pfi
homomorfizmu ¢. Obraz celé grupy G nazyvame obrazem homomorfizmu ¢ a
znatime Im ¢. [2]

Véta 12

Necht’ zobrazeni ¢ je homomorfizmus grupy (G; °) do grupy (G”; *). Potom:

1. je-li H podgrupa grupy G, je ¢ (H) podgrupa grupy G’

2. Im o je podgrupa grupy G’

3. je-liH A G, potom ¢ (H) A Im ¢.

Diikaz:

1. Predpokladejme dva prvky a’, b” € ¢ (H) a chceme predvést, ze a’ - b e ¢ (H).
Necht a, b € Hjsou uréité prvky a plati ¢ (a) = a’, ¢ (b) = b’. Potom ¢ (a °b™?) =
9@ *o (b =9¢ @) *(eb) =a bt e ¢ (H), cozznamens, ze ¢ (H) je podgrupou grupy
G

2. Pokud bychom za H zvolili grupu G, znamena to, ze druha cast diikazu vyplyva z ¢asti

3.V posledni ¢asti chceme dokazat, ze ¢ (H) A Im ¢, pouzijeme k tomu vétu 3. Necht
g e Img@ah’ € ¢ (H) jsou libovolné prvky, pro které plati g" = ¢ (g) pro ur€ity prvek g € G
ah’” = ¢ (h) pro urcity prvek h € H. Vzhledem k tomu, ze H je normalni podgrupou G, H A G,
plati g™ °h°g e H, tudiz ¢ (g7 °h°2) = ¢ (") * 0 () * 0 (2) = (9(&)" *h" *g" € ¢ (H).
[2]
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Definice 20 Uplny vzor mnoziny H", jadro homomorfizmu

Bud’ ¢ homomorfizmus grupy (G; °) do grupy (G”; *), H podmnoZinou G". MnoZzinu
o' (H) = {g € G; ¢ (g) €H'} nazyvame uplnym vzorem mnoziny H' pfi
homomorfizmu ¢. Mnozinu ¢ (€) = {g € G; ¢ (g) = ¢’} nazyvame jadrem

homomorfizmu ¢ a zna¢ime Ker ¢ (pfi¢emz e je neutrdlni prvek grupy (G'; *)). [2]
Véta 13
Necht’ zobrazeni ¢ je homomorfizmus grupy (G; °) do grupy (G”; *). Potom
1. je-li H' podgrupa grupy G, je ™ (H") podgrupa grupy G
2. je-liHAG,jeot(H)AG
3. Ker ¢ je normalni podgrupa grupy G.
Diikaz:

1.V prvni &asti ditkazu chceme dokézat, Ze a - b e ¢ (H"), coz podle véty 2 znamend,
7e ¢ (H") je podgrupa. Necht tedy mame dva prvky a, b € ¢ (H) takové, 7e ¢ (a) € H a
také ¢ (b) e H. Oviem ¢ (a ° b)) =¢ (a) * ¢ (b™) = ¢ (a) * (¢ (b)) € H’, coZ znamena, Ze
a°bteop®(H).

2. Podle 1. &asti dikazu je @ (H') je podgrupou a nyni mame dokazat, ze ¢ (H") je
normalni podgrupou. V této &asti budeme dokazovat, ze g* ° h°g e ¢! (H') a vyuZijeme k
tomu vétu 3. Necht mame libovolné prvky g e G a h € ¢ (H), potom ¢ (g* ° h°g) =
=p(gh)*o ) *o(g) e H . Jelikozg (h) e HaH AG,potomg*°h°ge ¢! (H).

3. Pokud bychom zvolili H" = ({e"}; *), 3. ¢ast dikazu by plynula z ¢asti 2. [2]

Na pocatku této kapitoly jsme homomorfizmus v geometrii ptirovnali ke dvéma podobnym
trojihelniklim. Nyni si v nésledujici vété uvedeme nékteré vlastnosti, které se homomorfnim

zobrazenim zachovavaji.
Véta 14
Necht’ grupa (G; °) je homomorfnim obrazem grupy (H; *), potom plati:
1. je-li operace * komutativni, je i operace © komutativni
2. je-li operace * asociativni, je i operace ° asociativni

3. mé-li operace * neutrélni prvek, ma i operace ° neutralni prvek.
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Diikaz:

V dikazu jednotlivych vlastnosti budeme ptfedpokladat, Ze X, y, z € H a necht’ ¢ (X) = a,
¢(yY)=bo(z)=ceGC.

1. Komutativnost algebraickych struktur:
a’b=p(X) oM =0ex*Y)=e(y* )= () o (X)=b°a

2. Asociativnost algebraickych struktur:

a’beo=e®°loe°o@l=0X®°[oy*]=0o[xX*(Y*2)]=0[(x*y)*z] =
=[epx*V]°e@=[eX°0I°0(x)=(°b)°c.

3. Necht e je neutralnim prvkem algebraické struktury (H; *) a ¢ (e) je neutrdlnim

prvkem algebraické struktury (G; °), potom pro pravou neutralnost plati

aco@E)=0(X)°0(E)=0(x*e)=0(x)=4,

leva neutralnost je analogicka, a sice:

p@E)°a=0@E)° o (X)=0(E*x)=0(x)=a [4]
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4 Konecné grupy
Jak jsme jiZ zminili na zacatku této kapitoly budeme klast diiraz na kone¢né grupy fadu

n < 15.V kapitole 2. 2 jsme jiz dokdzali popsat grupy fadu 2, 3, 5, 7, 11, 13. Nyni se budeme
vénovat studiu grup fadu 4. [3]
4.1 Grupy radu 4

Nasledujici lemma ndm usnadni praci pii studovani grup fadu 4 a pozdé&ji i fadu 8.

Lemma 2

Necht’ G je takova grupa, v niz pro kazdy prvek a plati a? = 1. Potom G je Abelova grupa.

Dukaz:

Necht' existuji dva libovolné prvky a, b, které nalezi grupé G. Vynasobime-li vztah

1 = (ab)? = abab prvkem ba zleva, dostaneme ba = baabab. JestliZe plati a* = b® = 1, potom je
rovnost ba = ab dokazana. [3]
Studium grup fadu 4 miazeme rozdélit na dve ¢asti.

(1) V prvni ¢asti uvedeme grupu G, ve které existuje prvek fadu 4. To pro nas znamena,

ze jde o cyklickou ¢étyfprvkovou grupu a snadno napiSeme operaéni tabulku.

1 a ¢  a
1 1 a az  a
a a a a 1

a2 | a2 a 1
a | a 1 a a2
tabulka 2: Cyklicka grupa iadu 4

(2) Pokud ale grupa G neobsahuje prvek fadu 4, potom z disledku Lagrangeovy véty

plyne, Ze vSechny nejednotkové prvky maji ¥ad 2 a podle lemmatu 1 je grupa G komutativni.

Oznac¢ime-li dva nejednotkové prvky a, b z grupy G takové, Ze a = b, pak v grupé G musi

platit rovnost a> = b® = 1 a ab = ba. Vzhledem k tmto vztahiim miZeme napsat opera&ni

tabulku. Touto tabulkou je zadana tzv. Kleinova étytgrupa. [3]
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1 a b ab
1 1 a b ab
al a 1 ab b
b b ab 1 a
ablab b a 1

tabulka 3: Necyklicka grupa Fadu 4

4.2 Grupy radu 6
V nasledujicim odstavei prostudujeme grupy fadu 6, které stejné jako predchazejici

rozdélime na dvé ¢asti.

(1) V prvni casti opét uvedeme grupu G, ve které existuje prvek fadu 6. Snadno

nahlédneme, Ze jde opét o cyklickou grupu fadu 6, pro kterou uvedeme operacni tabulku.

1 a a a a @&
1 1 a a a a &
a & a a a 1
a | a2 a8 a* a8 1 a
a3 a3 a4 a5 1 a a2

tabulka 4: Cyklicka grupa iadu 6

(2) Ve druhé ¢asti se budeme opét vénovat necyklické grupé fadu 6, z ¢ehoz plyne, Ze jeji

nejednotkové prvky budou mit fad 2 nebo tad 3.

Avsak tad 2 musime vyloucit, nebot’ by v grupé G existovaly pouze nejednotkové prvky
fadu 2, napt. a # b. Potom by to znamenalo, Ze grupa G obsahuje Kleinovu ¢tyfgrupu, coz ale

dle Lagrangeovy véty neni mozné.

V grupé G musi tedy existovat prvek fadu 3, a sice existuje prvek a = 1 takovy, Ze a® = 1.
Grupa G musi mimo prvkil 1, a, a> = b obsahovat navic je§td prvek c takovy, e ac = d a
a’c = e. Timto jsme dostali Sest prvki, které potiebujeme, pro konstrukei cyklické grupy fadu

6.

Nasledn& predvedeme, Ze ¢® = 1, d° = 1 a také e = 1. JelikoZ je prvek ¢ rizny od prvki 1, a
ialav grupé G plati zakon kraceni jak zprava tak zleva, vylou¢ime moznosti ¢ = ¢, ¢ = ac i

¢? = a’c, pondvadz by vedly ke sporu. Pokud bychom pripustili, Ze ¢? # 1, musel by prvek c
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mit ¥ad 3, coz by znamenalo ¢® = 1. Ovem dostavame se do sporu s tim, Ze pokud by se ¢ =
a, platilo by 1 = ¢ = ac = d, coZ je spor. Stejné& tak kdyby se ¢ = a% platilo by 1 = ¢* = a%c =
e, coZ je opét spor. Proto tedy plati, 7e ¢? = 1.

Analogicky predvedeme, ze d° = 1, resp. e” = 1. Stejné jako v predchozim odstavci, tak i
prvek d, resp. e musi byt riizny od prvka 1, a i a®. Avak stale v grup& G plati zdkon kraceni
zprava i zleva, tak op&t vylou¢ime takové moznosti, Ze d* = d, d*= ad i d® = ad, resp. e® = e,
e’ = ae i &% = a%. Kdyby neplatilo, 7e d* = 1, resp. e = 1, potom by prvek d, resp. e musel mit
tad 3, priGemz by platilo d* = 1, resp. e* = 1.

Ziskavame opé&t spor, a to takovy, e pokud by se d? = a, resp. e? = a, platilo by 1 = d® = ad
= e, resp. 1 = e* = ae = c. | moZnost, Ze se d* = a% resp. e? = a* vede ke sporu, muselo by platit

1=d®=a%d =c, resp. 1 = e> = a% = d. CoZ pro nas znamen4, ze d* = e? = 1.

O Q0O T @ -

D O O T 9 K|k
O ®© QO 9 = T\ T
O P T O OO QA Q
R T 92 QO O @ D

O 0o o kP T 9 o
O 9 kP DO QAO|O

tabulka 5: Necyklicka grupa fadu 6

Z této tabulky je zfejmé, ze se jedna o nekomutativni algebraickou strukturu. Zda-li se

jedna skutecné o grupu, to provedeme bezprostiedné pomoci tabulky, ovSem s kontrolou

vvvvvv

¢ (b)=(132), ¢ (c)=(12), ¢ (d) =(23) a ¢ (e) = (13) je izomorfizmem G na Ss, pficemz S3 je
symetricka grupa stupné 3. [3]

Definice 21 Symetricka grupa stupné n

Symetrickou grupou stupné n rozumime mnoOZinu vSech permutaci mnoziny

M = {1, 2,., n} spolu s operaci skladani permutaci. [3]
Definice 22 Skladani permutaci
Operaci skladani permutaci definujeme pomoci vztahu takto

1T (1) =T (ri), kde I =1 (I), i= 1,2, ....,n. [3]
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Témito jednotlivymi prostiedky jsme zjistili, ze kazda grupa fadu 6 je izomorfni bud s
cyklickou grupou fadu 6 (Zs), nebo se symetrickou grupou stupné 3 (Ss).

Avsak s rostoucim fadem nam jist¢ nartistaji i potize pii konstrukci grupy. Proto nyni
uvedeme definice, ve kterych bude zachycen postup, jak pomoci grup niz$iho tadu
zkonstruovat grupy vyssiho fadu. [3]

Definice 23 Vnéjsi direktni soucin

Necht’ H, K jsou grupy. Mnozina G vSech uspotadanych dvojic (h, k), h € H, k € K,
spolu s binarni operaci (hy, ki) - (h2, k2) = (h1h, kik?) je opét grupou, kterou nazyvame

vnéjS$im direktnim soucinem grup H a K a zapisujeme G = H x K. [3]
Definice 24 Vnitrni direktni soucin

Necht' H, K jsou dvé normalni podgrupy grupy G. Jestize HUK=GaH K =1,
fikdme, ze grupa G je vnitfnim direktnim soucinem grup H a K a zapisujeme
G=HxK.[3]

Lemma 3

Grupa G je direktnim soucinem svych podgrup H, K pravé kdyz pro kazdé h € H, k € K
plati hk = kh a kazdy prvek g € G lze psat jednozna¢né aZ na potadi ve tvaru g = hk, h € H,
k e K. [3]

V ptedchozich definicich jsme vSak uvedli dvé definice na direktni soucin, a sice na vnéjsi
direktni soucin a vnitini direktni soucin. OvSem tyto dva pojmy neni tieba rozliSovat a to si
ukézeme praveé v nasledujicim odstavci.

Bud H, K dvé grupy a G = H x K jejich vnéjsi direktni soucin. Jestlize oznaCime
H™ = {(h, 1), h € H}, je zobrazeni ¢ (h) = (h, 1) izomorfizmem H na H a H = H". Stejné
budeme postupovat i pro K, oznacme K'= {(1, k), k € K}, potom je zobrazeni ¢ (k) = (1, k)
izomorfizmem K na K'a K= K". Rovnost (h, 1) - (1, k) = (h, K) = (1, k) - (h, 1) ukazuje, Zze G
je vnitinim direktnim sou¢inem grup H', K’, coZ znamena grup izomorfnich s grupami H, K.

Kdybychom chtéli postupovat opaéné, bylo by G vnitini direktni sou¢in svych podgrup H,
K. Pokud by ale G” bylo vné&jsim direktnim soucinem grup H, K, tak by se G’'= G (zobrazeni
¢ (h, k) =hk, kdy H =z Ha K" = K).
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Véta 15

Necht’ existuji dvé cyklické grupy fadli m a n, jenz jsou nesoud€lné. Direktni soucin téchto

dvou grup je opét cyklicka grupa fadu mn.
Dutkaz:

Budiz H = {a} je cyklicka grupa fadu m a K = {b} je cyklicka grupa fadu n. Potom direktni

sou¢in G = H x K obsahuje prvky ve tvaru a'b®, kde 0 <r<m, 0 <s < n, atudiZz o (G) < mn.

Nasledné predvedeme, Ze prvek ab ma v grupé G f4d mn. Plati (ab)™ = a™ - b™ = 1.
Pokud by pro jisté t bylo (ab)' = 1, potom je 1 = (ab)™ = a™ - b™ = b™, takze n |mt a
vzhledem k (n, m) =1 n | t. Analogicky dokazeme fici, Ze m | t, a tedy [m, n] | t. Aviak
¢isla m, n jsou vSak nesoudélna, a proto nejmensi spole¢ny nasobek [m, n] = mn. Z toho

vyplyva, ze fad prvku ab v grupé G je mn a G = {ab}. [3]

5 Koneéné komutativni grupy
Ve studiu teorie grup je komutativni grupou takova grupa, ve které pro vSechny prvky a, b z
grupy G plati, Ze a* b = b * a. Komutativni grupy se nazyvaji Abelovy grupy.

Vsechny konecné grupy, které maji prvociselny tad, jsou automaticky komutativni, nebot’

jsou cyklicke. [8]

Definice 25 Periodickd Abelova grupa

Abelova grupa G nemajici prvky nekoneéného fadu se nazyva periodicka. [3]

Véta 16

Budiz G libovolna Abelova grupa. Potom mnozina, kterou oznacime
G,={geG,0(9)= p¥, k € No}, kde p je prvoéislo, je podgrupou grupy G.

Duikaz:

Necht existuji prvky g, h € Gy a necht’ o (g) =p'a o (h) = p’, pfiéemz r > s.

Potom i prvek g € G, nebot o (g?) = p". Také prvek gh e G, nebot’ (gh)* =g - h*" =1,
tudiz o (gh) < p".

Definice 26 P-grupa

Koneéna grupa fadu p", kde n € N, a p je prvoéislo, se nazyva p-grupou. [3]
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Véta 17

Pro kazdou periodickou grupu plati, ze je direktnim soucinem svych p-primarnich

komponent.

Véta 18

Necht G je Abelova p-grupa a a je jeji prvek s maximalnim fadem p*. Potom je cyklicka
grupa {a} direktnim Cinitelem v grupé G. To znamend, ze G = {a} x H. (Skutecnost, Ze a je
prvek maximélniho fadu v grup& G znamend, Ze pro viechna g € G plati o (g) < p¥).

Véta 19

Pro kazdou konec¢nou Abelovu p-grupu plati, Ze je direktnim soucinem cyklickych grup.

Diikaz:

Ma-li grupa G tad p, potom podle véty 8 tvoii cyklickou grupu. Necht' ma tedy grupa G fad
p", kde n > 1. Budeme predpokladat, Zze kazdd Abelova p-grupa f4du mensiho nez p", je jiz
direktnim souc¢inem cyklickych grup. Je-li a € G prvek maximalniho fadu v grupé G, pak je
podle véty 18 G = {a} x H. Nicmén¢€ H je podle induk¢niho ptedpokladu direktnim soucinem
cyklickych grup, coz dokoncuje diikaz.

Véta 20

Necht' existuje konecna Abelova p-grupa G. Jestlize je grupa G direktnim soucinem
cyklickych grup, G = Zyi X Zpio X ... X Zpin, potom jsou ¢isla ki, Ko, ..., Ky uréena grupou G

jednoznacné.

Je-li G kone¢na Abelova grupa, uziti vét 17 a 19 zajisti existenci direktniho rozkladu. Rady
cyklickych direktnich Ciniteli jsou pfitom uréeny jednoznacné a tyto fady nazyvame
invarianty grupy G. Necht mame dvé konecné Abelovy grupy, potom jsou izomorfni, pravé
kdyZ maji stejné soustavy invariantl. Ke kazdé soustavé invariantl existuje jista kone¢na

komutativni grupa, jejiz soustava invariantd se rovna predem zadané soustave invariantd.

Nyni uvedeme postup, ktery je potieba pro nalezeni komutativnich grup fadu n.

1) Je-lin=p pte. ... - p, kde zapis ¢isla n je v kanonickém tvaru a dale je-li G

podle véty 17 direktnim soucinem svych p; — primarnich komponent G, proi =1, 2, ....I.

2) Pomoci véty 19 je kazda Gy direktnim soucinem cyklickych grup s fady pikil, pikiz,..,
pikis; kde ki1 + kip +...+kisi=k;, i=1,2, ...r,si € N.
Pro nalezeni vSech moznych direktnich rozkladi komponenty Gy je nejprve nutné nalézt

vSechna vyjadreni ¢isla kj ve tvaru souctu nékolika s¢itanct z N.
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3)  Vyuzitim véty 15 dospé&jeme ke zjednoduseni direktniho rozkladu grupy G. [3]

5.1 Koneéné komutativni grupy neprvocéiselného radu

5.1.1 Koneé€né grupy radu 4

Pro n = 4 mizeme dostat nasleduji invarianty:
I 2% 2t G=2Z,x2Z,
n. 2° G=2
jestlize se zamé&fime na variantu 1., potom dostavame dvé grupy, které jiz byly v nasi praci

sestrojené (viz tabulka 2). U ¢asti II. vSak dostavame cyklickou grupu fadu 4 (viz tabulka 1).
5.1.2 Kone€né grupy fadu 6
Pro n = 6 dostaneme nasledujici invarianty:
1. 243 G=2ZyxZ3=Zs
dle véty 15 je jasné, ze existuje jedind komutativni grupa, a to cyklicka grupa tadu 6 (viz
tabulka 3).
5.1.3 Kone¢né grupy radu 8
Pro n = 8§ jiz dostavame tfi nasledujici invarianty:
I 2° G=12Zs
1. 22,2 G=2Z4x2Z,
. 24,2428 G=Z,xZ,x2,

moznost I. udava cyklickou grupu tadu 8.
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1l a a a8 a & a &
11 a a& a&@ a a a
a ' a a a a a a a 1
&2 | a2 a a & a a 1 a
2@ | a3 a a a a 1 a a
ala & a a 1 a a &
@ & a a 1 a a a8 a
a | a a 1 a & a a @&
ala 1 a & a8 a a& a

tabulka 6: Cyklicka grupa ¥adu 8

Moznost II. nam tika, ze prvni cyklickd grupa fadu 4 je generovand napi. prvkem a, kde

a* =1 a druhd je generovana napi. prvkem b, kde b = 1. Nesmime viak zapomenout, Ze ab =
ba.

1 a & a b ab ab ab
1|1 a a a8 b ab ab ab
ala @ @ 1 ab ab ab b
@2 |la a 1 a ab ab b ab
ala 1 a a ab b ab ab
b /b ab ab ab 1 a a a
ablab ab ab b a & a 1
ab|azb ab b ab a a 1 a
ablatb b ab ab a 1 a a

tabulka 7: Komutativni grupa G = Z; x Z,
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Posledni moznost III., kde prvni grupa je generovana napt. prvkem a, druha napt. prvkem b

a tfeti napf. prvkem c plati a® = b? = ¢ = 1 a zaroveii ab = ba, ac = ca, bc = cb.

1 a b ¢ ab ac bc abc
1|1 a b ¢ ab ac bc abc
ala 1 a a b c¢ abc bc
b ' b ab 1 bc a abc ¢ ac
c| c a bc 1 abc a b ab
abjab b a abc 1 bc ac ¢
ac|/ac ¢ abc a bc 1 ab bc
bc|bc abc ¢ b ac ab 1 a
abclabc bc ac ab ¢ b a 1

tabulka 8: Komutativni grupa G = Z, x Z; X Z,

5.1.4 Kone€né grupy fadu 9

Jediné mozné invarianty pro n = 9 jsou:

| 3?

n. 3t 3t

G:ZQ

G=423x23

ptipadem I. je opét urcena cyklicka grupa fadu 9.

1 a & a8 a & a8 a a
11 a a a& a & a a a8
ala & @ a a a a a& 1
a2 a2 a a a8 a a a& 1 a
B a8 at @ a8 a & 1 a a
a lat & a a a& 1 a a a
2@ |a & a@ & 1 a & a8 &
¢ a8 a & 1 a a a@ a &
ala a& 1 a a a8 a & a
adla 1 a & & a & & o

tabulka 9: Cyklicka grupa #adu 9
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Avsak ptipad II. urcuje deviti prvkovou grupu, kterd je direktnim soucinem dvou
cyklickych grup, z nichZ prvni je generovana napf. prvkem a, kde a®> = 1 a druhé je

’ v 3 ’ v ’ v
generovana napft. prvkem b, kde b” = 1. Zaroven nesmime opomenout, Ze ab = ba.

1 a & b b2 ab ab ab> aw?
1|1 a a b bz ab ab ab? a2

a a& 1 ab ab? ab b aw b
@2  a 1 a ab ab? b ab b2 ab?
b b ab ab bz 1 ab? ab? a @&
b2 | b? ab? av* 1 b a @ ab a®
abab ab b ab> a apn b2 a 1
ab  ab b ab am? a b2 ab2 1 a
ab? | ab? @ b a ab & 1 ab b
ah?|ah? b2 abz & ab 1 a b ab

tabulka 10: Komutativni grupa G = Z3 x Z3

5.1.5 Koneé€né grupy radu 10

Cislo n = 10 poskytuje nasledujici dvojici invarianti 2*, 5.
G= ZoXZs=2Z1o

coz znamena, ze existuje jedina komutativni grupa tadu 10, a to je cyklicka grupa.

a & a&@ a @ & a a& @&
a & a&@ a @ & a a& @&
ala @& @ a & a a & a@ 1
@ @ @ a @ a a & a@ 1 a
@ @ a4 & a a a8 a 1 a &
a la @ a8 a @ @ 1 a a &
@ & a & a@ 1 a a& a& a
@ a8 a & @ 1 a a a&@ a @&
a |a & a@ 1 a & a a a @&
@ a8 @ 1 a a @ a & a& «a
@ @@ 1 a & & a & & a &

tabulka 11: Cyklicka grupa fadu 10
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5.1.6 Kone€né grupy radu 12

Vsechny mozné invarianty, kterymi je tato grupa urcena jsou:
I 2% 3 G=2Z4xZ3=Zyp
. 25,243 G=Z,xZ,xZ;

v ptipadé L. opét dostavame cyklickou grupu fadu 12.

a & a a @ & a a a a0 au

a & a& a @ & a a& a a°
ala & &@ & & a a & @& a° ar 1
@ | a2 a8 a @ & a a& a a° ar 1 a
a2 | a a a a a a a a° a* 1 a &
a la & & a & @& a° ar 1 a & &
@ | a a @ @@ a° ar 1 a a a &
@ | a a a & a° ar 1 a a& & a @&
a |a & @ a° ar 1 a a & a &
@ | a8 a a° at* 1 a & & a & & «
@ | a a° a* 1 a a a a & a& a a
ae ja° atr 1 a & & a & a& a a& @&
at jar 1 a & @&@ a & a& a & a a°

tabulka 12: Cyklicka grupa fadu 12

37



Pro piipad II. miZeme vyuzit, ze plati Z, X Z3 = Zg, C0Z znamena, Ze dostavame G = Z, X Zg

a timto dostavame dvé& cyklické grupy, z nichZ prvni je generovana napf. prvkem a, kde a° = 1

a druha je generovana napft. prvkem b, pficemz b =1. Opct ale nezapomeneme, Ze ab = ba.

1 a b bz b b+ b5 ab abz abs ab* abs

1 a b bz b* b+ b5 ab abz ab® ab* abs
a | a 1 ab ab2 ab® ab* ab®* b bz b® b+ bs
b | b a b2 b3 b* bs 1 ab2z ab® ab* ab® a
bz | b2 ab?> b* b* b® 1 b ab® ab* ab® a ab
b: | b® ab® b* b5 1 b2 b2 ab* abs a ab ab?
b | b* ab* b5 1 bz bz Db> ab® a ab ab® abs
bs | b ab® 1 b bz b® b* a ab abz ab* ab*
ab 'ab b ab? ab® ab* abs a bz b* b* b 1
ab? ab?> b?> ab® ab* ab® a ab b* b* b* 1 b
ab® |ab® b® ab* abs a ab ab? b* b® 1 b b2
ab* 'ab* b* ab®> a ab abz ab® b® 1 b bz bs
abs 'abs b® a ab ab? ab® ab* 1 b b2 b® b¢

tabulka 13: Komutativni grupa G = Z> x Z3 x Z3
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5.1.7 Kone€né grupy fadu 14

. ., . . .o, .- . . o 1 -1
Pro kone¢nou grupu fadu 14 existuje pouze jedind mnozina invariantd, a to 27, 7.

GC=2Z,X27=2Z14

COZ pro nas znamena, ze existuje jedina komutativni grupa fadu 14, a to grupa cyklicka.

a a2 a3 a4 a5 aﬁ a7 a8 a9 al 0 al 1 al 2 al 3

a a2 a3 a4 a5 a6 a7 a8 a9 al 0 al 1 al 2 al 3

a a a2 a3 a4 a5 a6 a7 aB a9 al 0 al 1 al 2 al 3 1
a2 a2 a3 a4 a5 a6 a7 a8 a9 alO all a12 a13 1 a
a3 a3 a4 a5 aG a7 a8 a9 al 0 al 1 al 2 al 3 1 a aZ
a4 a4 aS a6 a7 a8 a9 alO all a12 a13 1 a a2 a3
a5 as as a’ as a° ato aut a2 a3 1 a a2 as at
a6 a6 a7 aS a9 al 0 al 1 al 2 al 3 1 a a2 a3 a4 a5
a7 a7 a8 a9 al 0 al 1 al 2 al 3 1 a a2 a3 a4 a5 a6
a8 a8 ag al 0 al 1 al 2 al 3 l a a2 aS a4 aS a6 a?
a9 a9 al 0 al 1 al 2 al 3 1 a a2 a3 a4 a5 aG a7 a8
al 0 al 0 al 1 al 2 al 3 1 a a2 a3 a4 a5 aG a7 a8 a9
al 1 al 1 al 2 al 3 1 a aZ a3 a4 a5 aﬁ a7 a8 a9 al 0
al 2 al 2 al 3 1 a aZ a3 a4 a5 aﬁ a7 aS a9 al 0 al 1
al 3 al 3 1 a a2 a3 a4 aS a6 a7 a8 a9 al 0 al 1 al 2

tabulka 14: Cyklicka grupa fadu 14
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5.1.8 Koneé€né grupy fadu 15

Kone¢na grupa fadu 15 je obdobna jako kone¢na grupa s fadem 14. Jedina mnoZina

invarianti je 31, 5!,

GIZgXZ5EZl5

opét existuje jedina komutativni grupa fadu 15, a to cyklicka grupa. [3]

aZ a3 a4 a5 a6 a7 a8 a9 alO all a12 a13 al4
aZ a3 a4 a5 aﬁ a7 a8 ag alO all a12 alS al4

a a a2 a3 a4 a5 a6 a? a8 a9 al 0 al 1 al 2 al 3 al 4 1
a2 az a3 a4 a5 aG a7 a8 a9 al 0 al 1 al 2 al 3 al 4 1 a
a3 a3 a4 a5 a6 a7 a8 a9 al 0 al 1 al 2 al 3 al 4 1 a aZ
a4 a4 a5 a6 a7 a8 a9 al 0 al 1 al 2 al 3 al 4 1 a a2 a3
a5 a5 a6 a7 a8 a9 al 0 al 1 al 2 al 3 al 4 l a a2 a3 a4
a6 a6 a7 a8 a9 al 0 al 1 al 2 al 3 al 4 1 a aZ a3 a4 a5
a7 a7 a8 a9 al 0 al 1 al 2 al 3 al 4 1 a aZ a3 a4 aS aG
aS aS a9 al 0 al 1 al 2 al 3 al 4 1 a aZ a3 a4 a5 a6 a7
a9 a9 al 0 al 1 al 2 al 3 al 4 1 a a2 a3 a4 a5 a6 a7 a8
al 0 al 0 al 1 al 2 al 3 al 4 1 a aZ a3 a4 a5 a6 a7 a8 a9
al 1 al 1 al 2 al 3 al 4 1 a aZ a3 a4 a5 aﬁ a7 a8 a9 al 0
a12 alZ alS a14 1 a aZ a3 a4 a5 a6 a7 aB a9 alO all
al 3 al 3 al 4 1 a aZ a3 a4 a5 a6 a7 a8 a9 al 0 al 1 al 2
al 4 al 4 1 a a2 a3 a4 a5 a6 a7 a8 a9 al 0 al 1 al 2 al 3

tabulka 15: Cyklicka grupa fadu 15

40



6 Koneéné nekomutativni grupy
Zatim jsme v naSi praci pracovali s komutativnimi grupami. Avsak existuji i nekomutativni

grupy a tém se budeme vénovat v nasledujici ¢asti. Uvedeme nékolik v&t pro vypocet

nekomutativnich grup a predvedeme i nekteré vypocty. [3]

6.1 Nekomutativni grupy radu 8
V piedchozi kapitole jsme popsali pouze komutativni grupy fadu 8 a nyni nam zbyva

popsat také nekomutativni grupy fadu 8.

Osmiprvkova nekomutativni grupa nemiize obsahovat prvek fadu 8, protoze by vznikla
cyklicka a zaroven komutativni grupa. Podle lemmatu 2 nemtize obsahovat ani nejednotkové
prvky ¥adu 2. Je-li G takové grupa, Ze pro kazdy nejednotkovy prvek a plati a® = 1, potom je
grupa G Abelova. Musi tedy grupa G obsahovat prvek fadu 4, ktery oznacime jako a. Grupa
A = {a} je cyklicka grupa fadu 4, [G : A]=2.

Pro tuto praci uvedeme nésledujici tvrzeni:

Necht' H je takova podgrupa grupy G, ze [G : H] =2. Potom H A G.

Tedy A je normalni podgrupou grupy G (A A G) a faktor grupa G/A ma ¥ad 2. Necht' b € G
je prvek takovy, Ze b ¢ A, potom (bA)? = b?A = A, a tudiz b® € A.

JiZz jsme ukazali, Ze b? € A, coZ znamena, Ze moZnosti, které miizeme dostat jsou b’ =1,
b?=a, b> = a’a b? = a°. Avdak b®=a vyloutime, protoze kdyby b® = a, byla by grupa {b}
cyklickou grupou fadu 8, ktera obsahuje prvky 1, a, a%, a°, b, ab, a®h, a®b, coZ vede ke sporu.
Déle moznost b? = a° vylougime také, nebot by grupa {b} opét tvofila cyklickou grupu Fadu 8
sprvky 1, a, b, ab, a% a’b, a°, a®b.

Zbyva nam tedy provéfit moznosti b? = 1, b = a®. Navic je grupa A normalni podgrupa
grupy G a podle véty 3 mizeme napsat b’ab € A, b ab=2a", kden=0, 1, 2, 3. Ale variantu
b*ab = 1 musime vylougit, nebot’ by se ab = b, coZ je spor a variantu b ab = a vylou¢ime
také, nebot’ po vynasobeni prvkem b zleva dostavame ab = ba, coz vede ke komutativni
grupé. Nyni provéiime variantu b™ab = a>. Po vynasobeni vyrazu b™ - b™ab - b dostavame tvar
b'a’b = bab - blab = a® - a®> = a* = 1. Z toho plyne, Ze b*a’b = 1, aviak po vynasobeni

prvkem b zleva dostaneme, Ze a’b = b, coZ by ale platilo pro a? = 1, to vede ke sporu.
Poslednf varianta, ktera nam zbyvé, je b™ab = a°. Po upravé dostaneme

bla®h = blab- blab- blab=a%-a®- a®=a* = a, odtud jiz ba = a°b.
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Snadno nahlédneme, ze existuji dvé nekomutativni grupy fadu 8, a sice takové, ze jejich

definujici relace jsou nasledné:
(1)a*=1,p*=1 blab=2a°
(2)a*=1,b?=2a% blab=a’ [3]

ad (1)

Abychom mohli snadno sestrojit operacni tabulku, uvedeme pievod zéapisi ve tvaru

ba* = a"b.
Jiz méme ba = a®b, nyni jests ba® = ba - a = a’ba = a’a’b = a’b,
ba® = ba®-a= a’ba=a%’b = ab.

Sestrojeni opera¢ni tabulky pro nekomutativni grupy fadu 8 je nésledovni

1 a & a b ab ab ab
1 (1 a a a b ab ab ab
ala a a 1 a ab ab b
a2 |la a 1 a &b ab b ab
a|la 1 a a ab b ab ab
b | b ab ab ab 1 a a a
ablab b ab ab a 1 a a
a?blatb ab b ab a a 1 @&
ab|atb abh ab b a a a 1

tabulka 16: Nekomutativni grupa fadu 8; a*=1,b’=1,blab=2a°

ad (2)

Definujici relace pro druhou nekomutativni grupu fadu 8 jsme jiz uvedli, nyni zbyva uvést

tvary prvkii ba* = a"b.
ba®=ab, ba’?=ha?- a*=ba®- a® = aba® = aab = a’b,

ba=ba-a*=Dba’ - a®=a’a® = a%b = a’p.
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Operacni tabulka pro nekomutativni grupy fadu 8 je

1 a a a8 b ab ab a®b
1 (1 a a a8 b ab ab ab
ala a a 1 a ab ab b
a2 |la a& 1 a &b ab b ab
ad|la 1 a a ab b ab ab
b | b ab ab ab a a 1 &
ablab b ab ab a a a 1
a?blatb ab b ab 1 a8 a a
ab|alb ab ab b a 1 a& &

tabulka 17: Nekomutativni grupa fadu 8; a*=1b’=2a% blab=2a°

6.2 Nekomutativni grupy radu 9

Stejné jako konecné grupy fadu 8 jsme rozd€lili na komutativni a nekomutativni, tak i
kone¢né grupy tadu 9 takto rozdélime. To znamend, ze se budeme zabyvat konecnymi

nekomutativnimi grupami fadu 9. AvsSak nezli zacneme konstruovat tento proces, uvedeme
velmi dilezitou definici.
Definice 27 Centrum grupy
Bud’ G grupa. Mnozinu Z = {z € G; zg = gz pro kazdé g € Z} nazyvame centrum
grupy G. [3]
Véta 21
Necht’ G je libovolna grupa. Centrum Z grupy G je komutativni podgrupa grupy G. Navic
kazda podgrupa centra grupy G je normalni podgrupou grupy G.
Véta 22
Pro kazdou konecnou p-grupu plati, ze ma netrivialni centrum, coz znamena, Ze prvocislo p
déli fad centra Z.

Nyni se vratime zpét ke konstrukci nekomutativnich grup fadu 9. Necht tedy méame

kone¢nou grupu fadu 9, potom p-grupou této grupy je 3-grupa. Podgrupou této grupy je
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centrum Z, pti¢emz vzhledem na vétu 22 je tato podgrupa ttiprvkova ¢i devitiprvkova. AvSak

druhou moZnost jsme nuceni vyloucit, nebot’ Z = G, kde G je komutativni grupa.

Aby grupa G byla nekomutativni, musela by nutné mit tfiprvkové centrum takové, Ze
Z = {b}, picemz b*> = 1. Aviak také musi existovat prvek a takovy, kde a € G, a ¢ Z. Jistg
také i a° ¢ Z a tedy prvek a je Fadu 3 v grupé G. Jelikoz plati {a} m {b} = 1, kde b € Z, tudiz
ab = ba. Nyni méme jedinou mozZnost, a to zavést vSechny souciny prvkl a, b. Tyto prvky lze
napsat ve tvaru a'b’, kde 0 <r <2 a0 <s<2, ale jestlize devitiprvkova grupa G obsahuje
pouze prvky tohoto tvaru, tak prvek a komutuje s kazdym prvkem ve tvaru a'b®, coZz znamena,

Ze a € Z. Ale zde vznika spor.
Na zavér nam tedy nezbyva nez uvést, ze nekomutativni grupa fadu 9 neexistuje. [3]
6.3 Nekomutativni grupy rfadu pq

V nasledujici kapitole budeme studovat nekomutativni grupy fadu pq, ktery je dan dvéma

navzajem rtiznymi prvocisly p, q, p < Q.

V prvni ¢asti se zamétime grupy s fady 10, 14 a 15 a ke konci kapitoly prostudujeme grupy

tadu 12, které predstavuji zvlastni druh fadu pq, a to p°q.
Definice 28 Sylowova p-grupa

Bud’ G grupa fadu p" - m, (m, p) = 1. Pak kazdou podgrupu grupy G fadu p" nazyvame
sylowovskou p-grupou grupy G. [3]

Definice 29 Konjugence

Bud’ G grupa, g, h € G. Prvek h je konjugovan s prvkem g v G, jestliZze existuje prvek
x e G takovy, 7e h = xgx. Obdobn& podgrupy H, K grupy G jsou konjugovéany v G,
jestlize existuje prvek x e G tak, ze x *Hx = K. [3]

Véta 23

Necht' G je konec¢nd grupa fadu n a necht p je prvocislo, které déli n. Potom grupa G

obsahuje sylowovskou p-podgrupu.

Pro dalsi konstrukce kone¢nych nekomutativnich grup s fadem pq budeme pouzivat

Sylowovy véty, které praveé zavedeme.
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1. Sylowova véta

Kazda p-podgrupa H kone¢né grupy G je obsazena v nékteré sylowovské p-podgrupé grupy
G. [3]

2. Sylowova véta

Kazdé dvé sylowovské p-podgrupy koneéné grupy G jsou konjugované. [3]

3. Sylowova véta

Bud G konecnd grupa a p prvocislo delici fad grupy G. Pak pocet vSech sylowovskych
p-podgrup grupy G déli o (G) a je roven 1 + kp, kde k je jisté nezaporné celé Cislo. [3]

Po zavedeni Sylowovych vét, které jsou potiebné pro dalsi konstrukce grup fadu pq, se
muizeme obratit na praktickou stranku této kapitoly. Tudiz budeme zkoumat, jak jsme jiz
zpocatku této kapitoly uvedli, konecné grupy tadu 10, 14 a 15. Uved'me jesté, jestlize grupa G
obsahuje pouze jedinou sylowovskou p-podgrupu P, je tato p-podgrupa P podle 2. Sylowovy
véty konjugovédna sama se sebou. Podle definice 29 to znamend, Ze pro kazdy prvek g € G
plati vztah x'Px = P. V tomto piipadé je sylowovska p-podgrupa P podle véty 3 normalni

podgrupou grupy G. [3]

Peter Ludwig Mejdell Sylow

obrazek 5: Peter Ludwig Mejdell Sylow

45



Peter Ludwig Mejdell Sylow se narodil 12. prosince 1832 v dneSnim Oslu a zemftel 7. zafi
1918. Studoval na univerzité v Christianii (dnesni Oslo) a v roce 1853 vyhral matematickou
soutéz. V roce 1861 ziskal Sylow stipendium na cestovani, a tak navstivil Berlin a Pafiz.
V Pafiizi se Gcastnil pfednasek o teorii kuzeloseéek, racionalni mechanice a o teorii omezeni.
V Berlin¢ se setkal s némeckym matematikem Kroneckerem a o rok pozd¢ji zacal prednaset
na univerzité¢ v Oslu, kde ve svych pfednaSkach vysvétloval algebraické rovnice matematikli
Abela a Galoise. V dokumentu s ndzvem ,,Théorémes sur les groupes do substitutions*, ktery
Sylow publikoval, se objevily pravé jeho tfi véty, které jsou v dneSni dob€ témét vzdy
pouzivané pro studium konec¢nych grup. Posléze se Sylow stal redaktorem casopisu ,,Acta

Mathematica* a v roce 1894 mu byl udé€len Cestny doktorat na univerzité v Kodani. [6]

6.3.1 Nekomutativni grupy radu 10

Necht' existuje desetiprvkova grupa G. Tato grupa G obsahuje sylowovské 5-podgrupy,
kterych je diky 3. Sylowovy vété 1 + 5k, kde k je jisté nezdporné celé Cislo a zaroven 1 + 5k
musi délit fad grupy G, v tomto piipadé je to ¢islo 10. Snadno nahlédneme, Ze jedinym
takovym k miize byt ¢islo 0. Coz znamenad, Ze v grupé G existuje pouze jedind sylowovska 5-
podgrupa A. Ke vSemu je sylowovskd 5-podgrupa A pétiprvkovou cyklickou grupou s
generatorem a, kde A = {a}, @ = 1 a s uzitim definice 29 a véty 3 miZeme vyslovit, Ze A je
normalni podgrupou grupy G, A A G.

Avsak grupa G obsahuje jeSteé sylowovské 2-podgrupy, jichz je dle 3. Sylowovy véty
1 + 2r, kde r je opét jisté nezaporné celé Cislo a zaroven vztah 1 + 2r déli fad grupy G, tedy
¢islo 10. Stejné jako v predchozi sylowovské 5-podgrupé nahlédneme, Ze i zde miize byt Cislo
r rovno 0, ale také dle pfedpokladu za r 1ze dosadit ¢islo 2.

@ r=0

V tomto piipadé ma grupa G pouze jedinou sylowovskou 2-podgrupu, jejimz generatorem
je b, pficemz B = {b} a b* = 1. Tato sylowovské 2-podgrupa B je normélni podgrupou grupy
G, B A G. Dle véty 15, jenZz nam fika, ze direktni soucin dvou cyklickych grup s
nesoud€lnymi fddy m a n je cyklickou grupou s fddem mn. Tedy miizeme vyslovit, ze direktni
soucin G = A x B tvoii cyklickou grupu fadu 10.

(b) r=2

Pii varianté, ze Cislo r se rovnd dvéma, nam vznikd skutecnost, Zze grupa G ma 5

sylowovskych 2-podgrup. Jednu z téchto 5 sylowovskych 2-podgrup oznacime {b}, kde
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b% = 1. JelikoZ je sylowovska 5-podgrupa A normalni podgrupou grupy G, podle véty 3, ktera

uréuje ekvivalentni podminky definice normalni podgrupy, plati b*ab € A, coZ mizeme

prepsat jako b ab =a", pron=0, 1, 2, 3, 4. Potomia= bZb’=b"*-b'ab-b= bla" =

=b'ab-bab -....- bab = a", pficemz podtrzeny vyraz je zde uveden n-krat. Z tohoto vztahu

vyplyva, Ze a' =a™, to znamené n? = 1 mod 5 a takovéto podmince vyhovuji pravé &islan = 1,

n=4.

Kdybychom uvazili, 7e n = 1, potom by bab = a, a pfi vynasobeni prvkem b zleva by

vznikl vztah ab = ba, coz dava komutativni grupu, a to nechceme.

Tudiz musime uvazovat n = 4. Vztahy prvki a, b, které definuji tuto nekomutativni

grupu jsou:

a®=1,b?=1, b ab = a* Vynasobime-li vyraz b™ab = a* prvkem b zleva, dostavame
ab = ba*, tedy ba* = ab. Z téchto relaci, které definuji nekomutativni koneénou

grupu, jeste pro sestaveni operacni tabulky uvedeme vztahy:
ba® = ba®-a> = ba’ - a* = aba* = aab = a’b,
ba® = ba® - a° = ba* - a° = aba® = aa’b = a’b,

ba=ba-a’=ba*- a’ = aba® = aa’b = a*b.

Nyni jiz miZzeme napsat operacni tabulku pro kone¢nou nekomutativni grupu tadu 10

1 a a a a b ab ab ab a'b
11 a a a a b ab ab ab ab
ala a a a 1 ab ab ab ab b
a2 la a a 1 a ab ab ab b ab
a|la a 1 a a ab ab b ab ab
a*lat 1 a a a a'b b ab ab ab

ablah atb ab b ath a a2 a 1 a
abla‘h ab ath ab b a a a a 1
tabulka 18: Nekomutativni grupa fadu 10; a®=1,b*=1, blab=2a*
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Na zavér bychom o konecné grupé G fadu 10 mohli fici, ze existuji dvé grupy G tadu 10,

z nichz jedna je cyklickou grupou a druha grupa G je grupa nekomutativni. [3]

6.3.2 Nekomutativni grupy radu 14

Mame-li ¢trnéctiprvkovou grupu G, potom tato grupa obsahuje sylowovské 7-podgrupy.
Ovsem ta je pouze jedna, a to diky 3. Sylowovy vété, ktera ik, Ze pocet vSech sylowovskych
p-podgrup grupy G déli o (G) a je roven 1 + kp, kde k je jisté nezdporné celé ¢islo. Aby ¢islo
1 + 7k délilo cislo 14, musi se k = 0. To znamend, ze v grupé¢ G existuje pouze jedina
sylowovska 7-podgrupa A, kterd je sedmiprvkovou cyklickou grupou s generdtorem a,
A ={a}, a’ =1, a zaroven A je normalni podgrupa grupy G, A A G.

To ale neni vSe, nebot’ grupa G obsahuje i sylowovské 2-podgrupy, ktera je opét dle 3.
Sylowovy véty jedna, kdyz k = 0, nebo jich je sedm, kdyz k = 3.

@ k=0

Zde ndm vznika fakt, Ze sylowovska 2-podgrupa B je pouze jedna, z ¢ehoz plyne, ze jejim
generatorem je prvek b, B = {b} a b? = 1 a B je normélni podgrupou grupy G, B A G. Dle véty
15 lze rozhodnout, Ze direktni sou¢in G = A x B je cyklickou grupou fadu 14.

(b) k=3

Nyni ma grupa G 7 sylowovskych 2-podgrup. Jednu z nich ozna¢ime {b}, kde b® = 1.
Sylowovska 7-podgrupa A je normalni podgrupou grupy G, tudiZz podle véty 3, mizeme
napsat vztah blab e A, neboli blab = a", pron=0, 1,2, 3,4, 5, 6. Stejn¢ jako pro konecné
grupy fadu 10, i zde lze odvodit, Ze n® = 1 mod 7, pfiGemZ této kongruenci vyhovuji pravé

¢islan=1an=6.

Skute¢nost, e n = 1, udava vztah bab = a. Ale vynasobenim prvkem b zleva vyjde

ab = ba, cozZ je komutativni grupa.

Nezbyva nam nic jiného nez ¢islo n = 6. Definujicimi relacemi pro grupu G jsou
a’=1,b?=1, b"ab = a°. Pfi vynasobeni vyrazu b™ab = a° prvkem b zleva, dostaneme
ba® = ab. Pro sestaveni operaéni tabulky jestd uvedeme dalsi vztahy, které plynou z

Uprav, a sice:
ba®=ha’-a’ = ba’®- a® = aba® = aab = a’b,
ba*=ba* -a’ =ba® - a®=aba’ = aa’h = a’h,

ba®=ba® -a’ =ba® - a*=aba* = aa’h = a’p,
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ba?=bha’ -a’ =ha® - a®=aba’®=aa*h = a’h,

6

ba=ba -a’=ba® - a’=aba’ = aa’b = a%b.

Nyni jiz mizeme sestavit operacni tabulku pro konecnou nekomutativni grupu fadu 14.

1 a a a a a a ab ab ab a'b ab a%b
111 a a a a a a ab ab ab a'b ab ab
a a a a a a@ & 1 ab &b ab ab ab b
2| a aa a & & 1 a ab a'b ab ah b ab
@ a a & a 1 a a ab ab ab b ab ab
atjat & a& 1 a a a ab ab b ab alb ab
@ & a 1 a a a a ab b ab ab ab a'b
| a 1 a & a a & b ab ab ab a'b ab
b | b ab ab ahb ab ab ab a & a* a a a
ab|ab b ab &b a'b ab atbh 1 & & a* a @
ab|ah ab b &b ab ab ab a 1 a & a* a
ab|ah ab ab b ab &b a'h a a 1 & a a
abja'h ab ab ab b ab ab & & a 1 a8 @&
ab ab a'b ab ab ab b ab a a3 a& a 1 a
b |ah ab a'b ab ab ab b & a a8 & a 1

tabulka 19: Nekomutativni grupa fadu 14; a’=1b*=1blab=2a°

Zavérem lze fici, Ze existuji dvé grupy G fadu 14, z nichz jedna je cyklickd a druha

nekomutativni. [3]
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6.3.3 Nekomutativni grupy fradu 15

Necht' existuje patnactiprvkovd grupa G. Potom grupa G obsahuje sylowovskou 5-
podgrupu, kterd je pouze jedna, a to diky 3. Sylowovo vété. Muzeme tedy vyslovit, ze se
jedna o pétiprvkovou cyklickou grupu s generatorem a, A = {a}, a° = 1, a zaroveii 0 normalni

podgrupu grupy G, AA G.

Grupa G rovné€Z obsahuje sylowovskou 3-podgrupu, ktera je taktéZ pouze jedna nebot’
1 + 3k déli ¢islo 15, pouze pro k = 0, odtud pouze jedna sylowovska 3-podgrupa. Jedna se
opét o tiiprvkovou cyklickou grupu s generatorem b, B = {b}, b® = 1, ktera je zaroven

normalni podgrupou grupy G, B A G.

Nyni tedy existuji dvé cyklické grupy s fady 5 a 3. Cisla 5 a 3 jsou nesoudéIna, tudiz lze
podle véty 15 tvrdit, Ze grupa G tvoii cyklickou grupu fadu 15.

Zavérem lze fici, Ze neexistuje nekomutativni grupa fadu 15. [3]

6.3.4 Nekomutativni grupy fadu 12
Na zavér této prace jsme si nechali nekomutativni grupy fadu 12, ponévadz se jedna o
zvlastni druh tadu pq, a to pzq. Nezapomeneme, Ze Cisla p a q jsou navzijem riznd prvocisla,

kdep<aq.

Tato grupa G tadu 12 obsahuje sylowovské 3-podgrupy. Snadno mizeme nahlédnout, ze
pomoci 3. Sylowovy véty, je tato sylowovskad 3-podgrupa pravé jedna, a to normalni, pro
k = 0. Nebo existuji ¢tyfi sylowovské 3-podgrupy, které jsou navzajem konjugovane, a to pro
k = 1. Déale grupa G také obsahuje sylowovské 2-podgrupy s fadem 4. S pouzitim 3.
Sylowovy véty snadno zjistime, ze tato sylowovska 2-podgrupa je praveé jedna, a to normalni,

nebo jsou tyto sylowovské 2-podgrupy tii, které jsou navzajem konjugované.
Nasledné vycteme ptipady, které mohou nastat:

(1) Jestlize existuje jedina sylowovska 3-podgrupa A a zaroven existuje jedina
sylowovska 2-podgrupa B fadu 4, potom mizeme dle véty 15 rozhodnout, Zze direktni soucin

G = A x B tvoii komutativni grupu fadu 12.

(2) Ve druhém piipadé budeme ptedpokladat, ze grupa G obsahuje 4 sylowovské 3-
podgrupy a k tomu jesté 3 sylowovské 2-podgrupy fadu 4. OvSem tato moznost nenastane,
nebot’ grupa G mé pouze 12 prvki a s timto predpokladem by vzniklo prvki 18, coz je spor.

(3) Nyni nastava krok, kdy existuje jedind sylowovskéa 3-podgrupa A = {a} a zaroven 3

sylowovské 2-podgrupy a jednu z téchto 3 sylowovskych 2-podgrup oznac¢ime B.
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(a) Budeme uvaZovat, Ze B je cyklicka grupa fadu 4, kde B = {b} a b* = 1. S ohledem na
to, e A je normalni podgrupou grupy G, miizeme podle véty 3 napsat b ab = a", kde
n=0, 1, 2. Rovnosti n>=1 mod 3 vyhovuji ¢islan =1 an=2. Pron=1 v8ak vznikne
po vynasobeni vztahu b™ab = a prvkem b zleva rovnost ab = ba, co? je komutativni
grupa.

Zbyva tedy vyfesit n = 2. Nastava situace, kdy bab = a®. Definujicimi relacemi pro
grupu G jsou a® = 1, b* = 1, ba® = ab. Pro konstrukci operaéni tabulky vyjadfime jeste

ostatni relace typu b*a’ = a“b":
ba=ba-a®=ba’ - a’ = aba® = aab = a’b,
b’a=b - ba = ba’ = abb = ab?,

b’a® = b - ba’ = bab = a’bb = a’b?,

b%a =b - b% = bab? = a’bb® = a’b®,

b%a® = b - b%” = bab® = abb® = ab®.

Nyni sestrojime operacni tabulku.
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1 a a2 b b2 b® ab ab? ab® a’b a?b? abd

1 1 a a b b> b® ab ab®> ab® ab a%b? a’b?
a | a @@ 1 ab ab> ab® ab a%b? ah® b Db>2 Db?
a2 a8 1 a ab ab? a®b®* b b b® ab ab? abd
b | b ab a b*> b® 1 a%h*> ab® a ab? ab® a
b> | b? ab?> ah?> b* b b ab® a ab ab® a@ ab
b® | b® ah® ab® 1 b b* & ab ab® a ab ab?
ab | ab b @b ab> ab> a b> b® 1 a¥? ath® @
ab?  ab? a’b? b*> ab* a ab ab® a ab b* 1 b
ab® | ab® Db® ah®* a ab ab? 1 b b2 & a’h a¥b?
ab | ah ab b a*b? a*h® a ab? ab® a b b* 1

a?b? | a?b? bh? ab? a?h® a? abh bl 1 b ab® a ab

a’b® a’b® ab® b® a2 ab ab> a ab ab*> 1 b b?
tabulka 20: Nekomutativni grupa ¥adu 12; a° = 1, b* = 1, b'ab = &*
Vznikla nam tedy nekomutativni grupa fadu 12.

(b) Nasledn¢ budeme uvazovat, Ze B je Kleinova Ctyfgrupa s generatory b, ¢, které spliuji
relace b*> = 1, ¢? = 1 a bc = ch. JelikoZ je A normalni podgrupou grupy G, tudiz dle
véty 3 mizeme napsat b ab = a", pron =0, 1, 2, a stejnd tak c'ac = a™, prom = 0, 1,
2. Rovnosti n? = 1 mod 3, resp. m* = 1 mod 3, vyhovuji &slan =1, n =2, resp. m = 1,
m = 2, z ¢ehoz mohou nastat nasledujici moznosti:

1. n=m =1, oviem grupa G by byla komutativni, nebot’ by nastala rovnost ab = ba,
resp. ac = ca.

2. n=1,m=2, popf. n =2, m = 1, po pfeznaceni prvki b a ¢ se ukazuje, Ze ob¢ tyto
moznosti jsou stejné. Definujici relace a® = 1, b = ¢? = 1, bc = ch, b™'ab = a, c*ac = a%,
popt. b™'ab = a% c™ac = a, uréuji dalsi nekomutativni grupu G fadu 12.

3. n=m=2, znamena, Ze se jednd opét o nekomutativni grupu G fadu 12 s definujicimi

relacemia®=1, b?>=c?>=1, bc = cb, btab = a clac = a°.
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(4) V poslednim ptipadé budeme ptedpokladat, ze existuje jedna sylowovska 2-podgrupa

E tadu 4 a zaroven 4 sylowovské 3-podgrupy, z nichz jednu ozna¢ime F.

(a) Budeme uvaZzovat, 7e E je cyklickd grupa fadu 4, E = {e}, kde e* =1 a F = {f}, kde
2= 1 je jedna ze 4 sylowovskych 3-podgrup. E je normélni podgrupa grupy G potom
podle véty 3 miZzeme napsat f'ef = e", kde n = 0, 1, 2, 3. Rovnosti n® = 1 mod 4

odpovida pouze ¢islo n = 1, avak jednalo by se o komutativni grupu.

(b) Nyni budeme uvaZovat, ze E je Kleinova &tyfgrupa s generatory d, e, kde d>=e*=1a
zéroveti de = ed, E A G. Necht F = {f}, kde > = 1 je jedna ze 4 sylowovskych 3-
podgrup, potom dle véty 3 plati f'df = d™e" a f'ef = d'e®, kde &isla m, n, 1, s jsou
bud'to 0 ¢i 1, ale nemohou byt m = n = 0, resp. r = s = 0, protoze to vede ke sporu.

Moznosti, které mohou nastat vycteme:

> m=n=1,r=s= 1 ziejmé& nenastane, nebot’ by musely platit rovnosti f’df = de,
flef = de, z &eho plyne, e fdf = f'ef, neboli d = e, a to je spor.

> m=n=1,r=1,s=0,tzn. fidf = de, flef= d, coZ skute¢né nastat mize, nebot’
e = flef 3= FL(FL(Fef)f)f = FL(F df)f = F'def = f'df - Flef = ded =e.

> m=n=1,r=0,s=1,tzn. fidf = de, flef= e, tato moznost nenastane, nebot’
d = £3df* = FH(FLFARHf = F1(Fdef)f = F1(F1df - Flef)f = Fideef = f1df = de, ale d = de.

» m=1,n=0,r=s=1, coZ udava relace fdf = d, f'ef = de, které opét nenastanou,
e = F2%f = F1FY(FleN)N)f = F1(Fdef)f = F1(F1df - Flef)f = Fiddef = flef = de, ale e = de.

> m=1,n=0,r=1,s =0 zfejm& nenastane, muselo by platit f'df = d, f'ef = d, ale

d=e.

> m=1,n=0,r=0,s=1,tzn. f'df = d, f'ef = e, potom ale df = fd, ef = fe a zaroven

z predpokladu vime, ze de = ed, tudiz se jednd o komutativni grupu.

> m=0,n=1r=s=1, tzn fldf = e, flef = de, pii ptfeznaceni prvki d, e nastava

obdobna situace jako u druhé odrézky.
» m=0,n=1,r=1,s=0,tzn. fldf = e, flef= d, coz nemuze nastat,

d="f3df’ = FI(FI(FdNNf = F(FeNf = fidf=e aled =e.
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> m=0,n=1r=0,s =1, tzn. fidf = e, flef = ¢, snadno nahlédneme, Ze ani tato

moznost nenastane, nebot’ d # e.

Z tohoto vyctu jsme zjistili, ze existuji dal§i dvé nekomutativni grupy fadu 12, a to zadané

relacemi d?=e?=1,de=ed, f =1, f'df = de, flef = d, resp. f'df = e, f'ef = de. [3]
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Zaver

Ve své praci jsem se snazila zachytit vSechny znalosti, které jsem ziskala studiem
kone¢nych grup na zéklad€ uvedené literatury. Cilem této prace bylo seznamit ¢tenare s teorii
grup a vétami k tomuto tématu potifebné. Pomoci téchto vét jiz bylo snadné nalézt relace, jenz
urcuji kone¢né grupy.

Se studiem grup se miizeme setkat predevSim v piirodnich védach, jako jsou napf. fyzika ¢i
chemie. Tyto discipliny vyuzivaji teorii grup pro své dalsi ucely, pficemz v chemii se teorie
grup pouzivd pro popis krystalovych miizek v krystalografii, fyzika teorii grup vyuziva

piedevsim v casticové ¢i jaderné fyzice.
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Resumé

The topic of this Bachelor thesis is “Final groups of small orders . The thesis is focused on
the group theory and its terminology. Individual examples of the terms will help the reader to
understand the problems of this topic as well as the solution procedures, which are determined
by mathematical sentences. These procedures are necessary to determine whether the groups
are either commutative or non commutative. In this thesis there are mentioned operational
tables of individual final groups. Firstly the thesis deals with the processing of final

commutative groups and consequently it focuses on non commutative groups.
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