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Uvod

Jednim z nejstarSich problémul v matematice je feSeni soustav linearnich rovnic. Na tuto
tilohu vede fada problémt nejen v matematice, ale i v jinych oborech. Reseni soustav
linearnich rovnic ma mnoho aplikaci napt. pfi piredpovédich, odhadovani, v linearnim
programovani. Moje bakaldiska prace se pravé feSenim soustav linedrnich rovnic
zabyva, konkrétné fesenim soustav linearnich rovnic uzitim pseudoinverznich matic.

V mnoha piikladech feSime soustavu linedrnich rovnic, které jsou popsany matici
soustavy a vektorem pravych stran. K feSeni soustavy mame k dispozici mnoho metod
feSeni, pokud je matice soustavy ¢tvercova a regularni.

Muzeme se vSak setkat se soustavami, které jsou obecnéjsi. Matice takové soustavy
muze byt obecné¢ obdélnikovd nebo nemusi mit matice plnou sloupcovou nebo
adkovou hodnost. Reseni takovychto soustav linearnich rovnic je mozné provést pravé
pomoci pseudoinverzni matice.

Na pseudoinverzni matici se muizeme divat jako na matici pseudoiverzniho
homomorfismu, proto jsou v praci uvedené pojmy jako homomorfismus, matice
homomorfismu,  psedoinvezni ~ homomorfismus,  navzdjem  pseduoinverzni
homomorfismy a k témto pojmiim jsou zavedeny pfislusné definice a véty.

Nebude-1i uvedeno jinak, definice a véty jsou pievzaty ze zdroju, které jsou uvedeny

V seznamu pouzité literatury.



Kapitola 1
ResSitelnost soustav linearnich

rovnic

V této kapitole pfipomeneme zakladni pojmy z oblasti tykajici se soustav linearnich

rovnic a jejich fesitelnosti.

Definice 1.1.
Soustavou m linearnich rovnic o n neznamych x;, x,.. ,Xx, nad télesem T

rozumime kazdou soustavu, kterou lze upravit na tvar

ai1xX1 + A12Xo + ... + alnxn = b1
ar1X1 + AyrXy + ... + aann = b2
Am1X1 + AQpaXy + oo + QunXn = by .
Prvky a;; € T,i=1,...,m, j=1,..,n, nazyvame koeficienty soustavy, pravé
strany b;, .., b, jsou rovnéz prvky T. Jestlize b, =0 pro k =1, ... , m, pak

soustavu nazyvame soustavou homogennich rovnic, jestlize je alesponi jedno by # 0,

hovofime o soustavé nehomogennich rovnic.

Uspoiadanou n-tici (x;, x5, ..., x,)T € T" nazveme feSenim soustavy, jestlize po
dosazeni za x; , ... ,x, Vuvedené soustavé plati vSech m jejich vztahi.
Oznac¢ime-li
A1 vt Qan
X1 b;
_ | Q21 - Q2n o N
A - : : ’ - . ) B = : )
Xn b
aml amn m

pak se A nazyva matice soustavy, B je sloupec pravych stran a

a1 v Qi by

a e oa b
A |B — 21. 2n ) 2

Ami - Amn  bm

rozsifend matice soustavy.



S ohledem na zavedené oznaceni 1ze soustavu z piedchozi definice psat ve tvaru

AX=B.

Podminky feSitelnosti soustavy linearnich rovnic a pocet jejich feSeni udava tzv.
Frobeniova véta. Véta nese jméno po némeckém matematikovi Ferdinandovi Georgovi
Frobeniusovi (1849 — 1917), ktery se zabyval teorii diferencialnich rovnic a teorii grup.
Byl pfedstavitelem tzv. berlinské Skoly majici v programu aritmetizaci matematiky
pomoci vektorového poctu. Frobenius vétu ve znéni, v némz se Casto uvadi, viibec
nezavedl, to provedl G. Kowalewski.

Ptipomenme jeji znéni.

Véta 1.2. (Véta Frobeniova)
Necht' AX = B je soustava m linearnich rovnic o n neznamych nad télesem T.
Soustava je fesitelnd prave tehdy, kdyz

hod (A) = hod (A|B).

Pokud je hodnost matice A rovna poctu neznamych, tj. hod (A) = n, pak ma soustava
pravé jedno feseni X = A'B = (xy, Xy, ., )7 .

Je-li hodnost matice A mensi nez po¢et neznamych, tj. hod (A4) < n, existuje nekone¢né
mnoho feSeni, kterd maji tvar X= (x;, x5, .., X,) + (Wy ,wy, ..,wy,), kde (x,
Xy, .., Xn) je libovolng, ale pevné zvolené feSeni soustavy AX = B a (wy , Wy, ..., W)

je néjakeé feseni prislusné homogenni soustavy AX = 0.

Dukaz:
viz. [1, str.154]

Podle prvni ¢asti Frobeniovy véty ma homogenni soustava vzdy feseni, nebot’
hod (A) = hod (A|0).
Resenim je vzdy n-tice (0, 0, ..., 0). Takové feSeni je oznaCovano jako trivialni.

V dal$im textu se budeme zabyvat pouze nehomogennimi soustavami.



Uved'me ptiklady tfi soustav ilustrujicich vSechny situace, které mohou dle véty 1.2
nastat, tj. pfipad, kdy mé soustava pravé jedno feSeni, piiklad, kdy ma soustava

nekonecné mnoho feseni a konecné priklad nefesitelné soustavy.
Jako prvni budeme fesit situaci, kdy ma soustava pravé jedno feSeni.

Piiklad 1.1.
Pomoci Frobeniovy véty rozhodnéte, zda je soustava
X1 +3x, —2x3 =0
2x, =1
X1 — 2X, =-1

nad Q fesitelna. Pokud je fesitelna, najdéte jeji feseni.

Rozsifenou matici soustavy,

1 3 =2 : 0
AIB=1|0 2 0o : 1)
1 -2 0 : -1
upravujme elementdrnimi Upravami na trojihelnikovou matici, zniz uz budeme

schopni zjistit hodnost rozsifené matice soustavy i hodnost matice soustavy.

V matici A|B nejprve vyménime tieti a druhy fadek:

1 3 -2 : 0
<1 -2 0 : - 1) .
0 2 0 : 1

Nyni vynasobime prvni fadek (-1) a pticteme jej k druhému radku:

1 3 -2 : 0
<O -5 2 : —1).
0 2 0 : 1

Abychom dostali trojuhelnikovou matici, dvojnasobek druhého tadku pii¢teme

1 3 -2 i 0
(O -5 2 : —1).
0 O 4 : 3

Hodnost této matice je rovna tiem, a tedy hod (A|B) = 3. Hodnost matice A je rovna

1 3 =2
052 )
0 O 4

k pétinasobku tietiho fadku:

hodnosti matice



Vidime, Ze hodnost matice hod (A) =3, a tedy hod (A|B) = hod (A). Podle
Frobeniovy véty je soustava feSitelnd. Navic plati, Ze hodnost matice soustavy je rovna
poctu neznamych, takze dand soustava ma pravé jedno feseni.
Vypocet feSeni 1ze provést nékolika zpisoby:

a) Metoda zpétného dosazovani.
Zpétné dosazovani je postup, kterym se z odstupnované matice vypocte feseni tak, ze

se nejprve uvazuje posledni fadek

1 3 =2 : 0
0 0 4 : 3

y < , 3
z n¢ho vypolteme nezndmou x3 = -.

Tuto hodnotu dosadime do ptedposledniho fadku

5x, + 2 5 - 1
Xy 2= L

. 1 , . ,
Dostavame x, = e Do prvni rovnice dosadime

+3 ! 2 5 _ 0
1 2 4T
Cimz ziskame x; = 0.

b) Jordanova metoda

V upravené matici A|B,

1 3 -2 i 0
0 0 4 : 3

vynulujeme i prvky nad hlavni diagonalou. Pfi¢tenim tfetiho fadku k (-2)nasobku

1 3 -2 : 0
(0 10 0 : 5).
0 O 4 : 3

Nasledovné pri¢teme treti fadek k (2)ndsobku prvniho tadku. Po této uprave

druhého radku dostaneme

vynasobime prvni fadek (-5) a pfidame k nému trojnasobek druhého fadku:

—-10 O 0 : 0
(0 10 0 : 5).

o 0 4 : 3

10



Aby bylo ptehledn¢ vidét feseni soustavy, vydélime prvni fadek (-10), druhy fadek (10)
a treti fadek (4):

1 0 0 0
01 0 ¢
00 1 : 23
4
. © 1, v 1 3
Z matice vidime, ze x; =0, x, = 5 X3 =3
Vsemi zpisoby jsme dosli k feSeni X = (O,%,% .

Priklad 1.2.
Resme soustavu rovnic nad R
x+y+z=5
2x+2y+2z=10
6x + 6y + 62z = 30.

Je zfeyjmé , Ze druhd rovnice soustavy je dvojnadsobkem prvni a tieti je Sestindsobkem
prvni. Posledni dvé rovnice Ize tedy ze soustavy vynechat. Re$enim soustavy jsou
feSeni rovnice:
x+y+z=5
Rovnici vyhovuje nekoneéné mnoho trojic (X, y, z), které splituji podminku x =5 —
y —z, napt. X; = (3,2,0); X, =(4,—1,2); X; =(-5,5,5). Podle Frobeniovy véty
je feSenim takeé trojice
X=(@320+(1,1,-2),
protoze vektor (3,2,0) je feSeni dané nehomogenni soustavy a vektor (1,1,—2) je
feSeni homogenni soustavy.
Vsechna feSeni miizeme napsat ve tvaru
(x,y,z)=(G-r—t,rt)=(500)+r.(-1,1,0) + t.(—1,0,1),
Odtud:
X =(5,00)+[(—-1,1,0),(—1,0,1)].
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Priklad 1.3.
Pomoci Frobeniovy véty rozhodnéte, zda je soustava
X1 — 4x, + 2x3 =1
2x; —3x, —x3+5x, = =7
3xy — 7xy +x3 —5x4, = —6
X, — X3 — X4 =—1

dana nad R feSitelna.

Nejprve zapiSeme rozsifenou matici A|B soustavy.
1 -4 2 0 : 1

_ (2 -3 -1 5 : -7
AlB = 3 -7 1 -5 i -6
o 1 -1 -1 : -1

Nyni, transformaci na trojuhelnikovou matici, vyc¢islime hodnost této rozsifené matice
soustavy a soucasné vycislime 1 hodnost matice soustavy.

V prvni Gpraveé vyndsobime prvni fadek (-2) a pticteme jej k druhému tadku a zaroven
prvni fadek vynasobime (-3) a pfiteme jej k tfetimu fadu, tim ndm vznikne matice:

Nasledné vyménime druhy tadek za Ctvrty

1 -4 2 0 i1

o 1 -1 -1 : -1

0 5 -5 -5 { =9/
0 5 -5 5 i =9

V dal$im kroku vynéasobime druhy fadek (-5) a pticteme jej k tfetimu a poté 1 ctvrtému

radku:

1 -4 2 0 1
0 1 -1 -1 -1
0 0 O 0 : —4
0 0 O 10 : —4
Nyni ptehodime Ctvrty fadek za teti:
1 -4 2 0 : 1
o 1 -1 -1 : -1
0 0 O 10 : —4
0 0 O 0o : —4

Ziskali jsme matici, ktera ma hodnost stejnou jako A|B, tj. hod (A|B) = 4.
Zbyva najit hodnost matice A:

1 -4 2 0
(2 =3 -1 5
A=13 7 1 s
o 1 -1 -1

12



Po provedeni elementdrnich uprav dostaneme matici:

1 -4 2 0
_[(0 1 -1 -1
A= 0 0 0 10 [
0 O 0 O
V této matici mizeme vynechat Ctvrty fadek:
1 -4 2 0
_[(0 1 -1 -1
A4=10 0o o0 10 |

Tato matice ma hodnosti hod (A) = 3.
Pokud se vratime k hodnosti rozsifené matice, ktera je rovna hod (A|B) = 4, vidime,

7e hod (A|B) # hod (A). Podle Frobeniovy véty tato soustava nema feSeni.

13



Kapitola 2
Matice soustavy jako matice

homomorfismu

Na matici
a1 A1in
A= az1 a?n
Am1 ™ Amn

soustavy AX = B se mizeme divat jako na matici homomorfismu f:V — W, kde V je
prostor uspofadanych n-tic a W je prostor uspotadanych m-tic.
Pfipomeneme si proto zakladni pojmy. Nejprve zavedeme pojem homomorfismus

(linearni zobrazeni).

Definice 2.1.
Necht' V a W jsou vektorové prostory nad télesem T. Zobrazeni f prostoru V do prostoru
W se nazyva homomorfismus, jestlize plati:
Vx,yeV flx+y)=fx)+fQ),
Vx €V Va€eT f(ax) =a- f(x).
Jestlize f je homomorfismus prostoru V do prostoru W, potom se mnozina
Ker f = {veV; f(v) = o}
nazyva jadro homomorfismu f a mnozina
Imf={weW;3IveV:f(v) =w}

je obrazem homomorfismu f.

Lze dokazat, ze Ker f tvofi podprostor prostoru V a Im f podprostor prostoru W. Pro
nalezeni obrazu homomorfismu budeme vyuzivat vlastnost, podle niz je Im f generovan
obrazy vektori, které generuji prostor V.

Hodnosti homomorfismu f se rozumi dimenze Im f, r(f) = Im f.

14



Priklad 2.1.
Zobrazeni f: R® - R* je ddno vztahem
f((xl,xz,x3)) = (X1 + X2, X3 + X3, %1 + 2x5 + X3, %1 — X3).

Zjistéte, zda f je homomorfismus, v kladném piipad¢ najdéte jeho jadro a obraz.

Aby bylo zobrazeni f homomorfismem, musi platit vlastnosti, které jsou uvedené
v definici homomorfismu, tedy

fG+y)=fO)+fO) a flax) =a-f(x0).
Mgéjme proto vektory x = (x1,x,,%3) € R3, y = (y1,¥,,¥3) ER3 a ¢islo a € R,
potom je

xX+y =0 +y,x+Y,x3+y3) a ax = (axy, ax,, axs).

Ze zadani je ziejmé, ze

f(x) = (%1 + x5, x5 + %3, %1 + 2%, + X3, X1 — X3).
Podobné plati:

f) =1+ y2,Y2 +y3, 51+ 2y2 + Y3, 51 — Y2)-
Nyni ovéfime prvni vlastnost z definice, zapiSeme, obraz souctu vektort X, Yy
v homomorfismu f:

fx+y) = ((x1 +x) + (1 +¥2), (X2 + x3) + (72 + ¥3), (x1 + 2%, + x3)
+ (1 + 2y, +y3), (g —x) + (g — Yz)) =
= +x+y1+ Y, X+ X3+, +y3,00 + 2% + X3+ Y1 + 2y, + s,
X1 =X+ Y1 —Y2) =
=(x1 + X2, X2 + X3, X1 +2X + X3, X1 — X)) Y (V1 + Vo, V2 V3, V1 + 2V + Y3, Y1 —
y2) = f(0) + f().
Tim je dokazano, Ze zobrazeni f ma prvni defini¢ni vlastnost danou definici 2.1.
Druhou defini¢ni vlastnost dokdZeme nasledovné:
f(lax) = (ax; + ax,, ax, + axs, ax; + 2ax, + ax;,ax; — axy) =
=a- (g +x3,x + X3, +2x5 +x3,%X; —X3) =a- f(x).

Zadané zobrazeni je homomorfismus, proto miZeme najit jak jeho jadro, tak jeho
obraz.

Z definice vime, Ze jadro je mnoZina vSech vektort, které se zobrazi na nulovy vektor.

15



Muzeme tedy zapsat soustavu:
x1 + xz = 0
xZ + x3 = 0

x1+2x2+x3=0

xl - xZ == 0
Z prvni rovnice soustavy plati x; = —x,. Z druhé rovnice soustavy dostaneme rovnost
X, = —x3. Ve tfeti rovnici dosadime —x, za x5 a pfiCteme ji ke Ctvrté rovnici.
x1+x,=0
x1 - x2 - O
X1 = O
Jestlize vime, ze x; = —x,, lehce spo¢teme, ze x, = 0, a dale diky rovnosti x, = —x3

vidime, Ze x3; = 0. Nalezli jsme jadro homomorfismu ve tvaru:
Ker f =1(0,0,0)],

tedy zadany homomorfismus f ma trivialni jadro.
Dale uréime obraz zadaného homomorfismu f . Vime, Zze obraz mnoziny generatord
R3 je mnozina generatord Im f c R*. Jako mnoZinu generitor R3 miizeme zvolit
napt. kanonickou bazi K5 prostoru R3, tj. {(1, 0, 0), (0,1, 0), (0,0, 1)}. Tedy:

Imf = [f(1,0,0),f(0,1,0),f(0,0,1)] = [(1,0,1,1),(1,1,2,—-1),(0,1,1,0)].
Ovétime, zda nejsou vektory linearné zavislé. Nejprve prvni vektor Im f vynasobime (-

1) a pticteme jej k druhému vektoru (vysledek zapiSeme piehledné matici):

1 0 1 1
(O 1 1 —2).
01 10

Dale vynasobime druhy fadek (-1) a pficteme jej k tfetimu fadku:

1 0 1 1
<O 1 1 —2).
0 0 0 2

Vektory jsou linearné nezavislé. Ovétenim, Ze obrazy vektord kanonické baze jsou
linearné nezavislé, jsme zjistili, ze (1,0,1,1),(1,1,2,—1), (0,1, 1, 0) nejen generuji Im
f, ale ze do konce tvofi bazi Im f.
Dosli jsme k zavéru, ze zadané zobrazeni f je homomorfismem s jadrem
Ker f =1(0,0,0)]
a s obrazem
Imf = [(1,0,1,1),(0,1,1,-2),(0,0,0,2)].
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Definice 2.2.

Necht Va W jsou vektorové prostory dimenzi n a m nad télesem T a f je
homomorfismus prostoru V do prostoru W. Necht M = {v,, ..., v,} je baze prostoru V a
N baze prostoru W. Matici homomorfismu f vzhledem k bazim M, N budeme rozumét
matici typu m X n nad télesem T, ve které na misté ij stoji i-td soufadnice vektoru

f (v;) vzhledem k bazi N.

Véta 2.3.

Necht’ V a W jsou vektorové prostory dimenzi n @ m nad télesem T a N, M béze téchto
prostort. Necht’ f je homomorfismus prostoru V do prostoru W a A matice typu m X n
nad télesem T. Matice A je matici homomorfismu f vzhledem k bazim M, N pravé

tehdy, kdyz pro kazdy vektor v € V je
(fW)i = A~ (W)}

Dukaz:
viz. [1, str.124]

Priklad 2.2.
Najdéte predpis f(u) pro homomorfismus dany matici soustavy z ptikladu 1.1., kde je

soustava linearnich rovnic zadana nad Q a naleznéte fesSeni soustavy.

Dle véty 2.3. vime, Ze plati (f (v))}, = A - (v)L. Matice soustavy A m4 tvar
1 3 =2
A=10 2 0 ),
1 -2 0

Proto f(u) = A.u, tedy f(u) = (uy + 3uy, — 2us, 2uy, Uy — 2Uy).

Uloze: fesit soustavu linedrnich rovnic AX = B, odpovida tiloha: najit uplny vzor
vektoru B v homomorfismu, ktery je dan matici A. Pfipomenme, Ze soustava z piikladu
1.1. méla pravé jedno feseni, které bylo proto mozné najit Jordanovou metodou.
Upravy matice A, které jsme pii vypodtu provadéli, odpovidaly postupu nalezeni

inverzni matice A~ 1.

17



Od soustavy A.X = B reprezentované rozsifenou matici A|B jsme tGpravami dospéli

k matici E|A™1B,
/1 0 0 : 0\
0 1 0 : 1

| 2|,

\0 0 1 : Z )
ktera odpovida soustavé (A"1A)X = A1B,resp. X = A1.B, z niz lze feSeni snadno
vyCist.
Matice A je matici homomorfismu f* inverzniho k homomorfismu f, soucin A™*.B

proto predstavuje Uplny vzor vektoru B.

Piiklad 2.3.

M¢jme zadanou soustavu linedrnich rovnic:

x+2y=1
2x+y=-1
—x—y=1

Naleznéte piedpis f(u) pro homomorfismus f dany matici této soustavy.

Rozsifena matice soustavy je

1 2 I |
AlB = ( 2 1 —1>
-1 -1 : 1

Matice soustavy ma tedy tvar
1 2
A=\ 2 1
-1 -1

Piedpis f(u) pro homomorfismus f daném matici soustavy je
f(u) =u. A, tedy
fuw) = (ug + 2uy, 2uy + uy, —uy — Uy ).
Zamysleme se, zda by bylo mozné i v tomto pfipadé, kdy je soustava nefeSitelna, najit
néjakou matici A* tak, aby A*.A = E. (Soustava z ptikladu 2.2 méla pravé jedno feseni,
a tak bylo mozné najit tvercovou matici A* = A~1, pro kterou je A* A=E.)

Pak by bylo totiz mozné od soustavy AX = B pfejit k soustave (A*.A)X = A*B, resp.

18



X = A*B, ktera udava néjakou alternativu k feSeni X. Matice A* nemuze byt inverzni

matici k matici A, protoze matice A neni matici ¢tvercovou. Pfedpokladame, ze

._fa b ¢ * A
A_(d e f) a A*A=E.
Pak plati:
(a b c)_ ;e (1 9
d e fI\"] 4 0 1/

Roznasobenim dostavame rovnost:

(a+2b—c 2a+b—c)_(1 0)
d+2e—f 2d+e—f)" \0 1/

Dostaneme tedy Ctyii rovnice o Sesti neznamych:

a+2b—c=1
2a+b—-c=0
d+2e—f=

2d+e—f=1.

Nejdiive se budeme zabyvat prvnimi dvéma rovnicemi. Abychom si mohli vyjadfit
hodnotu neznamé b, vynasobime druhou rovnici (-1) a prvni dvé rovnice secteme,
—a+b=1, tedy b=1+a.
Z b dosadime do prvni rovnice a vypoéteme
c=3a-1.
Nasledovné ¢tvrtou rovnici vynasobime (-1) a tfeti rovnici seCteme se ¢tvrtou
e—d=-1.
Tedy vime, Ze
e=d-—1.
Dosadime do tfeti rovnice a vypoclteme, Ze
f=3d-2.
Matice A* ma tvar:

)

K matici soustavy jsme nasli jakousi ,,zobecnénou inverzni matici®, kterd pro rizné
hodnoty parametri a, d dava rizné vhodné aproximace feSeni dané soustavy. Matice
A¥* je matici jakéhosi ,,zobecnéného inverzniho homomorfismu* h k homomorfismu f,

ktery kazdy vektor z Im f zobrazi do R?. Naznaceny postup vsak nefunguje pro
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vSechny obdélnikové matice, navic nevime, pro ktera a, d se ziska ,,nejvhodngjsi
reSeni®.
V dalsim textu zpfesnime naznacené pojmy a uvedeme postupy, které povedou

k nalezeni nejlepsiho piiblizného feSeni soustav, ktera feSeni nemaji.
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Kapitola 3
Pseudoinverzni homomorfismy

V této kapitole zavedeme pojem pseudoinverzniho homomorfismu, ktery bude
zptesnovat oznaceni ,,zobecnény inverzni homomorfismus* pouzité v zavéru predchozi

casti.

Definice 3.1.
Necht' U, V jsou vektorové prostory nad télesem T a f : U — V homomorfismus.
Homomorfismus g : V - U se nazyva pseudoinverzni homomorfismus

k homomorfismu f, jestlize fgf=H.

Priklad 3.1.
Zobrazeni f: R? - R? je d4no predpisem:
f(x:y) = (X =Y —2x + zy)'
najdéte homomorfismus g, ktery je pseufoinverzni k homomorfismu f.

Z definice vyplyva, ze homomorfismus g je pseudoinverzni k homomorfismu f, pokud
plati
f g f = f. NapiSme tento vztah maticové. (Pifipomenime, Zze matice sloZzené¢ho
homomorfismu je rovna souc¢inu matic sklddanych homomorfismi.)

(—12 21) ' (Ccl Z) ' (—12 21) N (—12 21)'
Po roznasobeni matic dostaneme rovnost:

(a—c—2b+2d —a+c+2b—2d)=(1 —1)
—2a—2c+4b—4d 2a—2c—4b+4d -2 2/

Pokud tuto rovnost pfevedeme na soustavu rovnic, dostaneme:
a—c—2b+2d=1
—a+c+2b—2d=-1
—2a—2c+4b—4d =-2
2a—2c—4b+4d = 2.
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Rovnice soustavy jsou zavislé. To dokazeme lehce, druha rovnice je (-1)-nasobkem
prvni a ¢tvrtd je dvojnasobkem prvni. Druhou a c¢tvrtou rovnici muizeme proto
vynechat.

Z prvnich dvou rovnic vznikne:

a Z druhych dvou rovnic vznikne:

My budeme volit a= -2, b= 1, c = —1, d = 2. Tedy matice homomorfismu g

(23 )

Nalezli jsme homomorfismus g, ktery je pseudoinverzni k homomorfismu f , a to

ma tvar:

takovy:

g, y) = (=2x +y,—x + 2y).
Ovétime, zda platifg f = 1.

(—12 _21) N <—12 _21)
Dokazali jsme, ze plati f g f = f, tedy homomorfismus g je pseudoinverzni
k homomorfismu f.
Poznamenejme, Ze nékteré volby a, b, ¢, d spliujici podminku a—2b—c + 2d =1

nevedou k pseudoinverznimu homomorfismu. Napft. pro a = b=c =d = 1, tj. pro

gx,y) = (x+y,x+y),
jefgf=1:

& )G DG -G )
(8 8)'(—12 _21)=(—12 _21)
(o 075 2)
V tomto ptipadé neni homomorfismus g pseudoinverzni k homomorfismu f.
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Definice 3.2.
Necht' U, V jsou vektorové prostory nad télesem T. Homomorfismy f : U =V a
g : V = U se nazyvaji navzajem pseudoinverzni, jestlize je

fof =f a gfg=g.

Priklad 3.2.

Homomorfismus f prostoru R?do prostoru R3 zobrazuje vektor (x,y,z) na vektor:
Bx+y,2x —y,x +y).

Najdéte takovy homomorfismus g, aby byly homomorfismy g, f navzajem

pseudoinverzni.

Nejprve spocteme jadro homomorfismu f:

3x+y=0
2x—y =0
x+y=0

Jadro je trivialni, tedy Ker f = [(0,0)]. Dale nalezneme obraz homomorfismu f jako

obraz mnoziny generétorti prostoru R?, tj. napt. Im f = £[(1, 0), (0,1)].

(1,00 — ((3,2,1)
(01 — (1,-1,1),
atedy
Im f =[(3,2,1),(1,-1,1)].
Vzhledem k tomu, Ze jadro homomorfismu f je trivialni, je jeho direktnim dopliikem v
R? podprostor [(1,0),(0,1)] = R?2. Homomorfismus f zobrazi tento podprostor

izomorfné na Im f, miizeme proto sestrojit homomorfismus g tak, ze

(3,2,1) — (1,0
(1,-1,1) — (0,1)

Aby byl homomorfismus g uréen, musime stanovit, kam se budou zobrazovat vektory z

R3, které nelezi v Im f, tj. vektory z direktniho doplitku Im f. P¥ipometime, Ze direktnim
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doplitkem podprostoru rozumime takovy podprostor, ktery s podprostorem, jenz
doplije, tvoii prostor, ktery je direktnim souctem. Plati:

V=1 aV,
(V; je direktnim dopln€k podprostoru V, v prostoru V a V, je direktnim doplikem V;

v prostoru V).

Direktnim dopliikem podprostoru Im f v prostoru R® je napi. podprostor [(0,0,1)].
V sestrojovaném homomorfismu g proto doplnime

(0,0,1) — (0,0).

Schéma definujici homomorfismus g budeme nadéle upravovat tak, abychom z néj

zjistili na jaké vektory prostoru R? se zobrazi vektory kanonické baze prostoru R3.

Prvni tadek pfi¢teme k (-3)ndsobku druhého tadku, dale pficteme dvojnasobek tietiho
fadku k druhému fadku, ¢imz dostavame:

(3,2,1) — (1,0)

(0,5,0) — (1,-3)

(0,0,1) — (0,0).
Nasledn¢ vynasobime posledni tadek (-1) a pii¢teme jej k prvnimu fadku. Poté
pri¢teme minus dvojnasobek druhého fadku k pétinasobku prvniho fadku. Nyni staci

pouze prvni fadek vyde¢lit (15) a druhy fadek (5). Odtud vime, Ze:

w00 ()

(0,1,0) — (1 ,_—3)
5°5
(0,0,1) — (0,0)
Tedy homomorfismus g zobrazi vektor (a,b,c) na vektor:

(1 tiptoc,la-2p+o
5a z c,sa—g + c).

Nyni se piesvéd¢ime, ze plati rovnosti z definice o navzajem pseudoiverznich
homomorfismech, fgf = f a gfg=g.
Provéfeni rovnosti provedeme ,,maticové“. Matice A bude matici homomorfismus f a

matice B bude matici homomorfismu g.
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1 1
3 1 T T 0 3 1 3 1
ABA=1|2 -1]. 2 3 2 —-1]=12 -1|=4
1 1 - — 0 1 1 1 1
5
1 1 0 3 1 1 1 0 1 1 0
BAB = |2 ° 2 1 5 5 _|5 5 _B
2 -3 0 ' 1 1 2 -3 0 2 -3 0
5 5 5 5
Vidime, Ze podminka je splnéna, a tedy homomorfismy f a g jsou navzijem
pseudoinverzni.
Véta 3.3.

Necht' U, V jsou vektorové prostory nad télesem T. Ke kazdému homomorfismu
f:U -V existuje pseudoinverzni homomorfismusg:V - U , resp. takovy

homomorfismus g: V — U, ze homomorfismu f a g jsou navzajem pseudoinverzni.

Dukaz:
viz. [1]

Definice 3.4.
Necht U, Vjsou (redlné nebo komplexni) prostory se skalarnim soucinem,
homomorfismy f:U -V a g:V - U necht jsou navzijem pseudoinverzni.
Rekneme, Ze dvojice f, g je Mooreova-Penroseova, jestlize je

Img=(Ker )Y a Kerg=(Imf)*
Kde (Ker f)* je ortogonalnim dopliikem ke Ker f.

Ortogonalni doplnék V- obsahuje viechny vektory, které jsou kolmé ke kazdému

vektoru z prostoru V. Plati VX n V = O (priinik je nulovy), ortogonalni dopln&k je

tedy direktnim dopliikem podprostoru V v prostoru W = V @ V<. Ortogonalni
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doplngk, V+ k prostoru V = (v, ..., v) hledame jako feSeni homogenni soustavy

v, + 0
< E 0).
Vg : 0

Pro vypocet Moore-Penroseovy dvojice homomorfismti pouZzijeme ptiklad 3.2.

rovnic:

Priklad 3.3.

Pro homomorfismus f prostoru R3do prostoru R3, plati:

fx,y,z) =(x+y+z,x—y2x+2).

Najdéte takovy homomorfismus @, aby tvofil shomomorfismem f Mooreovu-

Penroseovu dvojici navzajem pseudoinverznich homomorfismi.

Nejprve spoéteme jadro homomorfismu f :

x+y+z=0
x—y =0
2x +z=0

Jadro budeme feSit pomoci matice:

1 1 1 : 0
(1 -1 0 : 0).
2 0 1 : 0

V této matici vynasobime prvni fadek (-1) a pficteme jej k druhému tadku ,v zapéti
prvni fadek vynasobime (-2) a pfi¢teme jej K tietimu fadku. Tim nam vznikne matice,

kde jsou druhy a tieti fadek linearn¢ zavislé, proto jeden z nich vynechdme. Dostavame

matici:
(1 1 1 : 0 )
0 -2 -1 : 0of
Zvolime parametr z = t, ¢imz ziskdme y = —% ax= % — t. Dosazenim za parametr
dostavame jadro

Ker f =[(1,1,-2)].
Dale vypoc¢itame (Ker f)1. Jak vime, musi platit (Ker )X n Ker f =0, proto
K podprostoru Ker f jsou kolmé vSechny vektory (x,y,z), pro které je

x+y—2z=0.
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Opét musime volit parametry z = t,y = r atedy x = 2t — r. Zvolenim t, r spo¢teme,
ze (Ker )t =1[(2,-2,0),(2,0,1)].
Tento podprostor se v homomorfismu f zobrazi izomorfn¢ na podprostor Im f. Plati
tedy
(2,-2,0) — (0,2,2)
(2,0,1) — (3,2,5)

Im f =[(0,2,2),(3,2,5)]
Pii vypocétu Im f je tfeba vzit misto vektori kanonické baze vektory, které generuji
dopln¢k jadra (v ptipadé Mooreovy-Penroseovy dvojice musi byt tento doplnék nejen
direktni, ale dokonce ortogonalni). V takto vytvoreném Im f vime, Ze obrazy generatori
ortogonalniho dopliiku jadra jsou generatory Im f a zobrazeni f lze odpovidajicim
zpusobem obratit a vytvofit pseudoinverzni g.
Lze proto sestrojit homomorfismus g
0,2,2) — (2,-2,0)
(3,2,5) — (2,0,1)
ktery izomorfn& zobrazi Im f na (Ker f)*, tj. bude k homomorfismu f na téchto
prostorech inverznim homomorfismem. K uréeni homomorfismu g zbyvé stanovit, kam
zobrazit vektory z ortogonédlniho doplitku Im f. Spoéteme (Im f)* =[(1,1,-1)] a
volime obraz (1,1,-1) v homomorfismu g tak, aby f, g byly navzajem pseudoinverzni, tj.
(1,1,-1) — (0,0,0).
V tomto zobrazeni zaménime prvni fadek za treti.
(1,1,-1) — (0,0,0)
(3,2,5) — (2,0,1)
0,2,2) — (2,-2,0)
Pfi¢teme minus trojnasobek prvniho fadku k druhému tadku. Poté vyndsobime druhy
radek (2) a pfiteme jej k tretimu fadku:
(1,1,-1) — (0,0,0)
(0,-1,8) — (2,0,1)
(0,0,18) — (5,—1,2).
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V dal$im kroku pficteme osmindsobek tfetiho fadku k osmnéctindsobku druhého fadku
a treti fadek pficteme k osmndactindsobku prvniho fadku. Nasledn€ pak pticteme druhy
fadek k minus jednonasobku prvniho fadku:
(-18,0,0) — (—1,-7,—4)
(0,18,0) — (4,—-8,-2)
(0,0,18) — (5,—-1,2).

Odtud
1 7 4
1,00 = (1575 75)
4 8 2
(0'1'0)_)(E'_E'_E)
5 1 2
(0’0'1)_’(E'_E’E)'

Dostali jsme tedy homomorfismus g takovy, ze

1
g(a,b,c) =E(a+4b+5c,7a—8b—c,4a—2b+2c).

[1, str. 421]

Véta 3.5.
Necht' U, V jsou prostory se skalarnim soucinem kone¢nych dimenzi. Ke kazdému
homomorfismu f : U - V existuje pravé jeden homomorfismus g : V — U , takovy,

ze f, g je Mooreova-Penroseova dvojice navzajem pseudoinverznich homomorfismt.

Dukaz:
viz. [1,str.421]

Nyni zname definici pseudoinverzniho homomorfismu. Pseudoinverzni matice bude
tedy matici pravé zavedeného pseudoinverzniho homomorfismu.

Pro matice miizeme definovat obdobné pojmy jako pro homomorfismy.
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Kapitola 4

Pseudoinverzni matice

Pseudoinverze (nazyvana téZ zobecnénou inverzni) se pouzivd na matice
obdélnikového typu nebo na matice Ctvercové singularni (coz jsou pifipady, kdy
neexistuje klasicka inverzni matice). Na pseudoinverzni matici se muzeme divat, jako
na matici pseudoinverzniho homomorfismu, avSak v literatufe se spiSe setkavame
s ptiklady feSenymi Moore-Penrosoevou pseudoinverzni matici, nez—li S matici

pseudoinverzniho homomorfismu.

Definice 4.1.
Necht' A je matice typu n X m nad télesm T. Matice A* typum X n se nazyva
pseudoinverzni matice k matici A, jestlize AA*A = A. Jestlize plati navic rovnost

A*AAT =A", pak se matice A a A* nazyvaji navzajem pseudoinverzni.

Vratme se k prikladu 2.3., kde jsme se snazili najit matici ,,zobecnéného inverzniho
homomorfismu®“. My nyni jiZ vime, jaké podminky musi matice spliiovat, aby byla

pseudoinverzni matici k dané matici.

Piiklad 4.1.

Naleznéte pseudoinverzni matici k matici
1 2
A=| 2 1 )
-1 -1

V ptikladu 2.3. jsme hledali matici A*, takovou, Zze A*.A = E. Zjistili jsme, Ze matice
A" zavisi na parametrech:

)

Najdéme tedy parametry a, d tak, aby matice A* byla pseudoinverzni matici k matici

A a podle definice spliiovala podminku AA*A = A.
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1 2 a a+1 3a+1 1 2 _ L 2
2 1 (G gty satlz 1)=l2 1
-1 -1 -1 -1 -1 -1

a+2d a+2d—1 3a+6d-3 1 2 1 2
<2a+d 2a+d+1 6a + 3d ><2 1>=<2 1>

—a—d —a—d —3a—-3d+1 -1 -1

1 2 1 2
2 1 |=12 1 >
-1 -1 -1 -1

Vidime,Ze matice jsou pseudoinverzni pro libovolné parametry a , d.

Timto tedy dostavame:

Priklad 4.2.

Naleznéte takovou matici k matici

1 2
A= 2 1|
-1 -1

aby byly matice navzajem pseudoiverzni.

V piedchozim piikladé jsme si uvedli, Ze pro libovolné parametry a, d je matice A's

matici

A

pseudoinverzni. Ovéime, zda jsou pii libovolnych parametrech matice navzajem

pseudoniverzni tedy, Ze plati A*AA™ =A*.

d d—1 3d-2 " \d d—-1 3d-2

(a a+1 3a+1).<§ i)(g Zti ggié)_(a a+1 3a+1)

(1 O)_(a a+1 3a+1)_(a a+1 3a+1)

0 1/'\d d-—1 3d-2/ \d d—-1 3d-2

@ al1 3a22=G ai1 i)

Ove¢rili jsme, Ze pro libovolné parametry a, d jsou matice A",A navzijem

pseudoinverzni.
Pseudoinverzni matice se nejcastéji objevuje jako tzv. Mooreova-Penroseova

matice pseudoinverze. Mooreovu-Penroseovu matici pseudoinverze by bylo mozné

zavést jako matici jistétho homomorfismus, ktery tvofi s homomorfismem urc¢enym
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danou matici Mooreovu-Penroseovu dvojici homomorfismi, proto se vratime

k ptikladu 3.3., kde jsme tuto dvojici pocitali.

Priklad 4.3.
Naleznéte pseudoinverzni matici k dané matici jako matici jistétho homomorfismu,

ktery s homomorfismem danym matici A tvofi Mooreovu-Penroseovu dvojici

1 2
=\ 2 1
-1 -1

flx,y) =(x+2y,2x+y,—x —y).
K tomuto homomorfismus f budeme hledat homomorfismus g, ktery snim tvofi

homomorfismu.

Mooreovu-Penroseovu dvojici homomorfismu, tento postup je uveden v piikladé 3.3.
My lehce spoéteme, ze Ker f = [(0,0)], jelikoz je jadro trivialni, je Ker f* =
[(0, 1), (1,0)].
Tento podprostor se v homomorfismu f zobrazi izomorfné na podprostor Im f. Plati tedy
(0,1) » (2,1,-1)
(1,0) » (1,2,-1)

Imf = [(—1,0,-7),(1,0,—4)].
V Im f vime, Ze obrazy generatorti ortogonalniho dopliku jadra jsou generatory Im f a
zobrazeni f 1ze odpovidajicim zpisobem obratit a vytvofit pseudoinverzni g.
Lze proto sestrojit homomorfismus g
(2,1,-1) = (0,1)
(1,2,-1) = (1,0)

ktery izomorfn& zobrazi Im f na (Ker f)*, tj. bude k homomorfismu f na téchto
prostorech inverznim homomorfismem. K urc¢eni homomorfismu g zbyva stanovit, kam
zobrazit vektory z ortogonalniho doplitku Im f. Spocteme
Im f+ =1[(1,1,3)]
a volime obraz (1, 1,3) v homomorfismu g tak, aby f, g byly navzajem pseudoinverzni,
tj.
(1,1,3) - (0,0).
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Mame tedy homomorfismus g zadan:
(1,2,-1) - (1,0)
(2,1,-1) - (0,1)
(1,1,3) = (0,0).
Prvni tfadek zaménime s tfetim tadkem. Poté pficteme minus dvojndsobek prvniho
fadku k druhému fadku a minus jednonasobek prvniho fadku k tretimu fadku. Nasledné
pricteme druhy fadek k tfetimu fadku
(1,1,3) - (0,0)
(0,-1,-7) - (1,0)
(0,0,—11) - (1,1).
Dale pticteme sedminasobek tietiho fadku k minus jedenéctindsobku druhého tadku a
trojnasobek tretitho fadku piicteme k jedenactindsobku prvniho fadku. V dalsi Gpravé
pricteme druhy tadek k prvnimu
(11,0,0) » (—4,-7)
(0,11,0) » (7,—4)
(0,0,—11) - (1,2).

Odtud
4 7
(1,0,0) - <_H'H)
7 4
(0,1,0) - (H' _H)
(0,0,1) ( ! 1)
>(——,——).
" 117 11

Dostali jsme tedy homomorfismus g takovy, ze
1
gla,b,c) = H(—4a +7b—c,7a — 4b — ¢).

Matice homomorfismu g ma tvar:

1 ,_ _
A*zﬁ'(74 —74 —D

JiZ zndme defininici matice pseudoinverzniho homomorfismu. Pokud navic matice
homomorfismus A tvoii s pseudoinverzni matici homomorfismu A* Mooreovu-

Penroseovu dvojici homomorfismi, miizeme o matici A a A* mluvit jak o
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Mooreove-Penroseové  dvojici navzdjem pseudoinverznich matic. Zuvedenych

ptikladl jsou vidét vlastnosti této dvojice matic.

Definice 4.2. (Moore - Penroseova inverze matice)
Necht A je matice typu m xn, X je matice typu n x m. Matice X se nazyva
Moore — Penroseova inverze (nebo téz pseudoinverze) matice A, jestlize plati:

(i) AXA=A

(i) XAX=X

(i) (AX)'=AX

(iv)  (XA)'=XA
Podminky (i) — (iv) se nazyvaji Penroseovy podminky. Matice X se nazyva
Moore — Penroseova inverze matice A (Casto se oznacuje pouze jako pseudoinverze

matice A) .

V definici Moore-Penroseovy inverze je uveden operator ' (vyk¥iénik). Tento
operator oznaéuje maticovou operaci, ktera je definovana: A' = (4)7, kde A je
libovolnd matice, jejiz prvky {ai,j} nalezi do oboru komplexnich &isel a A je

komplexn¢ sdruzena matice k matici A.

Moore-Penroseovu matici zavedli, nezavisle na sobé, E. H. Moore v roce 1920, Arne
Bjerhammar v roce 1951 a Roger Penrose v roce 1955. Dnes je Moore-Penroseova
matice nejcasteji pouzivanou pseudoinverzni matici, ale neni jedinou. Jako zobecnénou
inverzni matici lze pouZit tzv. Drazinovu inverzi, grupovou inverzi nebo spektralni

inverzi. Viz. [13].

Véta 4.3. (véta o jednoznacnosti Moore — Penroseova inverze matice)

Ke kazdé matici existuje praveé jedna Mooreova-Penroseova pseudoinverzni matice.

Dukaz:
viz. [2]

Mame tedy pseudoinverzi matice A urenou jednoznac¢né, a proto pro ni zavedeme i

oznaleni. VétSinou se tato pseudoinverze oznauje symbolem A* a toto znaCeni
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budeme pouzivat i my v nasledujicim textu, tedy oznaceni matice X bude nahrazeno

oznaenim A*,
K vypoctim piikladi budeme pouzivat program Matlab.

Priklad 4.4.

Naleznéte pseudoinverzni matici k matici
1 4 5
A=|-1 1 =-2|
2 3 5

Pro vypocet pseudoiverzni matice se pomiizeme programem Matlab, konkrétné
ptikazem
>> pinv(A),

¢imz dostavame matici

11 1 13

/ 10 2 10\
| 11 3 I_
0 2 10|

1 1 1/

2 2 2

Zkusme porovnat tento vysledek s vysledkem ,klasické* (Ctvercové) inverze.

1 4 5: 1 0 0
Al=l-1 1 =2t 0 1 0
2 3 5: 0 0 1

Elementarnimi tpravami dostavame

11 1 13

: 2 10

; 1 3
E /l

(U
|*“o

10
1

S
or o
S
I
S

N =
—_

2 2

Piiklad 4.5.
Pomoci pseudoiverzni matice naleznéte feSeni soustavy
X1 +3x, —2x3 =0
2x, =1

x1 - 2x2 = —1
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Zname rozsifenou matici soustavy,

1 3 -2 : 0
A|B:<O 2 0 1>,

1 -2 0 : -1

1 3 =2 0
A={0 2 0], B=|1
1 -2 0 -1
Nyni pomoci ptikazu v programu Matlab:

>> X=pinv(A)*B

dostavame feSeni zadané soustavy:
0
1

X=|2]|
\3
4

Pokud se vratime zpét k ptikladu 1.1., uvidime, Ze naSe nalezené feSeni se shoduje

S feSenim soustavy, které jsme spocetli jinymi zptsoby.

Ukazali jsme si, ze v pfipadé ctvercové matice se pseudoinverzni matice rovna matici
inverzni, pravé proto se pseudoinverzni matice pouZziva nejvice u matic, které jsou
jiného typu nez ¢tvercového.

Diky tomu, mizeme nalézt nejlepsi pfiblizné feSeni soustav, které dle Frobeniovy véty
nemaji feSeni.

Véta4.4.

Nejlepsim feSenim maticové rovnice AX = B je X, = AT B.

Dukaz:
viz. [5]

Pro X, plati, ze je nejlep$im piibliznym feSenim rovnice f(X) = M (kde f je n&jaka

funkce), jestlize pro kazdé X ptislusného typu plati bud’ to
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f GO — Ml > 1If (Xo) — M|
nebo
If (X)) — Ml = [If (Xo) — M|l a soucasné [IX]| = [|Xoll,
kde [|X|| je maticové norma a [IX|| = (% ]as|") 2.
Xo = A*B se nazyva nejlepsi piiblizné feSeni systému AX = B. Pokud ma systém

AX = B feSeni je toto feSeni rovno X, = A*B.

A pravé feSeni X, = A*B budeme hledat v nasledujicim piikladu.
Nyni se vratime k piikladu 1.3., ktery dle Frobeniovy véty nemél feSeni. Na tento
ptiklad budeme aplikovat feSeni pomoci pseudoinverzni matice pomoci programu

Matlab.

Priklad 4.6.
Pomoci pseudoinverzni matice naleznéte feSeni soustavy:
X1 — 4xy + 2x3 =1
2x1 — 3%, — X3 +5x4 = =7
3x; — 7x, + x3 —5x, = —6
X, — X3 — x4 = —1.

Vime, jak vypada rozSifena matice soustavy:
1 -4 2 0 : 1

_[2 -3 -1 5 : -7
AlB = 3 -7 1 =5 i —6Ff

o 1 -1 -1 ¢ -1

Lehce tedy zjistime, Ze:
1 -4 2 0 1
_ (2 -3 -1 5 _ =7
A= 3 -7 1 =5/ B= —6 |

0 1 -1 -1 -1

Nyni pomoci ptikazu v programu Matlab:
>> X=pinv(A)*B

dostavame X, = A" B, nejlepsi ptiblizné feSeni zadané soustavy:
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—1,398095
0,589524
2,206667

—0,045714

XO:

Podivejme se na to, jak bude vypadat feSeni rovnic pomoci pseudoinverzni matice za

predpokladu, Ze soustava ma feseni.

Zkusme aplikovat feSeni soustav linedrnich rovnic pomoci pseudoinverzni matice na
soustavy, které maji nekonecné mnoho feSeni. Opét se vratime k ptikladu z prvni

kapitoly, konkrétné k piikladu 1.2.

Priklad 4.7.
Resme soustavu rovnic nad R
x+y+z=5
2x+2y+2z=10
6x + 6y + 6z = 30.

Znéame roz$ifenou matici soustavy
11 1 : 5
A|B = (2 2 2 10)
6 6 6 : 30

1 11 5
A=\|2 2 2|, B={10].
6 6 6 30

Opét budeme hledat feseni X, = A*B pomoci programu Matlab.
>> X=pinv(A)*B

V tomto pifipadé dostavame pouze jedno zieSeni této soustavy. Kdybychom
nezjiStovali zda jsou jednotlivé rovnice této soustavy linearné zavislé, nemuseli

bychom viibec dojit k zavéru, ze soustava ma nekone¢né mnoho feseni. Tedy pii feSeni
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soustavy linedrnich rovnic, kterd ma nekone¢né¢ mnoho feseni, pomoci pseudoiverzni

matice dostdvame pouze jedno feseni.
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Kapitola 5

Priklady

K teSeni dalsiho piikladu budeme pouzivat program Matlab.

Priklad 5.1.
Matlabem si nechame vygenerovat ndhodnou matici A a ndhodnou matici B, ur¢ime

pouze jejich velikost:

>> A=round(10*rand(5,4))
>> B=round(10*rand(5,1))

/0 6 2 6\ /7\
1 2 9 6 6
A=1|8 3 7 7|, B=]9|
\4 1 1 7/ \5/
8 8 2 7 0
Piikazem
>> rank(A),

vV Matlabu zjistime hod(A) =4 a hod (A|B) = 5. Tedy dle Frobeniovy véty nema
soustava feSeni, proto pro nalezeni nejlepSiho ptibliZzného feSeni vyuzijeme rovnosti

Xy = AT B. Vypocet této rovnosti Ize v matlabu provést jednim ptikazem:

>> X=pinv(A)*B

—0.31476

—0.38271
0.35884

1.02133

X0=

Timto jsme nalezli feSeni nahodné vygenerované soustavy linearnich rovnic pomoci

programu Matlab.

V Matlabu si opét ndhodné vygenerujeme soustavu. Tentokrat bude matice soustavy

vetsi a my budeme rovnou aplikovat vypocet pseudoinverzni matice.
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Piiklad S.2.

M¢jme nahodné vygenerované matice A a B.

>> A=round(10*rand(5,10))
>> B=round(10*rand(5,1))

A =
9 9 0 3 5 3 4 7 8 2
2 1 3 5 8 6 8 3 1 10
9 5 4 1 8 1 8 5 1 10
3 4 4 9 4 5 7 1 8 5
3 6 5 1 10 4 9 7 6 0

w o U W

.
>> % Tentokrat se nebudeme piesvédcovat o feSitelnosti.
>> 9% ReSenim bude vypocteno rovnou pomoci pseudoinverzni matice.

>> X=pinv(A)*B

-0.0041329
0.0332448
0.2228459

-0.1085067
0.2791803

-0.0030616
0.2670804
0.1118853

-0.0265450
0.0188190

V tomto piipad¢ je soustava feSitelna, proto jsme nenalezli jeji nejlepsi ptiblizné fesent,
ale feSeni této soustavy. K tomu vysledku bychom dosli, 1 pokud bychom pocitali

soustavu jinou metodou, nez-li metodou pseudoinverznich matic.
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V nésledujici prikladu budeme porovnavat feSeni soustavy linearnich rovnic pomoci
Gaussovy eliminaéni metody a feSeni soustavy linedrnich rovnic pomoci metody
pseudoinverznich matic.

Ptfipomenime si, ze Gaussova eliminacni metoda fesi problém zadany matici tak, ze
danou matici upravi na trojuhelnikovou matici nebo na ,odstupiiovanou matici*
(kazdou matici lze fadkovymi upravami pievést na odstupiiovanou matici, ktera je s ni

ekvivalentni, tj. ma stejnou hodnost).

Piiklad 5.3.
Najdéte feseni soustavy
2t—x+3y—z=7
t—x+4y—2z=5
3t+2x+y+4z=31
4t —3x + 3y — 3z = —5.

Ze zadani vime, Ze:

2 -1 3 -1 : 7
1 -1 4 -2 : s
AB=13 5 1 4 ¢ 31)
4 -3 3 -3 : —s
2 -1 3 -1 7
(1 -1 4 2 s
A=13 o 1 3 | B=l3
4 -3 3 -3 _s5

a) Gaussova elimina¢ni metoda
Pti Gaussové elimina¢ni metodé¢ budeme upravovat matici do trojihelnikového tvaru.
Nejprve ptfi¢teme prvni fadek k minus dvojnasobku druhého tadku, trojndsobek prvniho
fadku k minus dvojnasobku tfetiho fddku a minus dvojnasobek prvniho fadku k
ctvrtému fadku. V dal$im kroku vynasobime druhy fadek (-7) a pficteme jej k tfetimu

fadku a nasledné druhy fadek vynasobime (-1) a ptficteme k ¢tvrtému fadku. Dostavame

matici:
2 -1 3 -1 : 7
0 -1 5 -3 : 3
0O 0 -28 10 : =62/
0O O -8 2 P =21

Dale v této matici vydelime treti fddkem (-2). Nasledné vynasobime tfeti fadek % a

pfiéteme jej k &tvrtému Fadku. Cimz dostaneme trojithelnikovou matici:
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2 -1 3 -1 : 7

0 -1 5 —3 : 3
o 0 14 -5 : 31
0 0 0 —6/7 : —30/7

Z této matice vidime, ze z = 5. Déle spoc¢teme:
y =4, x =2, t=1.
Vysledkem této soustavy je

X =(1,245)".

b) Reseni pomoci pseudoinverzni matice.
Vime, jak vypad4 matice soustavy A, i jak vypad4d matice B. mizeme tedy vyuzit vztah
Xo = ATB. Vypocet tohoto vztahu budeme provadét pomoci programu Matlab, pies
piikaz:
>> X=pinv(A)*B.

Dostavame tedy feseni:

X =

Ul BN =

Vidime tedy, ze feSeni pfes pseudoinverzni matice je rovno feSeni pomoci Gaussovy

elimina¢ni metody, tedy za predpokladu, Ze soustava ma feSeni.
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Z.avér

Tato prace méla za kol fesit soustavy linearnich rovnic pomoci pseudoinverzni matice.
Byl zaveden teoreticky zéklad pro feSitelnost soustav linedrnich rovnic. Dale jsme
uvedli, ze na matici soustavy se mizeme divat jako na matici homomorfismus. Proto
byly ptipomenuty zékladni pojmy z této oblasti.

Jelikoz v uvodu uvedli, ze na pseudoinverzni matici lze pohlizet jako na matici
pseudoiverzniho homomorfismu, byla tato prace takto sméfovana. Zminili jsme, ze
pseudoinverzni matice se nejcastéji  objevuje jako Mooreova-Penroseova
pseudoinverze.

Za pouziti  programu Matlab jsme srovnavali metodu pseudoiverznich matic
s Gaussovou eliminaéni metodou. Ze ziskanych vysledkd bylo zjisténo, Ze tyto dvé
metody urcuji stejny vysledek, ma-li soustava linedrnich rovnic feSeni. Pokud soustava
nema dle Frobeniovy véty feSeni, nabizi ndm metoda pseudoinverznich matic nejlepsi

priblizné feseni soustavy.
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