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Abstrakt
Tato práce se zabývá celým procesem návrhu vhodného ř́ızeńı portálového

jeřábu včetně vytvořeńı modelu systému. Model je odvozen ručńım výpočtem
pomoćı Lagrangeovy metody, což je následně ověřeno výpočtem v Matlabu
a Maplu. Model je pak sestaven i v Simscapu z blok̊u představuj́ıćıch reálné
komponenty a výsledky jsou porovnány. Model systému je pak převeden do
stavového popisu, na základě čehož bylo navrhnuto ř́ızeńı stavovou zpětnou
vazbou. Nakonec je ř́ızená soustava implementována na mikropoč́ıtač́ıch
Raspberry Pi, což umožňuje simulace v reálném čase. Ty jsou poté porovnány
se simulacemi na lokálńım zař́ızeńı.

Kĺıčová slova
portálový jeřáb, dvojité kyvadlo na voźıku, zpětnovazebńı ř́ızeńı, stavová
zpětná vazba, LQR regulátor, ř́ızeńı v reálném čase, Lagrangeova mechanika



Abstract
This thesis deals with the entire process of designing suitable control for

a portal crane, including the creation of a model of a plant. The model is
derived through manual calculation using the Lagrange method, which is
subsequently verified through computation in Matlab and Maple. The model
is then assembled in Simscape using blocks representing real components and
the results are compared. The system model is then converted to a state
space model, based on which state feedback control is designed. Finally, the
controlled system is implemented on Raspberry Pi microcomputers, enabling
simulations in real-time, which are ultimately compared to simulations on a
local device.

Keywords
gantry crane, double pendulum on a cart, feedback control, state feedback,
LQR controller, real-time control, Lagrangian mechanics
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2.1 Mechatronické systémy . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3
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1 Úvod
Použit́ı zpětné vazby je nezbytnou součást́ı moderńıho automatického ř́ızeńı.

Ačkoliv si to mnohdy neuvědomujeme, zpětnovazebńı ř́ızeńı se vyskytuje všude
kolem nás. Mnoho lid́ı si pod jeho použit́ım představ́ı velmi pokročilé stroje,
dopravńı prostředky, kosmické rakety či balistické střely, ale ve skutečnosti
se dnes zpětná vazba vyskytuje ve všemožných technologíıch, přičemž jej́ı
použit́ı je velmi často před uživatelem skryto. Např́ıklad takový poměrně
jednoduchý př́ıstroj, jako je žehlička, se neobejde bez PI regulátoru teploty.
Podobně se zpětnovazebńı ř́ızeńı použ́ıvá v domácnosti i v daľśıch elektrických
spotřebič́ıch – v troubách, v pračkách nebo i v kotlech.

Mnoho z těchto zař́ızeńı můžeme zařadit do zvláštńı skupiny mechatro-
nických systémů, nebot’ se v nich kombinuj́ı odvětv́ı elektroniky, mechaniky,
informatiky a automatického ř́ızeńı. K úspěšnému ř́ızeńı těchto systémů
je potřebujeme popsat modelem, který vhodně popisuje d̊uležité vztahy
a zákonitosti zař́ızeńı. Ten nám umožńı źıskat větš́ı vhled do systému, po-
skytuje možnosti analýzy a předevš́ım možnost predikovat jeho chováńı do
budoucna. Model je zjednodušeńı složité reality a nikdy nemůže být úplně
přesný. Velmi těžkým úkolem je rozhodnout, jak podrobný má model být,
které detaily je nutné do něj zahrnout, respektive vypustit. Nalezeńı vhodného
modelu tak bývá často ještě obt́ıžněǰśı než navrhnut́ı ř́ıd́ıćıho algoritmu.

Metod, jak navrhnout správné ř́ızeńı, je mnoho a velmi často je možné
stejně kvalitńıho výsledku dosáhnout r̊uznými cestami. Drtivá většina z těchto
cest však využ́ıvá př́ıhodných vlastnost́ı výše zmı́něné zpětné vazby. Zpětná
vazba umožňuje reagovat na nemodelované jevy, šum a jiné poruchy a zvyšuje
robustnost ř́ızeného systému v̊uči změnám. I přes tyto skvělé vlastnosti je
však velmi nebezpečná, nebot’ může destabilizovat jinak stabilńı systém.

V této práci rozeb́ıráme celý proces modelováńı a ř́ızeńı, přičemž vybrané
metody př́ımo aplikujeme na mechatronický systém – portálový jeřáb.

V kapitole 2 se zabýváme vytvořeńım modelu systému, přičemž matema-
tický model odvozujeme z fyzikálńıch zákon̊u pomoćı Lagrangeovy mechaniky.

V kapitole 3 se zabýváme zvoleńım vhodné metody ř́ızeńı modelu.
Simulace v simulačńım prostřed́ı a na reálném zař́ızeńı nepřináš́ı vlivem

nemodelovaných poruch úplně totožné výsledky, a proto častým mezikrokem
bývá simulace, ve které model a regulátor funguj́ı na separátńıch zař́ızeńıch
a komunikuj́ı mezi sebou analogovými signály. T́ımto se zabýváme v kapitole 4.
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2 Modelováńı
Modelováńı je obecně široký pojem, zasahuj́ıćı do všemožných oblast́ı

lidské činnosti. V automatickém ř́ızeńı se omezujeme předevš́ım na modely
dynamických systémů. Základńımi druhy takovýchto model̊u jsou

• Modely mentálńı nebo intuitivńı, které jsou založeny na naš́ı intuici.

• Tabulky nebo grafy

• Matematické modely, které popisuj́ı problém pomoćı matematických
vztah̊u a rovnic, nejčastěji pomoćı rovnic diferenciálńıch nebo dife-
renčńıch. [1, p. 4]

Nejpřesněǰśımi typy model̊u jsou ve velké většině př́ıpad̊u modely matematické,
ale jsou zas nejsložitěǰśı na vytvořeńı.

Za účelem vytvořeńı matematického modelu je nejprve vhodné si zvolit,
jakým zp̊usobem budeme chápat systém:

1. White box model - Předpokládáme, že model systému můžeme kompletně
odvodit pomoćı fyzikálńıch, chemických, ekonometrických či jiných
zákon̊u a vztah̊u. Jedná se tedy o analytický př́ıstup. Jeho výhodou je
globálńı platnost modelu, teoreticky vysoká přesnost a možnost větš́ıho
vhledu do systému, nebot’ ten je popsán nikoli parametry s neznámým
smyslem, nýbrž parametry se zjevnou, např́ıklad fyzikálńı, podstatou.
Nevýhodou je naopak často velmi vysoká složitost sestaveńı modelu.

2. Black box model - K systému přistupujeme jako k neznámé krabičce, do
které pust́ıme vstup a z ńıž měř́ıme výstup. Hlubš́ı struktura systému je
nám neznámá. Matematické modely se pak pokouš́ıme sestrojit pomoćı
experimentálńı identifikace systému, kdy se na základě vhodně zvolených
vstupńıch signál̊u a měřeńı výstupńıho signálu snaž́ıme odvodit závislost
mezi vstupem a výstupem. Výhodou je jednoduchost př́ıstupu a širš́ı
škála aplikovatelnosti. Nevýhodou je naopak lokálńı platnost a absence
hlubš́ıho vhledu do systému.

3. Grey box model - Kombinuje oba př́ıstupy. Experimentálně identifiku-
jeme data, ovšem na základě apriorńı informace o systému.
[1, p. 5]
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2.1 Mechatronické systémy
Mechatronika je rozsáhlá věda, sjednocuj́ıćı principy mechaniky, elek-

trotechniky, informatiky a automatického ř́ızeńı za účelem konstruováńı
účinněǰśıch a spolehlivěǰśıch systémů. [2, p. 16] Kĺıčovými prvky mechatroniky
jsou modelováńı fyzického systému, senzory a aktuátory, systémy a signály,
poč́ıtačové systémy a sběr dat. V mnoha zař́ızeńıch kombinujeme tyto prvky
a ty se pak nazývaj́ı mechatronické systémy. [3, p. 22] Jsou to třeba pevný
disk, pr̊umyslový robot, digitálńı fotoaparát [4, p. 1] nebo třeba náš portálový
jeřáb.

Vzhledem ke známé fyzikálńı podstatě mechatronických systémů, je ve
většině př́ıpad̊u nejvhodněǰśı přistupovat k systému jako k white boxu, a tedy
je nejvhodněǰśı pokusit se vytvořit matematický model systému na základě
matematicko-fyzikálńıho modelováńı.

2.2 Portálový jeřáb
Portálový jeřáb se skládá ze dvou stojin, pevně spojených mostem. Po

mostě jezd́ı voźık, tzv. ”kočka“. Na kočce je zavěšeno lano, s úchytným
zař́ızeńım dole, kterým lze uchopit závaž́ı.

Obrázek 1: Portálový jeřáb [5]
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Budeme se snažit zachovat co nejvyšš́ı přesnost modelu, na druhou stranu
však chceme ponechat model jednoduchý, abychom sńıžili výpočetńı složitost.
Tedy, je vhodné zanedbat veličiny a śıly, které maj́ı na náš systém nepatrný vliv,
či můžeme aproximovat složitěǰśı strukturu vhodnou strukturou jednodušš́ı.

Logické by se mohlo zdát modelovat jeřáb jako jednoduché kyvadlo na
voźıku. Může to zńıt jako vhodná aproximace, nicméně v praxi se často
ukazuje nutnost modelovat i ohebnost lana, a tedy bývá zvykem soustavu
modelovat jako dvojité kyvadlo. [6]

2.3 Dvojité kyvadlo na voźıku
Budeme tedy portálový jeřáb aproximovat modelem dvojitého kyvadla

na voźıku. Voźıku, pohybuj́ıćım se po mostě jeřábu, přǐrad́ıme hmotnost m0.
Závaž́ı budeme modelovat hmotným bodem o hmotnosti m2. Ohebné lano
pak budeme modelovat dvěma nehmotnými tyčemi o délkách l1 a l2, přičemž
jeho hmotnost m1 vycentrujeme do jediného bodu na spojnici těchto tyč́ı,
což je zároveň bod, kde budeme modelovat ohyb. Protože tyče uvažujeme
nehmotné, neuvažujeme ani momenty setrvačnosti.

Zvoĺıme si rovinný souřadnicový systém [x, y] tak, aby voźık jezdil po ose
x a osa y, kolmá na x, směřovala svisle vzh̊uru, tedy ve směru největš́ıho
nár̊ustu potenciálńı energie.

Následně si zvoĺıme zobecněné souřadnice, které budou jednoznačně popi-
sovat polohovou konfiguraci soustavy. Polohu voźıku poṕı̌seme jednoznačně
jeho polohou v ose x, kterou označ́ıme x0. Polohu těžǐstě lana pak poṕı̌seme
úhlem θ1 mezi tyč́ı l1 a osou y a polohu závaž́ı pak obdobně poṕı̌seme úhlem
θ2 mezi tyč́ı l2 a osou y. Pomocný úhel θ̃2 = θ2 − θ1 pak bude vyznačovat
ohyb v laně. Model je zobrazen na obrázku (2).
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Obrázek 2: Schéma fyzikálńıho modelu dvojitého kyvadla na voźıku

V daľśıch kroćıch se pokuśıme matematický model odvodit r̊uznými
zp̊usoby. Nejprve se pokuśıme model odvodit ”ručně“ na základě Lagrangeovy
metody. Poté se pokuśıme odvodit tentýž model za pomoćı softwarových
nástroj̊u Matlab [7] a Maple [8] a porovnáme výsledné rovnice s rovnicemi
źıskanými ručńım odvozeńım. Výsledné rovnice pak implementujeme do Si-
mulinku, softwarového nástroje, patř́ıćıho pod Matlab, slouž́ıćıho k simulaci
dynamických systémů.

Nakonec sestav́ıme model z funkčńıch blok̊u v Matlabovském toolboxu
Simscape a simulaćı ověř́ıme shodnost tohoto modelu s modelem v Simulinku.

2.3.1 Odvozeńı modelu dvojitého kyvadla na voźıku ručńım výpočtem

Abychom odvodili diferenciálńı rovnice popisuj́ıćı systém, využijeme
Lagrangeovy metody (někdy také známé jako Euler-Lagrangeova). Jej́ı od-
vozeńı vycháźı z funkcionálńı analýzy a variačńıho počtu. Princip spoč́ıvá
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v stanoveńı takzvaného Lagrangianu systému jako nějaké kombinace jeho
druh̊u energíı, přičemž konkrétně v mechanice plat́ı pro Lagrangian vztah

L = T − V (2.1)
[9, p. 12], kde T je kinetická a V je potenciálńı energie systému. Z Lagrangianu
pak lze odvodit diferenciálńı rovnice na základě Lagrangeových rovnic

d

dt

(
∂L

∂q̇k

)
− ∂L

∂qk

+ ∂D

∂q̇k

= fk, (2.2)

Kde qk jsou zobecněné souřadnice, D je disipativńı neboli ztrátová ener-
gie a fk je zobecněná vněǰśı śıla p̊usob́ıćı na těleso ve směru zobecněné
souřadnice qk.

Nejprve vyjádř́ıme kartézské souřadnice hmotných bod̊u o hmotnostech
m0, m1, m2 pomoćı zobecněných souřadnic následovně:

x0, y0 = 0,

x1 = x0 + l1 sin θ1, y1 = −l1 cos θ1,

x2 = x0 + l1 sin θ1 + l2 sin θ2, y2 = −l1 cos θ1 − l2 cos θ2

(2.3)

Vypočteme ještě derivace těchto souřadnic podle času, tedy rychlosti
hmotných bod̊u 0, 1 a 2 ve směru os x a y.

ẋ0, ẏ0 = 0,

ẋ1 = ẋ0 + l1 cos θ1θ̇1, ẏ1 = l1 sin θ1θ̇1,

ẋ2 = ẋ0 + l1 cos θ1θ̇1 + l2 cos θ2θ̇2, ẏ2 = l1 sin θ1θ̇1 + l2 sin θ2θ̇2

(2.4)

Kinetickou energii systému sestav́ıme jako součet kinetických energíı všech
hmotných bod̊u, tedy
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T = T0 + T1 + T2, (2.5)
kde

T0 = 1
2m0ẋ

2
0,

T1 = 1
2m1(ẋ2

1 + ẏ2
1) = 1

2m1((ẋ0 + l1 cos θ1θ̇1)2 + (l1 sin θ1θ̇1)2)

= 1
2m1ẋ

2
0 + m1ẋ0l1 cos θ1θ̇1 + 1

2m1l
2
1 cos2 θ1θ̇

2
1 + 1

2m1l
2
1 sin2 θ1θ̇

2
1

= 1
2m1ẋ

2
0 + m1ẋ0l1 cos θ1θ̇1 + 1

2m1l
2
1θ̇2

1,

T2 = 1
2m2(ẋ2

2 + ẏ2
2)

= 1
2m2

[
(ẋ0 + l1 cos θ1θ̇1 + l2 cos θ2θ̇2)2 + (l1 sin θ1θ̇1 + l2 sin θ2θ̇2)2

]
= 1

2m2ẋ
2
0 + m2ẋ0l1 cos θ1θ̇1 + m2ẋ0l2 cos θ2θ̇2 + 1

2m2l
2
1θ̇2

1 + 1
2m2l

2
2θ̇2

2

+ m2l1l2 cos θ1 cos θ2θ̇1θ̇2 + m2l1l2 sin θ1 sin θ2θ̇1θ̇2

Abychom výraz zjednodušili, využijeme známého součtového vzorce

cos x cos y + sin x sin y = cos(x − y). (2.6)
Pak můžeme psát

T2 = 1
2m2ẋ

2
0 + m2ẋ0l1 cos θ1θ̇1 + m2ẋ0l2 cos θ2θ̇2 + 1

2m2l
2
1θ̇2

1

+ 1
2m2l

2
2θ̇2

2 + m2l1l2θ̇1θ̇2 cos(θ1 − θ2).

Dosad́ıme do vztahu (2.5) a dostáváme finálńı tvar kinetické energie
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T = 1
2m0ẋ

2
0 + 1

2m1ẋ
2
0 + m1l1ẋ0 cos θ1θ̇1 + 1

2m1l
2
1θ̇2

1 + 1
2m2ẋ

2
0

+ m2l1ẋ0 cos θ1θ̇1 + m2l2ẋ0 cos θ2θ̇2 + 1
2m2l

2
1θ̇2

1

+ 1
2m2l

2
2θ̇2

2 + m2l1l2θ̇1θ̇2 cos(θ1 − θ2).

(2.7)

Potenciálńı energii soustavy taktéž spočteme jako součet potenciálńıch energíı
všech hmotných bod̊u, přičemž hladinu nulové potenciálńı energie bude tvořit
osa x.

V = V0 + V1 + V2 = 0 − m1gl1 cos θ1 − m2g(l1 cos θ1 + l2 cos θ2) (2.8)

Lagrangian je pak

L = T − V =

= 1
2m0ẋ

2
0 + 1

2m1ẋ
2
0 + m1l1ẋ0 cos θ1θ̇1 + 1

2m1l
2
1θ̇2

1 + 1
2m2ẋ

2
0

+ m2l1ẋ0 cos θ1θ̇1 + m2l2ẋ0 cos θ2θ̇2 + 1
2m2l

2
1θ̇2

1 + 1
2m2l

2
2θ̇2

2+

+ m2l1l2θ̇1θ̇2 cos(θ1 − θ2) + m1gl1 cos θ1 + m2g(l1 cos θ1 + l2 cos θ2)

= 1
2(m0 + m1 + m2)ẋ2

0 + 1
2(m1 + m2)l2

1θ̇2
1 + 1

2m2l
2
2θ̇2

2

+ (m1 + m2)l1ẋ0 cos θ1θ̇1 + m2l2ẋ0 cos θ2θ̇2 + m2l1l2θ̇1θ̇2 cos(θ1 − θ2)

+ (m1 + m2)gl1 cos θ1 + m2gl2 cos θ2

Systém bude mı́t tlumeńı, takže zavedeme disipativńı funkci

D = 1
2

3∑
i=1

(biq̇
2
i ) = 1

2(b0q̇
2
0 + b1q̇

2
1 + b2q̇

2
2), (2.9)

kde bi jsou tlumı́ćı koeficienty pro jednotlivé klouby.
Uděláme ovšem jednu malou úpravu. Jak bylo zmı́něno, je disipativńı

energie úměrná zobecněné rychlosti tělesa. Protože je druhé rameno kyvadla
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spojeno nikoliv se svislou osou ale s prvńım ramenem, dává smysl zavést
souřadnici

θ̃2 = θ2 − θ1 (2.10)
a disipaci v kloubu spojuj́ıćıho prvńı a druhé rameno pak můžeme poč́ıtat

jako

D2 = 1
2b2

˙̃θ2
2 = (θ̇2 − θ̇1)2 (2.11)

A celková disipace systému je pak

D = 1
2
(
b0ẋ

2
0 + b1θ̇

2
1 + b2(θ̇2 − θ̇1)2

)
. (2.12)

Pohybové rovnice pak vypočteme zavedeným vzorcem 2.2.
Přičemž z vněǰśıch sil budeme uvažovat pouze vněǰśı śılu f(t), p̊usob́ıćı na

voźık. Vněǰśı momenty sil p̊usob́ıćı na kyvadla uvažovat nebudeme.
V našem př́ıpadě budeme tedy mı́t dohromady tři rovnice pro naše zo-

becněné souřadnice x0, θ1 a θ2.
Začneme prvńı zobecněnou souřadnićı x0

∂L

∂ẋ0
= (m0 + m1 + m2)ẋ0 + (m1 + m2)l1 cos θ1θ̇1 + m2l2 cos θ2θ̇2 (2.13)

d

dt

∂L

∂ẋ0
= (m0 + m1 + m2)ẍ0 − (m1 + m2)l1 sin θ1θ̇

2
1 + (m1 + m2)l1 cos θ1θ̈1

− m2l2 sin θ2θ̇
2
2 + m2l2 cos θ2θ̈2 (2.14)

∂L

∂x0
= 0 (2.15)

∂D

∂ẋ0
= b0ẋ0 (2.16)

Prvńı rovnice pak bude

d

dt

∂L

∂ẋ0
− ∂L

∂x0
+ ∂D

∂ẋ0
= f (2.17)
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(m0 + m1 + m2)ẍ0 − (m1 + m2)l1 sin θ1θ̇
2
1 + (m1 + m2)l1 cos θ1θ̈1

− m2l2 sin θ2θ̇
2
2 + m2l2 cos θ2θ̈2 + b0ẋ0 = f

(2.18)

Rovnice 18: Dvojité kyvadlo na voźıku – 1. diferenciálńı rovnice

Pokračujeme rovnicemi pro zobecněnou souřadnici θ1

∂L

∂θ̇1
= (m1 + m2)l2

1θ̇1 + (m1 + m2)l1ẋ0 cos θ1 + m2l1l2θ̇2 cos(θ1 − θ2),

(2.19)

d

dt

∂L

∂θ̇1
= (m1 + m2)l2

1θ̈1 + (m1 + m2)l1ẍ0 cos θ1 − (m1 + m2)l1ẋ0 sin θ1θ̇1+

+ m2l1l2θ̈2 cos(θ1 − θ2) − m2l1l2θ̇1θ̇2 sin(θ1 − θ2)

+ m2l1l2θ̇
2
2 sin(θ1 − θ2) (2.20)

∂L

∂θ1
= − (m1 + m2)l1ẋ0 sin θ1θ̇1 − m2l1l2θ̇1θ̇2 sin(θ1 − θ2)

− (m1 + m2)gl1 sin θ1 (2.21)

∂D

∂θ̇1
= b1θ̇1 − b2(θ̇2 − θ̇1) (2.22)

a rovnice je

d

dt

∂L

∂θ̇1
− ∂L

∂θ1
+ ∂D

∂θ̇1
= 0 (2.23)

neboli

(m1 + m2)l2
1θ̈1 + (m1 + m2)l1ẍ0 cos θ1 + m2l1l2θ̈2 cos(θ1 − θ2)

+ m2l1l2θ̇
2
2 sin(θ1 − θ2) + (m1 + m2)gl1 sin θ1 − b2θ̇2 + (b1 + b2)θ̇1 = 0,

(2.24)
což je po vyděleńı l1
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(m1 + m2)l1θ̈1 + (m1 + m2)ẍ0 cos θ1 + m2l2θ̈2 cos(θ1 − θ2)

+ m2l2θ̇
2
2 sin(θ1 − θ2) + (m1 + m2)g sin θ1 − b2

l1
θ̇2 + b1 + b2

l1
θ̇1 = 0

(2.25)

Rovnice 25: Dvojité kyvadlo na voźıku – 2. diferenciálńı rovnice

Zbývá nám zobecněná souřadnice θ2

∂L

∂θ̇2
= m2l

2
2θ̇2 + m2l2ẋ0 cos θ2 + m2l1l2θ̇1 cos(θ1 − θ2), (2.26)

d

dt

∂L

∂θ̇2
= m2l

2
2θ̈2 + m2l2ẍ0 cos θ2 − m2l2ẋ0 sin θ2θ̇2 + m2l1l2θ̈1 cos(θ1 − θ2)

− m2l1l2θ̇
2
1 sin(θ1 − θ2) + m2l1l2θ̇1θ̇2 sin(θ1 − θ2), (2.27)

∂L

∂θ2
= − m2l2ẋ0 sin θ2θ̇2 + m2l1l2θ̇1θ̇2 sin(θ1 − θ2) − m2gl2 sin θ2 (2.28)

∂D

∂θ̇2
= b2(θ̇2 − θ̇1) (2.29)

Rovnice pak je

d

dt

∂L

∂θ̇2
− ∂L

∂θ2
+ ∂D

∂θ̇2
= 0 (2.30)

m2l
2
2θ̈2 + m2l2ẍ0 cos θ2 + m2l1l2θ̈1 cos(θ1 − θ2) − m2l1l2θ̇

2
1 sin(θ1 − θ2)

+ m2gl2 sin θ2 + b2(θ̇2 − θ̇1) = 0
(2.31)

což je po vyděleńı m2 a l2

l2θ̈2 + ẍ0 cos θ2 + l1θ̈1 cos(θ1 − θ2) − l1θ̇
2
1 sin(θ1 − θ2)

+ g sin θ2 + b2

m2l2
(θ̇2 − θ̇1) = 0

(2.32)

Rovnice 32: Dvojité kyvadlo na voźıku – 3. diferenciálńı rovnice
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2.3.2 Softwarový výpočet modelu dvojitého kyvadla na voźıku

Kód v Matlabu
Zopakujeme předchoźı kroky, ale tentokrát využijeme symbolický toolbox

v Matlabu. [7] T́ım odstrańıme mechanickou část výpočtu, což je velmi vhodné
pro složitěǰśı výpočty, nebot’ se t́ım snižuje riziko chyby.

Kód v Matlabu je následuj́ıćı
%% Matematicke modelovani

syms m_0 m_1 m_2 l_1 l_2 g b0 b1 b2; % promenne
syms x_0(t) theta_1 (t) theta_2 (t) f(t); % funkce

x_1 = x_0 + l_1*sin( theta_1 );
y_1 = - l_1*cos( theta_1 );
x_2 = x_1 + l_2*sin( theta_2 );
y_2 = y_1 - l_2 * cos( theta_2 );

% derivace ======================================

dx_0 = diff(x_0 ,t);
dtheta_1 = diff(theta_1 ,t);
dtheta_2 = diff(theta_2 ,t);

ddx_0 = diff(dx_0 ,t);
ddtheta_1 = diff(dtheta_1 ,t);
ddtheta_2 = diff(dtheta_2 ,t);

dx_1 = diff(x_1 ,t);
dy_1 = diff(y_1 ,t);
dx_2 = diff(x_2 ,t);
dy_2 = diff(y_2 ,t);

T_0 = 1/2 * m_0 * dx_0 ˆ2;
T_1 = 1/2 * m_1* (dx_1 ˆ2 + dy_1 ˆ2);
T_2 = 1/2 * m_2* (dx_2 ˆ2 + dy_2 ˆ2);

T = T_0 + T_1 + T_2;
T = simplify (T);
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syms p_x_0 p_theta_1 p_theta_2 p_dx_0 p_dtheta_1
p_dtheta_2 p_ddx_0 p_ddtheta_1 p_ddtheta_2 ;

sub_1 = {p_x_0 p_theta_1 p_theta_2 p_dx_0
p_dtheta_1 p_dtheta_2 p_ddx_0 p_ddtheta_1

p_ddtheta_2 };
sub_2 = {x_0 , theta_1 , theta_2 , dx_0 , dtheta_1 ,

dtheta_2 , ddx_0 , ddtheta_1 , ddtheta_2 };
T_pom = simplify (subs(T,sub_2 ,sub_1));
T_pom = simplify (T_pom)
T_pom = subs(T_pom ,sub_1 ,sub_2)

V_0 = 0;
V_1 = -m_1*g*l_1*cos( theta_1 );
V_2 = -m_2*g*( l_1*cos( theta_1 ) + l_2*cos( theta_2 ));

V = V_0 + V_1 + V_2;
V = simplify (V)

L = simplify (T - V)

D = 1/2* b0*( diff(x_0 ,t))ˆ2 + 1/2* b1*( diff(theta_1 ,t)
)ˆ2 + 1/2* b2*( diff(theta_2 ,t)-diff(theta_1 ,t))ˆ2

dL_x_0 = diff(L,x_0)
dL_dx_0 = diff(L,dx_0)
dD_dx_0 = diff(D,dx_0)
dt_dL_dx_0 = simplify (diff(dL_dx_0 ,t))
% =============================================
dL_theta_1 = diff(L, theta_1 );
dL_dtheta_1 = diff(L, dtheta_1 );
dD_dtheta_1 = diff(D, dtheta_1 );
dt_dL_dtheta_1 = simplify (diff(dL_dtheta_1 ,t));
% ================================================
dL_theta_2 = diff(L, theta_2 );
dL_dtheta_2 = diff(L, dtheta_2 );
dD_dtheta_2 = diff(D, dtheta_2 );
dt_dL_dtheta_2 = simplify (diff(dL_dtheta_2 ,t));
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% ================================================
rce_1 = simplify ( dt_dL_dx_0 - dL_x_0 + dD_dx_0 ) == f
rce_2 = simplify ( dt_dL_dtheta_1 - dL_theta_1 +

dD_dtheta_1 == 0)
rce_3 = simplify ( dt_dL_dtheta_2 - dL_theta_2 +

dD_dtheta_2 == 0)

syms p_x_0 p_theta_1 p_theta_2 p_dx_0 p_dtheta_1
p_dtheta_2 p_ddx_0 p_ddtheta_1 p_ddtheta_2

syms u_1
_1);
rce_2p = subs(rce_2 ,sub_2 ,sub_1);
rce_3p = subs(rce_3 ,sub_2 ,sub_1);

[reseni_ddx_0 , reseni_ddtheta_1 , reseni_ddtheta_2 ] =
(solve ([ rce_1p ,rce_2p ,rce_3p ],[ p_ddx_0

p_ddtheta_1 p_ddtheta_2 ]));

Výstup z Matlabu je poměrně nepřehledný a proto jej neuvedeme v ori-
ginálńım formátu. Pro prvńı zobecněnou souřadnici x0 software určil rovnici

m0ẍ0 + m1ẍ0 + m2ẍ0 + l1m1θ̈1 cos(θ1) + l1m2θ̈1 cos(θ1)

+l2m2θ̈2 cos(θ2) + b0ẋ0 = l1m1θ̇
2
1 sin(θ1) + l1m2θ̇

2
1 sin(θ1) + l2m2θ̇

2
2 sin(θ2) + f

(2.33)
Tento vztah můžeme převést do tvaru

(m0 + m1 + m2)ẍ0 + (m1 + m2)l1 cos θ1θ̈1 + m2l2 cos θ2θ̈2

−(m1 + m2)l1 sin θ1θ̇
2
1 − m2l2 sin θ2θ̇

2
2 + b0ẋ0 = f,

(2.34)

což je shodné s rovnićı 2.18.
Rovnice pro zobecněnou souřadnici θ1 softwarově vyšla
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l2m2 sin(θ1 − θ2)θ̇2
2 + m1ẍ0 cos θ1 + m2ẍ0 cos θ1 + gm1 sin θ1 + gm2 sin θ1

+l1m1θ̈1 + l1m2θ̈1 + l2m2θ̈2 cos(θ1 − θ2) − b2

l1
θ̇2 + b1 + b2

l1
θ̇1 = 0

(2.35)

Výsledný vztah převedeme do tvaru

(m1 + m2)g sin θ1 + (m1 + m2)ẍ0 cos θ1 + (m1 + m2)l1θ̈1

+m2l2θ̈2 cos(θ1 − θ2) + m2l2θ̇
2
2 sin(θ1 − θ2) − b2

l1
θ̇2 + b1 + b2

l1
θ̇1 = 0,

(2.36)

což je shodné s rovnićı 2.25, odvozenou ručńım výpočtem.
Rovnice pro zobecněnou souřadnici θ2 vyšla

l2θ̈2 + ẍ0 cos θ2 + g sin θ2 + l1θ̈1 cos(θ1 − θ2)

− l1θ̇
2
1 sin(θ1 − θ2) + b2

m2l2
(θ̇2 − θ̇1) = 0

(2.37)

Která je opět shodná s rovnićı odvozenou ručńım výpočtem,
tedy s rovnićı 2.32.

Zjistili jsme tedy, že naše ručńı odvozeńı se shoduje se softwarovým
výpočtem. Pro porovnáńı ještě vyzkouš́ıme daľśı speciálńı matematický soft-
ware Maple [8], který je pro symbolické výpočty př́ımo určený.

Kód v Maplu
V Maplu jsme provedli tytéž kroky jako v Matlabu a očekávaně jsme

obdrželi stejný výsledek.

Souřadnice

x1(t) B x0(t) + l1 ∗ sin(θ1(t)) :
y1(t) B −l1 ∗ cos(θ1(t)) :
x2(t) B x1(t) + l2 ∗ sin(θ2(t)) :
y2(t) B y1(t) − l2 ∗ cos(θ2(t)) :
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Derivace

dx0(t) B diff (x0(t), t) :
dθ1(t) B diff (θ1(t), t) :
dθ2(t) B diff (θ2(t), t) :
ddx0(t) B diff (x0(t), t, t) :
ddθ1(t) B diff (θ1(t), t, t) :
ddθ2(t) B diff (θ2(t), t, t) :
dx1(t) B diff (x1(t), t) :
dy1(t) B diff (y1(t), t) :
dx2(t) B diff (x2(t), t) :
dy2(t) B diff (y2(t), t) :

Kinetická energie

T 0 B 1/2 ∗ m0 ∗ dx0(t)2 :
T 1 B 1/2 ∗ m1 ∗ (dx1(t)2 + dy1(t)2) :
T 2 B 1/2 ∗ m2 ∗ (dx2(t)2 + dy2(t)2) :
T B T 0 + T 1 + T 2 :
T B simplify(T ) :

Potenciálńı energie

V 0 B 0:
V 1 B −m1 ∗ g ∗ l1 ∗ cos(θ1(t)) :
V 2 B −m2 ∗ g ∗ (l1 ∗ cos(θ1(t)) + l2 ∗ cos(θ2(t))) :
V B V 0 + V 1 + V 2 :
V B simplify(V ) :

Lagrangian

L B simplify(T − V ) :

Disipativńı funkce
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DI B 1/2 ∗ b0 ∗ (diff (x0(t), t))2 + 1/2 ∗ b1 ∗ (diff (θ1(t), t))2 + 1/2 ∗ b2 ∗
(diff (θ2(t), t) − diff (θ1(t), t))2 :

sub1 B {x0(t) = x0, θ1(t) = θ1, θ2(t) = θ2, dx0(t) = dx0, dθ1(t) = dθ1, dθ2(t) = dθ2} :

sub2 B {x0 = x0(t), θ1 = θ1(t), θ2 = θ2(t), dx0 = dx0(t), dθ1 = dθ1(t), dθ2 = dθ2(t)} :

L s B subs(sub1, L) :
D s B subs(sub1, DI ) :

dL x0 B diff (L s, x0) :
dL dx0 B diff (L s, dx0) :
dDI dx0 B diff (D s, dx0) :
dL x0 B subs(sub2, dL x0) :
dDI dx0 B subs(sub2, dDI dx0) :
dL dx0 B subs(sub2, dL dx0) :
dt dL dx0 B simplify(diff (dL dx0, t)) :

dL θ1 B diff (L s, θ1) :
dL dθ1 B diff (L s, dθ1) :
dDI dθ1 B diff (D s, dθ1) :
dL θ1 B subs(sub2, dL θ1) :
dDI dθ1 B subs(sub2, dDI dθ1) :
dL dθ1 B subs(sub2, dL dθ1) :
dt dL dθ1 B simplify(diff (dL dθ1, t)) :

dL θ2 B diff (L s, θ2) :
dL dθ2 B diff (L s, dθ2) :
dDI dθ2 B diff (D s, dθ2) :
dL θ2 B subs(sub2, dL θ2) :
dDI dθ2 B subs(sub2, dDI dθ2) :
dL dθ2 B subs(sub2, dL dθ2) :
dt dL dθ2 B simplify(diff (dL dθ2, t)) :

rce 1 B simplify(dt dL dx0 − dL x0 + dDI dx0) = f(t);
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rce 2 B simplify(dt dL dθ1 − dL θ1 + dDI dθ1 = 0);
rce 3 B simplify(dt dL dθ2 − dL θ2 + dDI dθ2 = 0);

rce 1 B− ( d

dt
θ1(t))2 sin(θ1(t))(m1 + m2)l1 + cos(θ1(t))(m1 + m2)l1(

d2

dt2 θ1(t))

+ (m0 + m1 + m2)(
d2

dt2 x0(t)) + ( d2

dt2 θ2(t)) cos(θ2(t))l2m2

− ( d

dt
θ2(t))2 sin(θ2(t))l2m2 + b0(

d

dt
x0(t)) = f(t)

rce 2 B l1
2(m1 + m2)(

d2

dt2 θ1(t)) + l1l2m2(cos(θ1(t)) cos(θ2(t))

+ sin(θ1(t)) sin(θ2(t)))(
d2

dt2 θ2(t)) + cos(θ1(t))l1(m1 + m2)(
d2

dt2 x0(t))

− l1l2m2(− sin(θ1(t)) cos(θ2(t)) + cos(θ1(t)) sin(θ2(t)))(
d

dt
θ2(t))2

− b2(
d

dt
θ2(t)) + (b1 + b2)(

d

dt
θ1(t)) + gl1(m1 + m2) sin(θ1(t)) = 0

rce 3 B l2m2 (cos(θ1(t)) cos(θ2(t)) + sin(θ1(t)) sin(θ2(t))) l1

(
d2

dt2 θ1(t)
)

+
(

d2

dt2 θ2(t)
)

l2
2m2 +

(
d2

dt2 x0(t)
)

cos(θ2(t)) l2m2

+ l1l2m2 (− sin(θ1(t)) cos(θ2(t)) + cos(θ1(t)) sin(θ2(t)))
(

d

dt
θ1(t)

)2

− b2

(
d

dt
θ1(t)

)
+ g sin(θ2(t)) l2m2 + b2

(
d

dt
θ2(t)

)
= 0

Přičemž po použit́ı součtového vzorce 2.6 bychom dostali rovnice shodné
s rovnicemi odvozenými ručně (2.18, 2.25, 2.32) i odvozenými v Matlabu
(2.34, 2.36, 2.37).

Práci s Maplem považujeme v tomto př́ıpadě za pohodlněǰśı, předevš́ım
z hlediska mnohem lepš́ıho formátováńı výstupu. Zat́ımco v Matlabovském
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závorkováńı je obt́ıžné se vyznat, v Maplu je závorkováńı přehledné. Maple
má také lepš́ı nastaveńı vytýkáńı vhodných výraz̊u.

2.3.3 Implementace modelu dvojitého kyvadla na voźıku v Simu-
linku

Výše uvedené pohybové rovnice 2.18, 2.25, 2.32, bychom chtěli vyjádřit
ve tvaru vhodném k simulaci v Simulinku, speciálńımu nástroji pro simu-
lováńı matematických signál̊u pomoćı blokových schémat. Rovnice chceme
vyjádřit jako funkce nejvyšš́ıch derivaćı ẍ0, θ̈1, θ̈2, přičemž je naš́ım ćılem, aby
každá z rovnic obsahovala jen právě jednu druhou derivaci. V našem př́ıpadě
totiž např́ıklad prvńı rovnice obsahuje druhé derivace všech tř́ı zobecněných
souřadnic.

Protože soustava rovnic je v druhých derivaćıch souřadnic lineárńı, můžeme
vyjádřit nejvyšš́ı derivace všech tř́ı zobecněných souřadnic jako funkce zbylých
funkćı s nižš́ı derivaćı v Matlabu př́ıkazem solve(). Pak tedy dostáváme rovnice

ẍ0 = g4(x0, ẋ0, θ1, θ̇1, θ2, θ̇2, f), (2.38)

θ̈1 = g5(x0, ẋ0, θ1, θ̇1, θ2, θ̇2, f), (2.39)

θ̈2 = g6(x0, ẋ0, θ1, θ̇1, θ2, θ̇2, f) (2.40)
Výpočet jsme provedli softwarově, tyto rovnice zde pro jejich délku nevy-

pisujeme, k zobrazeńı jsou v př́ıloze A.
Rovnice pak implementujeme do Simulinku, schéma ukazuje obrázek (3)
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Obrázek 3: Schéma modelu dvojitého kyvadla na voźıku v Simulinku

2.3.4 Simscape dvojitého kyvadla na voźıku

Simscape je toolbox v Matlabu, který uživatele odst́ıńı od vytvořeńı
jakéhokoliv matematického modelu. Uživatel propojuje funkčńı bloky, které
představuj́ı fyzické komponenty, např́ıklad tělesa a klouby. Model, predikuj́ıćı
vývoj systému, je pak vytvořen softwarem na pozad́ı.

Vytvořili jsme simscapovský model tak, aby odpov́ıdal našemu matema-
tickému modelu. Schéma je zobrazeno na obrázku (4)

Obrázek 4: Schéma modelu dvojitého kyvadla na voźıku v Simscapu

B́ılý bloček úplně vlevo ”world frame“ představuje popis t́ıhového pole, ve
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kterém se systém nacháźı, tedy gravitačńıho pole země.
Červené bloky popisuj́ı rotaci souřadnicového systému, tmavě modré bloky

představuj́ı jeho translaci. Žluté bloky pak představuj́ı klouby. Prvńı žlutý
blok je posuvný kloub představuj́ıćı voźık, pohybuj́ıćı se ve vodorovné ose,
druhé dva žluté bloky představuj́ı rotačńı klouby. Neobarvené bloky kvádr̊u
představuj́ı postupně hmotný voźık a dvě nehmotné tyče a neobarvené bloky
kouĺı představuj́ı hmotné body o hmotnostech m1 a m2. Grafickou vizualizaci
modelu nám pak Simscape zobraźı, což je ukázáno na obrázku (5). Modrý
čtverec představuje voźık, modré kuličky reprezentuj́ı modelovaná závaž́ı
kyvadla a žluté tyče představuj́ı nehmotné lano.

Obrázek 5: Vizuálńı zobrazeńı modelu v Simscapu

2.3.5 Porovnáńı model̊u dvojitého kyvadla na voźıku

Provedeme simulaci model̊u v Simscapu a Simulinku a ověř́ıme, zda se
skutečně rovnaj́ı.

Nejprve již dosad́ıme za parametry konkrétńı hodnoty. Hodnoty jsme
zvolili tak, aby se podobaly reálným hodnotám portálového jeřábu. (2.41)
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m0 = 4 kg b0 = 0.5 Ns/m l1 = 0.5 m

m1 = 0.2 kg b1 = 0.1 Nms/rad l2 = 0.5 m

m2 = 1 kg b2 = 0.1 Nms/rad

g = 9.806 65 m/s2

(2.41)

Nicméně, v př́ıpadě ř́ızeńı reálného systému by bylo nutné provést přesnou
identifikaci parametr̊u. Často však neńı jednoduché některé parametry př́ımo
změřit. Dobrou možnost́ı je namı́sto výše uvedených fyzikálńıch parametr̊u
zvolit sadu parametr̊u dynamických ekvivalentně popisuj́ıćıch systém a ty
pak identifikovat. Dopodrobna se t́ımto problémem pro kyvadlo s obecně
n rameny zabývá práce [10].

Otestujeme nejprve odezvu na jednotkový skok na vstupu za nulových
počátečńıch podmı́nek. Připomeneme, že jako vstup jsme zvolili śılu p̊usob́ıćı
na voźık, tedy za p̊usobeńı konstantńı śıly se systém neustáĺı a očekáváme, že
voźık pojede do nekonečna. Odezvu ukazuje obrázek (6).
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Obrázek 6: Porovnáńı odezvy model̊u na jednotkový skok
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Odezva odpov́ıdá našemu očekáváńı, předevš́ım je však d̊uležitá shod-
nost modelu v Simulinku, odvozeného výpočtem i softwarově, s modelem
v Simscapu.

Dále otestujeme odezvu systému na počátečńı podmı́nky

q0 =



x0
θ1
θ2
ẋ0
θ̇1
θ̇2


(2.42)

Zvoĺıme nejprve úhel natočeńı druhého kyvadla θ10 = 0 a všechny ostatńı
prvky nulové.

Poté otestujeme podmı́nku pro θ20 = π
12 a ostatńı prvky opět nulové, tedy

q01 =



0
π
12
0
0
0
0


q02 =



0
0
π
12
0
0
0


(2.43)

Odezvy můžeme vidět na obrázku (7)

0 2 4 6 8 10

t(s)

-0.15

-0.1

-0.05

0

0.05

0.1

0.15

0.2

0.25

0.3
10

Simulink x
0

1

2

Simscape x
0

1

2

0 2 4 6 8 10

t(s)

-0.15

-0.1

-0.05

0

0.05

0.1

0.15

0.2

0.25

0.3
20

Simulink x
0

1

2

Simscape x
0

1

2

Obrázek 7: Odezva na počátečńı podmı́nky systému

Stejné odezvy opět potvrzuj́ı shodnost modelu v Simulinku s modelem
v Simscapu.

23



2.4 Sférické kyvadlo
Protože kyvadlo se vlivem vněǰśıch sil může kývat nejen v jedné rovině,

ale v celém prostoru, může být zaj́ımavou možnost́ı použ́ıt model sférického
kyvadla, tedy kyvadla pohybuj́ıćıho se v prostoru. (8)

x

y

z

φ

l

θ

m[x,y,z]

Obrázek 8: Schéma fyzikálńıho modelu sférického kyvadla

Kyvadlo budeme nejprve modelovat pouze jednoduché a bez voźıku.
V př́ıpadě spokojenosti s modelem do něj voźık taktéž zařad́ıme.

2.4.1 Odvozeńı modelu sférického kyvadla ručńım výpočtem

Model odvod́ıme podobně jako v př́ıpadě dvojitého kyvadla na voźıku
pomoćı Lagrangeovy metody. Jako zobecněné souřadnice zvoĺıme úhly θ a ϕ
a vyjádř́ıme kartézské souřadnice hmotného bodu o hmotnosti m následovně:

24



x = l sin θ cos ϕ,

y = l sin θ sin ϕ,

z = −l cos θ

(2.44)

Vypočteme ještě rychlosti hmotného bodu ve směru jednotlivých os:

ẋ = l cos(θ)θ̇ cos(ϕ) − l sin(θ) sin(ϕ)ϕ̇,

ẏ = l cos(θ)θ̇ sin(ϕ) + l sin(θ) cos(ϕ)ϕ̇,

ż = l sin(θ)θ̇

(2.45)

Kinetická energie pak je

T = 1
2m(ẋ2 + ẏ2 + ż2) (2.46)

Po dosazeńı a úpravách dostáváme

T = 1
2ml2(θ̇2 + sin2(θ)ϕ̇2) (2.47)

Potenciálńı energie je

V = mgz = −mgl cos θ (2.48)
a Lagrangian je pak

L = T − V = 1
2ml2(θ̇2 + sin2(θ)ϕ̇2) + mgl cos θ (2.49)

Opět přidáme do systému tlumeńı, tedy zavedeme disipativńı funkci

D = 1
2b(θ̇2 + ϕ̇2), (2.50)

kde b je koeficient tlumeńı.
Pohybové rovnice pak opět vypočteme vzorcem 2.2.
Pro prvńı zobecněnou souřadnici θ dostáváme
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∂L

∂θ̇
= ml2θ̇ (2.51)

d

dt

∂L

∂θ̇
= ml2θ̈ (2.52)

∂L

∂θ
= ml2 sin θ cos(θ)ϕ̇2 − mgl sin θ (2.53)

∂D

∂θ̇
= bθ̇ (2.54)

Prvńı rovnice pak bude

d

dt

∂L

∂θ̇
− ∂L

∂θ
+ ∂D

∂θ̇
= 0 (2.55)

ml2θ̈ + bθ̇ + mgl sin θ − ml2 sin θ cos(θ)ϕ̇2 = 0 (2.56)

Rovnice 56: Sférické kyvadlo - 1. diferenciálńı rovnice

Obdobně pokračujeme i pro souřadnici ϕ

∂L

∂ϕ̇
= ml2 sin2(θ)ϕ̇ (2.57)

d

dt

∂L

∂ϕ̇
= 2ml2 sin θ cos(θ)θ̇ϕ̇ + ml2 sin2(θ)ϕ̈ (2.58)

∂L

∂ϕ
= 0 (2.59)

∂D

∂ϕ̇
= bϕ̇ (2.60)

a rovnice bude

d

dt

∂L

∂ϕ̇
− ∂L

∂ϕ
+ ∂D

∂ϕ̇
= 0 (2.61)
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neboli

ml2sin2 (θ)ϕ̈ + 2ml2 sin θ cos (θ) θ̇ϕ̇ + bϕ̇ = 0 (2.62)

Rovnice 62: Sférické kyvadlo - 2. diferenciálńı rovnice

Můžeme si všimnout nelinearity obou rovnic v nejvyšš́ıch derivaćıch, což
je nepř́ıjemná vlastnost, jak ukážeme dále.

2.4.2 Softwarový výpočet modelu sférického kyvadla

Opět ověř́ıme předchoźı výpočet softwarově, tentokráte použijeme jenom
Matlabovský symbolický toolbox. Kód je následuj́ıćı:
syms l m g b theta(t) phi(t)

x = l*sin(theta(t))*cos(phi(t))
y = l*sin(theta(t))*sin(phi(t))
z = -l*cos(theta(t))

dx = simplify (diff(x,t))
dy = simplify (diff(y,t))
dz = simplify (diff(z,t))

T = (1/2)* m * (dxˆ2 + dyˆ2 + dz ˆ2)
T = combine (T,'sincos ')
T = simplify (T)

V = m*g*z

L = simplify (T-V)
D = 1/2*b*( diff(theta ,t))ˆ2 + 1/2*b*( diff(phi ,t))ˆ2

% disipativni funkce

dphi = diff(phi ,t)
dtheta = diff(theta ,t)
ddphi = diff(dphi ,t)
ddtheta = diff(dtheta ,t)
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% ================================================
dL_dtheta = diff(L,dtheta)
dL_theta = diff(L,theta)
dD_dtheta = diff(D,dtheta)
dt_dL_dtheta = simplify (diff(dL_dtheta ,t))

rce_1 = simplify ( dt_dL_dtheta - dL_theta + dD_dtheta
== 0)

expand(rce_1)
% ================================================
dL_dphi = diff(L,dphi)
dL_phi = diff(L,phi)
dD_dphi = diff(D,dphi)
dt_dL_dphi = simplify (diff(dL_dphi ,t))

rce_2 = simplify ( dt_dL_dphi - dL_phi + dD_dphi == 0)

Prvńı rovnice vyšla

2ml2θ̈ + 2bθ̇ + 2mgl sin θ = ml2 sin (2θ) ϕ̇2 (2.63)
a druhá rovnice

ml2sin (θ)2ϕ̈ + ml2 sin (2θ) θ̇ϕ̇ + bϕ̇ = 0 (2.64)
Použijeme li vztah

sin(2α) = 2 sin α cos α, (2.65)
Pak zjist́ıme že softwarové odvozeńı rovnic se shoduje s odvozeńım rovnic

ručńım výpočtem (2.56), (2.62).
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2.4.3 Implementace modelu sférického kyvadla v Simulinku

Pro převedeńı matematického modelu do Simulinku nejprve vyjádř́ıme
druhé derivace poloh:

θ̈ = −
−ml2 sin (2θ)

(
ϕ̇
)2

+ 2bθ̇ + 2mgl sin (θ)
2ml2 (2.66)

ϕ̈ = −
ϕ̇
(
ml2 sin (2θ) θ̇ + b

)
ml2sin (θ)2 (2.67)

Můžeme vidět, že ve jmenovateli druhé rovnice se vyskytuje výraz sin(θ)2.
To nám zjevně bude přinášet problémy pro hodnoty kdy sin θ = 0, tedy
θ = kπ, k ∈ Z.

Schéma v modelu v Simulinku ukazuje obrázek (9).

Obrázek 9: Implementace sférického kyvadla v Simulinku

2.4.4 Simscape sférického kyvadla

Také uděláme schéma v Simscapu. (10)

Obrázek 10: Implementace sférického kyvadla v Simscapu
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2.4.5 Porovnáńı model̊u sférického kyvadla

Provedeme simulaci nejprve pro nulové počátečńı rychlosti a nenulové
počátečńı úhly, tedy např́ıklad podmı́nky

q0 =


θ
ϕ

θ̇

ϕ̇

 =


π/4
π/4
0
0

 (2.68)

Vzhledem k nulové rychlosti ϕ̇ pak sférické kyvadlo přejde v klasické
kyvadlo kývaj́ıćı se v rovině. Vykresĺıme pro větš́ı názornost úhly i úhlové
rychlosti kyvadla: (11)
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Obrázek 11: Odezva sférického kyvadla na počátečńı podmı́nky s nulovými
rychlostmi

Je vidět, že náš model v Simulinku i v Simscapu dává stejné výsledky.
Nicméně se nám může na prvńı pohled zdát divné, že náš model funguje
přestože ∃t, θ(t) = 0. Ve skutečnosti však software nepoč́ıtá spojitě, ale
diskrétně, a tedy se úhel θ do ”přesné“ nuly nedostane. Naproti tomu,
pod́ıváme-li se ještě jednou na rovnici 2.67, v čitateli se vyskytuje člen ϕ̇ a ten
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jsme zvolili nulový už v počátečńı podmı́nce. V čitateli se tedy vyskytuje

”přesná“ nula, tedy ϕ̈ = 0, a proto simulace funguje správně.
Uděláme i simulaci pro nenulovou rychlost ϕ̇, zvoĺıme počátečńı podmı́nky

q0 =


π/4
π/4
0

π/4

 (2.69)

Pokusili jsme se provést stejnou simulaci jako v předchoźım bodě, nicméně
výpočetńı software se v čase t = 1.54s zastavil. Vykreslili jsme proto simulaci
jen do tohoto času. (12).
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Obrázek 12: Odezva sférického kyvadla na počátečńı podmı́nky s nenulovou
rychlost́ı ϕ̇

Vzhledem k nenulové rychlosti ϕ̇ nyńı již pro θ ≈ 0 neńı ϕ̈ vyjádřené
z rovnice (2.67) nula, nýbrž naopak vzhledem k děleńı č́ıslem téměř nu-
lovým, dosahuje v absolutńı hodnotě nekonečně velkých hodnot. Software
pak přestává kooperovat.

Problém by šel vyřešit jinou reprezentaćı rotace, např́ıklad pomoćı kvater-
nion̊u. Nicméně, t́ım by se stal náš model řádově složitěǰśı, a proto jsme se
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rozhodli dále model sférického kyvadla nepouž́ıvat. Dále budeme pokračovat
s modelem dvojitého kyvadla, kývaj́ıćıho se v rovině, odvozeného výše.

2.5 Shrnut́ı
V této kapitole jsme ukázali ekvivalenci rozd́ılných zp̊usob̊u vytvořeńı

matematického modelu portálového jeřábu. Rozhodli jsme se ho modelovat
jako dvojité kyvadlo na voźıku. Model jsme nejprve odvodili detailně ručńım
výpočtem, a následně naše odvozeńı ověřili softwarem, přičemž jsme využili
profesionálńı výpočetńı programy Matlab a Maple. Softwarové rovnice se
shodovaly s rovnicemi ručně odvozenými a ty jsme následně převedli do
blokového schématu v Simulinku. Simulinkový model jsme pak porovnali
s druhou metodou, což bylo vytvořeńı blokového schématu v Simscapu, kde
se ovšem jednalo o bloky fyzických komponent. Shodnost́ı odezev na základńı
signály jsme ukázali, že oba dva zp̊usoby modelováńı vedou ke stejnému
výsledku.

Dále jsme se pokusili portálový jeřáb alternativně modelovat jako sférické
kyvadlo. Model jsme opět odvodili ručně, softwarově i v Simscapu a ukázali
jsme shodnost odezev. Dále jsme vysvětlili, že z d̊uvod̊u problémů s reprezen-
taćı rotace by bylo daľśı použit́ı modelu zbytečnou komplikaćı.
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3 Řı́zeńı modelu
Na základě znalosti matematického modelu systému (budeme praco-

vat s matematickým modelem dvojitého kyvadla na voźıku, odvozeným
v předcházej́ıćı kapitole) můžeme navrhnout vhodné ř́ızeńı. Náš ćıl je motivo-
vaný praktickým problémem - chceme voźıkem pohnut o určitou vzdálenost,
aniž bychom přitom vyvolali kmitáńı ramen kyvadla.

Než ovšem můžeme vhodné ř́ızeńı navrhnout, muśıme do systému hlouběji
proniknout. Prvńım krokem je vytvořeńı lineárńıho stavového modelu v rov-
novážném bodě. Linearizovaný model je přesný v malých odchylkách od
rovnovážného stavu, toto výrazné zjednodušeńı nám však umožňuje naj́ıt
vhodný zákon ř́ızeńı.

3.1 Linearizace systému
Dynamické chováńı drtivé většiny fyzikálńıch systémů je nelineárńıho

charakteru, tyto systémy se však chovaj́ı přibližně lineárně při nepř́ılǐs velkých
změnách systémových proměnných. Vzniká pak možnost nahradit model
nelineárńıho systému stavovým modelem lineárńıho systému v bĺızkosti pra-
covńıho bodu, což většinou bývá rovnovážný stav - tj. stav kdy ustává veškerý
pohyb systému. [11, p. 13]

Nejinak je tomu i v př́ıpadě našeho modelu dvojitého kyvadla na voźıku.
Nejprve vhodně zvoĺıme stavy systému jako naše zobecněné souřadnice, tedy
vektor stavu bude

x =



x1
x2
x3
x4
x5
x6


=



x0
θ1
θ2
ẋ0
θ̇1
θ̇2


(3.1)

a jako vstup zvoĺıme śılu f, p̊usob́ıćı na voźık

u = f (3.2)
Dodáme, že jinou možnost́ı by bylo zvolit jako vstup zrychleńı voźıku ẍ

př́ımo ovládané motorem. Automatické ř́ızeńı je fascinuj́ıćı a zároveň zrádné
t́ım, že často vede k ćıli v́ıce cest a je na návrháři zvolit tu, kterou se vydá.
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Zjevně plat́ı

ẋ1 = g1(x) = x4

ẋ2 = g2(x) = x5

ẋ3 = g3(x) = x6

(3.3)

Dále plat́ı

ẋ4 = ẍ0 = g4(x, u)

ẋ5 = θ̈1 = g5(x, u)

ẋ6 = θ̈2 = g6(x, u)

(3.4)

Kde funkce g4(x), g5(x) a g6(x) jsou (2.38), (2.39), (2.40).
Vyjdeme ze stavové rovnice systému

ẋ = Ax + Bu, (3.5)
kde A je matice parciálńıch derivaćı

A = ∂g(x, u)
∂x

|x=xr (3.6)

a B je matice parciálńıch derivaćı

B = ∂g(x, u)
∂u

|x=xr (3.7)

Pro výstup systému pak je

y = Cx (3.8)
Nyńı muśıme zvolit náš pracovńı bod, ve kterém budeme rovnici linea-

rizovat. Dvojité kyvadlo má v́ıce rovnovážných stav̊u, nás bude vzhledem
k povaze problému (3) zaj́ımat ten, kdy jsou obě kyvadla v dolńı poloze, tedy
kdy plat́ı

x2r = x3r = 0 (3.9)
Poloha voźıku nemá na vlastnost rovnovážného stavu vliv, zvoĺıme ji

nulovou.
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Pak tedy

xr =
(

0 0 0 0 0 0
)T

(3.10)
Matice A a B jsme vypočetli pro naše zvolené parametry. Symbolický tvar

matice A v závislosti na obecných parametrech (2.41) neuvád́ıme, protože je
př́ılǐs dlouhý.

A =



0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 1
0 2.942 0 −0.125 0.1 −0.05
0 −123.5638 98.0665 0.25 −6.2 4.1
0 117.6798 −117.6798 0 6.4 −4.4


(3.11)

B =



0
0
0

0.25
−0.5

0


(3.12)

Matice C zálež́ı na rozmı́stěńı senzor̊u. Nejjednodušš́ı by bylo měřit všechny
stavy, to však v praxi nebývá zvykem, nebot’ by to vyžadovalo větš́ı náklady.
Budeme proto měřit pouze polohu voźıku, a tedy zvoĺıme matici C

CT =
(

1 0 0 0 0 0
)

(3.13)
Následně otestujeme shodnost základńıch odezev nelineárńıho a linearizo-

vaného stavového modelu. Nejprve porovnáme odezvu na jednotkový skok za
nulových počátečńıch podmı́nek (13). Odezvy jsou zjevně velmi podobné.
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Obrázek 13: Porovnáńı odezev nelineárńıho a linearizovaného modelu na
jednotkový skok

Otestujeme ještě odezvu na počátečńı podmı́nky, přičemž všechny počátečńı
stavy polož́ıme rovny nule, s výjimkou počátečńıho stavu x30 = θ20, kterému
postupně přǐrad́ıme hodnoty π

12 = 15◦, π
6 = 30◦, π

3 = 60◦ a 3π
4 = 135◦. Tyto

odezvy ukazuj́ı obrázky (14a), (14b), (14c), (14d).
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(d) θ20 = 3π
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Obrázek 14: Porovnáńı odezev nelineárńıho a linearizovaného modelu na
počátečńı podmı́nky

Můžeme vidět, že pro počátečńı výchylky druhého ramene kyvadla θ20 ≤ π
6

z̊ustávaj́ı odezvy nelineárńıho i linearizovaného stavového modelu přibližně
stejné. Pro větš́ı výchylku θ20 = π

3 už je patrná odchylka a pro největš́ı
výchylku θ20 = 3π

4 už dávaj́ı modely kompletně jiné výsledky. To odpov́ıdá
našemu předpokladu o platnosti linearizovaného modelu pouze na relativně
malých výchylkách stav̊u.

3.2 Řiditelnost, pozorovatelnost a stabilita
Než začneme navrhovat ř́ızeńı systému, má cenu se nejprve ptát, zda je

systém řiditelný. Pokud by řiditelný nebyl, bylo by třeba změnit nastaveńı
aktuátor̊u - tedy bychom museli jinak zvolit vněǰśı vstupy do systému.

Řiditelnost systému ověř́ıme pomoćı matice řiditelnosti Q. Pokud má
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matice řiditelnosti plnou hodnost, je systém řiditelný. Matici řiditelnosti
vypočteme v Matlabu pomoćı př́ıkazu ctrb(A, B)

Q =



0 0.25 −0.08125 −0.98459 13.5565 −66.9358
0 −0.5 3.1625 29.0341 −985.3723 4394.5736
0 0 −3.2 −24.5199 1042.4434 −4590.912

0.25 −0.08125 −0.98459 13.5565 −66.9358 −2221.5905
−0.5 3.1625 29.0341 −985.3723 4394.5736 177899.2881

0 −3.2 −24.5199 1042.4434 −4590.912 −190307.6682


(3.14)

Hodnost matice ověř́ıme v Matlabu př́ıkazem rank(Q). Vyšla 6, tedy plná,
čili systém je řiditelný.

Také nás zaj́ımá pozorovatelnost systému, tedy schopnost určit jeho stav
na základě znalosti jeho vstupu a výstupu na konečném časovém intervalu.
Tuto vlastnost ověř́ıme pomoćı matice pozorovatelnosti O. Pokud má matice
plnou hodnost, je systém pozorovatelný. Matici spočteme v Matlabu pomoćı
př́ıkazu obsv (A, C)

O =



1 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0
0 2.942 0 −0.125 0.1 −0.05
0 −18.6081 15.6906 0.040625 1.9895 0.63625
0 −170.8363 120.229 0.4923 −26.8669 21.046
0 5797.921 −5111.4389 −6.7783 130.4826 −82.5525


(3.15)

Hodnost matice jsme ověřili př́ıkazem rank(O). Vyšla opět 6, tedy plná,
čili systém je pozorovatelný.

Dále urč́ıme póly systému v Matlabu př́ıkazem pole(sys). Póly vycháźı

λ =



0
−5.24574 + 14.1578i
−5.24574 − 14.1578i
−0.068672 + 3.627i
−0.068672 − 3.627i

−0.096173


(3.16)

Zobraźıme je graficky do komplexńı roviny:
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Obrázek 15: Póly systému

Žádný pól nelež́ı v nestabilńı pravé komplexńı polorovině, nicméně jeden
pól, představuj́ıćı polohu voźıku, lež́ı př́ımo na imaginárńı ose a daľśı tři jsou
j́ı nebezpečně bĺızko. Proto může být neř́ızený systém velmi kmitavý, jak
jsme ostatně již mohli vidět např́ıklad na obrázku (7).

3.3 Přenos systému
Protože už máme linearizovaný model systému, můžeme určit i jeho přenos.

Zaj́ımat nás budou předevš́ım přenosy ze vstupu na polohu voźıku P0, na úhel
natočeńı prvńıho ramene kyvadla P1 a přenos P2 na úhel natočeńı druhého
ramene.

P0 = 0.25 · (s2 + 0.08773s + 10.26) · (s2 + 10.31s + 225)
s · (s + 0.09617) · (s2 + 0.1373s + 13.16) · (s2 + 10.49s + 228) (3.17)

Přenos ze vstupu na polohu voźıku obsahuje ”téměř“ dvojitý integrátor.
Respektive člen jmenovatele (s + 0.09617) ≈ s. To nepřekvapuje, protože
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podle Newtonova druhého zákona, je śıla p̊usob́ıćı na těleso př́ımo úměrná
zrychleńı tělesa. V našem př́ıpadě ovšem v systému uvažujeme i tlumeńı,
a proto neobsahuje systém dvojitý integrátor ”přesně“. Přenosy ze vstupu na
natočeńı ramen kyvadla jsou následuj́ıćı

P1 = −0.5 · s · (s2 + 4.4s + 117.7)
(s + 0.09617) · (s2 + 0.1373s + 13.16) · (s2 + 10.49s + 228) (3.18)

P2 = −3.2 · (s + 18.39) · s

(s + 0.09617) · (s2 + 0.1373s + 13.16) · (s2 + 10.49s + 228) (3.19)

Nyńı vykresĺıme Bodeho grafy přenos̊u P0, P1 a P2 (16), (17), (18).
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Obrázek 16: Bodeho diagram přenosu P0

Bodeho graf přenosu na polohu je typický pro přenosy obsahuj́ıćı integrátor,
tedy logaritmus amplitudy ześıleńı ze začátku lineárně klesá s logaritmem
frekvence. Na frekvenci 3.63 Hz nastává mı́rná rezonance. V tomto přenosu
je poměrně zanedbatelná, protože ńızké frekvence maj́ı vyšš́ı ześıleńı než je
rezonančńı peak.
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Obrázek 17: Bodeho diagram přenosu P1
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Rovněž přenosy P1 a P2 obsahuj́ı rezonanci na totožné frekvenci 3.63 Hz.
Na rozd́ıl od přenosu P0 je tato rezonance i globálńı maximum amplitudy
ześıleńı. Ześıleńı v decibelech sice ani v jednom př́ıpadě nedosahuje z d̊usledku
př́ıtomnosti tlumeńı v systému kladných hodnot, nicméně nebezpečně se
jim bĺıž́ı. Frekvence okolo 3.63 Hz mohou být tedy pro systém potenciálně
nebezpečné.

3.4 Stavová zpětná vazba
Systém budeme ř́ıdit stavovou zpětnou vazbou. Stavová zpětná vazba

má oproti výstupńı zpětné vazbě řadu výhod. Stav systému je jeho jakási
vnitřńı pamět’, která poskytuje mnohem větš́ı množstv́ı informace než samotný
výstup. Znalost vstupu a stavu poskytuje úplnou informaci o vývoji jak stavu
tak výstupu. Nav́ıc, stavovým regulátorem můžeme libovolně změnit polohu
pól̊u každého řiditelného systému. [12, p. 80]. Nevýhodou stavové zpětné
vazby je naopak nutnost znalosti stavu, č́ımž se budeme zabývat později.
Druhým zp̊usobem by bylo využit́ı znalost́ı vlastńıch frekvenćı systému,
identifikovaných v předcházej́ıćı kapitole, k tvorbě vstupńıho tvarovaćıho
filtru. [13] Použit́ım vstupńıho tvarovaćıho filtru př́ımo na ř́ızeńı portálových
jeřáb̊u se v́ıce zabývá práce [6].

Schéma stavové zpětné vazby vid́ıme na obrázku (19).

r u x y

Obrázek 19: Schéma stavové zpětné vazby

Takto navržená stavová zpětná vazba však nemá jednotkové ześıleńı
z reference r na výstup y, jinak řečeno komplementárńı citlivostńı funkce T
nemá jednotkové ześıleńı.

Tento problém lze řešit bud’to přidáńım kompenzačńıho ześıleńı, nebo
rozš́ı̌reńım stavového regulátoru o integrátor, což je námi zvolený zp̊usob. T́ım
se o jedna zvýš́ı řád systému a muśıme taktéž přidat daľśı zesiluj́ıćı člen ki.
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Toto řešeńı považujeme za nejvhodněǰśı už jen proto, že budou integrátorem
potlačeny konstantńı poruchy na vstupu, což vyplývá z principu vnitřńıho
modelu. [12, p. 78]

Schéma rozš́ı̌reného modelu můžeme vidět na obrázku (20).

r u x y

Obrázek 20: Schéma rozš́ı̌reného modelu

Zpětnou vazbu vedeme od polohy voźıku, což je stav, který, jak bylo
zmı́něno, chceme primárně regulovat. Ze schématu jsme schopni sestavit
stavový popis rozš́ı̌reného modelu. Plat́ı

ẋ = Ax + Bu (3.20)
ẋi = r − y = r − CTx (3.21)

Pak je tedy stavový popis(
ẋ
ẋi

)
︸     ︷︷     ︸

ẋ∗

=
(

A 0
−CT 0

)
︸               ︷︷               ︸

A∗

(
x
xi

)
︸     ︷︷     ︸

x∗

+
(

B
0

)
︸      ︷︷      ︸

Bu

u +
(

0
1

)
︸    ︷︷    ︸

Br

r (3.22)

Nyńı dosad́ıme za u

u = −kTx − kixi = −kT ∗x∗ (3.23)
a stavový model pak je(

ẋ
ẋi

)
=
(

A − BkT −Bki

−CT 0

)
︸                            ︷︷                            ︸

Az

(
x
xi

)
+
(

0
1

)
r (3.24)
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neboli

ẋ∗ = Azx
∗ + Brr (3.25)

Pro výstup plat́ı

y =
(
CT 0

)( x
xi

)
(3.26)

Zbývá otázka, jak navrhnout regulátor, tedy vektor k∗. Tento problém
vyřeš́ıme pomoćı lineárńıho kvadratického regulátoru. [14]

Lineárńı kvadratický regulátor minimalizuje kritérium

J =
∫ ∞

0
(xTQx + uTRu)dt, (3.27)

kde Q a R jsou námi zvolené váhové matice. Matice Q je čtvercová matice,
jej́ıž řád je roven řádu matice A. Matice Q penalizuje chyby stavu, tj. č́ım
větš́ı hodnota na řádku, t́ım rychleji regulátor odreguluje odchylku daného
stavu od požadované hodnoty.

Matice R je taktéž čtvercová matice, jej́ıž řád je roven počtu sloupc̊u
matice B. V našem př́ıpadě máme rozš́ı̌rený vektor stavu a systém má jeden
vstup, takže kritérium má tvar

J =
∫ ∞

0
(x∗TQx∗ + uT Ru)dt (3.28)

R je tedy skalár. Hodnota R penalizuje výkon aktuátoru, tedy č́ım větš́ı
hodnota, t́ım menš́ı je velikost vstupu, a t́ım pomaleǰśı je regulátor. V našem
př́ıpadě se snaž́ıme nej́ıt do extrémů a R zvoĺıme

R = 0.1 (3.29)
Q zvoĺıme jako diagonálńı matici, kde na diagonále budou prvky penali-

zuj́ıćı chyby jednotlivých stav̊u. Konkrétně

Q =



10 0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0
0 0 0 10 0 0 0
0 0 0 0 10 0 0
0 0 0 0 0 10 0
0 0 0 0 0 0 10


(3.30)
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K tomuto tvaru jsme dospěli zkombinováńım teoretických znalost́ı s prak-
tickými experimenty. Nyńı odvod́ıme konkrétńı hodnoty ześıleńı regulátoru.
Minimalizace kritéria (3.27) vede na stavovou zpětnou vazbu, kde

k∗T = R−1BT
u P , (3.31)

a P je řešeńım algebraické Riccatiovy rovnice

A∗TP + PA∗ − PBuB
T
u P + Q = 0 [14] (3.32)

Rovnici vyřeš́ıme softwarově v Matlabu př́ıkazem icare(). Vypočtené k∗

vycháźı

k∗T =
(

23.1574 −24.7881 −6.0803 21.3132 −3.847 −1.9949 −10
)

(3.33)
Neboli

kT =
(

23.1574 −24.7881 −6.0803 21.3132 −3.847 −1.9949
)

,

(3.34)
ki = −10 (3.35)

Póly ř́ızeného systému, tedy vlastńı č́ısla matice Az jsou pak

λz =



−5.5477 + 14.0642i
−5.5477 − 14.0642i
−1.5116 + 2.8788i
−1.5116 − 2.8788i

−2.0633
−0.89741 + 0.5932i
−0.89741 − 0.5932i


(3.36)

Vykresĺıme je do komplexńı roviny: (21)
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Obrázek 21: Póly ř́ızeného systému

V porovnáńı s póly neř́ızeného systému (3.16) jsme je posunuli v́ıce vlevo
v komplexńı rovině, č́ımž jsme sńıžili kmitavost systému a zvýšili robustnost
ve stabilitě.

Ještě ověř́ıme, zda je ześıleńı uzavřené smyčky skutečně jednotkové. Kom-
plementárńı citlivostńı funkce T je

T (s) = R(s)
Y (s) =

(
C 0

)
(sI − Az)−1Br (3.37)

Po vyč́ısleńı dostáváme přenos:

T (s) = 2.5 · (s2 + 0.08773s + 10.26) · (s2 + 10.31s + 225)
(s + 2.063) · (s2 + 1.795s + 1.157) · (s2 + 3.023s + 10.57) · (s2 + 11.1s + 228.6)

(3.38)
Dosad́ıme s = 0. Pak skutečně vycháźı

T (0) = 1 (3.39)
Provedeme simulaci odezvy systému na jednotkový skok na referenčńım

signálu který chceme ř́ıdit, což je naše požadovaná poloha voźıku. Do signálu
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ještě přivedeme skokovou poruchu na vstupu v čase 5 o amplitudě 0.5. Přitom
se dopoušt́ıme lehkého podvodu, nebot’ jsme si na začátku definovali, že
nemůžeme měřit všechny stavy a rekonstrukci stavu budeme řešit až později.
V simulačńım prostřed́ı je však podobným ”trik̊um“ dovoleno.

Odezvy můžeme vidět na obrázćıch (22a), (22b).
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Obrázek 22: Odezva ř́ızeného sytému na jednotkový skok a poruchu

Ještě vykresĺıme akčńı zásah do systému (23).

0 2 4 6 8 10

t(s)

-1

-0.5

0

0.5

1

1.5

2

x

r

porucha

u

Obrázek 23: Akčńı zásah do systému

Regulátor plynně dovede systém do požadovaného stavu, tedy voźık do
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požadované polohy přibližně za 5 sekund, přičemž jen velmi málo rozkmitá
kyvadla. Také velmi dobře zareagoval na poruchu.

Pokud bychom chtěli např́ıklad systém zrychlit, museli bychom upravit
námi zvolené návrhové parametry, v tomto př́ıpadě skalár váž́ıćı vstup R. My
jsme si v́ıce omezuj́ıćı podmı́nky předem nestanovili a považujeme plynuleǰśı
nájezd systému za lepš́ı už jen proto, že v reálném př́ıpadě bude vzhledem
k menš́ımu statickému ześıleńı lépe reagovat na poruchy, nepřesnosti modelu
či šum.

3.5 Citlivost uzavřené smyčky
Důležitým parametrem regulátoru je jeho robustnost, tedy schopnost reago-

vat na odchylky od očekávaných signál̊u, zp̊usobené např́ıklad nemodelovanými
poruchami, šumem, nepřesnost́ı modelu nebo dopravńım zpožděńım. Dobrým
ukazatelem robustnosti ve stabilitě jsou indexy bezpečnosti, konkrétněji
bezpečnost v ześıleńı Gm, bezpečnost ve fázi ϕm a disková bezpečnost (někdy
nazývanou bezpečnost ve stabilitě) sm.

Pro přenos otevřené smyčky plat́ı vztah

Fo =
(
kT −ki

)
(sI − Ai)−1Bu (3.40)

což je po dosazeńı

Fo = 7.9057 · (s2 + 0.08773s + 10.26) · (s2 + 10.31s + 225)
s · (s + 2.13) · (s + 14.08) · (s2 + 1.928s + 6.227) · (s2 + 13.09s + 212.5)

(3.41)
Bezpečnost v ześıleńı Gm a bezpečnost ve stabilitě Pm pak źıskáme z Bo-

deho charakteristiky otevřené smyčky př́ıkazem margin(Fo)
Dodáme, že pro dostatečně robustně stabilńı systém by mělo platit

Gm > 6 dB

ϕm > 40◦

sm > 0.5 [11, p.96]

(3.42)

LQR regulátor by pak měl dokonce automaticky garantovat bezpečnost
ve fázi ϕm = 60◦. [14]

Bodeho charakteristiku otevřené smyčky můžeme vidět na obrázku (24).
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Obrázek 24: Bodeho charakteristika otevřené smyčky

Kde jsou zobrazeny i indexy ve stabilitě

Gm = ∞

ϕm = 77.4◦
(3.43)

Nyquist̊uv graf otevřené smyčky je zobrazen na obrázku (25)
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Obrázek 25: Nyquist̊uv graf otevřené smyčky

a přibĺıžen na obrázku (26).
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Obrázek 26: Nyquist̊uv graf otevřené smyčky přibĺıžený
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Je vidět, že Nyquist nevstupuje do jednotkové kružnice, a tud́ıž

sm = 1. (3.44)
Systém je podle očekáváńı velmi robustńı. Celková kvalita ř́ızeńı však neńı

zaručena, protože neznáme přesné stavy.

3.6 Rekonstruktor stavu
V minulých kapitolách jsme úspěšně navrhli stavovou zpětnou vazbu,

nicméně bez znalosti stav̊u by nešla realizovat. Proto potřebujeme navrhnout
rekonstruktor stavu.

Rekonstruktor stavu je dynamický systém, který nám na základě vstupu
a výstupu systému umožňuje rekonstruovat jeho stavy.

Předpis identického rekonstruktoru stavu je

ˆ̇x = Ax̂ + Bu + L(y − ŷ)

ŷ = CTx,
[12, p.97] (3.45)

kde L je neznámý koeficient inovačńı zpětné vazby, který na základě
rozd́ılu skutečného výstupu a rekonstruovaného výstupu upravuje odhadovaný
stav. Po několika úpravách můžeme vztah přepsat do tvaru:

˙̂x = (A − LCT )x̂ + Bu + Ly (3.46)
Koeficienty matice L jdou správně přǐradit pouze tehdy, pokud je systém

(A,CT ) pozorovatelný. Tuto vlastnost jsme již dokázali výše. (3.2)
Matice (A − LCT ) představuje matici dynamiky rekonstrukce, proto ji

vyžadujeme stabilńı.

ε̇ = (A − LCT )ε (3.47)
Vlastńı č́ısla systému přǐrad́ıme pomoćı Sylvestrovy rovnice.

A − LCT ∼ M (3.48)
kde M bude mı́t náš požadovaný tvar. Póly bychom optimálně měli

mı́t rychleǰśı než je má systém. Po sérii experiment̊u jsme nakonec zvolili
šestinásobný pól
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λrek = −10 (3.49)
Matice M pak má tvar

−10 1 0 0 0 0
0 −10 1 0 0 0
0 0 −10 1 0 0
0 0 0 −10 1 0
0 0 0 0 −10 1
0 0 0 0 0 −10


(3.50)

Transponujeme rovnici (3.48) a dostáváme

AT − CLT ∼ M

Z podobnosti matic plyne

AT − CLT = XMX−1

ATX − CLTX = XM

Zvoĺıme LTX = H a dostaneme Sylvestrovu maticovou rovnici

ATX − CH = XM

Matici H můžeme zvolit téměř libovolnou. Zvolili jsme ji jako

HT =
(

1 1 1 1 1 1
)

(3.51)

ATX − XM − CH = 0
Pro náhodně zvolené H jsme pak schopni spoč́ıtat matici X př́ıkazem

lyap(), načež dostaneme transponovanou matici L.

LT = HX−1 (3.52)
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L =



49.275
965.1628
219.4852
727.942

−18491.6487
18036.1768


(3.53)

Zpětnou vazbu nyńı vedeme nikoli od stav̊u systému (ty neznáme), nýbrž
od výstup̊u rekonstruktoru stavu. Rekonstruktor implementujeme v Simu-
linku. Schéma ukazuje obrázek (27) a schéma implementace v Simulinku
obrázek (28).

r u x y

L

Obrázek 27: Schéma rekonstruktoru stavu
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Obrázek 28: Schéma rekonstruktoru stavu v Simulinku

Provedeme simulaci v Simulinku, kdy otestujeme stabilitu rekonstruktoru.
Zvoĺıme jiné počátečńı podmı́nky rekonstruktoru než nelineárńıho systému,
a uvid́ıme, zda a jak rychle rekonstruktor správně rekonstruuje stav. Pro
rekonstruktor budeme vždy volit počátečńı stav

x0 =
(

0 0 0 0 0 0
)

(3.54)
Stav reálného systému zvoĺıme trochu jiný, konkrétně

xs0 =
(

−0.01 π
24

π
12 0.01 − π

24 − π
12

)
, (3.55)

což fyzikálně znamená drobné vychýleńı kyvadel napravo a drobné vychýleńı
voźıku nalevo. Odchylky mezi rekonstruovaným stavem a skutečným stavem
označ́ıme ϵx a vykresĺıme (29).
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Obrázek 29: Odchylky skutečných a rekonstruovaných stav̊u

Ačkoliv odchylky jsou ze začátku malé, rekonstruktoru se ihned nepodař́ı
je správně odhalit a odchylky se prudce zvětš́ı. Po jedné sekundě však už
rekonstruktor identifikuje stavy správně. Odchylky na začátku jsou pochopi-
telně nežádoućı, nicméně nepodařilo se nám je v́ıce sńıžit. Vykresĺıme ještě
pr̊uběh stav̊u reálného systému:
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Obrázek 30: Časový vývoj reálných stav̊u
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Nyńı můžeme lépe popsat co se při rekonstrukci odehrávalo. Rekonstruktor
systém nejprve vybudil a až pak byl schopen správně rekonstruovat stavy.
Regulátoru pak trvalo přibližně 4 sekundy, než systém vrátil do počátečńıho
stavu.

Ačkoli bychom mohli být s rekonstruktorem spokojeni i v́ıce, pořád
splňuje sv̊uj účel. Od okamžiku, kdy rekonstruktor rekonstruuje stavy správně,
můžeme systém úspěšně ř́ıdit.
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4 Simulace v reálném čase

4.1 SIL simulace
Strategii ř́ızeńı, navrženou v minulých kapitolách je potřeba implementovat

do podoby použitelné reálnými softwarovými a hardwarovými prostředky.
Aplikujeme metodu software-in-the-loop (SIL), kdy model i regulátor otes-
tujeme v simulačńım prostřed́ı, nicméně tentokrát již v diskrétńım čase. Za
t́ımto účelem převedeme náš systém a regulátor do profesionálńıho softwaru
Rexygen, který je v pr̊umyslu použ́ıván na ř́ızeńı reálných zař́ızeńı. [15]

Soustavu nejprve diskretizujeme, přičemž jsme zvolili periodu vzorkováńı
T = 0.01s. Provedeme to v Matlabu př́ıkazem c2d(sys,0.01).

Diskretizované matice systému vyšly

Ad =



1 0.00014393 2.661 · 10−6 0.0099938 5.3205 · 10−6 −2.3853 · 10−6

0 0.99404 0.0047168 1.2231 · 10−5 0.009681 0.00021345
0 0.0056602 0.99431 2.7134 · 10−7 0.00032745 0.0097687
0 0.028463 0.00080246 0.99875 0.0010951 −0.00046472
0 −1.1711 0.92426 0.0024187 0.93538 0.043469
0 1.1091 −1.1175 8.1828 · 10−5 0.06615 0.95267


(4.1)

Bd =



1.2486 · 10−5

−2.4462 · 10−5

−5.4269 · 10−7

0.0024958
−0.0048374
−0.00016366


(4.2)

Matice Cd je stejná jako jej́ı spojitá podoba.
Také jsme převedli rekonstruktor stavu na stavový popis a ten následně

diskretizovali s toutéž periodou. Matice dynamiky rekonstruktoru Ard je
v diskretizované podobě
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Ard = A − LCT =

0.58473 0.00012211 2.3557 · 10−6 0.0077953 4.5291 · 10−6 −2.0212 · 10−6

−6.7582 0.99364 0.0047112 −0.038259 0.0096668 0.00021998
−2.4605 0.005547 0.99431 −0.01193 0.00032335 0.0097706
−5.6727 0.028153 0.00079808 0.96787 0.0010838 −0.00045954
139.9524 −1.1633 0.92437 0.77266 0.93566 0.043339

−135.5692 1.1015 −1.1176 −0.74797 0.065875 0.9528


(4.3)

Vstupńı matice Brd je pak

Brd =
(
B L

)
=



1.0602 · 10−5 0.41527
−5.8291 · 10−5 6.7582
−1.0309 · 10−5 2.4605

0.002469 5.6727
−0.0041654 −139.9524
−0.00081714 135.5692


(4.4)

Protože chceme pozorovat všechny výstupy rekonstruktoru, tedy všechny
stavy, pak je Crd = I.

Následně provedeme simulaci a ověř́ıme shodnost simulačńıch výsledk̊u
z Rexygenu a za Matlabu. Schéma zapojeńı v Rexygenu ukazuje obrázek (31).

Obrázek 31: Schéma soustavy v Rexygenu
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V Rexygenu jsme naměřili odezvu na jednotkový skok a data pak načetli
v Matlabu, kde jsme je porovnali s odezvou systému. Porovnáńı můžeme vidět
na obrázku (32).
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Obrázek 32: Porovnáńı model̊u v Rexygenu a v Simulinku

Odezvy se překrývaj́ı, tedy reimplementace v Rexygenu byla úspěšná.

4.2 HIL simulace
Naš́ım finálńım krokem bude Hardware-in-the-loop simulace (HIL), kdy

budeme stále pracovat s modelem systému, ten však již bude fungovat na
separátńım zař́ızeńı - Raspberry Pi doplněným o desku Monarco HAT. Re-
gulátor s rekonstruktorem stavu nahrajeme na druhé Raspberry Pi. Monarco
umožňuje vytvořit velmi přesnou náhradu pr̊umyslové komunikace, nebot’
poskytuje možnost komunikace přes vstupně výstupńı analogové porty nebo
i přes sběrnici pomoćı pokročilých komunikačńıch protokol̊u. My implemen-
tujeme komunikaci, kde budeme výstup systému (poloha voźıku) a výstup
regulátoru (akčńı zásah) reprezentovat analogovým napět́ım, omezeným na
0-10 V.
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Tato simulačńı technika je vhodná, nebot’ má již velmi bĺızko k ř́ızeńı
reálného systému, protože zde zahrnujeme daľśı poruchy jako např́ıklad šum
měřeńı či chyby v přepočtu digitálńı hodnoty na hodnotu analogovou. [16]
Hlavńı odlǐsnost je pouze v použit́ı modelu systému namı́sto reálného zař́ızeńı.

Zař́ızeńı a jejich propojeńı ukazujeme na obrázku (33).

Obrázek 33: Raspberry Pi

V Rexygenu vytvoř́ıme dva separátńı programy - systém (34) a re-
gulátor (35).

Obrázek 34: Schéma modelu sytému v Rexygenu
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Obrázek 35: Schéma regulátoru v Rexygenu

Jak již bylo řečeno, do systému přicháźı na vstup analogové napět́ı 0-10
V, které se lineárně přepočte na akčńı zásah. Ten jsme omezili na interval
⟨−5 N, 5 N⟩, protože při menš́ım omezeńı byl akčńı zásah v́ıce ovlivňován
šumem, což dohánělo systém až do nestability. Výstupem systému je poloha
voźıku, kterou jsme z obdobných d̊uvod̊u omezili na ⟨−0.2 m, 1.2 m⟩. Ta se pak
přepočte lineárně na napět́ı 0-10 V. Totožné přepočty prob́ıhaj́ı i v druhém
programu s regulátorem. Na vstup systému ještě přicháźı digitálńı signál,
který nám umožňuje v př́ıpadě potřeby resetovat model.

V daľśım kroku nahrajeme programy na ćılové zař́ızeńı a otestujeme
správné chováńı systému.

Naměř́ıme odezvu odhadu stav̊u na jednotkový skok (36):

0 2 4 6 8 10

-0.2

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

1.2
Zobecnene souradnice rexygen

Reference

x
0

1

2
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Obrázek 36: Přechodová charakteristika systému v Rexygenu
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a ještě vykresĺıme akčńı zásah (37).
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Obrázek 37: Akčńı zásah regulátoru v Rexygenu v reakci na jednotkový skok

Již při letmém pohledu můžeme vidět odlǐsnost simulace v simulačńım
prostřed́ı (22) a HIL simulace v reálném čase, z d̊uvodu p̊usobeńı šumu měřeńı.
Ten je zp̊usobený komunikaćı s napět’ovou reprezentaćı signálu. Na základě
šumu je pak nesprávně rekonstruován stav a regulátor systém rozkmitává.
Pokoušeli jsme se jej minimalizovat filtry a změnou parametr̊u regulátoru,
ale lepš́ıho výsledku jsme nedosáhli. Možným pokusem řešeńı problému by
bylo rozš́ı̌rit rekonstruktor stavu o model šumu.

Regulace tedy neńı dokonalá, protože akčńı zásah drobně bud́ı pohyb
ramen kyvadla i po dojezdu voźıku na požadovanou hodnotu. Nicméně,
samotný dojezd na požadovanou hodnotu je i v simulaci v reálném čase
plynulý a regulátor v tomto duchu splňuje sv̊uj účel.
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5 Závěr
V kapitole modelováńı jsme rozeb́ırali r̊uzné př́ıstupy vytvořeńı modelu

systému, které jsme následně aplikovali na portálový jeřáb. Nejprve jsme
ho modelovali jako dvojité kyvadlo na voźıku a poté jako sférické kyvadlo.
Oba modely jsme vytvořili r̊uznými zp̊usoby: ručńım odvozeńım matematicko-
fyzikálńım modelováńım pomoćı Lagrangeovy metody, dále softwarovým
odvozeńım opět vycházej́ıćım z Lagrangeovy metody a nakonec jsme se-
stavili model v Simscapu. Porovnáńım odezev jsme zjistili, že jsou modely
ekvivalentńı. V př́ıpadě modelu sférického kyvadla jsme se však potýkali s
problémy prameńıćımi z nejednoznačnosti reprezentace prostorové rotace,
přičemž vyřešeńı tohoto problému by př́ılǐs zkomplikovalo model, a proto jsme
dále analyzovali pouze model rovinného kyvadla.

V kapitole ř́ızeńı modelu jsme zvolili metodu ř́ızeńı stavovou zpětnou
vazbou, kterou jsme navrhli pomoćı LQR kritéria. Vzhledem k absenci měřeńı
stavu jsme museli navrhnout též rekonstruktor stavu. Chováńı ř́ızené soustavy
jsme poté experimentálně ověřili v simulačńım prostřed́ı.

V posledńı kapitole jsme pak model systému a regulátor implementovali na
dvou separátńıch zař́ızeńıch Raspberry Pi doplněných o desku Monarco HAT,
které mezi sebou komunikovaly napět’ovými analogovými signály. Podařilo se
nám dosáhnout podobného chováńı soustavy jako v simulačńım prostřed́ı až
na narušeńı signálu šumem.

Na práci lze do budoucna navázat kombinovaným ř́ızeńım pomoćı zpětné
a dopředné vazby, kde dopředná vazba bude obsahovat tvarovaćı filtr. Daľśım
krokem pak může být ř́ızeńı samotného reálného sytému.
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[1] Jindřich Duńık. Identifikace systém̊u a filtrace. https://dspace5.zcu.

cz/handle/11025/29322, 2018. Naposledy navšt́ıveno 24. 4. 2023.
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˜msvejda/URM/materialy, 2012. Naposledy navšt́ıveno 24. 4. 2023,
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aldebaran.cz/studium/, 2016. Naposledy navšt́ıveno 7. 5. 2023.
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Př́ıloha A Vyjádřeńı zobecněných zrychleńı

ẍ0 = A

B
, kde

A = 2 l1 l2 m1 f (t) + l1 l2 m2 f (t) + g l1 l2 m1
2 sin (2 θ1 (t)) − b1 l2 m2 cos (θ1 (t) − 2 θ2 (t)) ∂

∂t
θ1 (t)

− b2 l2 m2 cos (θ1 (t) − 2 θ2 (t)) ∂

∂t
θ1 (t) + b2 l2 m2 cos (θ1 (t) − 2 θ2 (t)) ∂

∂t
θ2 (t) + 2 b1 l2 m1 cos (θ1 (t)) ∂

∂t
θ1 (t)

+ b1 l2 m2 cos (θ1 (t)) ∂

∂t
θ1 (t) − b2 l1 m1 cos (θ2 (t)) ∂

∂t
θ1 (t) + 2 b2 l2 m1 cos (θ1 (t)) ∂

∂t
θ1 (t) + b2 l1 m1 cos (θ2 (t)) ∂

∂t
θ2 (t)

− b2 l1 m2 cos (θ2 (t)) ∂

∂t
θ1 (t) − 2 b2 l2 m1 cos (θ1 (t)) ∂

∂t
θ2 (t) + b2 l2 m2 cos (θ1 (t)) ∂

∂t
θ1 (t) + b2 l1 m2 cos (θ2 (t)) ∂

∂t
θ2 (t)

− b2 l2 m2 cos (θ1 (t)) ∂

∂t
θ2 (t) + b2 l1 m1 cos (2 θ1 (t) − θ2 (t)) ∂

∂t
θ1 (t) − b2 l1 m1 cos (2 θ1 (t) − θ2 (t)) ∂

∂t
θ2 (t)

+ b2 l1 m2 cos (2 θ1 (t) − θ2 (t)) ∂

∂t
θ1 (t) − b2 l1 m2 cos (2 θ1 (t) − θ2 (t)) ∂

∂t
θ2 (t) − 2 b0 l1 l2 m1

∂

∂t
x0 (t) − b0 l1 l2 m2

∂

∂t
x0 (t)

− l1 l2 m2 cos (2 θ1 (t) − 2 θ2 (t)) f (t) + 2 l1
2 l2 m1

2 sin (θ1 (t))
(

∂

∂t
θ1 (t)

)2

+ b0 l1 l2 m2 cos (2 θ1 (t) − 2 θ2 (t)) ∂

∂t
x0 (t)

+ g l1 l2 m1 m2 sin (2 θ1 (t)) + 2 l1
2 l2 m1 m2 sin (θ1 (t))

(
∂

∂t
θ1 (t)

)2

+ l1 l2
2 m1 m2 sin (θ2 (t))

(
∂

∂t
θ2 (t)

)2

+ l1 l2
2 m1 m2 sin (2 θ1 (t) − θ2 (t))

(
∂

∂t
θ2 (t)

)2

B = l1 l2 (2 m0 m1 + m0 m2 + m1 m2 + m1
2 − m1

2 cos (2 θ1 (t)) − m0 m2 cos (2 θ1 (t) − 2 θ2 (t)) − m1 m2 cos (2 θ1 (t)))

θ̈1 = C

D
, kde

C = − (2 b1 l2 m0
∂

∂t
θ1 (t) + 2 b1 l2 m1

∂

∂t
θ1 (t) + 2 b2 l2 m0

∂

∂t
θ1 (t) + b1 l2 m2

∂

∂t
θ1 (t) − 2 b2 l2 m0

∂

∂t
θ2 (t) + 2 b2 l2 m1

∂

∂t
θ1 (t)

− 2 b2 l2 m1
∂

∂t
θ2 (t) + b2 l2 m2

∂

∂t
θ1 (t) − b2 l2 m2

∂

∂t
θ2 (t) − b1 l2 m2 cos (2 θ2 (t)) ∂

∂t
θ1 (t) − b2 l2 m2 cos (2 θ2 (t)) ∂

∂t
θ1 (t)

+ b2 l2 m2 cos (2 θ2 (t)) ∂

∂t
θ2 (t) + l1

2 l2 m1
2 sin (2 θ1 (t))

(
∂

∂t
θ1 (t)

)2

+ 2 b2 l1 m0 cos (θ1 (t) − θ2 (t)) ∂

∂t
θ1 (t)

− 2 b2 l1 m0 cos (θ1 (t) − θ2 (t)) ∂

∂t
θ2 (t) + b2 l1 m1 cos (θ1 (t) − θ2 (t)) ∂

∂t
θ1 (t) − b2 l1 m1 cos (θ1 (t) − θ2 (t)) ∂

∂t
θ2 (t)

+ b2 l1 m2 cos (θ1 (t) − θ2 (t)) ∂

∂t
θ1 (t) − b2 l1 m2 cos (θ1 (t) − θ2 (t)) ∂

∂t
θ2 (t) − l1 l2 m2 f (t) cos (θ1 (t) − 2 θ2 (t))

+ 2 g l1 l2 m1
2 sin (θ1 (t)) + 2 l1 l2 m1 cos (θ1 (t)) f (t) + l1 l2 m2 cos (θ1 (t)) f (t) − b2 l1 m1 cos (θ1 (t) + θ2 (t)) ∂

∂t
θ1 (t)

+ b2 l1 m1 cos (θ1 (t) + θ2 (t)) ∂

∂t
θ2 (t) − b2 l1 m2 cos (θ1 (t) + θ2 (t)) ∂

∂t
θ1 (t) + b2 l1 m2 cos (θ1 (t) + θ2 (t)) ∂

∂t
θ2 (t)

− 2 b0 l1 l2 m1 cos (θ1 (t)) ∂

∂t
x0 (t) − b0 l1 l2 m2 cos (θ1 (t)) ∂

∂t
x0 (t) + l1 l2

2 m1 m2 sin (θ1 (t) + θ2 (t))
(

∂

∂t
θ2 (t)

)2



+ l1
2 l2 m1 m2 sin (2 θ1 (t))

(
∂

∂t
θ1 (t)

)2

+ g l1 l2 m0 m2 sin (θ1 (t) − 2 θ2 (t)) + 2 l1 l2
2 m0 m2 sin (θ1 (t) − θ2 (t))

(
∂

∂t
θ2 (t)

)2

+ l1 l2
2 m1 m2 sin (θ1 (t) − θ2 (t))

(
∂

∂t
θ2 (t)

)2

+ b0 l1 l2 m2 cos (θ1 (t) − 2 θ2 (t)) ∂

∂t
x0 (t) + 2 g l1 l2 m0 m1 sin (θ1 (t))

+ g l1 l2 m0 m2 sin (θ1 (t)) + 2 g l1 l2 m1 m2 sin (θ1 (t)) + l1
2 l2 m0 m2 sin (2 θ1 (t) − 2 θ2 (t))

(
∂

∂t
θ1 (t)

)2

D = l1
2 l2 (2 m0 m1 + m0 m2 + m1 m2 + m1

2 − m1
2 cos (2 θ1 (t)) − m0 m2 cos (2 θ1 (t) − 2 θ2 (t)) − m1 m2 cos (2 θ1 (t)))

θ̈2 = E

F
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E = b2 l1 m1
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∂t
θ1 (t) − b2 l2 m2

2 cos (θ1 (t) − θ2 (t)) ∂
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∂t
θ2 (t) + 2 b2 l1 m1 m2

∂
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