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Abstrakt

Tato préace se zabyva celym procesem navrhu vhodného rizeni portalového
jerabu véetné vytvoreni modelu systému. Model je odvozen ruc¢nim vypoctem
pomoci Lagrangeovy metody, coz je nasledné ovéreno vypoctem v Matlabu
a Maplu. Model je pak sestaven i v Simscapu z blokl predstavujicich realné
komponenty a vysledky jsou porovnany. Model systému je pak preveden do
stavového popisu, na zakladé ¢ehoz bylo navrhnuto fizeni stavovou zpétnou
vazbou. Nakonec je fizena soustava implementovana na mikropocitacich
Raspberry Pi, coz umoznuje simulace v realném case. Ty jsou poté porovnany
se simulacemi na lokalnim zafizeni.

Klicova slova

portalovy jetab, dvojité kyvadlo na voziku, zpétnovazebni fizeni, stavova
zpétna vazba, LQR regulator, fizeni v realném case, Lagrangeova mechanika



Abstract

This thesis deals with the entire process of designing suitable control for
a portal crane, including the creation of a model of a plant. The model is
derived through manual calculation using the Lagrange method, which is
subsequently verified through computation in Matlab and Maple. The model
is then assembled in Simscape using blocks representing real components and
the results are compared. The system model is then converted to a state
space model, based on which state feedback control is designed. Finally, the
controlled system is implemented on Raspberry Pi microcomputers, enabling
simulations in real-time, which are ultimately compared to simulations on a
local device.

Keywords

gantry crane, double pendulum on a cart, feedback control, state feedback,
LQR controller, real-time control, Lagrangian mechanics



Obsah

1 Uvod 1
2 Modelovani 2
2.1 Mechatronické systémy . . . . .. ..o 3
2.2 Portalovy jerdb . . . . . ... 3
2.3 Dvojité kyvadlo na voziku . . . .. .. ..o 4

2.3.1 Odvozeni modelu dvojitého kyvadla na voziku ru¢nim
vypottem . . . ... 5

2.3.2 Softwarovy vypocet modelu dvojitého kyvadla na voziku 12
2.3.3 Implementace modelu dvojitého kyvadla na voziku v Si-

mulinku . . ... 19

2.3.4 Simscape dvojitého kyvadla na voziku. . . . . . .. .. 20

2.3.5  Porovnani modelti dvojitého kyvadla na voziku . . . . . 21

2.4 Sférické kyvadlo . . . . ... oo 24
2.4.1 Odvozeni modelu sférického kyvadla ru¢nim vypoctem 24

2.4.2  Softwarovy vypocet modelu sférického kyvadla . . . . . 27

2.4.3 Implementace modelu sférického kyvadla v Simulinku . 29

2.4.4 Simscape sférick¢ho kyvadla . . . . . .. ... 29

2.4.5 Porovnani modelt sférického kyvadla . . . . . . .. .. 30

2.5 Shrnuti. . . ... .. 32

3 Rizeni modelu 33
3.1 Linearizace systému . . . . . . . .. ... ... 33
3.2 Riditelnost, pozorovatelnost a stabilita . . . . . . ... .. .. 37
3.3 Prenossystému . . . . . .. .. ... o 39
3.4 Stavova zpétna vazba . . . . . ... .. 42
3.5 Citlivost uzaviené smycky . . . . ... ... ... ... ... 48
3.6 Rekonstruktor stavu . . . .. ... .00 51

4 Simulace v realném case 57
4.1 SILsimulace . . . . . .. ... oo 57
4.2 HIL simulace . . . ... ... .. ... ... 59

5 Zavér 63

A Vyjadreni zobecnénych zrychleni 66



Seznam obrazku

— = O 00 1 O Ui W N -
i)

—
[N

—_
w

14

15
16
17
18
19
20
21
22
23
24
25
26
27
28
29
30
31
32

Portalovy jetab . . . . . .. ..o 3
Schéma fyzikalniho modelu dvojitého kyvadla na voziku. . . . 5
Schéma modelu dvojitého kyvadla na voziku v Simulinku . . . 20
Schéma modelu dvojitého kyvadla na voziku v Simscapu . . . 20
Vizualni zobrazeni modelu v Simscapu . . . . . .. .. .. .. 21
Porovnani odezvy modeli na jednotkovy skok . . . . ... .. 22
Odezva na pocateéni podminky systému . . . . . . ... ... 23
Schéma fyzikalniho modelu sférického kyvadla . . . . . . . .. 24
Implementace sférického kyvadla v Simulinku . . . . . . . .. 29
Implementace sférického kyvadla v Simscapu . . . . . . . . .. 29
Odezva sférického kyvadla na poc¢atecni podminky s nulovymi

rychlostmi . . . . . . ... L 30
Odezva sférického kyvadla na pocdtecni podminky s nenulovou

rychlosti ¢ . . . . . .. 31
Porovnani odezev nelinearniho a linearizovaného modelu na

jednotkovy skok . . . . ..o 36
Porovnéani odezev nelinearniho a linearizovaného modelu na

pocateéni podminky . . . . ... 37
Poly systému . . . . . . ..o 39
Bodeho diagram ptenosu Py . . . . . .. .. ... 40
Bodeho diagram ptenosu P, . . . . . ... ... 41
Bodeho diagram prenosu P, . . . . . . . ... ... ... ... 41
Schéma stavové zpétné vazby . . . .. . ..o 42
Schéma rozsiteného modelu . . . . . . ... ... 43
Poly fizeného systému . . . . . .. ..o 46
Odezva tizeného sytému na jednotkovy skok a poruchu . . . . 47
Akeni zadsah do systému . . . ... 47
Bodeho charakteristika oteviené smyc¢ky . . . . ... .. ... 49
Nyquistuv graf oteviené smycky . . . . . ... ... ... ... 50
Nyquistiv graf oteviené smycky ptiblizeny . . . . . . . . . .. 50
Schéma rekonstruktoru stava . . . . . ... ... 53
Schéma rekonstruktoru stavu v Simulinku . . . . . . ... .. 54
Odchylky skute¢nych a rekonstruovanych stava . . . . . . .. 55
éasovy vyvoj redlnych stava . . . . ... .o 55
Schéma soustavy v Rexygenu . . . . ... ... .. .. ..., 58

Porovnani modeli v Rexygenu a v Simulinku. . . . . . . . .. 59



33
34
35
36
37

Raspberry Pi . . . . .. . oo 60

Schéma modelu sytému v Rexygenu . . . . . . . .. .. .. .. 60
Schéma regulatoru v Rexygenu . . . . .. . .. ... ... .. 61
Prechodova charakteristika systému v Rexygenu . . . . . . . . 61

Akéni zasah regulatoru v Rexygenu v reakci na jednotkovy skok 62



1 Uvod

Pouziti zpétné vazby je nezbytnou soucasti moderniho automatického fizeni.
Ackoliv si to mnohdy neuvédomujeme, zpétnovazebni rizeni se vyskytuje vSude
kolem nés. Mnoho lidi si pod jeho pouzitim predstavi velmi pokrocilé stroje,
dopravni prostredky, kosmické rakety ¢i balistické stiely, ale ve skute¢nosti
se dnes zpétna vazba vyskytuje ve vSemoznych technologiich, pricemz jeji
pouziti je velmi casto pred uzivatelem skryto. Napriklad takovy pomérné
jednoduchy ptistroj, jako je zehlicka, se neobejde bez PI regulatoru teploty.
Podobné se zpétnovazebni tizeni pouziva v domécnosti i v dalsich elektrickych
spottebicich — v troubach, v prackach nebo i v kotlech.

Mnoho z téchto zatizeni muzeme zaradit do zvlastni skupiny mechatro-
nickych systémt, nebot se v nich kombinuji odvétvi elektroniky, mechaniky,
informatiky a automatického Tizeni. K tspésnému Tizeni téchto systémii
je potfebujeme popsat modelem, ktery vhodné popisuje dilezité vztahy
a zakonitosti zarizeni. Ten nam umozni ziskat vétsi vhled do systému, po-
skytuje moznosti analyzy a predevsim moznost predikovat jeho chovani do
budoucna. Model je zjednoduseni slozité reality a nikdy nemuze byt tplné
presny. Velmi tézkym tkolem je rozhodnout, jak podrobny ma model byt,
které detaily je nutné do néj zahrnout, respektive vypustit. Nalezeni vhodného
modelu tak byva casto jesté obtiznéjsi nez navrhnuti ridiciho algoritmu.

Metod, jak navrhnout spravné rizeni, je mnoho a velmi casto je mozné
stejné kvalitniho vysledku dosahnout riznymi cestami. Drtiva vétsina z téchto
cest vsak vyuziva ptihodnych vlastnosti vyse zminéné zpétné vazby. Zpétna
vazba umoznuje reagovat na nemodelované jevy, Sum a jiné poruchy a zvysuje
robustnost fizeného systému viici zménam. I pres tyto skvélé vlastnosti je
viak velmi nebezpecénd, nebof miize destabilizovat jinak stabilni systém.

V této préaci rozebirdme cely proces modelovani a tizeni, pricemz vybrané
metody primo aplikujeme na mechatronicky systém — portalovy jerab.

V kapitole 2 se zabyvame vytvorenim modelu systému, pricemz matema-
ticky model odvozujeme z fyzikalnich zakoni pomoci Lagrangeovy mechaniky.

V kapitole 3 se zabyvame zvolenim vhodné metody rizeni modelu.

Simulace v simula¢nim prostiedi a na redlném zarizeni neptrinasi vlivem
nemodelovanych poruch tplné totozné vysledky, a proto ¢astym mezikrokem
byva simulace, ve které model a regulator funguji na separatnich zatizenich
a komunikuji mezi sebou analogovymi signédly. Timto se zabyvame v kapitole 4.



2

Modelovani

Modelovani je obecné siroky pojem, zasahujici do vSsemoznych oblasti
lidské ¢innosti. V automatickém tizeni se omezujeme predevsim na modely
dynamickych systémt. Zakladnimi druhy takovychto modeli jsou

Modely mentalni nebo intuitivni, které jsou zalozeny na nasi intuici.
Tabulky nebo grafy

Matematické modely, které popisuji problém pomoci matematickych
vztahll a rovnic, nejc¢astéji pomoci rovnic diferencidlnich nebo dife-
rencnich. [1, p. 4]

Nejpresnéjsimi typy modelt jsou ve velké vétsiné pripadii modely matematické,

vvvvvv

Za ucelem vytvoreni matematického modelu je nejprve vhodné si zvolit,
jakym zpusobem budeme chapat systém:

1.

White box model - Predpokladame, ze model systému mizeme kompletné
odvodit pomoci fyzikalnich, chemickych, ekonometrickych ¢i jinych
zakonu a vztaht. Jedna se tedy o analyticky ptistup. Jeho vyhodou je
globalni platnost modelu, teoreticky vysoka presnost a moznost vétsiho
vhledu do systému, nebot ten je popsan nikoli parametry s nezndmym
smyslem, nybrz parametry se zjevnou, naptiklad fyzikalni, podstatou.
Nevyhodou je naopak casto velmi vysoka slozitost sestaveni modelu.

Black box model - K systému pristupujeme jako k neznamé krabicce, do
které pustime vstup a z niz mérime vystup. Hlubsi struktura systému je
nam neznamd. Matematické modely se pak pokousime sestrojit pomoci
experimentalni identifikace systému, kdy se na zékladé vhodné zvolenych
vstupnich signalti a méreni vystupniho signdlu snazime odvodit zévislost
mezi vstupem a vystupem. Vyhodou je jednoduchost pristupu a Sirsi
skala aplikovatelnosti. Nevyhodou je naopak lokalni platnost a absence
hlubsiho vhledu do systému.

Grey box model - Kombinuje oba pristupy. Experimentalné identifiku-
jeme data, ovSéem na zakladé apriorni informace o systému.

[, p. 5]



2.1 Mechatronické systémy

Mechatronika je rozsdhld véda, sjednocujici principy mechaniky, elek-
trotechniky, informatiky a automatického tizeni za ucelem konstruovani
uéinngjsich a spolehlivéjsich systémi. [2, p. 16] Klicovymi prvky mechatroniky
jsou modelovani fyzického systému, senzory a aktuatory, systémy a signély,
pocitacové systémy a sbér dat. V mnoha zafizenich kombinujeme tyto prvky
a ty se pak nazyvaji mechatronické systémy. [3, p. 22] Jsou to tfeba pevny
disk, pramyslovy robot, digitdlni fotoaparét [, p. 1] nebo treba nds portélovy
jerab.

Vzhledem ke znamé fyzikalni podstaté mechatronickych systémii, je ve
vétsiné pripadl nejvhodnéjsi pristupovat k systému jako k white boxu, a tedy
je nejvhodnéjsi pokusit se vytvorit matematicky model systému na zakladé
matematicko-fyzikalnitho modelovani.

2.2 Portalovy jerab

Portalovy jerab se sklada ze dvou stojin, pevné spojenych mostem. Po
mosté jezdi vozik, tzv. ,kocka”. Na kocce je zavéseno lano, s tchytnym
zalizenim dole, kterym lze uchopit zavazi.

Obrazek 1: Portélovy jetdb [7]



Budeme se snazit zachovat co nejvyssi presnost modelu, na druhou stranu
vsak chceme ponechat model jednoduchy, abychom snizili vypocetni slozitost.
Tedy, je vhodné zanedbat veli¢iny a sily, které maji na nas systém nepatrny vliv,

Logické by se mohlo zdat modelovat jetab jako jednoduché kyvadlo na
voziku. Muze to znit jako vhodna aproximace, nicméné v praxi se c¢asto
ukazuje nutnost modelovat i ohebnost lana, a tedy byva zvykem soustavu
modelovat jako dvojité kyvadlo. [0]

2.3 Dvojité kyvadlo na voziku

Budeme tedy portalovy jerab aproximovat modelem dvojitého kyvadla
na voziku. Voziku, pohybujicim se po mosté jerabu, prifadime hmotnost my.
Zéavazi budeme modelovat hmotnym bodem o hmotnosti msy. Ohebné lano
pak budeme modelovat dvéma nehmotnymi tycemi o délkéch [y a Iy, pricemz
jeho hmotnost m; vycentrujeme do jediného bodu na spojnici téchto ty¢i,
coz je zaroven bod, kde budeme modelovat ohyb. Protoze tyc¢e uvazujeme
nehmotné, neuvazujeme ani momenty setrvacnosti.

Zvolime si rovinny souradnicovy systém [x,y] tak, aby vozik jezdil po ose
x a osa y, kolma na x, smétovala svisle vzhiru, tedy ve sméru nejvétsiho
naristu potencialni energie.

Nasledné si zvolime zobecnéné souradnice, které budou jednoznacné popi-
sovat polohovou konfiguraci soustavy. Polohu voziku popiseme jednoznacné
uhlem #; mezi ty¢i [; a osou y a polohu zavazi pak obdobné popiseme thlem
0y mezi tyc¢i [y a osou y. Pomocny thel 9~2 = 0, — 0, pak bude vyznacovat
ohyb v lané. Model je zobrazen na obrazku (2).



my [.’30, 0]

\ 4

ms [372, yZ]
Obréazek 2: Schéma fyzikalniho modelu dvojitého kyvadla na voziku

V dalsich krocich se pokusime matematicky model odvodit riznymi
zpusoby. Nejprve se pokusime model odvodit ,,ruéné na zédkladé Lagrangeovy
metody. Poté se pokusime odvodit tentyz model za pomoci softwarovych
nastroju Matlab [7] a Maple [3] a porovndme vysledné rovnice s rovnicemi
ziskanymi ruénim odvozenim. Vysledné rovnice pak implementujeme do Si-
mulinku, softwarového nastroje, patrictho pod Matlab, slouziciho k simulaci
dynamickych systémi.

Nakonec sestavime model z funkénich blokia v Matlabovském toolboxu
Simscape a simulaci ovérime shodnost tohoto modelu s modelem v Simulinku.

2.3.1 Odvozeni modelu dvojitého kyvadla na voziku ru¢nim vypoctem

Abychom odvodili diferencialni rovnice popisujici systém, vyuzijeme
Lagrangeovy metody (nékdy také znamé jako Euler-Lagrangeova). Jeji od-
vozeni vychézi z funkcionalni analyzy a varia¢niho poc¢tu. Princip spociva



v stanoveni takzvaného Lagrangianu systému jako néjaké kombinace jeho
druhii energii, pricemz konkrétné v mechanice plati pro Lagrangian vztah

L=T-V (2.1)
[9, p. 12], kde T je kinetickd a V' je potencidlni energie systému. Z Lagrangianu
pak lze odvodit diferencialni rovnice na zakladé Lagrangeovych rovnic
d ( oL ) oL 0D

dt \ 9qy, 0q. Oy Ji (22)

Kde ¢ jsou zobecnéné souradnice, D je disipativni neboli ztratova ener-
gie a f je zobecnéna vnéjsi sila puisobici na téleso ve sméru zobecnéné
souradnice qy.

Nejprve vyjadiime kartézské souradnice hmotnych bodi o hmotnostech
mg, My, Mo pomoci zobecnénych souradnic nasledovné:

Zo, Yo = 07
T =g+ ll sin 6)1, Y1 = —ll COS 01, (23)
To = Tg + ll sin 91 + l2 sin 92, Yo = —ll COS 91 — lg COS 92

Vypocteme jesté derivace téchto souradnic podle ¢asu, tedy rychlosti
hmotnych bodt 0, 1 a 2 ve sméru os = a y.

1‘07 ?JO = 07
jﬁ'l = jﬁ'o + ll COS 0191, yl = ll sin 9191, (24)

To = To + [ cos 0,6, + I cos 6292, Yo = [y sin 0,6, + I sin Oo05

Kinetickou energii systému sestavime jako soucet kinetickych energii vSech
hmotnych bodt, tedy



T == Tg + Tl + TQ, (25)

kde
1
Ty = 2m0x0,
1 1 : j )2
T1 5 (.Tl + y1> 27711((3?0 + ll COS 9191) (ll sSin 6191) )
1 L o, L 2
=3 mydg + mydoly cos 61601 + 2m1l cos 919 + 2m1l sin 019

= imlxg + mll"oll COS (9101 + imll%H%,

1 . )
Ty = §m2(ﬂ?§ +153)

1 . . . .
= 53 {(:1':0 + 1y cos 0160, + I3 cos 0305)* + (11 sin 0,0 + Iy sin 9292)2}

1 1
= 2m2:p0 + mgl'oll COS 0101 + mgl'olz COS 9292 + 2m2l29 + 9 2[292

+ mglllg COS 01 COS 929192 + m2l1l2 sin (91 sin 929192
Abychom vyraz zjednodusili, vyuzijeme znadmého souc¢tového vzorce

cosx cosy + sinz siny = cos(z — y). (2.6)

Pak mtizeme psat

*mgl"g + mgit'oll COS 91(91 + mg.’il'olg COS 92(92 + 57@[%9%

T2:2

+ imglgeg + m211129192 005(91 — 6‘2)

Dosadime do vztahu (2.5) a dostavame findlni tvar kinetické energie



1
T = —moi +

1 . 1 :
5 *mli’g + mlllit'o COS 9191 + *mll%Q% + *mgil.?g

2 2 2

+ mgll.i?() COS 9191 + mglgio COS 92‘92 + imgl%Q% (27)

+ §mgl§93 + m2l1129192 cos(91 — 92)

Potencialni energii soustavy taktéz spoc¢teme jako soucet potencialnich energii
vsech hmotnych bodt, pricemz hladinu nulové potencidlni energie bude tvotit

osa T.

V=Vo+ Vi + Vo =0—mqgly costy —mag(ly cosby + I3 cos by) (2.8)
Lagrangian je pak

L=T-V =

1 1 . 1 :
= imol'g + §m1x3 + mllljfo COS 9161 + imllfef + §m2:1:3

. . 1 . 1 :
+ m2l1j:0 COS 9191 + mQZQ.CiZO COS 9292 + imglfo + §m2159§+

+ mglylo616, cos(By — 02) 4+ magly cos By + mag(ly cos 0y + Iy cos By)

—_

§(mo +my + mg)l'g +

+ (m1 + mg)llj]() COS 0191 + mglgi’o COS ‘9292 + m2l1l29192 COS(@l — 92)

N |

+ (my 4+ mg)gly cos 0 + magly cos Oy

Systém bude mit tlumeni, takze zavedeme disipativni funkci

1 3
5 Z (bid7) = ono + 014} + badi), (2.9)

kde b; jsou tlumici koeficienty pro jednotlivé klouby.
Udélame ovsem jednu malou dpravu. Jak bylo zminéno, je disipativni
energie Umérnd zobecnéné rychlosti télesa. Protoze je druhé rameno kyvadla



spojeno nikoliv se svislou osou ale s prvnim ramenem, dava smysl zavést
souradnici

6y =6y — 6, (2.10)
a disipaci v kloubu spojujiciho prvni a druhé rameno pak mizeme pocitat
jako

D2 - ;bgeg == (92 - 9.1)2 (211)

A celkova disipace systému je pak

1 . ) )
D=3 (boig + b167 + ba(fz — 61)?) . (2.12)

Pohybové rovnice pak vypocteme zavedenym vzorcem 2.2.

Pti¢emz z vnéjsich sil budeme uvazovat pouze vnéjsi silu f (), pusobici na
vozik. Vnéjsi momenty sil plisobici na kyvadla uvazovat nebudeme.

V nasem pripadé budeme tedy mit dohromady tii rovnice pro nase zo-
becnéné souradnice xg, 61 a 60s.

Zactneme prvni zobecnénou souradnici xg

oL . :
87 = (mo +mq + mg)jl'o + (m1 + mz)ll COSs 9191 + mglg COS 9292 (213)
0
d OL . , ‘o .
& 970 = (mo + my + mao)Eo — (my + ma)ly sin 6,607 + (my + mo)ly cos 616,
— mglg sin 029% + m2l2 COS Qgég (214)
oL
oD ,

Prvni rovnice pak bude

4oL 9L oD _,
dt 81’0 8x0 8x0 n

(2.17)



(mo + mq + ma)iog — (mq + mg)l; sin Gléf + (mq + mg)l; cos 0,6,
. . (2.18)
— mglg sin 929% + m2l2 COS 9202 + boi‘g = f

Rovnice 18: Dvojité kyvadlo na voziku — 1. diferencialni rovnice

Pokracujeme rovnicemi pro zobecnénou soutradnici 6,

oL . )
87 = (m1 + m2>l%01 + (m1 + mg)llft() COS 91 + m2l112«92 COS(¢91 — 92),
1
(2.19)
T = (mq + mo)li01 + (my + mo)l1Zg cos 01 — (my + me)l1dgsin 010, +
1
+ m21112é2 008(91 — 92) — mglllgélég Sin(91 — @2)
+ m2[1l29; sin(Ql — 92) (220)
L o L
% = — (m1 + TTL2>Z1£E0 Sin 0191 — m2l1l29192 5111(91 — 92)
1
— (my + mg)gly sin 6, (2.21)
oD . .
— =010, — by(0 — 0 2.22
091 1V1 2( 2 l) ( )

a rovnice je

doL oL D

. +——=0 2.23
atog, 00, 00, (2.23)

neboli

(m1 + mg)l%91 + (m1 + mg)lli’g COS 01 + m2l1l292 COS(@l — 92)
+ m2l1l29§ sin(Ql - 92) + (m1 + mg)gll sin 01 — bgég + (bl + bg)él = 0,

(2.24)
coz je po vydéleni [y
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(my + mg)llél + (my + mg)ig cos by + MaloBs cos(6; — 6)

. by . bt bs . (2.25)
+ m2129§ sin(91 — ‘92) + (m1 + mg)g sin 6)1 - ljeg + ! ;— 291 =0
1 1

Rovnice 25: Dvojité kyvadlo na voziku — 2. diferencialni rovnice

Zbyvéa nam zobecnéna soutadnice 6o

L . :
20- = mglggg + mglgi’o COS ‘92 + m2l1l2€1 COS(QI — 02), (226)
2
d 0L - ) o i}
—_—— = m2l292 + mglgl'() COS 02 — mglgxg S1n 9202 + m2l1l201 008(01 - 62)
dt 90,
— mglllgéf sin(@l - 02) + m211129192 sin(@l — 62), (227)
oL S L .
87 = — mglgmo Sin 09262 + m211l20192 8111(91 - 62) — m2g12 Sin 92 (228)
2
oD : :
— = by(02 — 0 2.29
o, = (02— 0) (229)

Rovnice pak je
doL oL o _
dt 0, 00y 90,

mQZgég + mglgi'o COS 92 + mglllgél COS(91 — 92) — mglllgéf sin(é’l — 92)

0 (2.30)

) ) (2.31)
+ mgglg sin 92 -+ b2(92 — 91) =0
coz je po vydéleni mq a [y
lgég + i’() COS 6)2 + llél COS(@l — 02) - llﬁf sin(@l — 92)
(2.32)

by . .
+gsin«92+ 2 (02-&1):0
mglg

Rovnice 32: Dvojité kyvadlo na voziku — 3. diferencialni rovnice

11



2.3.2 Softwarovy vypocet modelu dvojitého kyvadla na voziku

Koéd v Matlabu
Zopakujeme predchozi kroky, ale tentokrat vyuzijeme symbolicky toolbox
v Matlabu. [7] Tim odstranime mechanickou ¢ast vypoctu, coz je velmi vhodné

vvvvvv

Koéd v Matlabu je nasledujici

%% Matematicke modelovani

syms m_ 0 m 1 m 2 1 1 12 g b0 bl b2; 7 promenne
syms x_0(t) theta_1(t) theta_2(t) f(t); ’ funkce

x_ 0 + 1 1*xsin(theta_1);

- 1 1*cos(theta_1);

1 + 1 2*sin(theta_2);

1 - 1 2 *x cos(theta_2);

NN = -
|

X_
y_
X_ X_
y_ y_

dx_0 = diff(x_0,t);
dtheta_ 1 = diff (theta_1,t);
dtheta 2 = diff (theta 2,t);

ddx 0 = diff(dx_0,t);
ddtheta 1 diff (dtheta_1,t);
ddtheta 2 diff (dtheta_2,t);

dx 1

diff(x_1,t);
diff(y_1,t);
= diff(x_2,t);
dy_2 = diff(y_2,t);

Q. Q.
x<
|
N =
1

T O = 1/2 * m 0 * dx_0°2;
T 1 = 1/2 % m_1% (dx_1°2 + dy_1°2);
T_2 = 1/2 * m_2% (dx_2"2 + dy_272);

T=TO0+T1+T.2;
T = simplify(T);

12



syms p_x_0 p_theta_1 p_theta_2 p_dx_ O p_dtheta_1
p_dtheta_2 p_ddx_O p_ddtheta_1 p_ddtheta_2;

sub_1 = {p_x_ 0 p_theta_1 p_theta_ 2 p_dx_0
p_dtheta_1 p_dtheta_2 p_ddx_0O p_ddtheta_1

p_ddtheta_ 2};

sub_2 = {x_0, theta_1, theta_ 2, dx_0O, dtheta_1,
dtheta 2, ddx 0, ddtheta 1, ddtheta 2}%};

T_pom = simplify(subs(T,sub_2,sub_1));

T_pom simplify (T_pom)

T_pom subs (T_pom,sub_1,sub_2)

= 0;
-m_1xgx1l 1xcos(theta_1);
= -m_2%g*x(1_1xcos(theta_1) + 1 2xcos(theta_2));

S <<
N —~ O
|

<
I
<

0+ V_1 + V_2;
simplify (V)

<
|

=
I

simplify (T - V)

(]
I

1/2%b0*(diff (x_0,t)) 2 + 1/2xblx(diff (theta 1,t)
)"2 + 1/2%b2*(diff (theta 2,t)-diff (theta 1,t)) "2

dL_x 0 = diff(L,x_0)

dL_dx 0 diff(L,dx_0)

dD_dx 0 = diff(D,dx_0)

dt _dL_dx_0 = simplify(diff (dL_dx_0,t))

dL_theta_1 = diff(L,theta_1);

dL_dtheta_1 = diff(L,dtheta_1);

dD_dtheta_1 = diff(D,dtheta_1);

dt_dL_dtheta_1 = simplify(diff (dL_dtheta_1,t));

dL_theta 2 = diff(L,theta_2);

dL_dtheta_2 = diff(L,dtheta_2);

dD_dtheta_2 = diff(D,dtheta_2);

dt_dL_dtheta_2 = simplify(diff (dL_dtheta_2,t));

13



rce_1 = simplify(dt_dL _dx O - dL_x_O0 + dD_dx_0) == f
rce_2 = simplify(dt_dL_dtheta_1 - dL_theta_1 +

dD _dtheta_1 == 0)
rce_3 = simplify(dt_dL_dtheta_2 - dL_theta_2 +

dD dtheta 2 == 0)

syms p_x_0 p_theta_1 p_theta_2 p_dx_O p_dtheta_1
p_dtheta_2 p_ddx_O p_ddtheta_1 p_ddtheta_2
syms u_1

_1);
rce_2p = subs(rce_2,sub_2,sub_1);
rce_3p = subs(rce_3,sub_2,sub_1);

[reseni ddx 0, reseni_ddtheta_ 1, reseni_ddtheta 2] =
(solve([rce_1p,rce 2p,rce_3pl,[p_ddx_ O
p_ddtheta 1 p_ddtheta 2]));

Vystup z Matlabu je pomérné neprehledny a proto jej neuvedeme v ori-
ginalnim formatu. Pro prvni zobecnénou soutadnici xg software uré¢il rovnici

moii‘o + mli'o + mgi'o + llmlél COS<(91) + llmgél cos(&l)

+J27n292008(92)+—boim ::llrnléfsin(el)—%lln@2éfsin(91)—%lgrngégsin(ﬁg)—%(f
(2.33)

Tento vztah muzeme prevést do tvaru

(mo +my + mg)ii'o + (m1 + mg)ll COS 9191 + mglg COS 0292
| | (2.34)
—(m1 + m2>l1 sin 919% — m2l2 sin (929% —+ bo.’ifo = f,

coz je shodné s rovnici 2.18.
Rovnice pro zobecnénou souradnici ¢, softwarove vysla

14



lomg sin(6; — 62)03 + mydg cos B + maZg cos by + gmy sin 67 + gmo sin 64

. . . by . by+bs
Flyma by + limofy + lymaby cos(8y — 0,) — 7292 + - z 20, =0
1 1

(2.35)

Vysledny vztah prevedeme do tvaru

(my + mg)gsinby + (my + ma)Zgcos by + (my + mg)llél

+m2l2é2 008(01 — 02) + mzlgég sin(01 - 02) - 12292 + bl ;_ b2 91 = 0,
1 1

coz je shodné s rovnici 2.25, odvozenou ru¢nim vypoctem.
Rovnice pro zobecnénou soutadnici 65 vysla

ly0y + Fg cos 0y + g sin Oy + 116, cos(0; — 65)

(2.37)
. by . .
— l191 5111(91 — (92) -+ (92 — 01) =0

maly

Ktera je opét shodné s rovnici odvozenou ru¢nim vypoctem,
tedy s rovnici 2.32.

Zjistili jsme tedy, ze nase ru¢ni odvozeni se shoduje se softwarovym
vypoctem. Pro porovnani jesté vyzkousime dalsi specidlni matematicky soft-
ware Maple [3], ktery je pro symbolické vypocty piimo urceny.

Kéd v Maplu
V Maplu jsme provedli tytéz kroky jako v Matlabu a ocekavané jsme
obdrzeli stejny vysledek.

Souradnice

x1(t) = mo(t) + 1y *sin(61(t)):
y1(t) == =1y * cos(01(t)):

xo(t) = w1 (t) + Iy * sin(6a(t)) :
y2(t) = y1(t) — Iy * cos(Oa(t)):

15



Derivace

0, (t) = diff (6,(1), 1)
d0s(t) = diff (B5(1), 1)
ddo(t) = diff (zo(t),1,1):
ddo (1) = diff (61(1),1,1):
ddbs(t) = diff (05(t), ¢, 1)
dri(t) = diff (x1(t),t):
dy: (t) = diff (1 (1), 1)
dus(t) = diff (z5(t), 1)
dya(t) = diff (y2(t), ¢)

Kinetické energie

T.0:=1/2%mg * dxo(t)*:
T 1:=1/2%my* (dr,(t)* + dyi(t)?):
T 2:=1/2 % mg* (dro(t)? + dya(t)?):

T'=T0+T1+T.2:
T = simplify(T):

Potencialni energie

V_0:=0:

V1= —my*gxlyxcos(6(t
V_2:= —mgy* g * (I * cos(6(
Vi=V.0o+VIi+ V.2

V= simplify(V):

):
t)) + 1o * cos(0(t))):

Lagrangian
L = simplify(T — V):

Disipativni funkce
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DI = 1/2 x by * (diff (2o(t),1))? + 1/2 % by * (diff (01(t),1))* + 1/2 x by *
(diff (02(1), 1) — diff (6:(t),1))*:

sub1 = {Io(t) = Xy, Gl(t) = 81, Hg(t) = 02, dﬁlfo(t) = d[L‘Q, dQl(t) = d@l, d@g(t) == dQQ}I

Ssz = {Q?o = Q?o(t), (91 = (91(15), 62 = 62(15), dill'o = dl'o(t), d01 = d@l(t), deg = deg(t)}

L_s := subs(suby, L):
D_s == subs(suby, DI):

dL_xq = diff (L_s, x0):

dL_dzo = diff (L_s, dxy):

dDI_dxq = diff (D_s, dxo):

dL_zq = subs(suby, dL_xy):

dDI_dxy = subs(subs, dDI dzy):
dL_dzy = subs(suby, dL_dx):
dt-dL_dzo = simplify(diff (dL_dzo,t)):

dL_0, = diff (L-s,60,):

dL_db, := diff (L_s, dby):

dDI_db, = diff (D_s, db):

dL_0, = subs(suby, dL_0,):

dDI_db, = subs(suby, dDI_db):
dL_df, = subs(suby, dL_db):
dt_dL_df, = simplify(diff (dL_db;,1)):

dL_0y == diff (L_s,05):

dL_dfs = diff (L_s, dfs):

dDI_dfy = diff (D_s, dfs):

dL_0y := subs(suby, dL_65):

dDI_dfy = subs(suby, dDI_db5):
dL_dfy = subs(suby, dL_dfs):
dt_dL_dfy = simplify(diff (dL_dfs,t)):

ree_1 = simplify(dt_dL_dro — dL_xo + dDI dxo) = f(t);
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ree_2 = simplify(dt_dL_dfy — dL_6, + dDI_df; = 0);
ree_8 = simplify(dt_dL_dfy — dL_65 + dDI_dfy = 0);

ree_1 = — (i&l(t))2 sin(61(t))(my + ma)ly + cos(61(t))(my + m2)l1<ddt2€1(t))

¥ (o s ma) (o)) + (0a()) cos(a(t) o

— (50202 sin(Ba(0) s + ol o(0) = S0

2

ree_2 = 1% (my + m2)($291 (t)) + lilama(cos(0y(t)) cos(ba(t))

+sin(6, (1)) sin((?g(t)))(j;ﬁg(t)) + cos(61 ()11 (my + mg)(j;xo(t))

d

— liloma(—sin(01(t)) cos(02(t)) + cos(f1(t)) sin(t%(t)))(dt

0a(t))?

d

ree-3 = lams (cos(61(t)) cos(0a(t)) + sin(01(¢)) sin(hz(t))) I4 (;;6’1 (t))

+ <5§202(t)> lo*my + (ﬁxdt)) cos(0a(t)) lyms
+ Ll (— sin(6: () cos(Ba(1)) + cos(6: (1)) sin(fa(t))) (C‘Ztel (t)>2
b, (jtel (t)) & gsin(0a(t)) lyma + by (iem) 0

Pricemz po pouziti souc¢tového vzorce 2.6 bychom dostali rovnice shodné
s rovnicemi odvozenymi ruéné (2.18, 2.25, 2.32) i odvozenymi v Matlabu
(2.34, 2.36, 2.37).

Praci s Maplem povazujeme v tomto pripadé za pohodlnéjsi, predevsim
z hlediska mnohem lepsiho forméatovani vystupu. Zatimco v Matlabovském
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zavorkovani je obtizné se vyznat, v Maplu je zdvorkovani prehledné. Maple
ma také lepsi nastaveni vytykani vhodnych vyrazi.

2.3.3 Implementace modelu dvojitého kyvadla na voziku v Simu-
linku

Vyse uvedené pohybové rovnice 2.18, 2.25, 2.32, bychom chtéli vyjadrit
ve tvaru vhodném k simulaci v Simulinku, specidlnimu nastroji pro simu-
lovani matematickych signali pomoci blokovych schémat. Rovnice chceme
vyjadiit jako funkce nejvyssich derivaci i, 0y, 05, pficemz je nasim cilem, aby
kazda z rovnic obsahovala jen pravé jednu druhou derivaci. V nasem pripadé
totiz naptiklad prvni rovnice obsahuje druhé derivace vsech tii zobecnénych
soutadnic.

Protoze soustava rovnic je v druhych derivacich souradnic linedrni, mizeme
vyjadrit nejvyssi derivace vsech ti1 zobecnénych souradnic jako funkce zbylych
funkei s nizsi derivaci v Matlabu prikazem solve(). Pak tedy dostavame rovnice

io = ga(wo, i0, 01, 01,0, 0, f), (2.38)
él = 95(-7;075507 91, 917 927 é?a f)’ (239)
é2 296($07j30791;91;927927f) (240)

Vypocet jsme provedli softwarove, tyto rovnice zde pro jejich délku nevy-
pisujeme, k zobrazeni jsou v priloze A.
Rovnice pak implementujeme do Simulinku, schéma ukazuje obréazek (3)
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Obrézek 3: Schéma modelu dvojitého kyvadla na voziku v Simulinku

2.3.4 Simscape dvojitého kyvadla na voziku

Simscape je toolbox v Matlabu, ktery uzivatele odstini od vytvofeni
jakéhokoliv matematického modelu. Uzivatel propojuje funkéni bloky, které
predstavuji fyzické komponenty, napriklad télesa a klouby. Model, predikujici
vyvoj systému, je pak vytvoren softwarem na pozadi.

Vytvorili jsme simscapovsky model tak, aby odpovidal nasemu matema-
tickému modelu. Schéma je zobrazeno na obrazku (4)

Obrazek 4: Schéma modelu dvojitého kyvadla na voziku v Simscapu

Bily blocek uplné vlevo ,, world frame* predstavuje popis tithového pole, ve
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kterém se systém nachézi, tedy gravitacniho pole zemé.

Cervené bloky popisuji rotaci souradnicového systému, tmavé modré bloky
predstavuji jeho translaci. Zluté bloky pak ptredstavuji klouby. Prvni zluty
blok je posuvny kloub predstavujici vozik, pohybujici se ve vodorovné ose,
druhé dva zluté bloky predstavuji rota¢ni klouby. Neobarvené bloky kvadri
predstavuji postupné hmotny vozik a dvé nehmotné tyce a neobarvené bloky
kouli predstavuji hmotné body o hmotnostech m; a my. Grafickou vizualizaci
modelu ndm pak Simscape zobrazi, coz je ukdzano na obrazku (5). Modry
¢tverec predstavuje vozik, modré kulicky reprezentuji modelovana zavazi
kyvadla a zluté tyce predstavuji nehmotné lano.

OO IIEETEN e x| o

Obrazek 5: Vizualni zobrazeni modelu v Simscapu

2.3.5 Porovnani modela dvojitého kyvadla na voziku

Provedeme simulaci modeli v Simscapu a Simulinku a ovérime, zda se
skutec¢né rovnaji.

Nejprve jiz dosadime za parametry konkrétni hodnoty. Hodnoty jsme
zvolili tak, aby se podobaly redlnym hodnotdm portalového jerabu. (2.41)
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mo = 4kg bo = 0.5 Ns/m [, =05m

my = 0.2kg by = 0.1 Nms/rad lb=0.5m
(2.41)
my = 1kg by = 0.1 Nms/rad

g =9.80665m/s>

Nicméné, v pripadé rizeni redlného systému by bylo nutné provést presnou
identifikaci parametri. Casto vSak nenf jednoduché nékteré parametry primo
zmérit. Dobrou moznosti je namisto vyse uvedenych fyzikalnich parametru
zvolit sadu parametrit dynamickych ekvivalentné popisujicich systém a ty
pak identifikovat. Dopodrobna se timto problémem pro kyvadlo s obecné
n rameny zabyva prace [10].

Otestujeme nejprve odezvu na jednotkovy skok na vstupu za nulovych
pocatecnich podminek. Pripomeneme, ze jako vstup jsme zvolili silu ptisobici
na vozik, tedy za piisobeni konstantni sily se systém neustali a ocekavame, ze
vozik pojede do nekonecna. Odezvu ukazuje obrazek (6).

Odezva na jednotkovy skok

2.5 T T
Simulink Xy
ol Simulink 8,
Simulink 6,

—o— Simscape X,
Simscape 91

—©o— Simscape 92

—_
(6]
T

zobecnéné souradnice
o
on -

Obrazek 6: Porovnani odezvy modeli na jednotkovy skok
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Odezva odpovida nasemu oc¢ekavani, predevsim je vsak dulezita shod-
nost modelu v Simulinku, odvozeného vypoctem i softwaroveé, s modelem
v Simscapu.

Déle otestujeme odezvu systému na pocatecni podminky

Zo

6

02
w=| (2.42)

61

0
Zvolime nejprve tihel natoceni druhého kyvadla 615 = 0 a vSechny ostatni

prvky nulové.

Poté otestujeme podminku pro 6y = {5 a ostatni prvky opét nulové, tedy

0 0
T
12 0
0 s
Qo1 =] qo2 = 102 (2.43)

0 0
0 0

Odezvy muzeme vidét na obrazku (7)

Odezva na pocatecni podminku 910 =112 Odezva na pocatecni podminku 820 =mwM12
0.3 T T T T 0.3 T T T T
Simulink x, Simulink x,
0.25 simulink 8, || 025 simulink 0, ||

Simulink 6, Simulink 8,
0.2 B 0.2 4

—o— Simscape Xq —o— Simscape X

Simscape 9‘

Simscape 9‘ i
—o—Simscape 0,

0.15

0.15

—o— Simscape 0,

zobecnéné soufadnice
zobecnéné souradnice

Obréazek 7: Odezva na pocatecni podminky systému

Stejné odezvy opét potvrzuji shodnost modelu v Simulinku s modelem
v Simscapu.
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2.4 Sférické kyvadlo

Protoze kyvadlo se vlivem vnéjsich sil muze kyvat nejen v jedné roviné,
ale v celém prostoru, muze byt zajimavou moznosti pouzit model sférického
kyvadla, tedy kyvadla pohybujiciho se v prostoru. (8)

\ 4

Obréazek 8: Schéma fyzikalniho modelu sférického kyvadla

Kyvadlo budeme nejprve modelovat pouze jednoduché a bez voziku.
V pripadé spokojenosti s modelem do néj vozik taktéz zaradime.
2.4.1 Odvozeni modelu sférického kyvadla ruénim vypoctem

Model odvodime podobné jako v pripadé dvojitého kyvadla na voziku
pomoci Lagrangeovy metody. Jako zobecnéné soutradnice zvolime ihly 6 a ¢
a vyjadrime kartézské souradnice hmotného bodu o hmotnosti m nasledovneé:
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x = [sinf cos ¢,
y = lsinfsin ¢, (2.44)

z = —lcos0

Vypocteme jesté rychlosti hmotného bodu ve sméru jednotlivych os:

T = lcos(@)écos(gzﬁ) — Isin(0) sin(d))éﬁ,

3 = lcos(0)fsin(¢) + Isin(0) cos(¢) o, (2.45)
s = [sin(0)0
Kineticka energie pak je
1
T = 5m(:'c2 + 97 + %) (2.46)
Po dosazeni a tupravach dostavame
1 : )
T= §ml2(02 + sin?(0)¢?) (2.47)

Potencialni energie je

V =mgz = —mgl cos 6 (2.48)

a Lagrangian je pak
1 . .
L=T-V = iml2(92 + sin*(0)¢?) + mgl cos 6 (2.49)
Opét pridame do systému tlumeni, tedy zavedeme disipativni funkci

D= ;bw’? + ¢?), (2.50)

kde b je koeficient tlumeni.
Pohybové rovnice pak opét vypocteme vzorcem 2.2.
Pro prvni zobecnénou souradnici 6 dostavame
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oL

—_— = ml29
06
18—[/ = mi®f
dt 06
oL _ mi?sin 6 cos(0)p* — mgl sin 6
06
O
06

Prvni rovnice pak bude

doL 0L 9D _
dtoo 00 ' 90

mi?6 + b0 + mglsin® — mi®sin 0 cos(@)é2 =0

Rovnice 56: Sférické kyvadlo - 1. diferencidlni rovnice

Obdobné pokracujeme i pro soutadnici ¢

gg — i sin®(6)
C;ig; = 2mi%sin @ cos(Q)@é + ml? sinQ(Q)ﬁ5
Zz ~0

a rovnice bude

(2.51)

(2.52)

(2.53)

(2.54)

(2.55)

(2.56)

(2.57)

(2.58)

(2.59)

(2.60)

(2.61)



neboli

mi?sin? ()¢ + 2mi? sin 6 cos () ¢ + b = 0 (2.62)
Rovnice 62: Sférické kyvadlo - 2. diferencidlni rovnice

MiiZzeme si vSimnout nelinearity obou rovnic v nejvyssich derivacich, coz
je neprijemnd vlastnost, jak ukazeme dale.

2.4.2 Softwarovy vypocet modelu sférického kyvadla

Opét ovérime predchozi vypocet softwarove, tentokrate pouzijeme jenom
Matlabovsky symbolicky toolbox. Kod je nasledujici:

syms 1 m g b theta(t) phi(t)

x = 1l*sin(theta(t))*cos(phi(t))

y = l*sin(theta(t))*sin(phi(t))

z = -lxcos(theta(t))

dx = simplify(diff(x,t))

dy = simplify(diff(y,t))

dz = simplify(diff(z,t))

T = (1/2)*x m * (dx"2 + dy~"2 + dz"2)
T = combine(T, 'sincos')

T = simplify(T)

V = mxg*xz

L = simplify(T-V)

D = 1/2*xbx(diff (theta,t)) "2 + 1/2*%bx(diff (phi,t)) "2

hdisipativni funkce

dphi = diff (phi,t)
dtheta = diff (theta,t)
ddphi = diff (dphi,t)
ddtheta = diff (dtheta,t)
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dL_dtheta = diff(L,dtheta)

dL _theta = diff(L,theta)

dD_dtheta = diff(D,dtheta)

dt_dL_dtheta = simplify(diff (dL_dtheta,t))

simplify (dt_dL_dtheta - dL_theta +dD_dtheta

dL_dphi = diff(L,dphi)

dL_phi = diff (L, phi)

dD_dphi = diff(D,dphi)

dt_dL_dphi = simplify(diff (dL_dphi,t))

rce_2 = simplify(dt_dL_dphi - dL_phi +dD_dphi == 0)

Prvni rovnice vysla
2mi?0 + 2b0 + 2mgl sin @ = mi? sin (26) ¢ (2.63)
a druha rovnice
mi?sin ()¢ + mi?sin (20) 0 + b = 0 (2.64)
Pouzijeme li vztah

sin(2a) = 2sina cos a, (2.65)

Pak zjistime ze softwarové odvozeni rovnic se shoduje s odvozenim rovnic
ruc¢nim vypoctem (2.56), (2.62).
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2.4.3 Implementace modelu sférického kyvadla v Simulinku

Pro prevedeni matematického modelu do Simulinku nejprve vyjadrime
druhé derivace poloh:

N\ 2 .
. —mi®sin (20) (¢) + 2b0 + 2mgl sin (6
o ) (9) oy
2ml?
b (le sin (26) 6 + b)
mi2sin (0)
MiiZzeme vidét, %e ve jmenovateli druhé rovnice se vyskytuje vyraz sin(6)>2.
To nam zjevné bude prinaset problémy pro hodnoty kdy sinf = 0, tedy
0=km, keZ
Schéma v modelu v Simulinku ukazuje obréazek (9).

¢=—

(2.67)

AERE: ok !
AATLAB Fen > et
Interprated o !

MATLAE Fon > o

Obréazek 9: Implementace sférického kyvadla v Simulinku

2.4.4 Simscape sférického kyvadla

Také udélame schéma v Simscapu. (10)

Zizm
[simscape_rych]
o <&

Obrazek 10: Implementace sférického kyvadla v Simscapu
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2.4.5 Porovnani modelt sférického kyvadla

Provedeme simulaci nejprve pro nulové pocateéni rychlosti a nenulové
pocatecni thly, tedy napriklad podminky

0 /4
w=| 9 |- 764 (2.68)
b 0

Vzhledem k nulové rychlosti ¢ pak sférické kyvadlo prejde v klasické
kyvadlo kyvajici se v roviné. Vykreslime pro vétsi nazornost thly i thlové
rychlosti kyvadla: (11)

Simulink 6
Simulink ¢
Simulink d6
Simulink dg
—O©— Simscape 6
—©— Simscape ¢
—OS— Simscape d6
©—— Simscape d

o5 Odezva na pocatecni podminky 1

zobecnéné souradnice

Obrazek 11: Odezva sférického kyvadla na poc¢ateéni podminky s nulovymi
rychlostmi

Je vidét, ze nas model v Simulinku i v Simscapu dava stejné vysledky.
Nicméné se nam miize na prvni pohled zdat divné, ze nas model funguje
prestoze Jt, 6(t) = 0. Ve skutecnosti vSak software nepoc¢ité spojité, ale
diskrétné, a tedy se thel € do ,presné“ nuly nedostane. Naproti tomu,
podivéme-li se jesté jednou na rovnici 2.67, v ¢itateli se vyskytuje ¢len ¢ a ten
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jsme zvolili nulovy uz v pocatecni podmince. V citateli se tedy vyskytuje
»presnd* nula, tedy ¢ = 0, a proto simulace funguje spravné.
Udélame i simulaci pro nenulovou rychlost ¢, zvolime poc¢ateéni podminky

/4
w=| " (2.69)

/4

Pokusili jsme se provést stejnou simulaci jako v predchozim bodé, nicméné
vypocetni software se v Case t = 1.54s zastavil. Vykreslili jsme proto simulaci
jen do tohoto ¢asu. (12).

Odezva na pocatecni podminky 2

14 T T
12 1
Simulink 8
10k Simulink @
Simulink d6
Simulink do
8t —©—Simscape 8 |-
—©— Simscape ¢
—S— Simscape do
-~ Simscape do |7

zobecnéné souradnice
(o]
T

Obréazek 12: Odezva stérického kyvadla na pocdtecni podminky s nenulovou
rychlosti ¢

Vzhledem k nenulové rychlosti ¢ nyni jiz pro # ~ 0 neni ¢ vyjadiené
z rovnice (2.67) nula, nybrz naopak vzhledem k déleni ¢islem témér nu-
lovym, dosahuje v absolutni hodnoté nekone¢né velkych hodnot. Software
pak prestava kooperovat.

Problém by sSel vytesit jinou reprezentaci rotace, napiiklad pomoci kvater-
niont. Nicméné, tim by se stal nas model radoveé slozitéjsi, a proto jsme se
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rozhodli dale model sférického kyvadla nepouzivat. Dale budeme pokracovat
s modelem dvojitého kyvadla, kyvajicitho se v roviné, odvozeného vyse.

2.5 Shrnuti

V této kapitole jsme ukazali ekvivalenci rozdilnych zptsobt vytvoreni
matematického modelu portalového jerabu. Rozhodli jsme se ho modelovat
jako dvojité kyvadlo na voziku. Model jsme nejprve odvodili detailné ruénim
vypoctem, a nasledné nase odvozeni ovérili softwarem, pricemz jsme vyuzili
profesionalni vypocetni programy Matlab a Maple. Softwarové rovnice se
shodovaly s rovnicemi rué¢né odvozenymi a ty jsme nasledné pievedli do
blokového schématu v Simulinku. Simulinkovy model jsme pak porovnali
s druhou metodou, coz bylo vytvoreni blokového schématu v Simscapu, kde
se ovsem jednalo o bloky fyzickych komponent. Shodnosti odezev na zakladni
signaly jsme ukézali, ze oba dva zptsoby modelovani vedou ke stejnému
vysledku.

Dale jsme se pokusili portalovy jerdab alternativné modelovat jako sférické
kyvadlo. Model jsme opét odvodili ru¢né, softwarové i v Simscapu a ukazali
jsme shodnost odezev. Dale jsme vysvétlili, ze z divoda problémiu s reprezen-
taci rotace by bylo dalsi pouziti modelu zbyteé¢nou komplikaci.
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3 Rizeni modelu

Na zékladé znalosti matematického modelu systému (budeme praco-
vat s matematickym modelem dvojitého kyvadla na voziku, odvozenym
v predchazejici kapitole) mizeme navrhnout vhodné tizeni. N&s cil je motivo-
vany praktickym problémem - chceme vozikem pohnut o urcitou vzdalenost,
aniz bychom pritom vyvolali kmitani ramen kyvadla.

Nez ovsem miizeme vhodné fizeni navrhnout, musime do systému hloubéji
proniknout. Prvnim krokem je vytvoreni linedrniho stavového modelu v rov-
novazném bodé. Linearizovany model je presny v malych odchylkach od
rovnovazného stavu, toto vyrazné zjednoduseni nam vsak umoznuje najit
vhodny zakon Tizeni.

3.1 Linearizace systému

Dynamické chovani drtivé vétsiny fyzikalnich systému je nelinearniho
charakteru, tyto systémy se vSak chovaji priblizné linearné pti nepfilis velkych
zménach systémovych proménnych. Vznika pak moznost nahradit model
nelinearniho systému stavovym modelem linearniho systému v blizkosti pra-
covniho bodu, coz vétsinou byva rovnovazny stav - tj. stav kdy ustava veskery
pohyb systému. [1 1, p. 13]

Nejinak je tomu i v pripadé naseho modelu dvojitého kyvadla na voziku.
Nejprve vhodné zvolime stavy systému jako nase zobecnéné souradnice, tedy
vektor stavu bude

T1 Zo
) (91
c=| " | = 02 (3.1)
Ty Lo
Ty 91
Tg 92

a jako vstup zvolime silu f, ptisobici na vozik

u=f (3.2)

Dodame, zZe jinou moznosti by bylo zvolit jako vstup zrychleni voziku &
primo ovladané motorem. Automatické Tizeni je fascinujici a zaroven zradné
tim, Ze c¢asto vede k cili vice cest a je na navrhari zvolit tu, kterou se vyda.
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Zjevné plati

i1 =gi(x) =24
To = go(x) = x5 (3.3)
i3 = g3(x) = w6

Déle plati
Ty = T = ga(, u)
j35 = él = g5($, u) (34)

i = 0y = go(a,u)
Kde funkce g4(x), g5(x) a gs(x) jsou (2.38), (2.39), (2.40).
Vyjdeme ze stavové rovnice systému
& = Az + Bu, (3.5)

kde A je matice parcidlnich derivaci

dg(z, u)
A=—"—"""|,_4 3.6
e, (36)
a B je matice parcidlnich derivaci
Og(z, u)
B=—""—""|,—s 3.7
e, (37)
Pro vystup systému pak je
y=Czx (3.8)

Nyni musime zvolit nas pracovni bod, ve kterém budeme rovnici linea-
rizovat. Dvojité kyvadlo méa vice rovnovaznych stavi, nas bude vzhledem
k povaze problému (3) zajimat ten, kdy jsou obé kyvadla v dolni poloze, tedy
kdy plati

Loy = T3r = 0 (39)

Poloha voziku neméa na vlastnost rovnovazného stavu vliv, zvolime ji
nulovou.
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Pak tedy

z,=(000000) (3.10)

Matice A a B jsme vypocetli pro nase zvolené parametry. Symbolicky tvar
matice A v zavislosti na obecnych parametrech (2.41) neuvadime, protoze je
prilis dlouhy.

0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 1
A= 0 2.942 0 -0.125 0.1 —-0.05 (3.11)
0 —123.5638  98.0665 025 —6.2 4.1
0 1176798 —117.6798 0 6.4 —44
0
0
0
B = 0.95 (3.12)
—0.5
0

Matice C' zalezi na rozmisténi senzort. Nejjednodussi by bylo mérit vSechny
stavy, to vSak v praxi nebyva zvykem, nebot by to vyZadovalo vétsi naklady.
Budeme proto mérit pouze polohu voziku, a tedy zvolime matici C

C"=(100000) (3.13)

Nasledné otestujeme shodnost zakladnich odezev nelinearniho a linearizo-
vaného stavového modelu. Nejprve porovname odezvu na jednotkovy skok za
nulovych poc¢ateénich podminek (13). Odezvy jsou zjevné velmi podobné.
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Odezva na jednotkovy skok

2.5 T T
Simulink X,
oL Simulink 6, D
Simulink 92
—o— Lin. model X,
151 ——— Lin. model 91 b
—o6—Lin. model 62

0.5

zobecnéné souradnice

Obrazek 13: Porovnani odezev nelinedrniho a linearizovaného modelu na
jednotkovy skok

Otestujeme jesté odezvu na pocateéni podminky, pri¢emz vSechny pocatecni
stavy polozime rovny nule, s vyjimkou poc¢atecniho stavu x3g = o9, kterému
s

postupné prifadime hodnoty {5 = 15°, £ = 30°, = 60° a %’T = 135°. Tyto
odezvy ukazuji obrazky (14a), (14b), (14c), (14d).
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Odezva na pocatecni podminku 92n =12 Odezva na pocatecni podminku 020 =6

03 06
—— simulink x, Simulink x|
025 ————simulink®, || 05 Simulink 8,
Simulink 8,, Simulink 8,
02 ] 04
—o—Lin. model x, —o—Lin. model x,
g ) g )
8 o5 Lin. model 0, | | 8 03 Lin. model 6,
2 —&—Lin. model 6, 2 —o—Lin. model 6,
2 £
3 3
3 8
“© o
2 2
b 3
e e
& &
o o
2 2
S S
R R

s
a) 0 = —
( 20 12
Odezva na pocatecni podminku ezu =m/3 Odezva na pocatecni podminku azo =3m/4
12 T T T T 25 T T T T
——— Simulink x, Simulink x,
1 ————Simulink 8, | 2 Simulink 8,
Simulink 6, Simulink 6,
08 21 2
—e— Lin. model x, 15 —e— Lin. model x,
é 06 Lin. model 8, | | é ' Lin. model 8,
E —&—Lin. model 8, E 1H - —o—Lin. model 8,
3 04f 3
© o 05180
2 c
2 ko |
5 g {
£ g K7
\
R R \
|
02l “« 05 \
04} ak
-0.6 - L - - -1.5
0 2 4 6 8 10 0 2 4 6 8 10
t(s) t(s)
Gon = T d) 6on = 3T
C) b2 = 3 20 = 7

Obrazek 14: Porovnani odezev nelinedrniho a linearizovaného modelu na
pocateéni podminky

Miizeme vidét, Ze pro pocdtecni vychylky druhého ramene kyvadla 6 < &
zustavaji odezvy nelinearniho i linearizovaného stavového modelu priblizné
stejné. Pro vétsi vychylku 0y = % uZz je patrnd odchylka a pro nejvéts
vychylku Oy = %r uz davaji modely kompletné jiné vysledky. To odpovida
nasemu predpokladu o platnosti linearizovaného modelu pouze na relativné
malych vychylkach stavii.

3.2 f{iditelnost, pozorovatelnost a stabilita

Nez za¢neme navrhovat fizeni systému, ma cenu se nejprve ptat, zda je
systém Tiditelny. Pokud by riditelny nebyl, bylo by tieba zménit nastaveni
aktuator - tedy bychom museli jinak zvolit vnéjsi vstupy do systému.

Riditelnost systému ovérime pomoci matice fiditelnosti . Pokud ma
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matice Tiditelnosti plnou hodnost, je systém riditelny. Matici Fiditelnosti
vypocteme v Matlabu pomoci piikazu ctrb(A, B)

0 0.25 —0.08125 —0.98459  13.5565 —66.9358
0 —0.5 3.1625 29.0341  —985.3723  4394.5736
0 0 -3.2 —24.5199 1042.4434  —4590.912

Q= 0.25 —0.08125 —0.98459 13.5565  —66.9358  —2221.5905
—0.5  3.1625 29.0341 —985.3723 4394.5736  177899.2881
0 -3.2 —24.5199 1042.4434 —4590.912 —190307.6682
(3.14)
Hodnost matice ovéiime v Matlabu piikazem rank(Q). Vysla 6, tedy plna,
¢ili systém je riditelny.
Také nas zajima pozorovatelnost systému, tedy schopnost urcit jeho stav
na zakladé znalosti jeho vstupu a vystupu na koneéném c¢asovém intervalu.
Tuto vlastnost ovéfime pomoci matice pozorovatelnosti Q. Pokud mé matice

plnou hodnost, je systém pozorovatelny. Matici spo¢teme v Matlabu pomoci
ptikazu obsv (A, C)

1 0 0 0 0 0

0 0 0 1 0 0

0 2.942 0 —0.125 0.1 —0.05

0 —18.6081 15.6906  0.040625  1.9895 0.63625

0 —170.8363  120.229 0.4923 —26.8669  21.046

0 5797.921 —5111.4389 —6.7783 130.4826 —82.5525

(3.15)

Hodnost matice jsme ovérili piikazem rank(O). Vysla opét 6, tedy plna,

¢ili systém je pozorovatelny.
Déle uréime pély systému v Matlabu piikazem pole(sys). Poly vychézi

0
—5.24574 + 14.1578i
—5.24574 — 14.1578:
A= —0.068672 + 3.6271 (3.16)
—0.068672 — 3.627:

—0.096173

Zobrazime je graficky do komplexni roviny:
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Umisténi nul a pola

15 % T T T T T 174
0.32 ... 0.23 ~0:1670.11570.07 0.03512
101048 S 0]
i 8
"o ) 6
2 51075 ' 4
8 : I
@ 2
@ s
<£ (O fFreseeseee e Y
<
>
S 5075 et A1
£ 6
i 8
10 0.48 : e 10
, 12
x 0.32 0.23 ©0:16-0.115---.0.07.0.035
-15 | 1 1 1 1 14
-6 -5 -4 -3 -2 -1 0

Real Axis (seconds'1)

Obrézek 15: Poly systému

Zédny pol nelezi v nestabilni pravé komplexni poloroviné, nicméné jeden
pol, predstavujici polohu voziku, lezi pfimo na imaginarni ose a dalsi tTi jsou
ji nebezpecné blizko. Proto muze byt nefizeny systém velmi kmitavy, jak
jsme ostatné jiz mohli vidét napriklad na obrazku (7).

3.3 Prenos systému

Protoze uz mame linearizovany model systému, mizeme urcit i jeho prenos.
Zajimat nas budou predevsim prenosy ze vstupu na polohu voziku Fy, na thel
natoceni prvniho ramene kyvadla P; a prenos P, na uhel nato¢eni druhého
ramene.

0.25 - (52 4+ 0.08773s + 10.26) - (s? + 10.31s + 225)
s+ (s+0.09617) - (s2 4+ 0.1373s + 13.16) - (s2 + 10.49s + 228)

Py = (3.17)

Prenos ze vstupu na polohu voziku obsahuje ,, témér* dvojity integrator.
Respektive ¢len jmenovatele (s 4+ 0.09617) ~ s. To nepiekvapuje, protoze
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podle Newtonova druhého zakona, je sila ptisobici na téleso primo tmérna
zrychleni télesa. V nasem pripadé ovSem v systému uvazujeme i tlumenti,
a proto neobsahuje systém dvojity integrator ,, presné“. Prenosy ze vstupu na
natoceni ramen kyvadla jsou nasledujici

—0.5- 5 (8% + 4.4s 4+ 117.7)
(5 + 0.09617) - (s2 + 0.1373s + 13.16) - (s? + 10.495 + 228)

P = (3.18)

. —3.2-(s+18.39) - 5 (319)
27 (5+0.09617) - (s2 + 0.1373s + 13.16) - (s + 10.49s + 228)

Nyni vykreslime Bodeho grafy prenosu Py, P, a Py (16), (17), (18).

Bode Diagram

100
- X
m 50+ System: PO
) Frequency (rad/s): 3.63
() Magnitude (dB): -19.2
©
2 0r i
2 \/.
g
S 50 h
-100
0
S 45 1
[0)
°
o -90 4
7]
©
c
o -135 1
-180 L L I
10 102 107 10° 10’ 10?

Frequency (rad/s)

Obrazek 16: Bodeho diagram prenosu I

Bodeho graf prenosu na polohu je typicky pro prenosy obsahujici integrator,
tedy logaritmus amplitudy zesileni ze zacatku linearné klesa s logaritmem
frekvence. Na frekvenci 3.63 Hz nastava mirna rezonance. V tomto prenosu
je pomérné zanedbatelna, protoze nizké frekvence maji vyssi zesileni nez je
rezonanc¢ni peak.
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Magnitude (dB)

Phase (deg)

Bode Diagram
0 T T T System: P1
® | Frequency (rad/s): 3.63
Magnitude (dB): -6.26

o
S
T

-100 [

-150 I I I I I
270

-
[02]
o

©
o

0 1 1 1 1
107 1072 107! 10° 10° 102 108
Frequency (rad/s)

Obrazek 17: Bodeho diagram prenosu Py

Bode Diagram

System: P2
-100 | Frequency (rad/s): 3.63 i
Magnitude (dB): -5.17

_180 L L 1 L L
107 1072 107! 100 10° 102 108
Frequency (rad/s)

Obrazek 18: Bodeho diagram prenosu P,
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Rovnéz prenosy P; a P, obsahuji rezonanci na totozné frekvenci 3.63 Hz.
Na rozdil od prenosu F, je tato rezonance i globalni maximum amplitudy
zesileni. Zesileni v decibelech sice ani v jednom pripadé nedosahuje z dtsledku
pritomnosti tlumeni v systému kladnych hodnot, nicméné nebezpecné se
jim blizi. Frekvence okolo 3.63 Hz mohou byt tedy pro systém potencidlné
nebezpecné.

3.4 Stavova zpétna vazba

Systém budeme Tidit stavovou zpétnou vazbou. Stavova zpétna vazba
mé oproti vystupni zpétné vazbé rfadu vyhod. Stav systému je jeho jakasi
vnitini pamét, kterd poskytuje mnohem vétsf mnoZstvi informace neZ samotny
vystup. Znalost vstupu a stavu poskytuje tiplnou informaci o vyvoji jak stavu
tak vystupu. Navic, stavovym reguldtorem muzeme libovolné zménit polohu
pélu kazdého tiditelného systému. [12, p. 80]. Nevyhodou stavové zpétné
vazby je naopak nutnost znalosti stavu, ¢imz se budeme zabyvat pozdéji.
Druhym zptsobem by bylo vyuziti znalosti vlastnich frekvenci systému,
identifikovanych v predchézejici kapitole, k tvorbé vstupniho tvarovaciho
filtru. [13] Pouzitim vstupniho tvarovaciho filtru pfimo na Fizeni portalovych
jefabu se vice zabyva prace [0].

Schéma stavové zpétné vazby vidime na obrazku (19).

r u X y
& = Az + Bu C >

Y

kT

A

Obréazek 19: Schéma stavové zpétné vazby

Takto navrzenad stavova zpétna vazba vsSak nema jednotkové zesileni
z reference r na vystup y, jinak fec¢eno komplementarni citlivostni funkce T
nemd jednotkové zesileni.

Tento problém lze fesit bud'to pfidanim kompenzaéniho zesileni, nebo
rozsitenim stavového regulatoru o integrator, coz je nami zvoleny zpiisob. Tim
se 0 jedna zvysi rad systému a musime taktéz pridat dalsi zesilujici ¢len k;.
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Toto Teseni povazujeme za nejvhodnéjsi uz jen proto, ze budou integratorem
potlaceny konstantni poruchy na vstupu, coz vyplyva z principu vnittniho
modelu. [12, p. 78]

Schéma rozsifeného modelu muzeme vidét na obrazku (20).

r ! u X y
— —k; = Az + Bu C
\

Y

A\ 4

w | =

kT

A

Obrazek 20: Schéma rozsiteného modelu

Zpétnou vazbu vedeme od polohy voziku, coz je stav, ktery, jak bylo
zminéno, chceme primarné regulovat. Ze schématu jsme schopni sestavit
stavovy popis rozsiteného modelu. Plati

T = Ax + Bu (3.20)
ii=r—y=r—C'x (3.21)
Pak je tedy stavovy popis

T A 0 T B 0
U 0)(2) (7)) (1) o=
N—— — T Y N——
T* A* x* B, B,
Nyni dosadime za u
uw=—kTx - kz; = —k"x* (3.23)

a stavovy model pak je

(i):(A:ﬁkT —?ki><z>+<?>r (3.24)

A

43



neboli

T =A,x"+ B,r (3.25)
Pro vystup plati

y=(cC" 0)<f> (3.26)

(2

Zbyva otazka, jak navrhnout regulator, tedy vektor k*. Tento problém
vyTesime pomoci linedrniho kvadratického regulatoru. [14]
Linearni kvadraticky reguldtor minimalizuje kritérium

J = /oo(a:TQa: +u” Ru)dt, (3.27)
0

kde Q a R jsou nami zvolené vahové matice. Matice Q je ¢tvercova matice,
jejiz rad je roven fadu matice A. Matice @ penalizuje chyby stavu, tj. ¢im
vétsi hodnota na fadku, tim rychleji regulator odreguluje odchylku daného
stavu od pozadované hodnoty.

Matice R je taktéz ctvercova matice, jejiz Tad je roven poctu sloupci
matice B. V nasem piipadé mame rozsiteny vektor stavu a systém méa jeden
vstup, takze kritérium ma tvar

J = /oo(a:*TQ:I:* + u” Ru)dt (3.28)
0

R je tedy skalar. Hodnota R penalizuje vykon aktuatoru, tedy ¢im vétsi
hodnota, tim mensi je velikost vstupu, a tim pomalejsi je regulator. V nasem
pripadé se snazime nejit do extrému a R zvolime

R=01 (3.29)

Q zvolime jako diagonalni matici, kde na diagonale budou prvky penali-
zujici chyby jednotlivych stavii. Konkrétné

1000 0 0 0 0
00100 0 0 0
001 0 0 0 0

Q=|0 0010 0 0 0 (3.30)
000 0 10 0 0
0000 0 0 10 0
0000 0 0 0 10
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K tomuto tvaru jsme dospéli zkombinovanim teoretickych znalosti s prak-
tickymi experimenty. Nyni odvodime konkrétni hodnoty zesileni regulatoru.
Minimalizace kritéria (3.27) vede na stavovou zpétnou vazbu, kde

k" = R'B!P, (3.31)
a P je fesenim algebraické Riccatiovy rovnice

AP+ PA* - PB,B’P+Q=0 [14] (3.32)

Rovnici vyTfesime softwarové v Matlabu piikazem icare(). VypocCtené k*
vychézi

k*T:(23.1574 —24.7881 —6.0803 21.3132 —3.847 —1.9949 —10)
(3.33)
Neboli

kT = ( 23.1574 —-24.7881 —6.0803 21.3132 —3.847 —1.9949),

(3.34)
k, =—-10 (3.35)
Poély tfizeného systému, tedy vlastni ¢isla matice A, jsou pak
—5.5477 + 14.0642:
—5.5477 — 14.0642;
—1.5116 + 2.8788:
A, =| —1.5116 — 2.8788: (3.36)

—2.0633
—0.89741 4 0.5932:
—0.89741 — 0.5932:

Vykreslime je do komplexni roviny: (21)
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Umisténi nul a polu fizeného systému

15 « T T T T T ]4
0.32.. 0:23 0.16:0.1150.07 0.03512
10 1:0.48 ) T ) 10 |
8
N ’ 6
C 51075 47
S . . . .
@ X 2
X :
‘>’_<° 0F X ) il
< :
> X 2
§ . .
S 51075 4
£ 6
7 8
10%048 : : . - 10
. 12
X 0.32 0.23 0.16-0.115-.--0.07 . 0.035
-15 1 1 1 1 i 14
-6 -5 -4 -3 -2 -1 0

Real Axis (seconds’1)

Obrazek 21: Pély tizeného systému

V porovnani s pély nefizeného systému (3.16) jsme je posunuli vice vlevo
v komplexni roviné, ¢imz jsme snizili kmitavost systému a zvysili robustnost
ve stabilité.

Jesté ovérime, zda je zesileni uzaviené smycky skuteéné jednotkové. Kom-
plementarni citlivostni funkce T je

R(s)
Y(s)

Po vy¢isleni dostavame prenos:

T(s) = =(C 0)(sI-A.)"'B, (3.37)

2.5 (52 4+ 0.08773s + 10.26) - (s* + 10.31s + 225)

T(s) —
(5) (s +2.063) - (s® + 1.795s + 1.157) - (s2 4+ 3.023s + 10.57) - (s + 11.1s + 228.6)
(3.38)
Dosadime s = 0. Pak skuteéné vychazi
T0)=1 (3.39)

Provedeme simulaci odezvy systému na jednotkovy skok na referenénim
signalu ktery chceme ridit, coz je nase pozadovana poloha voziku. Do signdlu

46



jesté privedeme skokovou poruchu na vstupu v case 5 o amplitudé 0.5. Pritom

se dopoustime lehkého podvodu, nebot jsme si na zacatku definovali, Zze

nemuzeme mérit vSechny stavy a rekonstrukei stavu budeme tesit az pozdéji.

V simulacnim prostredi je vsak podobnym ,, trikiim“ dovoleno.
Odezvy muzeme vidét na obrazcich (22a), (22b).

Vyvoj zobecnénych souradnic v ¢ase

Vyvoj zobecnénych rychlosti v ¢ase

081

06

04r

02r

v
porucha

X 1 081

s 1 061

-0.2

Obrazek 22: Odezva tizeného sytému

(a) Zobecnéné polohy

04r

02

r

porucha | |

(b) Zobecnéné rychlosti

Jesté vykreslime akéni zdsah do systému (23).

Akéni zasah regulatoru

r
porucha
u 1

051

Obréazek 23: Akéni zasah do systému

na jednotkovy skok a poruchu

Regulator plynné dovede systém do pozadovaného stavu, tedy vozik do
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pozadované polohy ptiblizné za 5 sekund, pficemz jen velmi malo rozkmita
kyvadla. Také velmi dobte zareagoval na poruchu.

Pokud bychom chtéli napiiklad systém zrychlit, museli bychom upravit
nami zvolené navrhové parametry, v tomto pripadé skalar vazici vstup R. My
jsme si vice omezujici podminky predem nestanovili a povazujeme plynulejsi
najezd systému za lepsi uz jen proto, ze v readlném pripadé bude vzhledem
k mensimu statickému zesileni lépe reagovat na poruchy, neptresnosti modelu
¢i Sum.

3.5 Citlivost uzavrené smycky

Diilezitym parametrem regulatoru je jeho robustnost, tedy schopnost reago-
vat na odchylky od ocekavanych signéli, zptisobené napriklad nemodelovanymi
poruchami, Sumem, nepresnosti modelu nebo dopravnim zpozdénim. Dobrym
ukazatelem robustnosti ve stabilité jsou indexy bezpecnosti, konkrétnéji
bezpecnost v zesileni G,,, bezpetnost ve fazi ¢,, a diskovd bezpecnost (nékdy
nazyvanou bezpecnost ve stabilité) s,,.

Pro pfenos oteviené smycky plati vztah

F,=( k" —k )(sI - A;)"'B, (3.40)

coz je po dosazeni

7.9057 - (5% + 0.08773s + 10.26) - (s> + 10.31s + 225)
s-(s+213) - (s+ 14.08) - (s® + 1.928s + 6.227) - (s2 + 13.09s + 212.5)
(3.41)
Bezpecnost v zesileni (G, a bezpecnost ve stabilité P, pak ziskame z Bo-
deho charakteristiky oteviené smycky prikazem margin(F,)
Dodéame, Ze pro dostatecné robustné stabilni systém by mélo platit

o —

G,, > 6dB
Om > 40° (3.42)

Sm > 0.5 (11, p.96]

LQR regulator by pak mél dokonce automaticky garantovat bezpecnost
ve fazi ¢, = 60°. [11]
Bodeho charakteristiku oteviené smycky muzeme vidét na obrazku (24).
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Bode Diagram
Gm = Inf, Pm = 77.4 deg (at 7.66 rad/s)
150 T T

B
L
=)
IS)

50

Magnitude (d

-50
45

0

-45

Phase (deg)

-90

-1 35 E L L L
107 1072 107 10° 10° 102
Frequency (rad/s)

Obrazek 24: Bodeho charakteristika oteviené smycky

Kde jsou zobrazeny i indexy ve stabilité
G,, = 00
(3.43)
O = T77.4°

Nyquistiv graf oteviené smycky je zobrazen na obrazku (25)
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Nyquist otevrene smycky
100 T
0dB
80 7

40 b ]

20 b

Imaginary Axis
o

40 1

60 | i

_1 00 L 1 L
-100 -50 0 50 100

Real Axis

Obrazek 25: Nyquistiv graf oteviené smycky

a pribliZzen na obrazku (26).

Nyquist otevrene smycky
2 ‘ ‘
2dB

4 dB

Imaginary Axis
o

o »

: ‘

o
o
T

Real Axis

Obréazek 26: Nyquisttiv graf oteviené smycky priblizeny
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Je vidét, ze Nyquist nevstupuje do jednotkové kruznice, a tudiz

S = 1. (3.44)

Systém je podle ocekavani velmi robustni. Celkova kvalita fizeni vsak neni
zarucena, protoze nezname presné stavy.

3.6 Rekonstruktor stavu

V minulych kapitolach jsme tspésné navrhli stavovou zpétnou vazbu,
nicméné bez znalosti stavii by nesla realizovat. Proto potfebujeme navrhnout
rekonstruktor stavu.

Rekonstruktor stavu je dynamicky systém, ktery nam na zakladé vstupu
a vystupu systému umoznuje rekonstruovat jeho stavy.

Predpis identického rekonstruktoru stavu je

[12,.97] (3.45)

kde L je neznamy koeficient inovacni zpétné vazby, ktery na zakladé
rozdilu skute¢ného vystupu a rekonstruovaného vystupu upravuje odhadovany
stav. Po nékolika tpravach mizeme vztah prepsat do tvaru:

z=(A—-LCT)&+ Bu+ Ly (3.46)
Koeficienty matice L jdou spravné priradit pouze tehdy, pokud je systém
(A, CT) pozorovatelny. Tuto vlastnost jsme jiz dokézali vyse. (3.2)
Matice (A — LCT) pfedstavuje matici dynamiky rekonstrukce, proto ji
vyzadujeme stabilni.

é=(A—-LC")e (3.47)

Vlastni ¢isla systému priradime pomoci Sylvestrovy rovnice.

A-LC"~M (3.48)

kde M bude mit nas pozadovany tvar. Pély bychom optimalné méli
mit rychlejsi nez je ma systém. Po sérii experimentii jsme nakonec zvolili
Sestinasobny pol
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Aek = —10 (3.49)
Matice M pak ma tvar

-10 1 0 0 0 0
0 —-10 1 0 0 0
0 0 —-10 1 0 0
0 0 0 —-10 1 0 (3.50)
0 0 0 0 —-10 1
0 0 0 0 0 —10
Transponujeme rovnici (3.48) a dostdvame
AT —CcL"~ M
7 podobnosti matic plyne
AT —CcL"=XxMXx"'
ATX —CL"X =XM
Zvolime LT X = H a dostaneme Sylvestrovu maticovou rovnici
A"X -CH=XM
Matici H mtzeme zvolit témér libovolnou. Zvolili jsme ji jako
H'=(1 1111 1) (3.51)

ATX - XM -CH =0

Pro ndhodné zvolené H jsme pak schopni spoc¢itat matici X prikazem
lyap(), nacez dostaneme transponovanou matici L.

L"=HX (3.52)
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49.975
965.1628
919.4852
L=1" 73704 (3.53)
184916487

18036.1768

Zpétnou vazbu nyni vedeme nikoli od stavi systému (ty nezname), nybrz
od vystupl rekonstruktoru stavu. Rekonstruktor implementujeme v Simu-
linku. Schéma ukazuje obrazek (27) a schéma implementace v Simulinku
obrazek (28).

r u X y
— —k; & = Az + Bu C

® | =

\ 4
Y

A\ 4

K" <

A
Q r

& = Az + Bu >
z g

Y

Obrazek 27: Schéma rekonstruktoru stavu
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hat_x

dot x = Ax+Bul

Obrazek 28: Schéma rekonstruktoru stavu v Simulinku

Provedeme simulaci v Simulinku, kdy otestujeme stabilitu rekonstruktoru.
Zvolime jiné pocatecni podminky rekonstruktoru nez nelinearniho systému,
a uvidime, zda a jak rychle rekonstruktor spravné rekonstruuje stav. Pro
rekonstruktor budeme vzdy volit poc¢atecni stav

zo=(0 0000 0) (3.54)

Stav redlného systému zvolime trochu jiny, konkrétné

zo=(-001 & & 001 - -3 ), (3.55)

coz fyzikalné znamend drobné vychyleni kyvadel napravo a drobné vychyleni
voziku nalevo. Odchylky mezi rekonstruovanym stavem a skutecnym stavem
oznac¢ime €, a vykreslime (29).

o4



Odchylky rekonstruovaného a skutecného stavu

t(s)

Obrazek 29: Odchylky skuteénych a rekonstruovanych stavii

Ackoliv odchylky jsou ze zacatku malé, rekonstruktoru se ihned nepodari
je spravné odhalit a odchylky se prudce zvétsi. Po jedné sekundé vsak uz
rekonstruktor identifikuje stavy spravné. Odchylky na zac¢atku jsou pochopi-
telné nezadouci, nicméné nepodatilo se nam je vice snizit. Vykreslime jesté
prubéh stavi redlného systému:

03 Vyvoj énych souradnic v case 06 Vyvoj zobecnénych rychlosti v ¢ase
v v
025 X, 041 X,
\ X X
0.2 2 5
\ % ozr %
0.15 | —
\ 0 —
04 |
\ . 0.2
x 0.05 R x /
\ L / >< T~ 04} |
0 = = N
/ ‘ [\/
0.05 N 0811
\ / osi‘ “
orr |/ |/
/ |
0.15 N4 1y
0.2 1.2
0 1 2 3 4 5 0 1 2 3 4 5
t(s) t(s)
vz Y. 2 .
(a) Zobecnéné polohy (b) Zobecnéné rychlosti

Obrézek 30: éasovy vyvoj realnych stavii
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Nyni mtzeme lépe popsat co se pri rekonstrukeci odehravalo. Rekonstruktor
systém nejprve vybudil a az pak byl schopen spravné rekonstruovat stavy.
Regulatoru pak trvalo priblizné 4 sekundy, nez systém vratil do pocateéniho
stavu.

Ackoli bychom mohli byt s rekonstruktorem spokojeni i vice, porad
splnuje sviij ucel. Od okamziku, kdy rekonstruktor rekonstruuje stavy spravné,
muzeme systém uspésné ridit.
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4 Simulace v realném case

4.1 SIL simulace

Strategii fizeni, navrzenou v minulych kapitolach je potreba implementovat
do podoby pouzitelné redlnymi softwarovymi a hardwarovymi prostredky.
Aplikujeme metodu software-in-the-loop (SIL), kdy model i regulator otes-
tujeme v simula¢nim prostredi, nicméné tentokrat jiz v diskrétnim case. Za
timto ucelem prevedeme nas systém a regulator do profesionalniho softwaru
Rexygen, ktery je v pramyslu pouzivan na fizeni realnych zafizeni. [17]

Soustavu nejprve diskretizujeme, pricemz jsme zvolili periodu vzorkovani
T = 0.01s. Provedeme to v Matlabu piikazem c2d(sys,0.01).

Diskretizované matice systému vysly

1 0.00014393 2.661-107°% 0.0099938  5.3205-107% —2.3853-107°
0 0.99404 0.0047168 1.2231-107>  0.009681 0.00021345
0 0.0056602 0.99431  2.7134-1077  0.00032745 0.0097687
0 0.028463  0.00080246 0.99875 0.0010951 —0.00046472
0
0

Ay =

—~1.1711 0.92426 0.0024187 0.93538 0.043469
1.1091 —1.1175  8.1828-1075  0.06615 0.95267
(4.1)

1.2486 - 1075

—92.4462 - 10~°

—5.4269 - 1077
By = 0.0024958 (4.2)

—0.0048374

—0.00016366

Matice C; je stejna jako jeji spojita podoba.

Také jsme prevedli rekonstruktor stavu na stavovy popis a ten nasledné
diskretizovali s toutéz periodou. Matice dynamiky rekonstruktoru A,q je
v diskretizované podobé
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Ag=A—-LCT =

0.58473  0.00012211 2.3557 -107¢ 0.0077953 4.5291-107¢ —2.0212-107°
—6.7582 0.99364 0.0047112  —0.038259  0.0096668 0.00021998

—24605  0.005547  0.99431  —0.01193 0.00032335  0.0097706

—5.6727  0.028153  0.00079808  0.96787  0.0010838  —0.00045954

139.9524  —1.1633 0.92437 0.77266 0.93566 0.043339

~135.5692  1.1015 ~1.1176  —0.74797  0.065875 0.9528
(4.3)

Vstupni matice B, je pak

1.0602 - 10~° 0.41527
—5.8291-107°  6.7582
—1.0309- 107> 2.4605

0.002469 5.6727

—0.0041654  —139.9524

—0.00081714  135.5692

Protoze chceme pozorovat vsechny vystupy rekonstruktoru, tedy vsechny
stavy, pak je C,.q = I.

Naésledné provedeme simulaci a ovérime shodnost simula¢nich vysledkt
z Rexygenu a za Matlabu. Schéma zapojeni v Rexygenu ukazuje obrazek (31).

By=(B L)= (4.4)

Rekonstruktor stavu Syslem

uto
tttttt

==t PR
1 [ R
i stavova regulace ©

Obrazek 31: Schéma soustavy v Rexygenu
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V Rexygenu jsme namérili odezvu na jednotkovy skok a data pak nacetli
v Matlabu, kde jsme je porovnali s odezvou systému. Porovnani mizeme vidét
na obrazku (32).

Vyvoj zobecnénych souradnic v case
T T T T

1.2
1
Reference
Simulink x
o 08F 0] A
ks Simulink 8
c 1
° Simulink 6,,
S 061 1
Q Rexygen X,
]
g Rexygen 61
2 0.4 Rexygen 6, | |
9]
@
Q
[¢]
Noo02f ,
0
0.2 L L L L
0 2 4 6 8 10

t(s)

Obrézek 32: Porovnani modeltt v Rexygenu a v Simulinku
Odezvy se prekryvaji, tedy reimplementace v Rexygenu byla tspésna.

4.2 HIL simulace

Nasim findlnim krokem bude Hardware-in-the-loop simulace (HIL), kdy
budeme stéle pracovat s modelem systému, ten vsak jiz bude fungovat na
separatnim zafizeni - Raspberry Pi doplnénym o desku Monarco HAT. Re-
gulator s rekonstruktorem stavu nahrajeme na druhé Raspberry Pi. Monarco
umoziiuje vytvorit velmi pfesnou ndhradu priimyslové komunikace, nebot
poskytuje moznost komunikace pres vstupné vystupni analogové porty nebo
i pres sbérnici pomoci pokrocilych komunikacnich protokolti. My implemen-
tujeme komunikaci, kde budeme vystup systému (poloha voziku) a vystup
regulatoru (akéni zasah) reprezentovat analogovym napétim, omezenym na

0-10 V.
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Tato simula¢ni technika je vhodnd, nebot ma jiZz velmi blizko k ¥izeni
redlného systému, protoze zde zahrnujeme dalsi poruchy jako naptiklad Sum
méreni ¢i chyby v prepoctu digitdlni hodnoty na hodnotu analogovou. [16]
Hlavni odlisnost je pouze v pouziti modelu systému namisto realného zarizeni.

Zatizeni a jejich propojeni ukazujeme na obrazku (33).

Obrazek 33: Raspberry Pi

V Rexygenu vytvorime dva separatni programy - systém (34) a re-
gulator (35).

System
iE]

LN

vl
¥2
LT Py R
s
V6

v
ud VB
ud v9
uit V10
ul2 oy
o
u

ul6 vi4
yi5

Obrézek 34: Schéma modelu sytému v Rexygenu
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CNR_REF

MP_RESET

Obréazek 35: Schéma reguldtoru v Rexygenu

Jak jiz bylo Tec¢eno, do systému prichézi na vstup analogové napéti 0-10
V, které se linedrné prepocte na akéni zasah. Ten jsme omezili na interval
(=5N,5N), protoze pii mensim omezeni byl akéni zasah vice ovliviiovan
Sumem, coz dohanélo systém az do nestability. Vystupem systému je poloha
voziku, kterou jsme z obdobnych diivodi omezili na (—0.2m, 1.2m). Ta se pak
prepocte linearné na napéti 0-10 V. Totozné prepocty probihaji i v druhém
programu s regulatorem. Na vstup systému jesté prichazi digitalni signal,
ktery ndm umoznuje v pripadé potieby resetovat model.

V dalsim kroku nahrajeme programy na cilové zarizeni a otestujeme
spravné chovani systému.

Naméfime odezvu odhadu stavi na jednotkovy skok (36):
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(a) Vyvoj odhadu zobecnénych soufadnic(b) Vyvoj odhadu zobecnénych rychlosti

Obrazek 36: Prechodova charakteristika systému v Rexygenu
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a jesté vykreslime akéni zasah (37).

Akcni zasah rexygen

2 T T
Reference
1.5F u .
1 T f
0.5 1
O L
0.5 4
qt+ 4
151 1
2 L L L L
0 2 4 6 8 10

Obrazek 37: Akéni zasah regulatoru v Rexygenu v reakci na jednotkovy skok

Jiz pii letmém pohledu muzeme vidét odlisSnost simulace v simula¢nim
prostredi (22) a HIL simulace v redlném case, z divodu pusobeni Sumu méteni.
Ten je zpiisobeny komunikaci s napéfovou reprezentaci signalu. Na zdkladé
sumu je pak nespravné rekonstruovan stav a regulator systém rozkmitava.
Pokouseli jsme se jej minimalizovat filtry a zménou parametrt regulatoru,
ale lepsiho vysledku jsme nedosahli. Moznym pokusem feseni problému by
bylo rozsitit rekonstruktor stavu o model Sumu.

Regulace tedy neni dokonalé, protoze akcéni zédsah drobné budi pohyb
ramen kyvadla i po dojezdu voziku na pozadovanou hodnotu. Nicméné,
samotny dojezd na pozadovanou hodnotu je i v simulaci v readlném case
plynuly a reguldtor v tomto duchu splnuje svij ucel.
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5 Zaver

V kapitole modelovani jsme rozebirali rtizné pristupy vytvoreni modelu
systému, které jsme nasledné aplikovali na portalovy jerdab. Nejprve jsme
ho modelovali jako dvojité kyvadlo na voziku a poté jako sférické kyvadlo.
Oba modely jsme vytvorili riznymi zptisoby: ruénim odvozenim matematicko-
fyzikalnim modelovanim pomoci Lagrangeovy metody, dale softwarovym
odvozenim opét vychéazejicim z Lagrangeovy metody a nakonec jsme se-
stavili model v Simscapu. Porovnanim odezev jsme zjistili, Ze jsou modely
ekvivalentni. V ptipadé modelu sférického kyvadla jsme se vsak potykali s
problémy pramenicimi z nejednoznacnosti reprezentace prostorové rotace,
pricemz vyteseni tohoto problému by prilis zkomplikovalo model, a proto jsme
dale analyzovali pouze model rovinného kyvadla.

V kapitole fizeni modelu jsme zvolili metodu fizeni stavovou zpétnou
vazbou, kterou jsme navrhli pomoci LQR kritéria. Vzhledem k absenci méreni
stavu jsme museli navrhnout téz rekonstruktor stavu. Chovani rizené soustavy
jsme poté experimentalné oveérili v simula¢nim prostiedi.

V posledni kapitole jsme pak model systému a regulator implementovali na
dvou separatnich zafizenich Raspberry Pi doplnénych o desku Monarco HAT,
které mezi sebou komunikovaly napétovymi analogovymi signaly. Podafilo se
nam dosahnout podobného chovani soustavy jako v simula¢nim prostiredi az
na naruseni signalu sumem.

Na praci 1ze do budoucna navazat kombinovanym fizenim pomoci zpétné
a dopredné vazby, kde dopredna vazba bude obsahovat tvarovaci filtr. Dalsim
krokem pak miize byt fizeni samotného realného sytému.
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Priloha A Vyjadreni zobecnénych zrychleni
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