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Uvod
V pribéhu studia uitelstvi matematiky jsme se seznamili, i kdyasto v redukované
podolE, s pojmy jako stacionarni bod, nutné a pagiai podminky pro existenci lokalniho
extrému a v oblasti linearni algebry jsme pracogaaticemi, poznali jsme pojem kvadraticka
forma a jejichtidéni na formy pozitivi ¢i negativré (semi)definitnici indefinitni.

VSe ale bylo probirano dasové tisni a ve zte zjednoduSené podebTo je vcelku
pochopitelné, protoZze ani neexistuje zceldm@ souvislost této latky wem matematiky
probiranym na zakladni Skole. Tato diplomova praeepokousSi o jisté ,ohlédnuti se” &p
Pripomeneme si, jak se hledaji lokalni extrémy funlkcdiné realné proémné. Vime, Ze je nutné
studovat jak body, v nichz derivace funkce neejestiak i body, v nichz je rovna nule. Vzhledem
k tomu, Ze v prvnim ifjpack je casto zapdkbi rozhodovat o existenci extrémginpo s vyuzitim
jeho definice, je v této diplomové praci studovgmakticky vyhrad® druha situace, tj. ta, kdy je
prvni derivace rovna nule. Obdabm funkci vice realnych prainnych se sousd’ujeme na
funkce maijici v okoli stacionarniho bodu spojitéc@ni derivace druhéhiadu. Tyto pedpoklady
nadm umozni zapojit celou dalsi teorii pro existdokalniho extrému, vyuZivajici pojmy z linearni
algebry jako jsou kvadratické formy, matice formljskriminant formy¢i hlavni subdeterminanty.
Dostaneme se k otazce, kdy je hapatice kvadratické forms pozitivre definitni. Uvidime, Ze je
mozné k rozhodnuti této otazky vyuZzit tzv. vlagisla matice, ale wdomime si, Ze jejich vyget
bez pomoci vypeetni techniky jeasto obtizny.

Chceme si ujasnit, jak vznika toto pozoruhodné pam matematické analyzy a linearni
algebry. Ukazuje se také, Ze tigad realné funkce jedné reélné pr&meé je o existenci lokalniho
extrému ve stacionarninétéinou mozné snadno rozhodnout mj. pomoci znaménkaé derivace.
Jediny pipad, kdy nastavaji jisté potize, tj! (xo) = 0 Y f" () = O, je ,vzacny“. V pipad
stacionarnich badfunkci vice realnych proénnych jsou tzv. sedlové body, tj. stacionarni body,
v nichZ lokalni extrém nenastava, mnohéastjsi, jak je i vidt zieSenych fkladi. Proto je
rozhodovani o charakteru formy, které musime prétvéezbytnou satéstireSeni.

V zawru prace se pak zmiji o hledani tzv. vazanych extrénm{metoda Lagrangeovych

multiplikatoni) a o hledani extréinfunkce vice profnnych spojité na uzaenée oblasti.



1. Lokalni extrémy funkce jedné pronénneée

Uvodnim tématem problematiky je vydleni toho, jak se hledaji extrémy u funkci jedné
promenné. Vyklad je vhodné navézat vyfenim teSeni stejného problému u funkci vice
promennych.

Nejprve definujemeiizné typy extréma funkce jedné prosmné.

Definice 1.1.

Neclt je funkcef definovana na okoli boda Rekneme, Ze tato funkce méa v e

lokalni maximum < [0 >00x0 (@-9J, a+0): f (xX)< f(a);

ostré lokalni maximurr = 00 >00x0 (@-9J, a)d (a, ato): f(x) <f(a;

lokalni minimum < 00 >00x0 @-9, a+0): f (x)= f(a);

ostré lokalni minimum = 0o >00x0 @-J, a)d (a, atd): f(x) >f(a.

Lok&lni maximum a lok&lni minimum nazyvame soulrdokalnimi extrémy, ostré lokalni

maximum a ostré lok&lni minimum ostrymi lokalnimirémy.

Dulezité je uvést nutnou podminku pro existenci lok@d extrému, kterou popiSi v nasledujici

VELE.

Véta 1. 1.

Nech’ ma funkcef v bodt a prvni derivaciMa-li f v boct a lokalni extrém, je nuthtato derivace

nulova.

Okcas ale dochazi k situacim, kdy nutnd podminkaégglije a pesto lokalni extrém nenastava,
proto je nutné uvést postgici podminku pro existenci lokalniho extrému.



Véta 1. 2.
Nech ma funkcef v bod a prvni a druhou derivaci. Je-li prvni derivace md@ druha derivace

nenulovd, ma funkcef v bod a ostry lokalni extrém. Je-lf"(a) <0, jedna se o lokalni

maximum, je-li f"(a) > 0, jedna se o lokalni minimum.

Poznamka 1. 1.

Predchazejici dv véty nam poskytuji navod, jak lokalni extrémy reélmyfunkci jedné reélné

proménné hledat.

Nejdiive nalezneme body mozného vyskytu lokélnich ektr@®enim rovnice f’(x) =0.

V kazdém z takto nalezenych #odurcime dale znaménko druhé derivace.

Je-li druha derivace kladna, nabyva studovana fenkctomto boé svého lokalniho minima.

Je-li druha derivace zaporna, nabyva studovanadanktomto bo¢lsvého lokalniho maxima.

Poznamka 1. 2.

Pokud je vSak sa@asre nulova prvni i druh& derivace, néaeme o chovani funkce pobliz takového
bodu na zaklativySe uvedenych &t fici nic a museli bychom pouzitw obecwjSi, takzvanou

silngjSi post&ujici podminku pro existenci ostrého lokalniho éwtu.
Véta 1. 3.

Plati-li f'(a)= f"(a)=...= f{"(a)=0a f"™(a)#0, kden je liché a nabyvéa funkcev bodc a
lokalniho extrému: prif ™Y(a) > 0 lokalniho minima a pr f ™Y (a) < 0 lokalniho maxima. Je-li

naopakn sudé, nema funkdes bodt a Zadny lokalni extrém.
Poznamka 1. 3.

Pripomeaime, Ze ve shads tim, co jsmeekli v Gvodu k této DP, nebudeme studovéipady, kdy
v jistém bod a derivacef neexistuje. V nich je obvykle nutné vyuzit defmiextrému k rozhodnuti,

zda v daném badextrém nastava nikoli.

Poznamenejme déle, Zeibe nastat situace, kc f'(a) =0, ale nelze aplikovatéu 1 . 2. nap

z toho divodu, Ze druh& derivace funkéev okoli bodua neexistuje. Mize ndm pomoci prvni

derivace funkcé v piipact, Ze v okoli bodu a 8mi znaménko.



Véta 1. 4.

Necht plati f"(a) =0.

a) Existuje-li takové okoli O boda, Ze pro kazd& # a plati f'(a)> 0, je funkcef v bodt a
rostouci.

b) Existuje-li takové okoli O boda, Ze pro kazd& # a plati f'(a)< 0, je funkcef v boc a

klesajici.

V souvislosti stim, co budeme studovat v daldsti této diplomové prace, pro nas bude

Mriviw s

Vidime, Ze v bod a = 2 ma funkcey = f(x) nulovou prvni a kladnou druhou derivaci, tj. \db@ =
2 nastava ostré lokalni minimum. Obdéliankceg(x) = x* ma v bod a = 0 ostré lokalni minimum

opct podle ¢ty 1. 2.

1zl

Obrazek 1.1 Extrém funkce jedné prainné
Aby tedy Wtu 1. 2. nebylo mozné ve stacionarnim dad(tj. v boc, kde f’(a) = 0) pouzit, je
nutné ,zdidit*, aby i f”(a)= 0. To sice Ize, ale jde dipad relative ,vzacny“. Kdyby tato situace
nebyla ,@ipravovana“ autory sbirekifkladi, ziejme by ,vitézila“ situace, kdy je bdi f"(a) <0
nebo f"(a) >0 a kdy tedy nastava extrém. Uvidime, jak se situaméni v piipads funkci vice

realnych pronsnnych.



2. Lokalni extremy funkce dvou prongnnych

Nejprve se budeme zabyvat funkcemi dvou pnonych, kde je oproti obecnémiipadu funkcen
proménnych situace patkud jednodussi, zejména pokud jde o pagfai podminky existence
lokalnich extrém. V dalSi ¢asti prace (kapitola 6) poté buderfesit obecny fipad funkcen
proménnych, kde vyuzijeme souvislosti s tzv. kvadratickyformami. Pro lepSi pochopeni zde

bude uvedeno grafické znazéni

Definice 2. 1.

Nectr f(x,y) je funkce dvou progmnych a boc(x,, y,) 0 D( f).

a) Rekneme, Ze funkcé ma v bod (x,, Y,)lok&lni maximum, jestlize existuje okcO(x,, ;)
takové, ze pro kazc(x, y)O O(x%, y) plati f(x, y)< f(%, ¥)-

b) Rekneme, Ze funkcé ma v bod (x,,Y,)lokalni minimum, jestlize existuje okoO(X,, Y,)

takové, ze pro kazc(x, y)J O(x%, y) plati f(x,y)= (%, y)-

Jestlize prc(x, y) % (%, Y) Jsou gedchozi nerovnosti ostré, mluvime o ostrem lokalmaximu

respektive minimu. Spotey nazev pro (ostré) lokalni maximum a minimum ¢et(y) lokalni

extrém.

Jako u hledani lokalnich extrénfunkci jedné prornné, je také zde udkzité najit nutnou

podminku pro existenci lokélnich extrému funkci alywonmeénnych.

Véta 2. 1.

Nech’ funkcef ma v bod (x,, y,) lokalni extrém. Pak plati:

a) Parcialni derivac f,(x,, y,) bud’ neexistuje, nebo j f,(X,, y,) = 0.

b) Parcialni derivac f (x,, ¥,) bud’ neexistuje, nebo | f (x,, ¥,) =0.

Diikaz 2. 1.

Predpokladejme, ze¢ktera z parcialnich derivaci funkée boct (x,, y,) je nenulova. Uvazujme,
ze plati nafiklad f,(X,, y,)#0. To vzhledem k definici parcialni derivace znameb&é funkce

f(t)="f(x, +tl& y), kde e=(0, 1), ma nenulovou derivaci v bdd = 0 a tedy nerize zde mit



lokalni extrém. To vSak znamena, ze ani funkeeemize mit v bod (x,, y,) lokalni extrém.

Analogicky by se dokazalo i prdipad, Ze by platilcf,(x,, y,) # 0.

Poznamka 2. 1.

Funkce f :R" -~ R muaze mit lokalni extrém pouze ve svém stacionarnio lmebo v bod, kde
alespa jedna z parcialnich derivaci neexistuje. Staciohdrod nemusi byt bodem lokalniho
extrému. Je tomu tak ndklad u funkce f(x y)= f(%, y)+(y- )’ — (% %), kterda ma

stacionarni boi(x,, y,), avSak v tomto badnema lokalni extrém (takovy bod se nazged|q.

*

Obrazek 2.1 Stacionarni bod typu sedlo

10



Definice 2. 2.

Rekneme, Ze boc(x,, ¥,) je stacionarnim bodenfunkce f , jestlize plati f (x,, ¥,)=0 a

fy (% %) =0.

Disledek 2. 1.
Necht funkcef ma v bod (X,, y,), v ifmz existuji prvni parcialni derivace funk&elokalni

extrem. Pal(x,, Y,) je stacionarni bod.

Ve stacionarnim badextrém niize byt, ale nemusi, jak ukazuje obrazek 2.1. &ma j@ znazorén
graf funkce f :z= f(%, y)+(x= %)*—( y- ¥)°, kterd ma stacionarni be(x,, y,), aviak v tomto
bod neni lokalni extrém (takovy bod se nazyedll).

Nyni kratce pipomeneme tzv. Taylév polynom. Seznamili jsme se s nirfi gtudiu funkci jedné
realné prominne.

Nech’ funkcef ma v bod xo vlastni derivace az d@adun — téhon O N. Polynom

' " (n)
T = fxg) + 22 E_TO)(X_XO) L) 2(:(0)(X—><o)2 P ) n(!x‘))(x—xo)n

se nazyva Tayldv polynom stupé n funkcef v bod X,. Vime, Ze pra¥ popsany polynom je
jedinym polynomem stugmn, ktery ma s funkci spole&nou funkni hodnotu v bo&x, a prvnichn

derivaci.

Priklad 2.1.

3
Pro funkcif(x) = sinx je Ti(X) = x, To(X) =X _XE' Vidime, Ze druhy Tayléwv polynomT,(X) =X —

3
X? jiz predstavuje dobrou aproximaci funkigg) = sinx v ,malém* okoli p@&atku.

11
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Obrazek 2.2 Tayloriv polynom

Stejnou koncepci bychom radiijali pro posuzovani lokalnich extrémejprve u funkce dvou
realnych prominnych a pak i pro funkce vice realnych peomych. Za pedpokladu spoijitosti
druhych parciélnich derivaci funkees f(x, y) v bod (Xo, Yo) a jeho okoli Ize zapsat druhy Tayler

polynom ve tvaru

Ta(x, y) = (X0, Yo) + fx (%0, Yo) -h + £, (%0, Yo) . k+ %(fxx(xo,yo)- P +28, (%, %) hke §(%.%). k).

Celkova strategie tedy je, Ze pro posuzovani chidudrkcez = f(x, y) ve stacionarnim b&dXo, Yo)
hledime vyuzit nikoli imo funkci samu, ale jeji Taylowv mnohalen v pra¥¢ uvedeném tvaru
nebo v ekvivalentnim tvaru. Vyuzivam#tpm opst faktu, Ze Taylakv mnohalen je velice dobrou

aproximaci funkce = f(x, y) v okoli bodu %o, Yo)-

Stejre jako u funkce jedné pra¥nné, musime uvest postgici podminku pro existenci lokalniho

extrému funkci dvou proémnych.

Véta 2. 2.

Nech’ funkcef ma v bod (x,, y,) a réjakem jeho okoli spojité parcialni derivace druhé&hdu a

necht (X,, Y,) je jeji stacionarni bod.

12



Ozna&me

fo(XY) (XY

Pl xy) 009

‘= fu (X ) T, (X 9= §0% Y.

Pak plati:
1) Jestlize jeD =(x, Y,) > 0, nema byt viude, t. i v dalsitadcich D(x,, Y,)? je v bod
(Xs ¥,) Ostry lokalni extrem.
Je-li f,,(%,,Y,) > O, jedna se o minimum, je- f_(x,,Y,) <O, jedna se o maximum.
2) Jestlize jeD =(x0, yo) <0, neni v bod (X,, Y,) lokalni extrém.

3) Jestlize jeD = (xo, yo)= 0, nedava ¥ta odpo¥d’ (extrém zde rize byt, ale nemusi).

Poznamka 2.2.

f.«» f,, J& ozn&eni pro druhou parcialni derivaci podiey.

X X

Dukaz 2.2.(Dikaz véty 2.2.)

Nectt D =(x,, Y,)# 0. Ze spojitosti parcialnich derivaci adu funkcef plyne spojitost funkce
D (%, ¥)=f, (% ) £, (% ¥=[ f,(x Y a funkee f,, v bock (%,,Yy,). Odtud plyne, Ze pro body
(x, y) dostatén¢ blizké bodi(x,, y,) plati:

sgnD x,y)=sgmD & ¥ ), sorf, Xy35 sof, ¥ ¥

Tayloriv vzorec pran = 1 se sedem v(X,, Y,) dava
F(x)= 106 5[ (G Q)00 P+ 2 (6 9% By ¥+ f( 8 Ay F]. @D

kde (c,,c,) lezi na uséce spojujici(X,, ¥,) a & ).
Ozname A= f (q,c), B= f,(G ¢), C= {,(¢ ¢), =F x ¥ k ¥y (auvazujme kvadraticky
polynom dvou prorgnnych P(h, k) = Al +2 Bhk+ Ck.
Pak miZzeme vztah (1.1) dZeme psét ve tvaru:
f(x,+h y+K=f(x ¥+ HhR (1.2)

VySeteme nyni znaménko polynonRgh, k). UvaZzujeme dvaigklady:

13



l. D(X,Y,) >0: Prok=0 je P(h,K)= A, pri<emZA # 0 (plyne ze vztah AC- B* > 0). Proto
P(h, 0) >0 pro A>0,P h,0)<( pro A< 0. Pro k # 0 Ize P(h, k) psat ve tvaru

2
P(h, k) = k{ﬁ(gj + ZBE + Cﬂ.OznaﬁmeQ(t):Atz+ZBt+ C, kdet:E_

Jelikoz AC- B*> 0,tj. Q ma zaporny diskriminant, je ptA> 0 polynom Q(t) > 0 pro v3echna
tOR a odtudP(h, k) > 0 pro vSechnih,k(OR . Podobg v piipact A< 0 je P(h k) <0. To podle
(1.2) znamen4, Ze ptA>0 ma funkcef v (xo, yo) ostré lokalni minimum a pr A< 0 ostré

lokalni maximum.

. D(%, Y,) <O.4. diskriminant polynomuQ(t) je kladny. To znamen4, Ze existt,,t, 1R
takova, zeQ(t) >0 a Q(t,) <0. Polozme[h, k]=[at.a], [h.k]|=[ata], kde a#0. Pak
P(h.k)=a*QqV, A b k)=a* Q1) 4. pro

0w w) =06+ %ot K)(% ¥=( %+ B ¥ K
plati f(x, V) > (%, %), f(X,¥) <f(x,¥). Protozea #0 bylo libovolné, tj(x, y;), (%, ¥,)

mohou byt libovol# blizko (X, ;) , v tomto bod extrém nenastava.

Poznamka 2.3.

1. VSimréme si tedy, Ze neitze platit f (x,,Y,)=0. Jinak by D(X,, ¥,) =— ffy(x, y)<0, coz je
spor. Totez plati pri f, (x,, ¥,) . Dokonce museji mit tat&isla stejné znamenko, protoze jinak by
fo (%01 Yo) T,y (%05 Yo) < O @ bylo by oproti pedpokladi D(x,, ¥,) < 0. K rozhodnuti o maximu resp.
minimu Ize tedy pouzit rovnoce& f_ (X, ¥,)-

UkaZeme si naifjkladech, Ze extrém iie nastat, ale nemusi.

a) Pro funkci f :z=x'+ y* je f, =4x*,f =4y’ a z rovnic4x’ =0, 4y’= ( dostavame jediny

stacionarni bo((0, 0). Dale f, =12x*,f

=12y* ,f,,= 0 tedy D(x,y) =144y a D(0,0)= 0.
V bock (0, 0) je lokalni minimum, protoz f (0, 0)= 0 a pro libovolné jiné(x, y) (ne jen v okoli)

je f(xy)>0.

14



b) Pro funkci f:z=x+y je f, =3x*, f,=3y* a z rovnic3x’ =0, 3y* = O dostavame jediny

stacionarni bo((0, 0). Dale f,, =6x, f, =6y, f, = 0, tedy D(x, y) =36 xy a D(0,0)= 0. V boct

' Ty
(0, 0) neni lokalni extrém, proto: f (0, 0)= 0 a f(x, 0)=x, takZze prox >0 je f(x,0)>0a
pro x<0 je f(x,0) <0, coZz znamena, Ze v libov@nmalém okoli jsou jak &si, tak mensi

funkeni hodnoty ne: f (0, 0).

VySetovani lokalnich extréije tedy mozné shrnout do nasledujicichibod

Nejprve vytipujeme pomociéty 2.1 nebo dsledku 2.1 ,podezlé” body, v nichZz by mohl byt
extréem (v ostatnich bodech byt ni&m). Nefastji pujde o nalezeni stacionarnich Iiodcoz
znamen&esit d& rovnice pro d¢ neznamé. Obeénde o nelinearni rovnice, jejicheSeni nize
byt velmi obtizné. Zadny univerzalni postup neexést Pokud je asgpjedna z nich linearni, je
mozné z ni vyjatit jednu prondnnou pomoci druhé a dosadit do zbyvajici rovnidm dostaneme

rovnici (obeci opst nelineérni) pro jednu neznamou, jeggeni je snazsi.

| v pripadt obou nelinearnich rovnicékdy Ize z jedné rovnice vyjéid jednu neznamou pomoci
druhé a dosadit nebajakymi Upravami vylotit jednu neznamowCasto je dinné, pokud se nam
poddi rozloZit levé strany rovnic na sgin, na pravych stranach musi byt nula. Aby &owyl
nulovy, musi byt nulovy &ktery ¢initel. St&i tudiz kombinovat jednotlivéinitele z obou rovnic,
¢imz dostaneme &holik vétSinou jednodusSich rovnic. Pokud vSe selZze, nezhywZz pouZzit

numerické metody a naléztikemy alespd priblizné.

O kazdém ,podazlém“ bodu rozhodneme, zda ¥m lokélni extrém je nebo neni. K tomu
pouZzijeme ¥tu 2.2, pokud jsou spémy jeji p‘edpoklady. Pokud jejiipdpoklady splény nejsou
nebo nastava situace 3) podle téttyyje poteba pouzit &aky specialni postup. To e byt

nekdy velmi jednoduché,dkdy naopak obtizné.

Piiklad 2.2.

Najdste lokalni extrémy funkc f =z= X+ xy+ ¥ -6 x9 ).

Reseni: Funkcé je spojitd vVR? a méa zde spojité parcialni derivace (v3atih). Podle dsledku
1.1 mohou byt lokélni extrémy pouze ve staciondriicdech. Vyp&teme prvni parcialni derivace

a ukime, kde jsou sawasre nulove:
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z, =2X+ y-6 2x+ y6=0
z,=x+2y-9 = X+2y-9=0

Dostali jsme soustavu dvou lineéarnich rovnic o dueanamych, jejim#eSenim snadno dostaneme

x=1, y= 4. Mame tedy jediny ,podeely" stacionarni bo((1, 4). Nyni vypaiteme druhé parcialni

derivace:

z,=2, z,=2, z,=1

Abychom mohli pouzit&u 1. 5., uéime D(X, y):

Zy 2

D(x,y) =
S P

|2
1

1-a

V tomto giipack je hodnota konstantni (obecje to funkcex ay, za €z musime dosadit séadnice

stacionarnich bag. Protoze je kladna, je v b&((1, 4) ostry lokalni extrém. Jelikoz, =2 > 0,
jde o ostré lokélni minimum. f (1, 4)=-21 Graf funkce je znazo#n na obrazku 1.2 (jde o

elipticky paraboloid).

Obrazek 2.3: Graf funkce f 1 2= X+ xy+ ¥ -6 %9 )
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Piiklad 2.2.

Urcete lokalni extrémy funkc f : z= X + y* -3 xy.
Reseni: Funkce, jejiz extrémy hledame, je polynorpeomennychx, y a proto jsou jeji parcialni
derivace spoijité v celéiR*. Proto lokalni extrémy mohou nastat pouze ve aterhich bodech,

které najdeme jakteSeni soustavy rovnic

z,=3¥-3y=0, z=3y-3% 0

Z prvni rovnice plyney = X* a dosazenim do druhé rovnice dostavame

X' = x=xx-1)(X+ x1)=0,

odtud x =0, x, =1 (kvadraticky troflen x*+x+1 ma zaporny diskriminant a je proto vzdy
kladny). Existuji tedy dva stacionarni bcR =[0, 0, R, =[1, ]

Dale platiz, =6x, z,=6Y, z,=-3 Odtud dostavame

D(x,y)=36xy-9,t. D(R)=-9<0,D R )= 36- &= 27 >(

Podle ¥ty 2.2. v bod P; extrém nenastava a v lio®, nastava ostré lokalni minimum, né&bo
2,(R)=6>0.

Doposud jsme se zabyvali funkcemi dvou realnychmgrmych, nyni je pdeba provést zobeéni
pro hledani extrét funkci vice nez dvou protnnych. Ktomu vSak bude pgeba vyuzit
algebraicky matematicky aparat. Konkrétoijde o tzv. kvadratické formy, kterym jeimovéana

dalSi kapitola této préace.
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3. Bilinearni a kvadraticke formy

Pred vysetlenim pojmu kvadraticka forma, jez budou v &&ne casti prace vyuzivany k éeni

lok&lnich extrém funkce vice prornnych je zapdebiftici, co je to bilineéarni forma.

3.1. Bilinearni formy

Definice 3.1.1.

Necht' V je realny linearni vektorovy prostor, tj. prost@d €lesem redlnycliisel. Zobrazen f : V

XV - R se nazyva bilinearni forma Najestlize pro kazd x, yOV a pro kazdeA LR plati

fix+z y=f(x 9+ (2,
FAX y)=A1(x ),
fFxy+2= f(x y+ f(x 2
f(xAy)=Af(x ).

Tato definice je hodnabstraktni, na konkrétnichripladech ukaZzi, co si pod pojmem bilinearni

forma gredstavit.
Priklady bilinearni formy:

1) Skalarni nasobeni v euklidovském prostdne bilinearni forma, nelo

(X+zY=(xY+(z2 VA xyY=A(xYy
(X, y+2=(x Y+(x (1 y=A(xYy

pro kazdéx, y, zO V a pro kazdiA OR.

2) Da se dokazat, Ze v realném prostopzdbrazeni danéigpisem

f(xy)=2xy%+3x%- % y+5%y kdex=[x, %], y=[ . y|'

je bilinearni forma.

Je teba, abychom byli schopni libovolnou bilinearninfor vyjadit v négjakém vhodném tvaru.

Ukazuje se, Ze kaZdou bilinearni formu Ize vyigodomoci matice bilinearni formy.
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Definice 3.1.2.

Necht Vje redlny linearni vektorovy prostor kame& dimenzen, nech’ b,b,,...,h je baze

prostoruV. Matice

f(b.h) f(
A=[1(n.b)]-= f(bEZ’bl) f(
f(b.h) f(b.b) - f(h )

se nazyva matice bilinearni forr f v bazib,b,,...,h3,.

VSimnéte si, Ze uvedena matice bilinearni formy je tynux n, kde n je dimenze daného

vektorového prostoru.

Pomoci nasledujiciéty je mozné §i znalosti matice bilinearni formy v dané baziitthodnotu této

formy pro libovolné dva prvky z vektorového prostdt.
Véta 3.1.1.

Nech’ V je realny linearni vektorovy prostor kame& dimenzen, nech’ f je bilinearni forma n#/,

necht A je matice této bilinearni formy v béb,b,,...,h, prostoru V. Potom pro kazdé dva vektory

x, yOV plati f(x,y)=X Ay, kde X, ¥ jsou sotadnice vektai x, y v bazib,b,,....h .

Diikaz 3.1.1. (Ghkaz véty 3.1.1.)

ozname X=[a,,a,,...a,] .Y=[B..8,,..5,] potom je f(x, y):Zn:aiZn:,Bj f(b,p).

.
Vynasobenim matica vektorem ¢ ziskame Ayz{z,[z’j f(h,)....>. b f(h, p)} , proto
=L

j=1

)?TAS/=[al,...,an]{Zn:,8j f(q,q),...i b f(p,p% :ali@ f(b,p ) ..+ani (b.bF

i= i=

n n

> aY B h.g)=f(xy).

i=1 j=1
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Poznamka 3.1.1.
Je teba zdraznit, Ze matice dané bilinearni formy je spekdigpro danou bazi vektorového

prostoruV. Fi zméne baze se z#mi i matice bilinearni formy.

Piiklad 3.1.1.

M¢&jme vektorovy prostoV = R® a jeho bazi

G, = (1,0,0)
M: G, =(0,1,0)
G, =(0,0,1)

Na tomto vektorovém prostoru je definovana bilimé&orma, pro niz plati:

f(u,0)=3
f(0,0,)=-2
f(0,0)=-1
f(d, 0)=1
f(0,,U,)=-2
f(U,,0,)=3
f(0,0) =2
f(l;,u,)=-1
f(U;,0;)=4

Reseni:

Matici bilineéarni formy v bazi M wim jednoduSe pouzitim definice 1.2.

3 -2 -1
A=l1 2 3
2 -1 4

Nyni stanovme hodnotu této bilinearni formy proledsjici vektory:

u=(322,
V=(2,21)
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Pri stanoveni hodnoty formy pro zadané vektory musini¢ jejich sodadnice v bazi M.

Uu=30+20,+ 2L
V=1V, +1¥,+ OV
Z véty 3.1.1. pak rovnou dostavame
3 -2 -1\(1
f@av)=(32211 2 3| 1=(33 24 22 ,(3(2) 22 2.( BD+2.3+ 24F
2 -1 4)(0
1
=(15-49| 1= 5.y £ 4.9 (1. 1
0

V praxi se velmicasto setkavame se specialnitippdem bilinearni formy, tzv. symetrickou

bilinerarni formou.

Definice 3.1.3.

Bilinearni formaf na redlném line&rnim prostovise nazyva symetricka, jestlize plati
f(x, y)= f(y, X pro kazdéx, yOVv.

Priklad symetrické bilinearni formy:

Bilinearni formaf na realném linearnim prostoxukone&né dimenzen je symetricka pravtehdy,
kdyz je symetrickd matice této bilinearni formy.d&finice 3.1.2. matice bilinearni fornfyna
realném linearnim vektorovém prostoru kémé& dimenze jeiejmé, Ze symetricka bilinearni forma

ma symetrickou matici.

Piiklad 3.1.2.
Urcete matici A bilinearni formy f(x,y)=3xy—-%X%+2%Xy— x Y53y 2 Xy 4 X na

realném prostoru R, kde x=[x,% %] y=[ % % o, v béazi

v, =[111" v =[150 w=[ 1,0
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f(v,w)=3.11- 1% 2.1.% 14 514 2.k1 4.%1
f(v,V,)=3.1.1- 1.3 2.1.6 14 514 2.kl 4.E0
f(v,V,)=3.1.1- 1.0 2.1.6 14 518 2.kl 4.E0
f(v,,v)=3.1.1- 1.3 2.1.% 14 514 2.0:1 4.61
f(v,,\,)=3.1.1- 1.% 2.1.6 14 5.1# 2.6:1 4.6:0
f(v,,\,)=3.1.1- 1.0r 2.1.6 14 510 2.6:1 4.6:0
f(v,v)=3.1.1-1.% 2.1.% 04 504 2061 4.61
f(v,v,)=3.1.1- 1.% 2.1.6 04 504 2.0:1 4.6:0
f(v;,,)=3.1.1- 1.0+ 2.1.6- 04 508 2.0:1 4.6:0

Hledana matice ma tedy tvar:

>

Il
A 0 O
N O
w N D

Poznamka 3.1.2

Pomoci symetrické bilinearni formytheme definovat tzv. kvadratickou formu. V dalSimtte
této prace se pak budeme zabyvat jiz jen kvadmatickormami.

3.2. Kvadratické formy

Definice 3.2.1.

Neclht f je symetricka bilinearni forma na realném linedrnektorovém prostorM kone&né
dimenzen. Zobrazenk:V - R, definované pedpiserr x(x) = f(x, X) pro kazdéxV, se nazyva

kvadraticka forma na prostoru V.
Je-li reélny prostoV kone&né dimenzen a b,b,,...,h baze prostor/, potom maticiA

symetrické bilinearni formyf v bazib,b,...,h nazyvame matici kvadratické fornx v bazi

b, b,

Poznamka 3.2.1

Matice kvadratické formy je vzdy matice symetrickieba’ je to matice symetrické bilinearni
formy.
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Bilinearni forma v pikladu 3.1.2. je symetricka, duje tedy kvadratickou formix:R, —» R
uréenou gedpisem

KO)= T(X ) =3% %= x%+2x%~ x5 %% 2 xx 4 xx 3% 5°% 4°% 2 xx 4 x
pro kazdé  x=[x, %, x| .Matice kvadratické formy & v bazi

v, =[111" v =[110 =[] 1,00 je matice

A=

H 00 O
N O
w N b

Matice kvadratické form « ve standardni bag =[1,0,d" & =[ 0,1, g=[ 0,0} je poté

3 -1 2
B={-1 5 O
2 0 -4

V dalSich¢astech diplomové prace pro nas bude velthezta klasifikace kvadratickych

forem provedena podle nasledujici definice.

3.3. Klasifikace kvadratickych forem

Definice 3.3.1.

Rikame, Ze kvadraticka fornmx na realném linearnim vektorovém prostdrkon&né dimenze je
pozitivné definitni, je-li x(x) >0 pro kazdéxV, x£ 0,

pozitivné semidefinitni, je-li x(x) =2 0°pro kazdéxOV a existuje x, IV tak, zex(x,) =0,
negativré definitni, je-li x(x) <0 pro kazdéxOV, x# 0,

negativné semidefinitni, je-li x(x) <0 pro kazdéxOV a existujex, OV tak, zex(x,) =0,

indefinitni, existuji-li x, x, OV tak, Zzex(x) >0, x(x,)< 0.

SamozZejm¢ musime najit zjsob, jak co nejjednodussim tgwbem Kklasifikovat zadanou

kvadratickou formu.

K urc¢eni tzv.inercie kvadratické formy mohu pouZzitkolik metod.

1. Lagrangova metodanam slouZi k fevedeni na diagonalni tvar. Tato metoda funguje na

principu doplgni nactverec a musime eliminovat smiSeitgn.
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Piiklad 3.3.1.

f(X) =X +4x%-3%

F(X)=(%+2%)° —4%-3% = (x+ 2%V - 7%= %+ 4xx+ 4%
X=X +2X,

X = %

X %" £(X) = ¥'=7 %= INDEFINITNI FORMA

V novych promdnnych se nevyskytuji smiSegkeny, coz znamena, Ze definitnost formyizeme

snadno posoudit podle znamérgsel gred druhymi mocninami. ProtoZe znaménkaq e kladné a

U Xz zaporné, je forma indefinitni.

2. Pro &tSi paet proménnych je Lagrangeova metoda dost komplikovana aopie
vyhodrgjSi pouZziti jiné metody a to metody zaloZzené wvlastnich ¢islech matice

respektive na tzvSylvestrow kritériu. V dalSi kapitoledefinujeme tedy tzv. vlastrisla

matice.
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4. Vlastni ¢isla matice a jejich uziti ke klasifikaci

kvadratickych forem

4.1. Vlastnicisla a vlastni vektory matice

Definice 4.1.1.

Necht” A je ¢tvercova maticéadun, potomdet(dl —A)se nazyva charakteristicky polynom matice
A. Koreny charakteristického polynomu nazyvame vlastndn@kteristickagisla maticeA. Jestlize
A, je vlastni¢islo maticeA, potom nenulovy vektor h takovy, (4] —A)h=0, tj. A,h=Ahse
nazyva vlastni vektor matiok prislusny vliastnimuéislu A,. MnoZina vSech vlastniatisel matice

A se nazyva spektrum matiée

Priklad 4.1.1.

s

2-1 1
det =
1 3-1
(2-1).(3-1)-11=0 - A>- 8+ 5 0
& —Bx+ 6=1= O /11’2:51\/22— 415
Al:5+\/§ A= 5-45
2 2

A, A, = vlastni cisla matice

Poznamka 4.1.1.
Vedle vlastnicktisel by bylo samadzjmé mozné wkit i tzv. vlastni vektory matice. Ty vSak nejsou
pro ukeni definitnosti kvadratické formy podstatné a preg jimi v této praci nebudeme zabyvat.
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Uvidime, Ze o definitnostilané kvadratické formy rozhodne to, jaké ma mddaeratické formy
vlastni¢isla. Vime vsak jiz, Ze viznych bazich ma dané kvadratické formiane matice. Je tedy
tieba vyjasnit to, jaky vztah je mezi vlastnitisly matic jedné kvadratické formy uznych

bazich. K tomu nam paiie pojem podobnost matic a s tim souvisegty.v

Definice 4.1.2.
Rekneme, Zétvercové matice, B fadu n jsou podobné, jestlize existuje regularni mafiagédu
n tak, ZeA=TBT .

Véta 4.1.1.

Podobné matice maji stejné charakteristické polyna@ntedy stejna vlastdisla.

Dukaz 4.1.1.
Nech’ A=TBT" Potom Al =A)=ATIT*-TBT'=TA - BT, a tedy

detdl —A)=detT @1 -B Y™ )= defl def(|-B )def'= d& dat" dét(- B=
=detT")detd| —B )= det§1-B).

Poznamka 4.1.2.
Vétu 4.1.1. nelze obratit, tj. jestlize @wnatice maji stejné charakteristické polynomy, neinfuyt

podobné.

Napriklad | :Ll) ﬂA=E ﬂ potom det(Al -1 )= (A - 1Y ,detdl —A F 4- 1) Tyto matice

nejsou podobné, nebro kazdou regularni matidi fadu 2 jeTIT =TT '= |, tj. jednotkova

matice je podobna pouze sama se sebou.

Nyni ukazeme, jak je vlastidisla mozné vyuzit ke klasifikaci kvadratickych foreNejprve bude

tieba zjistit, v jakém vztahu jsou matice bilinedmiarem v tiznych bazich.
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4.2. Klasifikace kvadratickych forem pomoci vlastnih ¢isel

Véta 4.2.1.
Nech’ ¢ je bilinearni forma na realném linearnim vektomvprostoruV kone&né dimenzen.
Necht A je matice bilinearni form¢ v bazib,hb,,...,.j prostoruV, necht B je matice bilinearni

formy ¢ v jiné baziv,, v,,...,v, prostoruV. Potom jsou si maticd, B podobné.

Diisledek 4.2.1.(Msledek &ty 4.2.1.)

Matice bilinearni formy virznych bazich maji stejna vlastisla.

Mame tedy jiZz zaji¥no, Zze matice dané kvadratické formyazmych bazich maji stejna vlastni
¢isla. DalSi problém by mohl souviset stim, Ze wiasisla jsou keeny charakteristického
polynomu a mohou byt tudiZ obe&chimaginérni. Existence imaginérnich vlastnéébel u matice

kvadratické formy by ndm vSak znemoznila rozhodmujéji definitnosti pomoci kritéria, které

v dalSic¢asti prace uvedeme. N&sti plati, Ze matice kvadratické formy je vzdy symc&a. A diky

......

u matice kvadratické formy netbe nastat.

Véta 4.2.2.

Nech’ A je realna, symetrickd matid@du n. Potom plati: VSechna vlastiisla maticeA jsou

realna.

Diikaz 4.2.2.

1. Ozn&me A libovolné vlastnitislo maticeA ah vlastni vektor maticé prislusny vlastnimaislu
A. Potom(Al —=A)h=0,tedy Ah= Ah h# 0 a tedy

h"Ah=H Ah=H AFr AA & hA EA( hY)
h"Ah=H A h=( AN A N FA(h N
Tyto rovnosti jsme mohli napsat, nebmaticeA je realna, t. j A= A A symetricka, tj. A" = A

Proto  A(h" h)=A(N 1), tedy (A-A)(h"h)=0. Ozna&imeli h=[h,h,..h]", je
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h"h=hh+ h h+..+ h h=| "+ §°+..+| §i’ >0, neba’ viastni vektorh je nenulovy. Proto

A—-A=0, tedy A = A. LibovoIné vlastntislo maticeA je realné.

Diisledek 4.2.2. (Disledek &ty 4.2.2.)

Vétou 4.2.2. je dokazano, Ze matice kvadratické fonmdyvzdy realna vlastdisla.

Lze dokéazat, Ze plati nasleduji¢ta (4.2.3).

Véta 4.2.3.

Kazda realna, symetricka maticzlu n je podobnd s realnou diagonalni maitéadu n.

Tato Wtaftika, Ze v ijaké bazi je mozné kvadratické formy vyfdgomoci diagonalni matice, na
jejiz diagonéle se nachazeji vlastigla odpovidajici dané kvadratické farnZ diagonalni matice
v3ak jiz velmi snadno zjistime definitnost danénfgr a to pomoci znaménelksel na diagonale.
Pokud budou vSechna znaménka kladrigdepo pozitivie definitni formu, pokud vSechna kladna
nebo nulova (alesfigedno bude nuloveé),tpde o formu pozitive semidefinitni apod. iesrEji tuto

situaci popiSeme pomaoci pojrmercie matice.
V nasledujici definici je zaveden pojenercie matice

Definice 4.2.1.
Necht A je ctvercova symetricka matice A, A,,...,.A jsou jeji vlastnicisla, pak trojicicisel
i =(k,zn),, kde k je patet kladnych vlastnicliisel, z je paiet zdpornych vlastnictisel an je

pocet nulovych vlastnickiisel nazyvame INERCIE MATICE.

Poznamka 4.2.1.
Podle gedchazejicich& maji tizné matice odpovidajici jedné kvadratické fétejnou inercii. Z
tohoto divodu mizeme mluvit o INERCII KVADRATICKE FORMY.

Véta 4.2.4.
Necht’ «je kvadratickd forma na realném linearnim vektorovgrostoru V konéné dimenzen.

Potom kvadraticka formx je
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pozitivné definitni praw tehdy, kdyzin(x) =(n,0,0),

pozitivné semidefinitni praw tehdy, kdyZin(x) = (k,0,d), d# 0,
negativré definitni praw tehdy, kdyzin(x) = (0,n,0),

negativré semidefinitni praw tehdy, kdyzin(x) =(0,z,d), d# O,
indefinitni praw tehdy, kdyZin(x) = (k, z d), k# 0, z£ 0.

Pomoci pedchozich ¥t jsme tedy nasli metodu, jak jednodusSeitudefinitnost dané kvadratické
formy. Uvedeny postup je z vypetniho hlediska vyhodnyiedevsSim v tom, Ze vlastiisla Ize
numericky utovat i pro matice vysokéhi@ddu, dikyéemuz mizeme s pomoci vygetni techniky
snadno rozhodnout o definitnosti kvadratickych fiore WtSim pa@tem prongnnych. U¥domme si
ale hned i nevyhody tohoto postupu. V¥pb vlastnich¢isel numerickymi metodami s sebou
piinasi i zaokrouhlovani a to neni Zadouci v jemmgathodnutich typu matice se rapozitivne
definitni ¢i pozitivné semidefinitni. Daleglovek se ¥tSinou snazi mit elementarni vyy pod
Jlidskou“ kontrolou. Ov8em vypiet vlastnichtisel matice vede keSeni rovnic vysSich stiip a to
je procloveéka problematické zalezitost. Konkrétnéeni pomoci analytického vyp ukaZzeme na

piikladu kvadratické formy s&yfmi proménnymi.

Piiklad 4.2.1.

Uréeme inercii, definitnost kvadratické formy
K(Q) =2X + 25+ 2% + 25 = 4% %+ 8X X+ 8% %= 4%

a napiSme kvadratickou formu ve tvaru linearni korabectveral sodadnic.

Reseni:

V standardni bazi prostoR, € =[1,0,0,§' g=[ 0,1,0P ¢=[ 0,0,0 g=[ 0,0,p, ma

2 -2 4 O
L . -2 2 0 4 , o . .
kvadraticka formix matici A= 40 2 ol Uréime vlastniéisla maticeA. Protoze
O 4 -2 2

detdl —A)=A-4)A-81 ¢+ 4) je in(k)=in(A)=(2,1 1) a kvadratickh formax je
indefinitni.
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4.3. Klasifikace kvadratickych forem pomoci Sylvesrova kritéria

Definice 4.3.1.

Nech A je matice typu m/n. Pro libovolné r< min{m, n} ,pro libovolnou volbu
1<k <k,<..<k <m a 1<l <l,<..d,<n budeme determinant matice
Ak, k..., k /L, 1,,....l nazyvat minotadur. JestlizeA je ¢ctvercova maticéadu n, potom pro
kazdép = 1,..., budeme determinant mati A[1,2,...,p /1,2,...p] nazyvat hlavni minor matic A

fadu p.
Priklad 4.3.1.

1 2 3 4
V matici A=| 0 5 6 7| Ize najit mnoho mindr, nag. minoryfadu 2 jsou:
-1 8 -2 9

1

detA(1,2/1,3)=‘0 j ,
4

detA(L,2/2,4F|

detA(2,3/1, 4F J :

2 3
detA(L,3/2,3F | J

a dalsi, minoryadu 3 jsou:
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1 2 3
detA(1,2,3/1,2,3| 0 5
_1 8 —_
1 2
detA(1,2,3/1,2,45| 0 5 |7,
-1 8

1 3
detA(1,2,3/1,3,4%| 0 6 |7
-1 -2

2 3
detA(1,2,3/2,3,45| 5 6 |7
g8 -2

Nyni ukdZeme, jak ndm hlavni minory mohou pomotii @zhodovani o definitnosti dané

kvadratické formy.

Véta 4.3.1.

Necht’ «je kvadratickd forma na realném linearnim vektorovgrostoruV kone&né dimenzen,

neclt A je matice kvadratické formx v bazib,b,,...,l5 prostoruv.

(1) Kvadraticka formek je pozitivre definitni prae tehdy, kdyz vSechny hlavni minory matice
A jsou kladné.

(2) Kvadratickd formax je negativ definitni prae tehdy, kdyZz hlavni minory maticA
sttidaji znaménka.

(3) Kvadraticka formex je indefinitni pra¥ tehdy, kdyZz nenastava aripad (1) ani fipad (2)

a zarova jsou vSechny hlavni minory matiéerazné od nuly.

Dukaz je pondrné komplikovany a rozsahly, proto jej zde nebudemé&déty Tuto Wtu zformuloval
britsky matematik Sylvester v 19.stoleti, kteryajgtoremiady dalSich tvrzeni tykajicich se teorie
matic. Podrobgi se jeho Zivotu a dilu budemenovat v dalSi¢asti této prace. Nyni uvedeme
piiklad, @i jehoZ feSeni je vyhodjSi pouzit Sylvesterovo kritérium neZivk uvedenou metodu

zaloZzenou na vlastnicatislech matice.
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Priklad 4.3.2.

Urceme definitnost kvadratické formy

K(X) =2X +5X + 10X — 2% %+ 6% %+ 4% % a napiSme formu jako stet étveral sodadnic.
Reseni:

Kvadratick&d formé« je uena symetrickou bilinearni formou
P Y)=2x Y +5% B+10%5 Y%= Xy~ Xy 3 Xy 3 xy 2 X¥ 2 X

kter& ve standardni béazi prost(R, e =[1,0,d" ,6=[0,1,§' g=[ 0,0]1 ma matici

2 -1 3
A=-1 5 2|.
3 2 10

Zkusime utit charakteristicky polynom matick

detdl —A)=2°-174*+ 661 - 2!

U tohoto polynomu je vSak velmi problematické atiaky urcit jeho kaeny, Ize pouze odhadnout

intervaly, ve kterych budou keny leZet.

Zkusime tedy zjistit, zda by nam kéani definitnosti kvadratické formy nepomohlo

Sylvesterovdkritérium. Ugime hlavni minory matic@.

A =2,
2 —

A, = =9
-1 5

A, =detA= 25,

Je vidt, Ze vSechny hlavni minory matiéejsou nenulové a kladné, proto je kvadraticka fo x1a

pozitivne definitni.
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K(X) =2 +55 +10X = 2 %+ 6% %+ 4% %= X7 —2% %+ X5+ X+ 455+ 10X + 6%+ 4%, %, =

(}=%)" + (€ +Ex% +9X) + 4+ 4%, %+ X = (% = %) + (% +3%,)" + (2% +Xs)’.

Dostali jsme vyjatkni formy ve tvaru sdtu ti ¢tverai, forma je pozitive definitni.

Na z&er této kapitoly ukézi jestnekolik dalSich pikladi na klasifikaci kvadratické formyiznymi

metodami:
Priklad 4.3.3.

Urcete typ kvadratické form f(X,y, 2 =2xy-4x 2 6y .

Redeni:

a) Lagrangeova metoda - uzijeme filifad regulérni substitucx=u-v,y=ut+ v z= w
2Xy—4xz+ 6yz= 2(u+ Vy.(u V- 4.(v V. wo6(H ¥
= 2u° - 2V° — 4uw+ 4vwt+ 6uwr 6vWwe 28— 2%+ 2uw 10vw

= 2.(U2 + uw)— 2% + 10vwe {( w%"j —%}— 2(4- 5WWE

= .(u+v—vj —ﬁ—z.(v—§wj +§V\f=
2 2

Odtud je vidt, Ze je forma indefinitni (koeficienty u prvnihdiatiho kvadratu jsou totiz, kladné, u

druhého vsak je koeficient zaporny.

b) Sylvestrovo kritérium — musim sestavit matici kratttké formy a stanovit hlavni minory této

matice islusné kvadratické formy:

0 1 -
D=[1 0 3
-2 3 0
D =0,
D, = -1,
D,=-6-6=-12

Podle Sylvestrova kritéria je tedy forma indefimitn
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Priklad 4.3.4.
Urcete typ formy f(X,y, z U= xy+ xz xat2 y£3 yu4d :
Resdeni:

a) nejprve zkusime stanovit znaménko pré dodné volby prognnychx, y, z, u. Zvolimex =
=y=0stim, Ze ,rozhodné; u:

z=1,u=1 f(0,0,L,1F 4>

z=1, u=-11(0,0,17 1 - 4

Protoze p dvou taznych volbach ziskavame jednou kladnou a jednoornép hodnotu, musi byt

dana kvadraticka forma indefinitni.

b) Lagrangeova metoda — navic uzijeme substx=r-s,y=r+s

f=r’-s’+(r-9).z+(r-9.w2.(r+ 9.2 3.(# 9. ¢ 4 z&
=r®-g?+rz—sz+ r- sw2 r22 sz3 rtt 3 sud zu
=r?-s?+3rz+ sz+ 4 rut+ 2su+ 4 z&

=r’+3z+4u-(S°—sz-2sY+ 4 z&
2

3 9 z va
:(r+—z+2uj ——22—4LF—62u—( s—=- 9+—+ t+ z64 zu
2 4 2 4
2 2
:(r+gz+2uj —(s—iz—uj -272-34- zu

uz ted’ je jasné, Ze je forma indefinitni (protoZze znanauakprvniho a druhého kvadratu jséana)

-u —2{£+ z&§ ﬁ}:
2

_uz—z{( z+_‘;j2+_ia}

-u —2.( z+Ej _23
2

2
= r+§z+2u —(s—
2

NN

2
= r+§z+2u —(s—
2

NN

2

NN

2
= r+§z+2u —(s—
2

Je vidtt, Ze znaménko u 1. kvadratu je kladné, u zbylyEiw&ak zaporné. Kvadraticka forma ma

tedy inercii (1, 3, 0), tato kvadraticka forma yeliz indefinitni.

34



Priklad 4.3.5.
Rozhoduite o charakteru kvadratické form f(x,y, 2)=9X +10xy- 2x# 12 §— 18y 9%

Re3eni:a) Lagrangeova metoda (bez uZiti substituce)

10 2 3 3
f(X,y,2)=9] X+=— xy-— x4+12| §—-—= yz— 7=
(y)(grga(?zyélj

(5 1\ 25 1., 10
=9|| x+>y-—z| — =y -——Z+— yz2+12 $-18 y* 9 =
( 9’ 9) g1’ 81 813% y-18y

5 1) 25 1., 10
=9l Xx+oy-—z| — ==V -—Z+—ya12 §-18 yx 9=
97 9 9)72 9 g 7 y y

2

_ 5 1 83, 152 8 ,_

=9 | x+—-y—-—2z| +— yz#—2z° =
9 9 9 9 9

=9. x+§y——1z2 [83)f 152y + 807 ] =
9 9

5 1 152 8
=9/ X+-y-—=2 -—— —
97 9 3[); 83 }
2
=9. x+§y——lz L (y 76} EO%—(—?S Z
9 9 9 83 83 8

Znameénka u vSech kvadigsou kladnd, je tudiz vid, Ze forma je pozitivédefinitni.

b) Sylvestrovo kritérium — musime sestavit maticadratické formy a stanovit hlavni minory této

matice gislusné kvadratické formy

9 5 -
D=5 12 -
-1 -9 9
D,=9>0

D, =108-25=83>0
D,=9.108+ 45+ 45 12 729 225 942 90 966 96

VSechny hlavni minory jsou kladné, forma je tuddzigvné definitni (inercie (3,0,0))
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5. Historickd poznamka — J. J. Sylvester a maticovy

pocet

James Joseph Sylvester

Narodil se 3.9.1814 v zidovské rodjrv Londyre v Anglii. Byl pojmenovan
jako James Joseph. Jeho otec, Josef Abraham, lsylodbik. James fjal

piijmeni Sylvester, kdyZ jeho starSi bratr emigrogal USA, kde v té dab
museli mit vSichni fistéhovalci Kestni jméno, druhé jméno &jmeni, nez jim

bylo dovoleno ziskat pobyt.

Po zakladni Skole, do které chodil v Londymavs&voval stedni Skolu v Liverpoolu a v letech
1831 az 1837 St. John’s College v Cambridgi, kd@alzavé prvni studium matematiky. Jeho
ucitelem byl John Hymers. V roce 1838 se stal prafsogirodni filozofie na University College

v Londyre.

O rok pozdji ziskal titul bakal& a magistr od Trinity College v Dublinu. V témzZeceose
piesthoval do Spojenych stgtkde Zistal Sest sial a byl zandstnan jako profesor Univerzity

Virginia.

Do Anglie se vratil v listopadu 1843. Po jeho néwrdo Anglie studoval prava. Zde se seznamil s
britskym pravnikem a matematikem Arthurem CaylegirsZ &inil vyznamné pispsvky do teorie
matic. Zde také pracoval jako pojistny matematédnim z jeho soukromych zakyla Florence
Nightingale, Zena, ktera @idla mnoho pro zachranu Zivobritskych vojak za krymské valky.
Ziskat pozici vydujiciho matematiky na univerise Sylvesterovi netio aZz do roku 1855, kdy
byl jmenovan profesorem matematiky na Kralovskéenské akademii ve Woolwichi, ze které

odeSel v roce 1869, protoZze dosahl povinnélatnddoveho sku 55 let.

Sylvestrovo celoZivotni vasni byla poezéetl a gekladal dila z fpvodni francouzské, émecke,
italské, latinské d&ecké literatury a mnohé z jeho matematickych pisstirobsahuji ilustrativni
citaty z klasické poezie. Po svérfe@asném odchodu daidhodu Sylvester vydal knihu s ndzvem

Zakony vers (1870), v niz se pokusil kodifikovéadu zakon pro prozédii v poezii.
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V roce 1877 Sylvester znovugplul p'es Atlantsky ocean a stal se profesorem matemasikyove
Johns Hopkins Univerzitv Baltimore, Maryland, USA. Jeho plat byl 5 000lad®, ktery se
vyplacel ve zlat. Frispél k rozvoji moderni matematiky v Americe, kde v €ot878 zaloZil prvni

americky matematickyasopis.

V roce 1883, se vratil Zbdo Anglie a stal se profesorem geometrie na @slag univerzit. Tuto
prestizni pozici zastaval az do své smrti. Sylwegy@alezl velké mnozstvi matematickych pdajm
jako je napiklad diskriminant. Dal jméno Eulerdvfunkce ¢(n). Jeho sebranéédecké prace
vyplnily ¢tyti svazky. V roce 1880 Kralovska spétesti v Londyi ucklila Sylvesterovi Copleyho
medaili, coz bylo jeho nejvysSi ocan za ¥decké dilo.

Béhem Zivota Sylvester napsal vice nez 300 pojednaidebry, teorie matic a determin&anteorie
invarianfi, pravdpodobnosti, mechaniky a matematické fyziky. Spades A. Cayleym a G.

Salmonem zaloZili spolek "invariantni trojice", ¥z pracovali hlavé na teorii invariant.

Mimo jiné také polozil zaklady teorie elementarnidélitelt, zformuloval zakon setr¢aosti
kvadratickych forem, byl ag8nym tvircem matematickych termin(invariant, kovariant apod.),

zavedl| pojem matice.

6. VySetovani extrémi funkce vice proménnych pomoci

kvadratickych forem

V této kapitole navazi na vysledky z kapitoly 2 adb ugovat extréemy funkci vice pramnych.
Na rozdil od kapitoly 2 se vSak jiz nebudu omezgeat na d¥¢ promenné, ale budu pouzivat
obecny postup vyuZivajici vlastnosti kvadratickyofem (viz kapitoly 3 a 4) , ktery se hodi i na
v ¢asti 6.2. se poté budu zabyvat ulohami s vazebmoimpkou, jez bududeSit Lagrangeovou
metodou multiplikatak. Kone&n¢ v ¢asti 6.3. budu s vyuzitim fedchozich postup urcovat

absolutni extrémy na mno#in
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6.1. Extrémy funkce vice pronénnych bez vazebné podminky

Stejre jako v kapitole 2 musime stanovit nutnou a pagtai podminku pro existenci lokalnich
extrémi. Nutnd podminka bude analogickd jaktev2.1. , u podminky positajici vSak jiz na rozdil
od kapitoly 2 vyuzijeme Klasifikaci pomoci kvadcych forem.

Véta 6.1.1. (nutnd podminka existence lokalniho extngu)
Nech funkcef ma v bod (X, x,,...%,) lokalni extrém. Pak plati, Ze kazda z parcialrdenvaci

v tomto bod bud’ neexistuje nebo je rovna nule.

Véta 6.1.2. (postéujici podminka existence lokalniho extrému)

Nech funkce f(x,X,,...x,) ma v bod (ai,az,...,q) vSechny parcialni derivace rovny nule, tj.

003, %3)_01@.a,8) _01@3.-8) 4 Nectw funkce f ma v bod
0%, 0%, 0x,

(a,a,,....a )totalni diferencial Zadu.

Pak plati:

a) Je-li kvadraticka form:d®f pozitivrg definitni, ma funkcef v (ai,az,...,q) ostré lokalni

minimum.

b) Je-li kvadraticka form:d*f negativig definitni, ma funkcef v (a,a,,...,8) ostré lokalni

maximum.
c) Je-lid*f indefinitni, nema funkcév (a,, a,,...,a,) extrém.

Poznamenejme, Ze totalni diferenci&idu se jevi byt kvadratickou formou ¥indstcich &g, ... ,

dx,. Umime napsat matici této formy a diskriminant tétatice budeme ztia
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3 (A) 02f(A) 2f(A
ox  ox0%  0xdx
RERIORERIC 2f(A _
D= wox o8 oxdx  kdeA=(a, a,....a).
(A 92F(A) 2f(A
ox0x, ~ Oxdx 0%

Je vidt, Ze pra¥ uvedena #ta vyuziva klasifikace kvadratickych forem, jez dybrovedena
v piedchozic¢asti prace. Tim dochazi kakemu propojeni analyzy (extrémy funkce) a algebry

(vlastnosti kvadratickych forem).
Poznamka 6.1.1.

VSimnéme si, Ze ¥ta 6.1. 2. nidkd nic o situaci, kdy jeifsluSna kvadraticka forma poziti¥mebo
negativié semidefinitni. V takovémijpadt bohuzel neni mozné uvedenou metodu pouZitizlpat

priklad feSit jinymi zpisoby.
Poznamka 6.1.2.

Je teba si ugdomit, Ze ¥ta 2.2. je vlasttispecialnim fipadem ¥ty 6.1.2. pro fipad funkce dvou
proménnych. Klasifikace kvadratické formy je v tét@t® v zasad postavena na Sylvestrovu

kritériu formulovaném ve&te 4.3.1.

Nyni ukazi rekolik piiklada, v nichZ budu k weni extrému funkce vice prémych pouzivat &tu
6.1.2, gipadreé vétu 2.2. Klasifikaci pislusné kvadratické formy budu prowédiznymi metodami

popsanymi v kapitole 4.

Piiklad 6.1.1.

Nalezrete ostré lokalni extrémy funkce

f(x,y,2)= X+ 3}+% 7-3xz2 y 2.

Reseni:

Nejprve utim pomoci ¥ty 6.1.1. stacionarni body funkce:
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— =3x"-3z, L 2y- 2, o - 3% 2

0x ay 0z
x*-2z=0, y=1, 7= 3% 2
X -3x+2=0,

(x=2)(x-1)=0

Stacionarni body jso[2, 1, 4 a[1, 1, |1

Nyni vyuziji vétu 6.2. Nejprve uwiim parcialni derivace 2adu a sestavimifslusnou kvadratickou

formu:
2 2 2 2 2 2
612‘:6)(,afzo,af:_&afzzlafzo,af:
ox 0xoy 002 a0y 0y2 02
d*f =6x.(dX)* + 0.dxdy- 3 dxdz 0. dydx 2( diy+ O dydz3 dzd0 dydi( ez

= 6x(dX)? - 6dxdz+ 2( dy + ( dP.

1

Nyni provedu klasifikaci kvadratické formy ve sw@arnich bodech pomoci determinartj.

v podstat na zaklad Sylvestrova kritéria, vizata 4.3.1.)
a) V boc [1,11 je

6 0 -
D=|0 2 0

-3 0 1
D, =6,
D, =12,
D,=D=12-18=-6

Forma je podle &ty 4.3.1 indefinitni — lokalni extrém tedy podl&y6.1.2. nenastava.

b) V boct [2,1,4 je
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Forma je podle &ty 4.3.1 pozitivi definitni (vSechny hlavni minory jsou kladné), adb [2,1,4

tedy podle ¥ty 6.1.2. nastava ostré lokalni minimum.

Priklad 6.1.2.
Urgime extrémy funkcu =+ Y+ Z+12 xy+ 2 z

Resdent:
Nejprve utim pomoci ¥ty 6.1. 1. (tj. uzitim parcialnich derivaciiadu) stacionarni body:

%:3x2+12y= 0= ¥ —-24x= 0%x= 0%x= 2
X

@:2y+12x= 0 = y=-6x
oy

@:22+2:0 = z=-1
oy

Ziskavam tedy dva stacionarni bo R =[0,0,-1 B, =[ 24+ 144; |
Nyni provedu klasifikaci kvadratické formy ve st@tarnich bodech pomoci vlastnicisel
prisluSné matice a inercie kvadratické formy (Wtav4.2.4.).
2 2 2 2 2
a—l;|:6x, au:12, O'u _ ,au: ,6 Yo
ox X0y 00z ay 08z
d’u=6xdxX + 24 dxdy- O dxdz 2 dy 0 dyez2 «

Obecr:
d’u=6xdxX + 24dxdy+ 0 dxdz 2 dy+ 4 dydz2 7

d’u(R)=24dxdy+ 2 dy+ 4 dydz 2 d

a) ueni pro stacionarni bc§(0, 0, — 1):

0-4 12 0
12 2-4 0 |=-A(4 4+2?)- 144 2))=
0 0 2-1

=-A°+44%-4) - 288+ 144 =

=-A*+4)%+144) - 288

zkusmo prcA=2:-2+ 4.7+ 140.2 288 8> je vlastnicislo matice.
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-1 4 140 - 288
2 -2 4 288

-1 2 144 0
-A%+21+144=0

_—2+4/580
M= — 5
J=1- 580

2
ST

= 2 vlastni¢isla jsou kladna, 1 zaporné, inercie formy je (20)1 Podle ¥ty 4.2.4. je tedy forma

indefinitni a podle ¥ty 6.1.2 tedy lokalni extrém nenastava.

b) ureni pro stacionarni bcS,(24,-144 1:
144-)1 12 0
12 2-1  0|=(@44A) 4 4+2°)- 14421 3
0 0 2-1
=576- 5761+ 144° - A4+ A°-1°-— 288 144&-1°+ 148- 486
(2-1).(144-2).(= A - 144F (21 ).(144 146+1% )
A%1464 + 144

146++/ 146 — 144.4
= > =

Ay A,>0
A;>0
VSechna vlastnéisla jsou kladna , inercie formy je tedy (3,0,0bdRe &ty 4.2.4 je tedy forma

pozitivre definitni a podle $ty 6.1.2 nastava tedy v bd&;, lokalni minimum.

Priklad 6.1.3.
Najdste lokalni extrémy funkc z= x* + y* -3 xy+ 6.

Reseni:

Nejprve utim pomoci ¥ty 6.1.1. (tj. uzitim parcialnich derivaciihdu) stacionarni body:
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0z _, ., a_z: B
&—:%x2 3y, 5y 3y* - 3x
3(x2—y):0

3(y2—x):0

y=x,X-x=0,(X-1)=0, x=0, x=
x(x—l)( X + X+l) =0
Zjistime odpovidajicy, =0, y, = 1. Stacionarni body jsou tetA =[0,0], A, =[1]

Nyni rozhodneme uZzitiméty 6.1.2 o tom, jakda jeffslusné kvadratick& forma, coZ rozhodne o tom,

zda ve stacionarnich bodech nastavaji extr@mikoliv. Vypocteme

2 2 2
dzzi azz :6X! az :_316_22: 6y
0x oxoy oy

d? =6x(dX)* — 6dxdy 6 ¥ dy
a zjistime typ odpovidajici kvadratické formy vatamarnich bodech:

a) A =[0,0]

Ze vztahud?(0,0)= - 6dxdy je primo vidkt, Ze forma je indefinitni, extrém v b& [0, 0] nenastava.

b) A =11
Snadno utime

d2(L, 1)= 6 dx} - 6dxdy+ § dY’

6 —

D:‘S ej’ D,=6, D,=D=27

Forma je podle &y 4.3.1. pozitive definitni, ve stacionarnim béc[l,]] tedy podle vty 6.1.2.

nastava ostré lokalni minimum.

Snadno zjistime, Ze hodnota ostrého lokalniho mmanije f(1,1)=5. Zobrdzku 1

vytvoieném v programu Mathematica je &tidZze minimum nastava skdte v boc [1,1], zatimco
[0,0] je sedlovy bod.
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Obrazek 6.1.1.: Graf funkce z fikladu 6.1.3.

6.2. Extrémy funkce vice pronénnych s vazebnou podminkou ve tvaru rovnosti

Definice 6.2.1.

Budte f :R" -~ R nxn,qg,...q :R= Ffunkce. PoloZme

v={xOR; g(3=00..0 ¢,(¥=¢ .

Rekneme, Zef ma v bod allDf nV vazané lokalni maximum podminkou adV, kdyz

K (a,0) tak, Ze=[xOK(a,0)n Df nV plati f(x)< f(a).

Rekneme, zé ma v bod al Df nV vazané lokalni minimumpodminkoradV, kdyz K (a,d)
tak, Ze=OxOK(a,d) n Df nV plati f(x)= f(a).

Vazané lokani minima a maxima funkicee nazyvajvazané lokalni extrémy

Poznamka 6.2.1.
PodminkaalV, se nazyva vazba a rovnig,(X) =0,...,d, (x)= 0 se nazyvaji vazebné rovnice

nebo téAxazebné podminky

Vazané extrémy tohoto typu budeme hledat pomodédagci \&ty, tzv. metodou Lagrangeovych

multiplikator .
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Véta 6.2.1. (Lagrange)
Budte f:R" - Rm<ng,.. g :R=> R m< funkce spoji& diferencovatelné na ot&né

mnozire Q obsahujiciV a necli OxOQ plati, Ze hodnost maticli—gg‘ (x):l je rovham. Bud’
X.
J

i
L:R" - R funkce definovana vztahem

L% %)= PO FAG O oA gy (XX
Funkce L se nazyva agrangeova funkcea konstanty/,...,A,0R se nazyvaji Lagrangeovy
multiplikatory. Necli systénmm+ n rovnic o m+ n nezndmych

L, =0,

maieseni| a,,...,a, A ... v ]
Ma-li L v bodk a=[a,....a] pro A’,... Ay lokalni extrém, pakt ma va vazany lokalni

extrém téhoz typu s vazbalV.

Nema-li L lokélni extrém, neplyne odtud, #eema vazany lokalni extrém.

Uvedeny postup nyni budeme demonstrovat na dvaickrétnich piklada.

Priklad 6.2.1.
Nalezréte lokalni extrémy funkce f(x,y)= X +2y, vazané podminkoug(x y)=0, kde

g(x, y)= X -2x+t2y+4y

Regeni:
Sestavime f{islusSnou Lagrangeovu funkci obsahujici Lagrdgenultiplikdtor A a nasledé
provedeme jeji parcialni derivace podle péomychx ay: Tyto derivace ndm spaie¢ s vazebnou

podminkou budou tu@t soustavu 3 rovnic 0 3 neznamych. Z této soustspgtteme hodnoty

KX, Y)= X +2V+A(X-2x+ 2 Y+ 4Y)
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a—K:2x+/1.(2x— 2), 9K _ 4y+ A .(4y+ 4),
ox oy

2x+2A.x-1D)=0 dy+ A (y+ 1= 0
X+A.(x-1)=0 y+A(y+1)=0
X(L+A)=A yd+A)=-4
A -A
X=— y:_
1+ A A+1
A% A A? -A
X Yy)=0: - 2. + + 4; =C
9(x ) (A+1)? A+1 (2+1¥ A+1
2 —
37 +6 A =0

U(/] +1)2 A+1

3 -6AA+1)=0

31°-61=0

A*=21=0

A =0, A, =-2
proA=0je x=0, y=0
prcA=-2 je x=2, y=-2.
Nasli jsme tedy dva stacionarni body [0,0] a [2,\2}t¢chto stacionarnich bodech mohou nastavat
lokalni extrémy, musime vSak &it, Ze je splina postaujici podminka. Praci si zjednoduSime
tim, Ze budeme diferencovat vazebnou podminku, ¢ékyuz velice rychle dokdzeme klasifikovat

kvadratickou formu v danych stacionarnich bodeotzhodnout o0 znaménku extrému.

2 2 2
a’§:2+2/1 0K g 9% _ 4
AX AxAy 0
d%k = 2(1+ A )(dx)?+4(1+ A )(dyy
dg(x y)=0

(2x—=2)dx+ 4(y+ 1)dy= 0
Pro[0,0] dostavam«-2dx+4dy=0, dx= 2dy

Pro[2,-2] dostavame2dx—4dy=0, dx= 2dy

Pro[0,0] A =0je d’ =2(dX)’ +4(dy)> = 2(2dyf + 4(dyf = 12dy
Pro[2,-2] A=-2je d’ =-2(2dx)* - 4(dyy’ = - 12dy
V bodk [0,0] je pislusna kvadraticka forma pozitigrdefinitni, tudiz podle & 6.1.2 a 6.2.1

nastava v tomto b&dostré lokalni minimum. Naopak v lm[Z,—Z] je pislusna kvadraticka forma
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negativié definitni, podle ¥t 6.1.2 a 6.2.1 tam tudiZz nastava ostré lokalniimar vzhledem

k uvazované mnozin

Priklad 6.2.2.
RozloZtecislo 64 na initele, jejichZz sodet je minimalni.
Hledanicinitele ozn&meyx, y, z, jejich sodet jeu, tj: u= x+ y+ zvazbova podmink x.y.z= 64.

Hledame vazany extrém funku = x+ y+ z s vazbou

X.y.z—64= 0.
K(X,Y,2)=x+t v 2 A( xyz64)
0K 0K 0K

— =1+ Ayz=0, —=1+Axz= 0, —=HAXxe= 0
ox y ay 0z ¥

Z prvnich dvou rovnityz=xz £ y X=0 =z 0, celkemtedyx=y=1z
Do vazbové podminkyx® -64= 0, x= 4

Stacionarni bod:

1
A=(4,4,4 A=—-——.
[4.4.4 i
2 2 2 2 2 2
6/2(=0, LS =Az, 'K =1y, a—K=6—K:O, 0’k =AX
0X 0X0y 002z 0 0 0y z
d’k = 2Azdxdy+ 214 dxdz# 21 dydz
1 1 1
d’«(4,4,4)=-=dxdy-= dxdz= dydz
( ) 5 dxdy=— >
-1
16
z vazbové podminkxyz-64=0 yzd¢ xzdy xydzO,v bod [4,4,4
dx+dy+ dz=0, dz=-( dx dy
4% (4, 4, 4)= —%dxdy—% o dx d)/——; o dx ¥
1 1 2 1 1 1 > 1
=——dxdy+=( dy" +—= dxdy-— dxdy— =—( dx dxdy T
1
1 =
D2:D:1 2:1—£:§, Dl:1
— 1
2

Forma je pozitiva definitni. V boé¢ A=[4, 4, 4 nastava (vazané) lokalni minimug@isla 4, 4, 4

tedy davaji ze vSech moZnyéimitelt nejmensi satet.
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6.3. Uréovani globalnich extrémi funkce vice pronénnych na mnozirg

Definice 6.3.1.

Bud f:R" - RQO Df, alQ..

Rekneme, Zzé ma v bod a globalni maximum niQ, kdyz OxOQ plati f(x)< f(a). Klademe
maxf @Q)=f @).

Rekneme, Zzé ma v bod a globalni minimum n:Q, kdyz OxOQ plati f(x)> f(a). Klademe
min f (Q) = f (a).

Hodnoty maxf Q) a min f (Q) se nazyvaji globalni maximum a globalni minimumkice f na

mnozirg Q. Misto globalni téZikame absolutni.

Véta 6.3.1.(Weierstrass)
Bud 00 #QOR" ohrantena, uzatena mnozina a f : R" - R spojitd funkce n:Q [0 Df. Plati

nasledujici tvrzeni:

1. f je ohrantena neQ.
2. Existuji a,b00Q tak, Zze OxOQ: f(a)< f(X < f(b,tzn. existuje minf(Q)=f@) a
maxf Q)= f ©).
3. Nech min f (Q) nastane v badal1Q. Pak f mava lokalni minimum, neb@a h(Q).
Analogicky necki maxf Q) nastane v bad aldQ. Pak f ma v a lokalni maximum, nebo

alhQ).

Uvedena ¥ta nam dava navod, jak globalni extrémy hled&tsl&Sny algoritmus podrokji

popiSeme v nasledujici poznamce.

Poznamka 6.3.1. (algoritmus pro nalezeni globalnioextrémia na mnozirg Q)

1. Nalezneme lokalni extrémy funk€e z nich vybereme ty, které leZi v uvazované mmog.

Nech’ A ozn&uje mnozinu funknich hodnot v nalezenych bodech lokalnich exitrém
2. Nalezneme vézané extrémy funkeevazbowv = h(Q) (tj. vdzané extrémy na hranicich oblasti).

Necht B ozna&uje mnozinu funknich hodnot v nalezenych bodech vazanych extrandale v

bodech, které jsou fniky raiznych vazeb.
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3. Neclt M = A B. Pak globalni maximum je hodnota msbj(a globalni minimum na mnozin
hodnota miny).

Priklad 6.3.1.
Nalezréte nejwtsi a nejmensi hodnotu funkc f(x,y)= X+ y¥-3xy vmnozit Q , dané
podminkam 0< x< 3, 0<y< 2¢.

I. Nabyva-li f extrémni hodnoty v badlezicim uvnit M, pak v tomto bo& musi nastavat

podle ¥ty 6.3.1. lokalni extrém. Podlety 6.1.1. musi byt tudiZ v tomto bédgarcialni derivace
rovny nule.

%=3x2—3y:3(x2‘ Y)=0 4. X=y

g_;=3y2—3x=3(3f— X=0, t. x= ¥

y'-y=0 y=0,y=1
x=0,%=1
Do mnozinyA z poznamky 6.3.1. pédtpouze funkni hodnota v bo#l S; [1,1] (druhy stacionarni
bod [0,0] je totiz na hranici oblasti a jeho fank hodnota doA tudiz nepat). V tomto bod
ziskavamd(s,;) = —1.

Il. Jestlize f (x,y) nabyva své nefiSi nebo nejmensi hodnoty na oblouku paraboly
y =2x%, musi mit funkce f (x,2x°) = x3+(2x2)3—3x2x2: X+ 8X- 6X lokalni extrém.

48X°-15¢ = 0, 3¢( 16¢- $= 0, xJ (0,

Derivace: s 5 [5
X'=—, %= 3—
16 16

V Gvahu tedy fichazi bod 5[% 2.,3/2i54 . s funkéni hodnotou pétici do mnozinyB.

Tato funkni hodnota jef(S;) = —2—2.

[l Pro Usékuy =0, y=0, 0<x < Zma funkce f (x,0)= X nenulovou derivac3x?,

extrém nenastane, Zadny bod do mnoBnydiZz neziskavame.

V. Pro Gséku x =3, 0<y<1& ma funkce f (3,y) = 27+ y* — 9y, derivaci3y* -9
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Extréem tedy niZze nastat v tomtoffpact pouze v bod 83[3\/?3] ., jehoz funkni hodnota tedy

pati do mnoziny B. Tato furdni hodnota jd(S;) = 27— 6/ 3.

V. Déle si musime wdomit, Ze do mnozinyd musime zg&adit i body, v nichZz dochazi
k praniku raiznych vazeb (v podstarohové body uvazované mnozi@). Témito body jsou $
[0,0], S [3,0] a koné&né S [3,18]. V €chto bodech wime funkni hodnoty. V bod S, ziskavame
funkéni hodnotu f($ = 0, v bod S funkéni hodnotu f(§) = 27, v bod S poté funkni hodnotu
f(Se) = 5697.

Nyni mizeme pistoupit k poslednimu kroku algoritmu z pozndmkg. 6. a zjistit, v kterém
ze 6 nalezenych bédS, — § nastava globalni maximum a ve kterém z nich glubélinimum
(véta 6.3.1. nam zatwje, Ze nikde jinde globalni extrém nastat nzet).

Primym srovnanim se zjisti, Ze z Sesti hodnot funktehto bodech je ne§#Si hodnota v batlSs
(5697), nejmensi pak hodnota v B& (—1).

Z obrazku 2 vytveeném v programu Mathematica je &tidze maximalni hodnota na dané mnézin
skut&n¢é nastava v batl[3,18]. Minimalni hodnotu neni mozné z obrazku adiv kvali velkému

méfitku.

Obrazek 6.3.1.: Graf funkce z fikladu 6.3.1.
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Piiklad 6.3.2.

Vysetete absolutni extrémy funkiz= X +2xX + y¥—2 v uzawené oblasti2 ohrantené kivkami

y=4,y=X.

Resdeni:
l. Nabyva-li f extrémni hodnoty v ba&dlezicim uvnit , pak v tomto bo&l musi nastavat

podle &ty 6.3.1. lokalni extrém. Podleity 6.1.1. musi byt tudiZz v tomto b&gbarcialni derivace

rovny nule.

0z 4
—=3x°+4x=0, x=0, x, =——
0Xx A % 3

g:Zy:O, y= 0
oy

Vzhledem k tomu, Zey =0, neziskali jsme Zadny stacionarni bod uvmblasti, mnozinaA

Z poznamky 6.3.1 je tudiz prazdna.

Il. Budeme hledat extrém na hranici oblasti dané&kmu na pimce y=4: Dosazenim
ziskame funkci jedné prafmné a u¢ime jeji derivaci:

z=xX+2X+14, x3(-2,2

Z=3X+4x, x=0, x=-

wlh

Nasli jsme tedy dva mozne body extré S = [04] , S = [—g 4} V téchto bodech wime funkini

hodnoty. V bod S, ziskavame funéni hodnotu f(S) =14, vbod S, poté funkni hodnotu

f(8)=22.

lll. Budeme hledat extrém na hranici oblasti daméapolou y=x*. Dosazenim ziskame
funkci jedné prordinné a wime jeji derivaci:
y=xX: z= X+2X+ X-2, X(-2,2
z=X+X+2%¥-2
Z=4X+3%X +4x= { 4%+ 3% 4
z(0)=2
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Resenim jsme ziskali jediny bod, kde s&éZmnachéazet extrém, je jim bod [8,0]. V tomto bod

ur¢ime funkéni hodnotu, ziskavame futtki hodnotu(S;) = —2.

IV. Dale si musime wdomit, Ze do mnozin (zatim obsahuje body S S) je tieba giradit i
body, kde dochazi k pniku riznych vazeb. V naSemiipad jsou to body $[2,4] a
Ss [-2,4]. V tchto bodech wime funkéni hodnoty. V bod S, ziskavame funéni hodnotu
f(S4) = 30, v bod Ss poté funkni hodnotu(Ss) = 14

Nyni miZzeme pistoupit k poslednimu kroku algoritmu z poznamky. 6. a zjistit, v kterém ze Sesti
nalezenych bad S, — § nastava globalni maximum a ve kterém z nich glubélinimum (\ta
6.3.1. nAm zagtuje, Ze nikde jinde globalni extrém nastat B2e).

Primym srovnanim se zjisti, Ze z Sesti hodnot funkt&hto bodech je nefSi hodnota v badS,
(30), nejmensi pak hodnota v l&dgs (—2).

Z obrazku 2 vytveeném v programu Mathematica je &tidze maximalni hodnota na dané mnézin
skute&né nastava v bat[2,4] a minimalni hodnotu v b&d0,0].

Obrazek 6.3.2.: Graf funkce z gikladu 6.3.2.

Piiklad 6.3.3.

Nalezréte nej\tsi a nejmensi hodnoty funk z= e‘xz‘yz.(z X +3 )7) v kruhu x* + y* < 4.
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%:e-x-y (232X +3y)+ 7Y dx &7 (- 4% 640 4)e C
g_ize-xz-yz.(—zx).(z%+3;f)+ e 6y & (- 4k y 63 6)=
rovnice:
A)
2x(2-2¢-3y")= 0
2y(2-2¢-3y)=0

1.x=00y= ([ 0,3~ stacionarni bod
2.x=003-2¢-3’=0,y= 1 OL], 6; |1
3.y=002-2¢-3¢=0,X= 1 1p[~ 1[0
4.2-2*-3y*= 003 &°- 3/= Onekompatibiln {J

vSech gt stacionarnich badlezi uvnit kruhu o polondru 2.

B) Hledame extrémy na kruznix® + y* = 4- vazané extrémy

K(Xy)= e‘xz—yz_(2>3+3)?)+/]_( X + §_4)
oK

ax
6/(

ay
e ( -4 - 6X)f+4>§+2)lx— 0

gx Y ( 4x2y—6)f+6))+2/1 y=0

e‘xz‘yz.(—4x3—6xf+ 4>§+ 2 %0

=6 (-4X y-6y+6y)+ 21 y= 0

e Y 2xy=0 x=00 y=0
[0.2 [0~ [20[-2p

Celkem 9 stacionarnich bid

£(0,0)= 0, f (0,)=€™" .&g= f (0- 1),
f(1,0)= 2_3_f(10)f(02): zlg?_f(e ‘

f(2,0)= 8—f(20):—
Zawér: Minimalni hodnotz z=0 nastava v ba#l[0, 0] . Maximalini hodnotzzzlo’ nastava v bodech

[0,] a[o0,-1].
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Zaver

Tato diplomova prace jesmovana vyuziti kvadratickych forentiwySetovani extréen funkce vice
realnych prominnych. Tato problematika je probirana ve vysokoskéin kurzu matematické
analyzy, cilem mé prace bylo zpracovat &tguteoreticky souhrn tématu &egevsim fipravit fadu
ieSenych fklada, které bycéten& umoznily pochopit, jak se viznych situacichieSi problém

nalezeni extréfnfunkce vice prognnych.

V prvni ¢ésti prace ve stimosti uvadim zékladni informace o¢avani lokalnich extréffunkce
jedné realné proémné, pojem extrém je zde definovan a je zformulavin Fislusna nutna a
posta&ujici podminka. V dalSicasti se analogickou problematikou zabyvam u funkis®u
proménnych. Ke zobeami uvedeného postupu préipad n prominnych je vSakieba zavést vyuzit
poznatki z line&rni algebry a zavést pojem kvadratickd foridéle je iteba se nalit se tyto
kvadratické formy klasifikovat. Tomu je¢movana kapitola 3. Ke klasifikaci kvadratickych dor
mohou vyznam& pomoci viastntisla matice fipadré Sylvestrovo kritérium opirajici se o vyjmi
tzv. minofi matice. Toto téma byléeSeno v kapitole 4. Osélslavného britského matematika
Jamese Josepha Sylvestra, jenz se v 19. stoletaryE zaslouZil o rozvoj maticového @i, je
vénovana dalSicast této diplomové prace. V ziné 6. kapitole se jiz na zakkdysledk
predchozichc¢asti zabyvam imo hledanim lokalnich extré@mv obecném fipact n realnych
proménnych. \enuji se i utovani vazanych extrampiisiusnych funkci a zjfovani nejétsi a
nejmensi hodnoty funkce na mnaZieoreticky vyklad je dopkn radoureSenych fiklada, které
mohou byt uzitené gipadnym zajemiam a tuto problematiku.
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Resume

This diploma thesis is devoted to application oadpatic forms for investigation of extrema of
functions of n real variables. In the first partsHortly described basic points about extrema of
functions of one real variable. | defined this teamd formulated the necessary and sufficient
condition for the existence of extrema. | geneaalizhis concept for the case of function of two
variables in the second chapter of the thesis. Mewdor the formulation of general solution it is
necessary to define the term quadratic form anabbeto make a classification of such forms. The
third chapter of the thesis is devoted to thisaopigenvalues of the matrix and Sylvester criterio
which is based on the minors of the matrix may leeywseful from the point of view of
classification of the quadratic forms. The nextt pdrthe thesis is thus closely connected with the
matrix theory. Some basic information about Janosegh Sylvester, a mathematician who greatly
contributed to the development of matrix theorg mcluded in the fifth chapter. Finally, the last
chapter is devoted to the general investigatiothefextrema of functions of n variables using the
methods developed in the previous parts of theigh&sot only typical local extrema without
special conditions, but too extrema subject to kiyusonstraints and global extrema on the defined
set, are discussed. Theory is accompanied by a emuwfbexamples which may be useful for
potential persons interested in this topic.
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