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1 Uvop

1 Uvop

V diplomové praci navazuji na praci bakalatrskou, kde jsem studovala 17. Hilbertav
problém, ktery fesil nalezeni zpusobu, jak vyjadiit definitni racionalni funkci jako soucet
nékolika ctverci raciondlnich funkei. Zaméfili jsme se také na algoritmus pro zapsani
polynomu ve tvaru souctu ¢tverct realnych polynomid a na soucty ¢tverci a Gramovy

matice.

V diplomové praci se zaméiim na piipady, kdy mnozina vSech pozitivné
semidefinitnich polynomu splyva s SOS (souctem ¢étverct). Podivame se také na polynom
homogenniho stupné. Rekneme si, kdy je kvadraticka forma pozitivng definitni, negativng
definitni, pozitivné semidefinitni, negativné¢ semidefinitni a indefinitni a jak to zjistit

pomoci vhodné Gpravy formy.

V druhé kapitole ptredvadime nalezeni rozkladu polynomu v soucet ctvercd,
pfi ¢emz vyuzivame mnozstvi poznatkll z linedrni algebry a také poznatkii vSeobecného
charakteru, jako je Descartovo znaménkové pravidlo. Béhem feSeni n€kolika ptikladii také
vyuzivame programy pocitatové algebry jako je Mathematica 7 a 8 a pro kontrolni

vypocty také vyuzivim WolframAlpha.
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Pokusme se vyftesit piiklad, pochazejici z Finska a ur€eny pro ptipravu budoucich

fesitell matematické olympiddy:
Priklad 1: Urcete pocet redlnych kotfent polynomu
f)=x3—x"+2x°-2x> +3x" -3x°+4x*—4x+ S,
ReSeni: A) Pomineme zatim absolutni &len 2 a povSimneme si, Zze zjemu

predchazejicich dvou s¢itanct by bylo mozné vytknout &islo 4 a ziskat 4 (x> — X). Podobné

1ze psat
3x'—3x3=3x* (x*— Xx), dale
2x°—2x°=2x*x*- x) anakonec
X —x"=x° (x* - x).
Muzeme proto celkoveé napsat
f0) =x—x" +2x0—2x° +3x =33 +4x—4x=(C- X).(x*+2x* +3x2+4). (1)
Vyraz x* — X je roven nule pro x; = 0 a x, = 1. Rozlisime tedy tfi pfipady:
a) Pro x e (-, 0) je &initel X* — x = x (x — 1) kladny a vyraz x* + 2 x* + 3x* + 4

je kladny dokonce pro kazdé x e R. Proto je polynom f;(x) v intervalu (—o, 0) kladny.

b) Pro x € (1, oo) plati totéz. Je dale f1(0) = fi(1) = 0. V tuto chvili jiz vime,
ze nerovnost fi(x) > 0 plati v (—oo, 0) U <1, o) a zbyva prozkoumat chovéani funkce f;
v intervalu (0, 1).

c) V tomto intervalu je soucin X (X — 1) zaporny. Snadno také nahlédneme, ze

nejmensi hodnoty tento soudin nabyva v bodé x = 4 a touto hodnotou je —3.

Naproti tomu Cinitel 6C+2x*+3x2+4)jev (0, 1) kladny. Vidime také, Ze
pro0<x<1platix® +2x*+3x*+4<1°+21*+3.12+4=10. V (0, 1) tedy z jedné

strany plati X (X — 1) > - a z druhé strany x® +2x* + 3x% + 4 < 10. Pro sou¢in dostavame

) =x(x - 1).(x*+2x*+3x%+4)>10.-1 =5,
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Nyni se vyjasnil vyznam absolutniho ¢lenu 2 v zadani ptivodniho polynomu f(x),
Vv intervalu (0, 1) totiz je f(x) > 0.

Shrneme — 1i vysledky ziskané v bodech a), b) a c), mizeme konstatovat, ze

pro vsechna x € R plati f(x) > 0, tj. polynom f nema Zadné realné koreny.

To je jedna cesta, jak ukazat, ze polynom f(X) je kladny pro vSechna x € R.

Ukazeme si jest¢ druhou moznost, jak dospét ke stejnému vysledku.
B) Miizeme psat x° — x’ + 2 x° = x°0¢ — x + 2) = x° [(x—%)2 +ﬂ. Ted je jiz vidét,

Ze jsme schopni zapsat prvni téi ¢leny polynomu f(X) ve tvaru souctu ¢tvercti vhodnych
polynomi, ale vedouci &len ,,nezpracovaného zbytku® polynomu f(x) je — 2 X° a to neni
dobré. Je proto ,.chytiejsi vzit mezi prvni &leny jenom jedno x° a druhé si ponechat

,,V rezerveé® pro dalsi trojélen. PisSme tedy formalné

f)=x2—x"+ x°+ x*—2x° +3x*-3x*+4x*—4x+ 3 anyni mame

XX+ X =3 —x+1) = xﬁ[(x—%)2 +%] Proto je

f(x) = xs[(x—%)2+%} + x*-2x +3x'-3x°+4x —4x+ 5 ated vhodnd

upravime dalsi tfi s€itance. Je
6 5 4_ 4 2 o B 4 e v
X°—2Xx +3xX =X [(x—l) + 2} a opét si miizeme 2 X~ ,,odlozit* pro dal$i upravy.
Mame pak
2
f(x) = XB[(X—%) +%} +x*(x—12+2x*—3x3+4x* -4 x+ 5 apokusime se
upravit trojélen 2 x* — 3 x3 + 4 x2. Miizeme psat

2x' -3 +4x" =2X" (¢~ 3x+2) =2x° [(x )"+ %1.
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Celkem tedy uz mame

23

f(x) = xs[(x—%)2+ﬂ +xt (X — 12+ 2 x°(x —2)* + 5 x* — 4 x + $. Nakonec

bychom radi upravili posledni troj¢len. Plati

2 2 2 2
§X2—4X+§ :E (X_Ej +§_£ :é(x_Ej +§. E_% =
8 2 8 23 23 23 8 23 8 (23 23
2
:E(X_Ej .51

Miizeme tudiz zapsat

09 =20 (x-1)"+ 1] ¢ (07 2 2522

51
+

;e @)

Ze zapisu (2) jiz nezapornost polynomu f(x) ptimo vyplyva, nejde tu vsak o ,,Cisty*

zapis ve tvaru souctu ¢tverct. K tomu bychom se v§ak jiz snadno dostali:

ey (e o {5 3]

2
o1
+H L= 3
2 ®
Ze zépisu (3) znovu vidime, ze polynom f(X) je pro v§echna X € R kladny a nema
tedy realné koieny. Mimochodem, z algebry vime, Zze kazdy polynom s realnymi
koeficienty, ktery nema redln¢ kofeny, musi mit za své kofeny dvojice komplexné
sdruzenych ¢isel. To je tedy i ptipad mnoho¢lenu f(x).
Prostudujme, jak se chovaji polynomy tohoto typu, tj. takové, které nemaji zadny

realny koten.

Piiklad 2: Monicky polynom p(x) € R[X] (tj. koeficient u vedouciho ¢lenu je 1) ma
pravé dva sdruzené komplexni kofeny X; =1 — 2i a X = 1 + 2i. Potom plati:
P(X) = (x— 1+ 2i) (x— 1 +2i) = (x—1)* + 4 =x* — 2 x + 5. Vidime, Ze tento polynom je

souctem dvou ¢tvercu.
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Piiklad 3: Monicky polynom p(X) € R[Xx] ma pravé dvé dvojice komplexné
sdruzenych kotfent, a to X; =3 —2i, X, =3 +2i a x3=4—3iaxs =4 + 3i. Potom plati
P(X) = (X—3+2i) (x—3—2i) (x—4 +3i) (x—4—3i) =((x—3)*+4)((x—4)*+9) =

=(X* -6 x+13)(x*—8x+25) = x* — 14 x> + 86 x* — 254x + 325. Polynom p(x) jsme
nalezli v explicitnim tvaru, ale neziskali jsme jeho rozklad v soucet ¢tverct. Zkusme jesté

jednu upravu s jinym poradim Ciniteld. PiSme

P(X) = (x—=3+2i) (x—4+3i0)) (x—3-2i) (x—4-3i)) =

=((®-7x+6)+(Bx—17)i ) (¥ -7 x+6)—(5x—17)i) =

= (X* = 7x + 6)* + (5x — 17). Vidime, Ze i tento polynom je soudtem dvou &tvercil.
Otevfteli jsme si cestu k dikazu obecného tvrzeni:

Lemma 1: Jestlize monicky polynom p(X) € R[x] ma vyhradné jen sdruzené

komplexni kofeny, pak je souctem dvou ¢tverci.

Dtikaz: Polynom p(X) lze psat ve tvaru soucinu

P09 = [T(x-2,)(x-7,).

j=1

kde z; a z; jsouproj=1,2,...,s komplexné sdruzené koteny polynomu p. Utvoime si
soucin
[T(x=z;) =a() +i r(x).
j=1
Pak, jak se snadno pfesvéd¢ime a jak jsme vidéli v pfedchozim ptikladu, plati téz
rovnost
[T(x-2;) =a() —ir@.
j=1
Potom ovSem plati

p(x) = ]i[(X—Z,-)(X—Z_,-): (@0) + 1 1(0) - (@) =1 r()) = g*(X) + r*(x).

j=1
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Také polynom f(x) z ptikladu 1 musi byt sou¢tem pouhych dvou ¢tverct polynomu.
Takovyto rozklad ale mize byt tézké najit. V daném ptipadé€ totiz nezname vSech osm jeho
komplexnich kofenil, proto nemuzeme aplikovat cestu, zndmou z piikladu 3 anebo

z lemmatu 1.
Postoupime tedy v teorii.

Definice: Polynom p(x) € R[X] se nazyva pozitivné semidefinitni, jestlize

pro vSechna X € R plati p(x) > 0.
Definice: Polynom p(x) € R[x] je souc¢tem &tvercu (polynomu), jestlize existuji

polynomy gi(x), g2(X), ..., 0s(X) € R[x] takové, ze p(x) = igf(x). (Uziva se i zkratka

i=1

SOS, Sum of Squares).

Jaky je vztah obou definic? Okamzité vidime, ze je — li p(X) € R[X] souCtem

¢tverct, je také pozitivné definitni. Plati pro redlné polynomy jedné neurcité téz opak?

Bud’ p(x) € R[X] pozitivn¢ semidefinitni polynom. Nepozadujeme ani, aby byl
monicky, tj. koeficient u vedouciho ¢lenu bud’ a € R. Z algebry vime, Ze p(X) mize mit jen
realné kofeny anebo jisty pocet dvojic komplexné sdruZenych kotfent. To je tedy ponékud
obecné€j$i situace nez jakou jsme zpracovali v lemmatu 1. Ozna¢me realné koteny
polynomu p(x) jako oy, 0y, ..., ox a tyto kofeny jesté mohou mit nasobnosti rq, Iy, . Ik

Existuje tedy rozklad polynomu p(x) v soucin kotenovych ¢initelli ve tvaru

p(x) =a lji!(x—zj)(x—z_j).n(x—ai) :

Z toho, ze plati p(x) > 0 pro vSechna X € R, vidime, Ze a > 0 a Ze realné koteny ay,
o, ..., 0k se museji vyskytovat jedin€ se sudymi nadsobnostmi. (Pokud by tomu tak nebylo,
musel by polynom p ,,v blizkosti* realného kotene s lichou nasobnosti ménit znaménko a
ziejmé by tedy neplatilo p(X) > 0 pro vSechna X € R). Pak ale mizeme modifikovat naim uz

znamy diikaz lemmatu 1. Lze psat

pKY) = (Ja‘ Q(x—zj)][ﬁg(x—z—j)]’
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kde nyni né€ktera z ¢isel zj mohou byt realnd. Zavérecna argumentace je stejna jako

pii dikkazu lemmatu 1. Jestlize [Ja_ H(x-zj)} = q(x) + i r(x), kde oba polynomy q(x) i

=1

t J—
r(x) maji realné koeficienty, pak ziejme (JEH(X -1 )J = q(x) — i r(x), takze celkem plati

i1

p(X) = (v/a_ f[(x—zj)](ﬁﬁ(x—z?)} @09 + i r()).( ak) — i r()) = g°() + r(9).

Ukézali jsme tedy, Ze pokud je polynom s redlnymi koeficienty p o jedné neurcité
pozitivné semidefinitni, pak je jiz souctem ¢tvercii polynomu (a to piesnéji dvou ctverct).
(Pokud p ma vyhradné jen realné koteny, Ize jej vyjadtit dokonce jen jako jediny ¢tverec

jistého polynomu).

Zavér: Pro realné polynomy jedné neurcité pojmy ,,byt pozitivné definitni“ a

»byt souctem étverci“ splyvaji.
[lustrujme hlavni ideu pfedchoziho diikazu prikladem.

Priklad 4: Monicky polynom p(x) € R[x] ma jediny realny kofen 2 a tento kofen je
dvojnasobny, X; = X, = 2 a pravé dva sdruzené komplexni kofeny X3 =4 —2ia X4 =4 + 2i.

Urcete tento polynom a zapiste jej jako soucet Ctverci.

ReSeni: Nejprve uréeme polynom p(X) explicitng. Jea=1ap(x) = (x—2)* (x — 4 +
+2I) (X—4-2I)=(C—4x+4)(x*—8x+20)=x*-12 x>+ 56 x* — 112 x + 80.

Ted ukazme, jak jej zapsat jakozto soucet ¢tverci: p(X) = ( (X —2)( (x—4 + 2i) ).((x—2)
(x—4+2i))= (X-6x+8+@2x—4)i)(x*—6x+8-(2x—4)i)=(®-6x+8)+
+(@2x—4)>

Takto 1ze postupovat, pokud bychom znali v§echny kofeny polynomu p. V casti B)
naSeho uvodniho ptikladu jsme se naucili, jak se obvykle postupuje ve snaze ziskat rozklad
polynomu v soucet étverct ,,lidskymi metodami. Jenze rozklad (3) obsahuje az piilis
mnoho ¢tvercli. Ucinme jesté pokus (s nejistym vysledkem), zda by se nedal polynom
2 f(x) zapsat jakozto soucet dvou ctvercti. Polynom f jsme vynasobili dvéma, abychom se
v dalim vyhnuli pogitani se zlomky. Je 2 f(x) = 23 = 2x’ +4x° 4 x° +6x' —6 X° +
+ 8 x> — 8 X + 5. Zkusime, zda by tento polynom nebylo mozné zapsat ve tvaru 2 f(x) =

=t +axi+bx@+cox+1)2+ (X" +dx3+ex?+ fx+2)% pricemz koeficienty a, b, ¢, d, e,
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f € R se pokusime ur¢it. Vyrazy vpravo umocnime S vyuzitim programt pocitacové

algebry a poté porovnadme koeficienty obou polynomi. V programu Mathematica zadame

Expand[ (x*4+a*x*3+b*x*2+c*x+1) *2+ (x*4+d*x"*3+e*x*2+£f*x+2)
A2]

a obdrzime

B+2cx+4fx+2bx2+c2x+4ex?+Ex2+2ax’+2bcex’+4dx3+2efx’
+ext+xt+2acxt+elxt+2dfx*+2abx’+2cx°+2dex’+2fx°+a*x®

+2bxP+d?x®+2exP+2ax +2dx +2x%
Dostavame ziejme soustavu sedmi nelinearnich rovnic pro neznamé a, b, c, d, e, f:
X a+d=-1

X a?+2b+d®> +2e=4

x> 2ab+2c+2de+2f=-4

x 6+b’+2ac+e’+2df=6

x> 2a+2bc+4d+2ef=-6

X 2b+c*+4e +f=8

X:2c+4f=-8.

Jde ziejmé o relativné velmi obtiZzny problém, proto vyuzijeme programu

Mathematica:

Reduce [atd==a-1&& a™2+2b+d™"2+2e==4&&2a*b+2c+2d*e+2f=
= -4

&& 6+bN2+2a*c+eM2+2d*f== 6&&2a+2b*c+4d+2e*f==-6
&&2Db
+cM2+4e+f2==8 &&2c+4f== -8, {a b, ¢, d, e, f}, Reals]

a dostavame vysledek
False.

Co to znamena? Ve snaze si ponc¢kud usnadnit vypocet jsme si zadali n&které

hodnoty sami, tj. pfedepsali jsme ,,sympatické” absolutni ¢leny 1, resp. 2 a stalo se,
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ze uloha jiz nema feseni. I kdyz podle teorie 1ze zadany polynom zapsat jako soucet dvou

¢tvercii, mohou hledané polynomy mit ,,08klivé* koeficienty.

Miizeme tedy v programu Mathematica obecné zapsat
Expand[ (a*x*4+b*x*3+c*x*2+d*x+e) "2+ (£*x*4+g*x*3+h*x*2+k*
x +1)~2]

upravit si vznikly polynom a nechat program fesit vzniklou soustavu, napt. povelem
FindInstance[e?+1%?==5/2&& (2d*e+2k*]l) == -4&&
(d®+2ce+k?*+2hl) = = 4&& (2cd+2be+2hk+2gl) ==
3&& (c2+2bd+2ae+h2+ng+2fl) == 3&& (2bc+2ad+2gh+2fk) ==
2&& (b’+2ac+g’+2fh) = =2&& (2ab+2£g) ==
&& (a’+f’) ==1,{a,b,c,d,e,f,g,h,k,1},Reals].

Jenze skazdou pfidanou neznamou prudce roste doba potfebnd k vypoctu a
na bézném pocitaci je ziejmé neunosné dlouha. To rehabilituje shora popsany ,,lidsky*
pristup, kdy jsme nalezli rozklad polynomu f v soucet vice ¢tvercti nez jen dvou. Navic
postupné vyvineme systematictéj$i metodu vyuzivajici linedrni algebru pro hledani
podobnych rozkladt, pripadné alespon metodu, vydavajici potvrzeni o tom, Ze testovany

polynom je pozitivné (semi)definitni. Mathlab v balicku SeDuMi vyda vysledek:
>> Syms X ;
>> p = XNB-XAT+2*XNG-2*XN5+3*XN-3*XN3+4*XN2-4*X+5/2;
>> [Q,Z,D]=findsos(p, rational’)
Size:25 9
SeDuMi 1.1R3 by AdvOL, 2006 and Jos F. Sturm, 1998-2003.
Alg = 2: xz-corrector, Adaptive Step-Differentiation, theta = 0.250, beta = 0.500
eqs m =9, order n =6, dim = 26, blocks =2
nnz(A) =15 + 0, nnz(ADA) = 81, nnz(L) = 45
it: b*y gap delta rate t/tP* t/tD* feascgcg prec

0: 2.47E+000 0.000
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1:-4.58E-001 5.07E-001 0.000 0.2058 0.9000 0.9000 1.12 1 1 1.5E+000
2 :-3.71E-002 3.92E-002 0.000 0.0773 0.9900 0.9900 1.59 1 1 6.5E-001
3:-3.61E-006 4.19E-005 0.000 0.0011 0.9999 0.9999 1.12 1 1 2.1E-003

4 :-4.06E-013 4.23E-012 0.000 0.0000 1.0000 1.0000 1.00 1 1 2.4E-010

iter seconds digits  c*x b*y
4 0.3 2.7 0.0000000000e+000 -4.0622631943e-013

|AX-b| = 8.16-012, [Ay-c]_+ = 6.6E-013, |x|= 6.9e+000, |y|= 2.6e-012

Detailed timing (sec)

Pre IPM Post
2.500E-001 3.438E-001 7.813E-002
Max-norms: ||b||=4, ||c|| = O,

Cholesky |add|=0, |skip| =0, ||L.L|| = 1.
Residual norm: 8.1026e-012
iter: 4
feasratio: 1.0000
pinf: 0
dinf: 0
numerr: 0
timing: [0.2500 0.3438 0.0781]

cpusec: 0.6719

10
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X2

x"3

x4

D=4

V Matlabu a ,baliccich SOOSTOOLS a Sedumi jsme zjistili, ze pro vektor
7 =@ x x4 xY) plati 2Qz" = D.p = 4.p(X). Onim certifikdtem semidefinitnosti
polynomu p jsou vlastnosti matice Q. Obdobné situace budeme studovat pozdéji i

pro polynomy vice neurcitych.

Nyni pfejdeme k realnym polynomtim ve vice neurcitych. Bud’ tedy f(xy, X2, ..., Xn)
polynom s realnymi koeficienty stupné d. (Pfipomenme, Ze stupném polynomu vice
neurcitych rozumime maximalni prvek ze stupiiii jeho monomt, tj. ¢lenii polynomu tvaru
axExz..x").

P¥iklad: Polynom p(x, y, z) = 3x%y + 2xy + X — 4y obsahuje &tyfi monomy po fadd
stupitt 3,2, 1, 1. Jemax (3,2, 1,1)=3 aje tedy st p = 3.

I na polynomy vice neurCitych lze zobecnit nam jiz znamé definice z teorie

polynomi jedné realné proménné.

11
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Definice: Rekneme, e polynom f(X1, X2, ..., Xn ) € R[X1, X2, ..., Xn] je pozitivné

semidefinitni, jestlize pro kazdy bod [ay, @y, ..., an] € R" plati f(as, a2, ..., a, ) > 0.

Je zndmo, ze dokdzat toto tvrzeni je obecn¢ velmi obtizné.

Definice: Polynom f(x1, X2, ..., Xn ) € R[X1, X2, ..., X5] je soutem ctvercu
(polynomu), jestlize existuji polynomy g1(X1, X2, ..., Xn), 92(X1, X2, ..., Xn), ..., Qs(X1, X2, ...,
Xn) € R[Xy, X2, ..., Xn] takové, Ze f(X1, X2, ..., Xn ) = D07 (X, %,0 ..., %, ). (UZiva se opét i

i=1

zkratka SOS, Sum of Squares).
Nyni chceme dospét k pojmu homogenni polynom.

P¥iklad: Polynom p(x, y, z) = x> y* + 6 x y* + y° je homogenni stupné 5. Vechny
jeho monomy maji totiZ stejny stupefi d = 5. Naproti tomu polynom q(x, y) = xy>— 3 xy +
+y* + 11 neni homogenni.

Definice: Rekneme, e polynom f(X1, X2, ..., Xn ) € R[X1, X2, ..., Xn] je homogenni
stupné d, jestlize plati f(t Xg, t Xp, ..., t Xy ) = t" f(Xq, X2, ..., Xn ).

Popularné mizeme fici, Ze homogenni polynomy by obstaly v rozmérové zkousSce
bézné ve fyzice. Kdybychom kazdé z proménnych Xy, X, ..., Xn pfifadili rozmér metr [m],

m¢él by kazdy z monomi tohoto polynomu rozmér m®,

Homogenni polynomy stupné d se také nazyvaji formy. Posoudime ted’, jak je
mozné jakykoli polynom homogenizovat a pro¢ némecky matematik David Hilbert

studoval jen formy.

P¥iklad: Polynom q(x, y) = x y* — 3 x y + y* + 11 neni homogenni, jak vime
z predchoziho prikladu. Jde o polynom stupné d = 4. Zavedeme nyni novou proménnou Xg

a budeme psat q(Xo, X y) = X. qx [/ X y | X) = X.

2 4
L[i][l] —3(1J{1J+(lj +11} = xo.X.y? =3 x2xy +y* + 11x; . Polynom q (xo,
XO XO XO XO XO

X, Y) je jiz formou stupné d = 4.

Obecné budiz f(X1, X2, ..., Xn ) € R[X1, X2, ..., Xn] polynom stupné¢ d. Polozme

12



2 POLYNOMY JEDNE REALNE PROMENNE, HOMOGENNI POLYNOMY

. X = :
f(x0, X1y ey Xp) = Xg f (ﬁ,,—“j . Polynom f se nazyva homogenizaci
X

polynomu f.

Nasim hlavnim cilem je studovat pozitivni semidefinitnost polynomu
f(X1, X2, ..., Xn ) € R[Xq, Xo, ..., Xq], resp. fakt, zda je souctem ¢tvercl. To ma ziejmé smysl
pouze pro polynomy sudého stupné d. Nicméné existuje jasna souvislost mezi tim, jak se

chova f a jak se chova homogenizace f polynomu f.

Véta: Je —li f(x1, Xz, ..., Xn ) € R[X1, X2, ..., Xn], polynom sudého stupné d, pak plati:
a) >0 pro vSechna (X1, X, ..., Xn ) € R[Xq1, X, ..., Xn], praveé kdyz f >0 na R™:

b) f je souttem &tvercti polynomi pravé tehdy, kdyz f je soudtem &tverch

polynomti.

Diikaz: a) Abychom dokazali implikaci f > 0 na R™ = f > 0 na R", postadi uzit
faktu £(1,xq,...,x,)= f(X1, X2, ..., Xn ). K diikazu obracené implikace sta¢i uZit identitu
£ — d X X, ~ Fa -
f(xg, %, %) = Xp.F|—=,...,—=| pro Xo #0 a faktu, ze f(0,xq,..,x,) =

X %

= lir%f(s, X1, -, Xn), Pokud xo = 0.
ED

~ k - k
b) Jestlize f = ng, potom f = f(1,xq, ..., Xp)= ng (LX,.... X, ). Jestlize naopak
i=1 i=1
Kk X 2
f=> 2, potomst (f) <d2af = Z{xg’z.fi (ﬁ—“ﬂ , coz je soudet &tvercli forem
i=1 i=1 Xo Xo
stupné d/2.
Dutlezity ptiklad polynomidlnich forem ptedstavuji kvadratické formy, znamé
Z linearni algebry. Zopakujeme si zakladni poznatky a definice. PfedevSim je znamo, Ze
pro kazdou kvadratickou formu f(Xs, X2, ..., X5 ) € R[X1, X2, ..., Xn] plati f(0, O, ..., 0) = 0.

Podle toho, jak se kvadraticka forma chova pro jiné hodnoty proménnych, rozeznavame

ruzné druhy kvadratickych forem.

13



2 POLYNOMY JEDNE REALNE PROMENNE, HOMOGENNI POLYNOMY

Definice: Kvadratickou formu f(xy, Xo, ..., Xn ) nazyvame

pozitivné definitni, je — li f(X1, X2, ..., X, ) > 0 pro vSechna (X, Xz, ..., Xn ) takova,
Ze aspon jedno x; = 0;
negativné definitni, je — li f(X, X, ..., X5 ) <0 pro vSechna (X1, Xz, ..., X, ) takova,

ze aspon jedno X; = 0;

pozitivné semidefinitni, je — li f(Xy, X2, ..., Xn ) = 0 pro vSechna (X1, X2, ..., Xn )
takovd, ze aspon jedno X = 0, pficemz alesponn v jednom nenulovém bodé je funkéni

hodnota rovna nule;

negativné semidefinitni, je — li f(X1, X2, ..., Xn ) < 0 pro vSechna (X1, X2, ..., Xn )
takovd, ze aspon jedno X; = 0, pficemz alespont v jednom nenulovém bodé je funkéni

hodnota rovna nule;

indefinitni, existuji — li dva body (a1, az, ..., an ) € R", (by, by, ..., by ) € R",

takové, ze je —lif(as, az, ..., a,) >0 af(by, by, ..., by) <O.

Priklad: Kvadraticka forma f(x, y, z ) = 2x* + 3y + 72° je ziejm& pozitivng

definitni. To je snadné nahlédnout z jejiho zadani, je totiz souctem tii Ctvercu.
Obsahuje — 1i kvadraticka forma f(xs, X, ..., X, ) jen ¢tverce proménnych, potom

1) vyskytuji — li se v dané formé ¢tverce vSech n proménnych a jsou — li vSechny

koeficienty kladné, pak je forma pozitivné definitni,

2) vyskytuji — li se v dané formé étverce vSech n proménnych a jsou — li viechny

koeficienty zaporné, pak je forma negativné definitni,

3) vyskytuje — li se vdané form¢ jen k ¢tvercii proménnych, k < n a jsou — li

vSechny koeficienty kladné, pak je forma pozitivné semidefinitni,

4) vyskytuje — li se v dané form¢ jen k ¢tverct proménnych, k < n a jsou — li

vSechny koeficienty zaporné, pak je forma negativné semidefinitni,

5) pokud jsou koeficienty u nékterych ¢tverct kladné a u nékterych zaporné, je

forma indefinitni.
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V nasem pfipadé je ihned vidét, Zze nastava situace z bodu 1). Naproti tomu
kvadratickda forma g(x, y, z ) = 5% — 4y* + 0z* je indefinitni a kvadratickd forma

h(x, y, z ) = —x* — 5y je negativné semidefinitni.

Nyni jde o to, jak obecnou kvadratickou formu uvést do nékterého z tvara 1) — 5).

PFiklad: Rozhodnéte o charakteru formy f(x, y, z ) = x* + 5y* — 42 +2xy—4xz.
ReSeni: Sdruzime sé¢itance obsahujici X a provedeme doplnéni na étverec:

f,y,2)=xX2+2Xy—4Xxz+5y° 422 =(x+y—-22°+4y* -8 +4yuz
Dostali jsme jeden ctverec a ,,zbytkovou kvadratickou formu* ve dvou proménnych
fily, z) =4y -8% +4yz=4y +yz-27. Jealed (Y +yz-27 =4

([y+z/2]2—922) a celkem mame f(x, y, z) = (x +y—22° + 4 (y + z/2)> - 9 22

Kdybychom oznagiliu=x +y—2z,v =y +2z/2 aw = 3z, dostali bychom f = u? + 4 v* — w2,

Zadana forma je indefinitni.

Poznamenejme jesté, Ze pokud by pivodni forma neobsahovala ctverce, kupf.
g(X, ¥, Z) = X. y— 5 x z, mohli bychom si pomoci znamym trikem. Polozime — li X = u + v,
y = U — v, dostaneme ziejmé formu g(u, v, z ), ktera jiz ¢tverce neznamych obsahuje a lze

aplikovat vyse uvedeny postup.

Miuzeme ucinit zavér, Ze v piipadé kvadratickych forem v n redlnych proménnych
mame k dispozici postup, ktery umoziuje rozhodnout, zda je forma nékterého z typt
1) — 5). Vtomto piipadé ziejmé splyvaji kvadratické formy, které jsou pozitivné
(semi)definitni a ty, které jsou souctem ctvercii. Pro kvadratické formy tedy PSD a SOS
(sum of squares) splyvaji.

Existuje jest¢ jeden piipad, kdy oba pojmy splyvaji. Tato situace nastane
pro formy ve dvou proménnych (n = 2) stupné d = 4.

Hilbertiv kolega Minkowski se ale domnival, Ze obecné¢ z PSD neplyne SOS.
To dokézal v roce 1888 sam Hilbert, ale jeho diikaz byl slozity a nekonstruktivni. Bylo to

obdobi, kdy se v matematice zacaly objevovat tzv. Cisté existencni dikazy. Dejme jeden

ptiklad této situace.

Biologové tvrdi, Ze na lidské hlavé nemiize byt vice nez milion vlast. Z toho plyne,

ze v Praze, ktera ma vice nez milion obyvatel, nutn¢ existuji dva lidé se stejnym poctem
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2 POLYNOMY JEDNE REALNE PROMENNE, HOMOGENNI POLYNOMY

vlast. Takovyto diikaz je ,,Cisté existencni, ti lidé existuji, ale nikdo tu dvojici nenalezl a

ani by nemélo smysl ji hledat.

Do podobné kategorie se dostalo Hilbertovo tvrzeni. Dost dlouho trvalo, nez nékdo
nalezl explicitni ptiklad. Podafilo se to americkému matematiku Motzkinovi v roce 1967.
Jeho polynom je p(x; y) = 1 — 3x%% + x%* + x*? a nezépornost tohoto polynomu

dokézeme pomérné snadno.
Nejprve si pfipomeneme nerovnost mezi aritmetickym a geometrickym primérem,
y a+b PR
platnou pro dvé kladna realna cisla a, b. Je — > Jab, pfiCemz rovnost nastava, pravé

kdyz je a = b. Obdobné tvrzeni plati i pro trojice kladnych realnych cisel a, b, ¢, dokonce

a+b+c

pro n — tice, ale posta¢i vyuzit tvrzeni pro trojice. Je tedy > 3abc. Pisme ted’

1

a=x*b=y%*ac= vl kde x =0, y #0. Soucin a-b - c je roven jedné a tedy
a+ b+ c23 1. XC+y + x21y2 >3. Odtud po vynasobeni x?y* méame (X* + y?) -

X2 y? + 1> 3 x?y* a vidime, Zze Motzkiniv polynom p(x; y) = 1 — 342 + xy* + x*? je

skute¢né€ nezaporny.

Necht nyni

@  py) = Xiapl (),

kde pj(x,y) € R [x,y]. Protoze stupeil polynomu p (x,y) je Sest, je stupeil
kazdého polynomu p; (x,y) nejvySe tfi. Protoze dale pak p (x,0) = 1, musi byt
|pj(x,0)| <1, |pj(0, y)| < 1j=12,..n pro vSechna x,y €R, {j. pj(x,O) =
=p;(0,y) = a; je konstanta. Je tedy p;(x,y) = a; + xy [ (x,y), kde I; € R [x, y] jsou
polynomy stupné nejvyse jedna. Srovname-li pak koeficienty u ¢lenu x? y? ve vztahu (2),
dostavame

-3 = Y112 (0,0),

coz zfejmé neni mozné.
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Od té doby se objevila celd fada polynomd, které jsou pozitivné semidefinitni, ale
nejsou souctem Ctvercll. Je dosti fascinujici, ze uloha na toto téma byla zadana v roce 1981

V celosvazové matematické olympiadé.

Na 15. vSesvazové matematické olympiadé roku 1981 (Alma Ata) byla zadana

nasledujici uloha:

a) Najdéte nejmensi moznou hodnotu mnohoclenu:

P(x,y) =4 +x°y* + X .y~ 3 X2y

b) Dokazte, Zze tento mnohoClen nelze zapsat jako soucet ctvercii polynomil

Vv proménnych X, Y.
Autorské fesSeni je nasledujici:
a) Z nerovnosti o stfedni hodnoté mezi aritmetickym a geometrickym pramérem

plyne, ze 1 +X2y* + x*y? > 3 x%y2.

b) Necht' P(x, y) = 97 (X,y)+0; (X, y)+ ... +92(x,y), kde gZ(xy),i=12, ..., m
jsou polynomy. Jelikoz P(x,0) = P(0, y) = 4, polynomy gi nemohou obsahovat jedno¢leny
typu a. x* a b. y'. Proto musi byt koeficient u x2.y* kladny. [6]

Pti hledani rozkladu obecného polynomu sudého stupné v soucet étverci tedy
muzeme obecné utrpét nezdar. Je ovSem tada polynomd, které se daji zapsat jako soucet
¢tverct polynomu. K ziskdni takovychto rozkladi ale muze vést velmi dlouhd cesta,
vyuzivajici fady poznatkd z linedrni algebry. V jednodussich ptipadech jsme tuto cestu
realizovali jiz v bakalaiské praci. V zavéru tohoto textu vyfesime jesté nékolik piiklada,
které budou slozitéjsi a pii jejich zvladnuti se neobejdeme bez pomoci programil

pocitacové algebry.
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3 PRikLAD 1

Mgjme polynom 4x* + 4x3y — 7x?y? — 2xy3 + 10y*. Je souétem &tverch?
V tomto polynomu se vyskytuji monomy x2,xy,y?. Polozme ; = (2,0), B, = (1,1),
B3 = (0,2). Chceme vypocitat ¢étvercovou matici B typu 3 x 3, ktera ja symetricka.

bi1 b1z by3
Prozaatim ji napiSeme ve tvaru B = | b1 byy bz |.
b3y b3y bs3

Nyni ptejdeme kK vypoc¢tu matice B, ke kterému budeme pozivat vyraz

Z,/ziwj:a bij = ag.

Vyraz by; vyjadiime jako soucet f; + B, kde po dosazeni za B, = (2,0),
dostaneme by = By + B1 = (2,0) + (2,0) = (4,0), vyraz (4,0) predstavuje x*, ktery ma
v nasem polynomu Kkoeficient 4. Z toho dostavame b;; = 4.

Neznamou b;, vyjadiime jako soucet f; + f3,, ale také jako soulet [, + [,
dosazenim za B; = (2,0) a B, = (1,1) ziskdme rovnici by, =1+ L2 =B+ f1 =
= (3,1). Vyraz (3,1) piedstavuje x3y. Ten ma v polynomu p koeficient 4. Dostavame
rovnici 2b;, = 4, vydé€lenim celé rovnice dvéma dostavame b, = 2. Vzhledem
k symetri¢nosti matice je i by; = 2.

Monom x2y? se v polynomu p vyskytuje s koeficientem —7 a Ize psat (2,2) =
=B, + B, = B+ P3= P3+ B;. Odtud plyne b,, + 2b;3 = —7. Polozime-li b;3 = —s,
ziskame b,, = 25 — 7.

b,5 dostaneme souctem [, + B3, kde po vypoctu ziskame, ze b,; = —1. Obdobné

ziskame b3, které ma hodnotu 10.

4 2 -
Obdrzeli jsme symetrickou matici B = ( 2 25s-7 —1).
-s -1 10

Abychom védéli, pro jaké hodnoty s je matice B pozitivné semidefinitni,

potfebujeme najit jeji charakteristicky polynom. Nejprve napiseme charakteristickou

4—vy 2 —s
matici B, to je ( 2 2s—7—y -1 ) Vypoctem determinantu této
—s -1 10—y
charakteristické matice, ziskdme hledany polynom.
4—vy 2 -5s 4—vy 2 —Ss
f(y)=det< 2 2s—=7—y -1 >: 2 2s—7—y -1 |
—S -1 10—y —S -1 10—y
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Nez se pustime do vypocétu determinantu Sarrusovym pravidlem, vysvétlime si,
v ¢em toto pravidlo spociva. Sarrusovo pravidlo 1ze vyuzit pouze pro vypocet determinantu
matice tietiho fadu, ktery vycislime tak, Ze od sou¢tu sou¢inti na hlavnich diagonalach
odecteme soucet soucinti Cisel na vedlejSich diagonalach. Jako ndzorny piiklad uvedeme
obecné feseni.

a1 Aq2 Qg3
a1 dpz dzz
asz; da4z; dsz

M¢jme  determinant  tfettho fadu D = = (a11ay2a33 +

+ a,3a,1a3; + +a42a,3031) — (a13022031 + A11023a3; + A12051033).

Nyni se vratime zpét K vypoctu naSeho determinantu. Sarrusovym pravidlem a

postupnymi upravy dostaneme:

[(4 = y)(@5 =7 =) (A0 = y) + (=5) -2+ (=1) + 2(~D(=5)] = [(=5)(25 = 7 = y) -
(=) + (4= MDD +2-2(10 - y)] =

=[(2s =7 —y)(40 — 4y — 10y + y2) + 25 + 2s] —
—[s2(2s—7—y)+4—y+40 —4y] =

=[(2s =7 —y)(40 — 14y + y?) + 4s] — [2s3 — 7s? — s?y + 44 — 5y] =

= [(80s — 28sy + 2sy? — 280 + 98y — 7y? — 40y + 14y? — y3 + 4s] —

—(2s3 —7s% —s?y —5y +44) =

= 84s — 28sy + 2sy? — 280 + 58y + 7y? —y3 — 253 + 7s? + s?y + 5y — 44 =
= —y3 4+ 7y%* + 63y + 84s — 28sy + 2sy* — 2s® + 7s? + s’y — 324 =

= —y3+y%(7 + 2s) + y(63 — 28s + 52) + 84s + 7s? — 253 — 324.

Ziskali jsme tzv. charakteristicky polynom a chceme uréit podminky pro to, aby
mél jen nezdporné koteny. Upravime tento vysledny charakteristicky polynom. U lichych

mocnin zménime znaménka:
f(=y) = y3+ (7 —25)y%? + (285 — s> — 63)y + 84s + 7s% — 253 — 324,

VyuZijeme Descartova znaménkového pravidla a ur¢ime podminky, za nichZz ma
f(=y) jen koteny, které nejsou kladné. Polynom f(y) pak ma jen kofeny, které nejsou

zéporné a témito kofeny jsou vlastni hodnoty matice B.

Chceme ziskat vSechny kofeny vétsi, pfipadné rovno nule. Z f(—y) proto

dostaneme jednotlivé podminky, které musi nastat zaroven:
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3 PRIKLAD 1

PL. 7+ 2s >0, odtud plyne, ze s > —=.

P2. 28s—s5?—-63>0.

Vyifesime kvadratickou rovnici 28s —s? —63 =0 svyuZitim determinantu:

-b++D
2a

D =28%+4 %63 =1036. A dosazenim do vzorce s;, = , dostaneme:

_ T28+V1036 _  -28+V4x259 _ _2(144_—2@) - (14 + \/ﬁ)

S =
1,2 —2 2

b. s, =—14—3v259

i

P3. 84s+ 7s?—2s3-324>0.

Pro vypocet této nerovnice vyuZzijeme programu Mathematica:

CharacteristicPolynomial [ (_{

{41 2/ _s}l
{21 28_7/ _1}1

{-s, -1, 10} })),yl
-324 + 84s + 7s? - 28+ 63y - 28sy + 52y + 7y2 + 25y2 - y3

Collect[-324 + 84s + 7s® - 2s® + 63y - 28sy + s’y + 7y° +
2sy® -y°,y]
-324 + 84s + 7% - 25+ (63 - 285 + )y + (7 + 28)y° - ¥°

Reduce[7 + 2s>0&& - 63 + 28s - s?>= 0&& - 324 + 84s + 7s? -
2s3 >= 0, {s},Reals]

1/4 (-5 + v457) < s <o6.

Oborem pravdivosti této nerovnice tedy je i (-5+vV457)<s<e6.

Tyto podminky musi nastat zaroven. Zjistime proto prinik vSech obort

pravdivosti: P1 N P2N P3 = (i (=5 +V457);6). Do matice B mizeme tedy volit
parametr s € (i (=5 + V457); 6). Aby dalsi vypocty nebyly tolik naro¢né, zvolime

za s cela ¢isla 5 a 6.
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4 2 -6
Zvolenim s = 6 dostaneme matici B = ( 2 5 —1). Abychom mohli vyuzit
-6 -1 10

vzorce D = AT BA, potiebujeme matici B pievést na diagonalni.

4 2 -6
( 2 5 -1/10 1 0) odectenim prvniho fadku od dvojnasobku druhého a
-6 -1 100 0 1

prictenim trojnasobku prvniho k dvojnasobku tfetiho fadku ziskame matici
4 2 —-6/1 0 O
0 —8 —4|1 -2 0|, aby prvni ¢ast matice ziistala symetrickd, musime odecist
0 4 213 0 2

prvni sloupec od dvojnasobku druhého sloupce a pficist trojndsobek prvniho sloupce

4 0 01 0 O
k dvojnasobku tietiho sloupce: [0 16 —8|1 —2 0| Nyni potiebujeme dostat
0 -8 413 0 2

na mist¢ priniku druhého sloupce a tfettho fadku nulu, pfecteme tedy druhy tadek

4 0 01 0 O
k dvojnasobku tetiho fadku: <O 16 —-8(1 -2 O), opét musime symetricky pricist i

0 0 017 -2 4
1 0 O
1 -2 0]

7 =2 4

1 0 0

4 0 O
druhy sloupce k dvojnasobku tietiho sloupce. Dostaneme matici: (0 16 0

0 0 O

4 0 0
Timto jsme ziskali diagondlni matici D = <O 16 O) a transponovanou matici

0 0 O
1 0 O
AT=11 -2 0|
7 =2 4

Zkontrolujeme spravnost vypoétu dosazenim do vzorce D = AT BA.

0 O 4 2 —-6\/1 1 7
-2 0)(2 5 —1)(0 -2 —2)
-2 4/ \-6 -1 10/ \0 O 4
2 —-6\/1 1 7

-8 —4)(0 -2 —2)

0 0 0 O 4

0 O
16 0
0 O

Tim jsme ovéfili spravnost vypoctu diagonalni matice.

D =

]
Il
O O B O O B BN I
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3 PRIKLAD 1

Abychom méli dobry ptehled, ddme si ted’ vSechna potiebna data k sobg.

4 2 -6 1 0 O
B=(2 5 —=1|,AT=(1 -2 0],z transponované matice A7 dostaneme
-6 —1 10 7 =2 4

matici A vyménénim fadkua a sloupcu. Nebo - i prvni fadek napiseme jako prvni sloupec,
1 1 7

druhy a tteti prevedeme stejné. TudizA=(0 -2 -2|.
0 0 4

K dal$§imu vypoctu potiebujeme inverzni matici k matici A. Tu snadno ziskame

vyuzitim programu Matematika 7.0:

Inverse[{{1,1,7},{0,-2,-2},{0,0,4}}]

1 1 3 0 1 1 0.0 1
{ 1 2},{ ar 4},{ ) ,4}}
1 L _3
2 2
Ziskali jsme inverzni matici A™1 k matici 4. A1 = | 0 —% —i |
0 0 =
4

Kone¢né provedeme jednu z poslednich uprav, rozlozeni na ctverce. Pouzijeme

vzorec U =D * A~ L.

. 1 o3
2 00 21 i\‘ 2 1 -3
U={0 4 0]|0 -7 —71=10 -2 -1) Na zacatku jsme méli
0 0 O 1 0 0 O
o 0 -

monomy x2, xy, y2, kterymi ted vynasobime jednotlivé fadky matice U.

2 1 -3
U * (x2,xy,y>)T = (0 -2 —1)*(x2,xy, yHT = (2x2 + xy — 3y?,— 2xy — y2,0)T.
0O O 0

Odtud jiz dostaneme umocnénim kazdého ¢lenu na druhou a jejich sectenim soucet

jednotlivych &tvercti. (2x2 + xy — 3y?)? + (—2xy — y?)2.
Pro kontrolu miizeme tento vyraz umocnit a secist.

(2x% + xy —3y2)?2 + (—2xy — y?)? = 4x* + 2x3y — 6x%y? + 2x3y + x?y? —
y y Y=y y

—3xy3 — 6x2%y? — 3xy3 + 9y* + 4x2y? + 4xy3 + yi=

= 4x* + 4x3y — 7x?%y? — 2xy3 + 10y*.
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3 PRIKLAD 1

Tento polynom nadm souhlasi s plivodnim polynomem v zadani, tudiz je cely

vypocet v poradku.

4 2 =5
Zvolenim s = 5 vznikne matice B = ( 2 3 —1). Tuto matici taktéZz musime
-5 -1 10
pievést na diagonalni tvar.
4 2 =511 0 O
2 3 —1|/0 1 0] odectenim prvniho fadku od dvojndsobku druhého a
-5 -1 100 0 1
pfi¢tenim pétinasobku prvniho fadku k cCtyinasobku tietiho fadku dostaneme matici
4 2 =5]1 0 O
0 —4 -3|1 -2 0 ]aodectenim prvniho sloupce od dvojnasobku druhého sloupce
0 6 1515 0 4
a priCtenim pétindsobku prvniho sloupce ke Cctyinasobku tietitho sloupce ziskame
4 0 0|1 0 O
0 8 —12|1 -2 0. Nyni trojndsobek druhého tadku pticteme k dvojnasobku
0 -12 6015 0 4
4 0 O|1 O0 O
tretthofadku ({0 8 —12|1 —2 0 ] a opét symetricky pficteme trojnasobek druhého
0 0 84113 -6 8
4 0 01 O0 O
sloupce k dvojnasobku tiettho |0 8 0 |1 —2 0 ]. Dostali jsme diagonalni matici
0 0 168113 -6 8
4 0 O 1 0 O
D=|0 8 0 |atransponovanoumaticiA” =1 -2 0]
0 0 168 13 -6 8

Pro jistotu provedeme kontrolu vypoctu dosazenim do vzorce D = AT BA:

1 0 O 4 2 -=5\/1 1 13
D = <1 -2 0)(2 3 —1)(0 -2 —6)
13 -6 8/ \-5 -1 10/ \0 O 8
4 2 -=5\/1 1 13
D= <O —4 —3) (O —2 —6)
0 0 21/\0 O 8

4 0 O
D={0 8 0 |
0 0 168

Timto jsme zkontrolovali spravnost vypoctu diagonalni matice.
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3 PRIKLAD 1

V programu Mahematica 7.0 vypocitame inverzni matici k matici A:

Inverse[{{1,1,13},{0,-2,-6},{0,0,8}}]

{L —-} {0—- - }{00 }}

Tento vysledek si prepiSeme do maticového tvaru:

Al=]0 —% —% [. Nyni pomoci vzorce U = D * A~ vypoéitame U:

2 1 >
2
=0 —V2 —gl*(x Xy,y*)
Va2
b o )

=(2x2+xy—§y, \/_xy——i \/_ y)T.

Soucet téchto ¢lend umocnime na druhou a ziskdme rozlozeni na soudet ¢tvercu.

5 32 V42
(2x? 4+ xy — 5)’2)2 + (—V2xy - Tyz)z + (Tyz)z-
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3 PRIKLAD 1

Pro kontrolu provedeme zkousku umocnénim:

5 3V2 V42

(2x% + xy — Eyz)2 + (—V2xy — e y2)? + (—4 y%)? =

5 3 _ 5 5 25
= 4x% 4+ 2x%y — 5x?%y +2x3y+x2y2—Exy3—5x2y2—§xy3+7y4+

3v2 92 42

2 2.,,2 2 3 4 4 —

+<xy + 2% V2 1 Xy~ + 16y>+16y
25 9 472

= 4x® +4x%y = 9x%y® = Sxy® + -yt + 2%y  + 3xy® + oyt + oyt =

=4x* + 4x3y — 7x%y? — 2xy3 + 10y*.

Vysledny polynom nam vySel stejné jako polynom pivodni. Cely vypocet tedy

probéhl v potfadku a rozklad v soucet ¢tverct je spravny.
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4 PRIKLAD 2

Mgéjme polynom x* + 2x3y + 3x2y? + 2xy3 + 2y*. Je souétem &tverci? V tomto
polynomu se vyskytuji monomy x2, xy, y2. Polozme B; = (2,0), B, = (1,1), B3 = (0,2).
Chceme vypocitat ctvercovou matici B typu 3 x 3, kterd je Symetricka. Prozatim ji

bi1 bz by3
napiSeme ve tvaru B = | by byy  by3 |
bs1 b3y bs3

Nyni ptejdeme k vypoctu matice B, ke kterému budeme pozivat vyraz
Zﬁi+ﬁj=a bij = aq.

Vyraz by; vyjadiime jako soucet fS; + f;, kde po dosazeni za B, = (2,0),
dostaneme by, = B + B = (2,0) + (2,0) = (4,0), vyraz (4,0) predstavuje x*, ktery ma

v nasem polynomu Koeficient 1. Z toho dostavame b;; = 1.

Neznamou b;, vyjadiime jako soucet f; + f3,, ale také jako soulet [, + [,
dosazenim za f; =(2,0)a B, = (1,1) ziskame rovnici by, = L1+ L2 =B+ 1 =
= (3,1). Vyraz (3,1) predstavuje x3y. Ten ma v polynomu koeficient 2. Dostavame
rovnici 2b;, = 2, vydé€lenim celé rovnice dvéma dostavame by, = 1. Vzhledem
k symetri¢nosti matice je i by; = 1.

Monom x2y? se v polynomu vyskytuje s koeficientem 3 a Ize psat (2,2) = S, +
+ ﬁz = ﬁl + ﬁ3 = ﬁg + ﬁl' Odtud plyne bzz + 2b13 = 3. Polozime-li b13 =S, ziskame
b22 =3 —2s.

b,5 dostaneme souctem f, + f33, kde po vypoctu ziskame, ze b,3; = 1. Obdobné

ziskame b3, které ma hodnotu 2.
1 1 s
Obdrzeli jsme symetrickoumaticiB =1 3—-2s 1|
s 1 2

Abychom védéli, pro jaké hodnoty s je matice B pozitivné semidefinitni,
potiebujeme najit jeji charakteristicky polynom. Tento polynom ziskdme vypoctem

determinantu, ktery ziskame z charakteristické matice B. Tu muZeme zapsat ve tvaru

1—-y 1 S
B=< 1 3—2s—y 1 )

s 1 2—y
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4 PRIKLAD 2

Nyni piejdeme k vypoctu determinantu této matice.

1-y 1 s 1-y 1 s
f(y):d@t( 1 3—28—_')/ 1 ): 1 3—25—y 1
S 1 2—y S 1 2—y

U ptredchoziho ptikladu jsme si vysvétlovali Sarrusovo pravidlo. Jelikoz mame
determinant tiettho tadu, nic ndm nebrani toto pravidlo opét vyuzit. Nejprve si
pfipomeneme obecny vzorec:

A1 Q12 Qg3

a1 dpz dzz
a3z; dszz da4szs

D =

= (a11022033 + A13A21A32 + A12023031) — (A13022a31 + +a1102303; + A12021033).
Nyni do toho vzorce dosadime:
[A=)B=2s=y)CZ=y)+s+s]-[s*xB-2s=y)*s+ Q-+ 2-W]=
=[2-y-2y+y>)(3—25s—y) +2s] —[3s? — 253 —ys?+3 —2y] =
=[2-3y+y®)(3—-25s—y) +2s] +2s3-3s2 + ys? + 2y — 3 =

=(6—4s—2y —9y + 6ys + 3y? +3y2 — 2y%s —y3 + 25 + 253 — 352 + ys? +
+2y—3=

=—y3+6y?—2y%s—9y + 6ys + ys? +2s® —3s2 —2s+3 =
=—y3+2y*B—s)+y(s*+6s5s—9) +2s3—3s% - 25+ 3.

Nyni hleddme takové hodnoty parametru s, pro néZ ma tento polynom pouze
nezaporné¢ kotfeny. Jinak feCeno nema zadny zdporny kofen. Podle Descartova

znaménkového pravidla vytvofime polynom f(—y):
f=) =y*+2y*(3 —5) + y(9 — s> — 65) + 25% — 35% — 25 + 3.

Pokud vtomto polynomu nemaji nastat znaménkové zmény, musi platit tyto

podminky:
P1L.3—s>0
P2.9—-5s*—65=>0

P3.2s3—-3s?—25s+3>0
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4 PRIKLAD 2

Z prvni podminky P1 dostaneme obor pravdivosti P1 = (—oo; 3).
V druhé nerovnosti nejprve vypocitime koteny kvadratické rovnice:

9 —s2—6s=0. Diskriminant této rovnice, ktery vypo¢itime pomoci vzorce

D = b? — 4ac, je roven D = 72. Koifeny této rovnice se vypocitaji pomoci vzorce
—-b+VD

2a

X, = . Rovnaji se tedy s; = =3+ 32 a s, = —3 — 3+/2. Oborem pravdivosti
druhé podminky P2 je tedy P2 = (3(—=1 —v2);3(~1 +v2) ).
Zbyva nam posledni, tfeti podminka P3, kterd ma obor pravdivosti dva intervaly.
P3=(-1;1)uU (;; ). Tento vysledek nam pomohl ziskat program pocitacové algebry.
Abychom zjistili, kdy ma charakteristicky polynom jen nezaporné koteny, musime

jesté dat vSechny tfi podminky dohromady a zjistit prinik jejich oborti pravdivosti:

P=P1NnP2NnP3=(-1;1).

1 1 -1
Zvolenim s = —1 dostaneme matici B = ( 1 5 1 > Abychom mohli vyuzit
-1 1 2
vzorce D = AT BA, potiebujeme matici B pfevést na diagonalni.
1 1 =111 0 0
1 5 1|0 1 0] odettenim prvniho fadku od druhého a odectenim
-1 1 210 0 1
1 1 =111 0 O
prvniho fadku od tietiho ziskdme matici{ 0 —4 —2|1 —1 0 |, aby prvni ¢ast matice
0 2 111 0 1
zustala symetrickd, musime odecist prvni sloupec od druhého a zaroven i odecist prvni
1 0 0J]1 0 O
sloupec od tfetiho: [0 4 —2|1 —1 0 |. Nyni pficteme k dvojnasobku tietiho fadku
0 -2 111 0 1
1 0 0Jj]1 0 O
druhy tadek: (0 4 —-2{1 —1 0|, opét musime symetricky pii¢ist i K dvojnasobku
0 0 013 -1 2
1 0 01 0 O
tietiho sloupce sloupec druhy. Dostaneme matici: (0 4 01 -1 0 |
0 0 013 -1 2
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4 PRIKLAD 2

1 00
Témito vypocty jsme ziskali diagonalni matici D = (0 4 0) a transponovanou

0O 0 O
1 0 O
maticiAT =1 -1 0.

3 -1 2

Dosazenim do vzorce D = AT BA, zkontrolujeme spravnost vypoctu:

1 0 0y/1 0 O0\/1 1 3
D=<1 -1 O) <O 4 O)(O -1 —1)
3 =1 2/ \0 0 0/\0 O 2
1 1 —-1\/1 1 3
o= - 2)(0 -1 1)
0 O 0 0 O 2

1 0 0
D = <O 4 0).
0 0 O

Tim jsme ovéfili spravnost vypoétu diagonalni matice. Matice D ma hodnost 2,

V zapisu polynomu ve tvaru souctu ¢tverct tedy o¢ekavame dva séitance.

Abychom méli dobry piehled, dame si ted” k sobé vSechna potiebna data.

1 1 -1 1 0 O
B={1 5 1 |,AT=|1 -1 0|,z transponované matice AT dostaneme matici A
-1 1 2 3 -1 2

1 1 3
vyménénim fadka a sloupct. Tudiz A = (0 -1 —1).
0o 0 2

K dal§imu vypoctu potiebujeme inverzni matici k matici A. Tu snadno ziskame

vyuzitim programu Matematika 7.0.:

Inverse[{{1,1,3},{0,-1,-1},{0,0,2}}]

1 1
(11, -1}, 0,-1,~5},{0.0,5})

1 1 -1

1

Ziskali jsme inverzni matici A1k matici A. A™1 = 0 -1 =3
0 0 -
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4 PRIKLAD 2

Kone¢né provedeme jednu z poslednich uprav, rozlozeni na ¢tverce. Pouzijeme
vzorec U = VD * A~%:

10 0 (1) 11 -1 1 1 -1
U=<0 2 o) T2 =<o -2 —1).
0 0 0/\p o % 0 0 O

Na za¢atku jsme mé&li monomy x2, Xy, y2, kterymi ted’ vynasobime jednotlivé fadky

matice U:
U= (x%,xy,y)T =

1 1 -1
=10 -2 —1&%xy,y)" =

0 0 O

= (x?+xy —y?% —2xy —y?0)7.

Odtud jiz dostaneme umocnénim kazdého ¢lenu na druhou a jejich sectenim soucet
jednotlivych &tvercii: (x? + xy — y2)% + (—2xy — y?%)2.
Pro kontrolu miiZeme tento vyraz umocnit a secist:

(? +xy —y2)? + (-2xy —y?)? =

=x*+x3y —x%y? + 2x3y + x%y? —xy3 — x%y? —xy3 + y* + 4x%y? +

+4xy3 +y* =

= x* + 2x3y + 3x%y? + 2xy3 + 2y*.

Tento polynom nam souhlasi s piivodnim polynomem v zadani, tudiz je cely

vypocet v poradku.

1 1 1
Zvolenim s = 1 nam vznikne matice B = (1 1 1>. Tuto matici taktézZ musime
1 1 2
pfevést na diagonalni tvar.
1 1 111 0 0
1 1 1|0 1 0] odectenim prvniho fadku od druhého a zaroven odectenim
1 1 210 0 1
1 1 1]1 0 0
prvniho fadku od tfetiho fadku dostaneme matici [0 0 O[—1 1 0] a odectenim
0 0 11-1 0 1

prvniho sloupce od druhého a taktéz odeCtenim prvniho sloupce od tietiho ziskame
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4 PRIKLAD 2

1 0 0|1 0 O
0 0 0[-1 1 0] Dostali jsme diagonalni matici D =
0 0 11-1 0 1

1 0 0
transponovanou matici AT = -1 1 0 |.
-1 0 1

1
0
0

Pro jistotu provedeme kontrolu vypoétu dosazenim do vzorce D = AT BA:

1 0 0/1 1 1)y/1 -1 -1
D= (—1 1 O)(l 1 1)(0 1 O)
-1 0 1/\1 1 2/\0 O 1
1 1 1\/1 -1 -1
D= (0 0 O) <0 1 0 )
0 0 1/\0 O 1

1 0 0
D=<O 0 0).
0 0 1

Timto jsme zkontrolovali spravnost vypoctu diagonalni matice.

V programu Mathematica 7.0. vypo&itdme inverzni matici A~! k matici A:

Inverse[{{1,-1,-1},{0,1,0},{0,0,1}}]

{{1,1,1},{0,1,0},{0,0,1}}

1 1 1
A"l = <O 1 O) . Nyni pomoci vzorce U = VD * A~* vypo&itame U’

0 0 1

0 1 11
0)*(0 1 O)
1 0 0 1
1
o>.
1

S O o O O
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4 PRIKLAD 2

Matici U vynasobime monomy x2, xy, y?:
U*(x%xy,y*)" =

1 1 1
=10 0 0*x&%xy,y) =

0 0 1
= (x*+xy+y30, y)T.
Soucet téchto ¢lenit umocnime na druhou a ziskdme rozlozeni na soucet Ctverct:
(* +xy +y)? + ()%
Pro kontrolu vypocitdme rozdéleni na ¢tverce:
P+ 3y +x?2y2 +x3y + x%y2 +xyd +xly? +xyd +yt+yH =
=x* + 2x3y + 3x%y? + 2xy3 + 2y*.

Vysledny polynom nam vysel stejné jako polynom plvodni. Tim jsme oveérili, ze cely

vypocet probéhl v poradku.

1 1 0
Zvolenim s = 0 nam vznikne matice B = (1 3 1>. Tuto matici taktéz musime
0 1 2

pfevést na diagonalni tvar.

1 1 01 0 O
1 3 1(0 1 0) odectenim prvniho ftadku od druhého dostaneme matici
0 1 210 0 1
1 1 01 0 0
0 2 1|-1 1 0], nyni musime symetricky odecist prvni sloupec od druhého:
0 1 210 0 1
1 0 0Of]1 0 O
0 2 1|-1 1 O0]). Abychom dostali diagondlni matici, musime je$t¢ k minus
0 1 200 0 1
1 0 O 0 0
dvojnasobku tfetiho fadku pric¢ist druhy fadek (0 2 1|—-1 1 0 | a kminus
0 0 -31-1 1 -2
1 0 0]1 0 O
dvojnésobku tretiho sloupce pfi¢ist druhy sloupec {0 2 0|—-1 1 0 |.
0 0 61-1 1 -2
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1 0 0
Dostali jsme diagondlni matici D = <0 2 0) a transponovanou matici

0 0 6
1 0 0
AT=(-1 1 o0 |

-1 1 -2

Pro jistotu provedeme kontrolu vypoétu dosazenim do vzorce D = AT BA:
1 0 0 1 1 0\/1 -1 -1

D=1-1 1 0 1 3 1)10 1 1
-1 1 =2/\0 1 2/\0 0 =2
1 1 0 1 -1 -1

D=10 2 1 (O 1 1
0 0 =3/\0 0 -2

1 0 0
D=({0 2 0)
0 0 6

Timto jsme zkontrolovali spravnost vypoctu diagonalni matice.

K dal§imu vypoctu potfebujeme znét inverzni matici A~! k matici 4, i tu ziskdme

jednoduchym vyuZitim programu Mathemtica 7.0:

Inverse[{{1,-1,-1},{0,1,1},{0,0,-2}}]

{(1,1,03,{0,1,3,{0.0,~3}}

Ziskali jsme hodnotu hledané inverzni matice A~ = Nyni

pomoci vzorce U = +/D * A~ vypo&itame U, které pak dale vyuzijeme v poslednim kroku

vypoctu.

Juy

o
o
S
o
o
I
I

(@]
5 -
NS
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4 PRIKLAD 2

V poslednim kroku vynasobime pravé nalezenou matici U s monomyx?, xy, y:

V2 V6
= (x% + xy,\2xy + P Atitl

Soucdet téchto ¢leni umocnime na druhou a ziskame rozloZzeni na soudet &tvercu.

vz V6
(* + )% + (V2xy + D% + (- yD)2

Provedeme zkousku spravnosti vypoctu:
(x* + 2x3y + x2y? + 2x%y? 4+ 2xy° + %y“‘ + gy“‘) =
=x* 4+ 2x3y + 3x2y? + 2xy3 + 2y*.

Vysledny polynom ndm vysel stejné jako polynom plvodni. Tim jsme ovéfili, Ze cely

vypocet probéhl v poradku.
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Méjme polynom 6x2 — 2xy + 8y% — 2y3 + 3x* + 6x%y? + 3y*. Je soutem
¢tverci? Nejprve si vypiSeme monomy, které se vtomto polynomu vyskytuji:
x,y,x%,xy,y%. Polozme f; = (1,0), B, =(0,1), f3=(20), = (1), fs=(02).
Nyni chceme vypocitat ¢tvercovou symetrickou matici B typu 5 x 5. Prozatim ji napiSeme

bll b12 b13 b14 b15
b21 b22 b23 b24- bZS\

vetvaru B = | bs; b3y bsz bas bss |.
b4-1 b4-2 b4-3 b4-4- b4-5
b51 b52 b53 b54 b55

Nyni pfejdeme k vypoctu matice B, ke kterému budeme opé&t pouzivat vzorec
Z,/ziwj:a bij = aq.

Vyraz by, vyjadiime jako souéet S; + f;, kde po dosazeni za f; = (1,0),
dostaneme by, = B + B = (1,0) + (1,0) = (2,0), vyraz (2,0) ptedstavuje x%, ktery ma

v nasem polynomu Kkoeficient 6. Z toho dostavame b;; = 6.

Neznamou b;, vyjadiime jako soucet f5; + [, ale také jako soucet f5, + f;.
Dosazenim za 3, = (1,0) aza B, = (0,1) ziskame rovnici 2b;, = (1,1), z tohoto vyrazu

dostaneme rovnici 2b;, = —2, po vydéleni této rovnice 2 ziskame by, = —1.

b,; po dosazeni predstavuje koeficient u x3, které se oviem v nasem polynomu

nevyskytuje. Tudiz je by3 = 0.

biy = B1+ B4 = L4+ b1 = (2,1), témto hodnotdm ovSem odpovidd i 5, + 5 a
B3 + [2. Dédme tyto hodnoty dohromady a vznikne ndm rovnice 2b;4 + 2b,3 = 0, tuto
rovnici muzeme vydélit 2: by, + b,z = 0. Polozme by, = s, dosazenim do rovnice a

dopocitanim, ziskdme b,; = —s.

Drive, nez udélame prubézny souhrn vypoctl, vypocitdme jesté hodnotu bys.
bis = f1+ Bs = Bs + 1 = (1,2), i vtomto piipadé, 1ze (1,2) vyjadfit i pomoci jinych
sCitanct a to 8, + B, a B4 + B,. Dostaneme tedy rovnici 2b,5 + 2b,, = 0, kterou mizeme
vydélit 2: byg + by, = 0. Pokud si za b;g zvolime parametr r, po dosazeni tohoto

parametru do rovnice nam vyjde by, = —r.

Vyraz b,, = (0,2), coz odpovidd vyrazu y?, ktery ma v zadaném polynomu

koeficient 8. Proto ma b,, hodnotu 8.
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Pro lepsi orientaci, si nyni vypiseme jiz spocitané ¢leny hledané matice B, abychom

veédeli, které ¢leny nam jeste zbyvaji zjistit.

Jesté ndm mimo jiné chybi vyraz b,s. Ten odpovida souctu S, + 5 = s + [, =
= (0,3), ktery odpovida koeficientu u y3, ktery ma hodnotu —2. JelikoZ rovnice je

ve tvaru 2b,s = —2, tak po vydéleni dvéma, dostaneme b,z = —1.

Jednoduchy je vypodet bs;. Tento vyraz predstavuje koeficient u x*, které ma

vV nasem polynomu hodnotu 3, tim jsme ziskali b3; = 3.

by, predstavuje vyraz x3y, ktery se ovSem vnaSem polynomu nevyskytuje.
Odpovida proto hodnot¢ b;, = 0.

Pozice posledniho sloupce tietiho fadku patii vyrazu bss = B3 + Bs = B + B3 =
= (2,2). Tuto zavorku, kterd predstavuje x?y? a ma koeficient 6, oviem ziskame i

souctem B, + B,. Dostaneme tedy rovnici 2b;5 + by, = 6. Pokud za b5 zvolime parametr

t, dopocitdme, ze by, = 6 — 2t.

Vyraz bs, dostaneme sectenim [, + 5 = (1,3). V Gvodnim polynomu se vyraz

xy3 nevyskytuje, coz ndm ik, 7e bsy = 0 i bys = 0.

A kone¢né vyraz bgs, ktery predstavuje y*. y* ma v polynomu koeficient 3, tudiz

b55 = 3.

Vznikla nam hledané symetrickd matice B

6 -1 O Ry T
-1 8 =-s —-r -1

B=] 0 -s 3 0 6
S -r 0 6-2t O
r -1 6 0 3

Abychom védéli, pro jaké hodnoty r,s,t je matice B pozitivné semidefinitni,

musime najit jeji charakteristicky polynom. Nejprve si napiSeme charakteristickou matici
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6—y -1 0 s T
-1 8-y -s -r —1\
B = 0 -s 3-y 0 6 ,
s —r 0 6-2t—y 0 /
r -1 6 0 3—y

6—y -1 0 s r

-1 8-y -s -r -1

D=| 0 -s 3-y 0 6
S -r 0 6—2t—y 0

-1 6 0 3—y

Vypoctem tohoto determinantu dostaneme potitebny charakteristicky polynom.

Vypocet tohoto determinantu neni jednoduchy, proto vyuzijeme programu

Mathematica 8.:

FindInstance[26 - 2t >0&& - (-259 + 2r? + 2s? + 40t + t?)
>0&& (1233 + 2r - 29r2 + 2rs - 29s® - 278t + 2r’t + 2st + 2s’t
- 20t* + 2t%) >0&8-(-2799 - 18r + 135r° - r' - 12rs + 2r’s +
128s% - r’s® - s* + 798t + 4rt - 22r’t - 24st + 2rst - 18s’t +
131t% - r’t? + 4st® - s’t? - 28t%) >0&&(2430 + 36r - 198r% + 3r*
+ 18rs - 6r’s - 177s? + 6r?s? + 3s? - 810t - 12rt + 48r%t + 72st
- 12rst + 36s’t - 2s’t - 282t + 6r°t? - 24st® + 2rst? + 8s’t? +

94t3) >0,{r,s,t},Reals]

Abychom mohli s takto slozitou soustavou nerovnic néco rozumného provést,

nechali jsme si v Mathematice 8 zjistit tfi celoCiselné trojice parametrt 7, s, t:

FindInstance[26 - 2t >0&&-(-259 + 2r? + 2s2 + 40t + t2) >
0&& (1233 + 2r - 29r? + 2rs - 29s? - 278t + 2r%t + 2st + 2s’t -

20t? + 2t3) >0&&-(-2799 - 18r + 135r? - r* - 12rs + 2r%s +
128s2 - r?’s? - s* + 798t + 4rt - 22r’t - 24st + 2rst - 18s’t +

131t? - r?t? + 4st? - s?t ? -28t%) >0&&(2430 + 36r - 198r% + 3r*
+ 18rs - 6r?s - 177s? + 6r’s? + 3s? - 810t - 12rt + 48r%t + 72st
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- 12rst + 36s?t - 2s3t - 282t% + 6r’t? - 24st? + 2rst?® + 8s%t? +

94t3) >0, {r,s,t} ,Integers, 4]

{{r—>0,s>0,t—>0}, {r—»>-1,5—>3,t>1}, {r»>-1,s>-4,t—>-

2}, {r—>2,82,t—>-2}}

V predchazejicim odstavci vidime, jaké celociselné parametry mizeme volit, aby
vypocet mél smysl. Jeste si tyto parametry piepiSeme. Mizeme tedy volit:
1 r=0,s=0,t=0
2 r=—-1s=3t=1
3. r=—-1s=—-4t=-2
4 r=2,s=2t=-2.

Dosazenims =0, r=0,t =0

6 -1 0 0 O
-1 8 0 0 —1\‘
B=| 0 0 3 0 0 | Tutomaticipotfebujeme pievést na diagonalni.
0 0 0 6 0 /
0 -1 0 0 3
6 -1 0 0 0y1 0 O O O
/—1 8 0 0 —-110 1 0 O 0\
0 0 3 0 0|0 0 1 0 O |pfictenim Sestinasobku prvniho fadku
0 0 0 6 0f0 0 0 1 O
0 -1 0 0 30 0 0 0 1
6 -1 0 0 0j1 0 O O O
/0 47 0 0 —-6[1 6 0 O 0\
k druhému dostaneme [ 0 0 3 0 00 0 1 O O |, nyni musime symetricky
0 0 0 6 O0f0 0 0 1 O
0 -1 0 0 30 0 0 0 1
6 0 O 0 O0y1 0 0 0 O
/028200—616000\
pfi¢ist prvni sloupec k Sestindsobku druhého: |0 0 3 0 00 0 1 0 O |
0 0 0 6 0f0 001 O
0 -6 0 0 30 0 0 0 1

Dale pticteme druhy fadek k ctyficetisedminasobku patého fadku:
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6 0 00 01 00 0 0
/028200—616000\
lo o 3 0 ofo o1 0 o
\0006000010

0 0 0 0 13511 6 0 0 47

(

ke &tyficetisedminasobku patého sloupce: |

—
OO O OO

Pomérné rychlymi a jednoduchymi
6 0 0 0

0 282 0

0

D= 0
0 O
0 O

0
6345

O O WwWoOo

0
0 0 |atransponovanou matici A" = | 0
6
0

a opct symetricky piicteme

)
oo WO
N

oo wo o
oo oo

co oo
_ O O R R
o N =Nele We

(@)
w
o~
Ul

druhy sloupec

SO LR OO

O Rr OO O

0\

0 |
0
47

upravami jsme ziskali diagonalni matici

100
/160
0 1
0 0 0
16 0

0

O = OO

0
0 )
0 |
0

47

Pro jistotu si zkontrolujeme spravnost vypoctu dosazenim do vzorce D = AT BA.

1000 0 6 -1 0 0
/16000\/—1800
D=lo o 10 oflo o 3 o0
00010/0006
16 00 47/\0 -1 0 0
6 -1 0 0 0\/1 1 0 0
04700—6\‘0600
p=(o o 3 0 o |lo o0 1 0
00060/0001
o 0 0 0 135/ \0 0 0 0
6 0 00 0
/028200 0\
p=lo 0o 3 0 o0
0 0 06 0
0 0 0 0 6345

o\ /1 1 0 0 1

—1\/06006\
o0fllo o 10 o]
0/00010

3/\0 0 0 0 47

1

)

0

3

47

Timto jsme ovétili spravnost vypoctu diagondlni matice Ta mé hodnost 5, proto

tedy ve vysledku ocekavame soucet péti s¢itancti. Nyni se mizeme pustit do dalSiho kroku.

Abychom mohli dojit k hledanému vysledku, potfebujeme inverzni matici k matici A.

K jeji nalezeni vyuzijeme program Mathematica 7.0.
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Inverse[{{1,1,0,0,1},{0,6,0,0,6},{0,0,1,0,0}, {0,0,0,1,0}, {0,0,0,0,47}}]

{{1, -2,0,0,0},{0,£,00,—--},{0,0,1,0,0},{0,0,0,1,0}, {0,0,0,0, %}}

1

1 =200 o0
o%oo-%
-1 __
A—00100|
0 0 0 1 0
0 0 0 0 =
47

Mame vSechny potfebné dil¢i vypocty k tomu, abychom mohli vyuZzit vzorce

U = /D * A~ a tim dojit k hledanému rozkladu na souet &tverci.

1 == 00 0
/\/E 0 0 0 0\ 16 .
[0 v282 0 o0 o o 2 00 ——=
Uslo 0 V30 0 Iy G 4o o
\0 o o0 V6 0/00010
0O 0 0 0 +6345 1
0 0 00 —
47
/%—?00 0\
o &2 o o -2
_| 6 47 |
U=l0o o v3 o0 oi
0 0 0 +v6 0
0000\/6345
47

0o ¥2 o o -2
UxGyx®xyyd™= o g 3 o o [Gyxiayyd)'=
0 0 0 V6 0
o o o0 o Y&

47

= (Véx — gy, 02, VP2 32, VExy, )

6 47

Umocnénim kazdého ¢lenu na druhou a jejich sectenim, dostaneme hledany soucet

étvercu:
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(Véx —

V6

V282

- 2 _
G y)° + ( g Y

2
\/ijz y2)?% + (\/§x2)2 + (\/Exy)z + ( 643745 y2> .

Tento vypocet nebyl zcela trividlni, proto provedeme kontrolu umocnénim a sectenim

jednotlivych ¢tverct.

Ve

(Vox 2yt 4 (

G

= 6x2% —

, 6345,
47z Y

3

V282

V282

6
36

6 7 a7 Y

282

36

22 4 (V3x2)" + (Véxy) + <

xy+—y*+——y*—

2
V635 \*
a7 V) T

282 282
3 4 3 4 6 2.,2
3 % 47y + 472 y + 3x* + 6x y +

= 6x% — 2xy + 8y? — 2y3 + 3x* + 6x%y? + 3y*.

Tento polynom nadm souhlasi s plivodnim polynomem v zadani, tudiz je cely

vypocet v poradku.

Dosazenim r = —1,s = 3, t = 1, dostaneme matici

6
(4
B=]10
3
-1
6 -1
(%

0 -3
3 1
-1 -1

-1
8
-3
1
-1

-3

3
0
1

0

-3 1

3
0
1

B O R W

0

3 -1
-1

0 1
4 0
0 3
-11
—1{0
110

0|0
310

\

). Tuto matici potfebujeme prevést na diagonalni.

S O RO

0

OO r OO

_ o O O

0

0
0
0) piictenim prvniho fadku k Sestindsobku
0

1

druhého tadku, prvniho fadku k minus dvojnasobku ctvrtého fadku a prvniho fadku

k Sestinasobku posledniho fadku ziskame

6 -1
0 47
0 -3
0 -3
0 -7

0
—18
3
0
6

3
9
0
-5
3

-11
=7|1

110
—1|1
1711

0
6
0
0
0

SO r OO

0 0

0 0\

0 0] Abychom zachovali symetricnost
-2 0

0 6

matice, pri¢teme prvni sloupec k Sestindsobku druhého sloupce, prvni sloupec k minus
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dvojnasobku ¢tvrtého sloupce a opét prvni sloupec k Sestindsobku patého sloupce:
6 0 0 0 01 0 O
/0 282 —-18 —-18 —42]|1 0 0\
0 |
-2 0
0 6

0
6
lo -18 3 0o 60 0
0 -—18 0 10 —-6|1 O
0

V dalsim kroku pii¢teme trojnasobek druhého fadku k Ctyficetisedminasobku tretiho fadku,

0 —42 6 -6 10211

SO R OO
(e}

trojnasobek druhého fadku k Ctyficetisedminasobku c¢tvrtého fadku a sedmindsobek

0 )
0
0

|. Opét musime symetricky

druhého fadku k Ctyficetisedminasobku patého radku:

6 0 0 0 0(1 0 0 0
/o 282 —-18 —-18 —42|1 6 0 0
lo o 87 -54 1563 18 47 0
0 0 -54 416 —408[50 18 0 -94 0
0 0 156 —408 4500l54 42 0 0 282

pricist trojnasobek druhého sloupce k ctyficetisedminasobku tietiho sloupce, trojnasobek
druhého sloupce k ctyficetisedminasobku ctvrtého sloupce a sedmindsobek druhého
sloupce k ctyficetisedmi ndsobku patého sloupce:
0 0 0 0 1 0 0 0 0
282 0 0 0 1 6 0 0 0
0 4089  —2538 7332 |3 18 47 0 0 |. Nyni pficteme
-9

0 —2538 19552 —-19176|50 18 0 4 0
0 O 7332 —19176 211500154 42 0 0 282

osmndctinasobek tfetitho fadku k dvacetidevitindsobku ctvrtého fadku a zaroven priCteme

6
0
0
0

padesatidvojnasobek tretiho fadku k minus dvacetidevitinasobku posledniho fadku:

6 0 0 0 0 1 0 0 0 0

/0 282 0 0 0 1 6 0 0 0 \
0 0 4089 -—2538 7332 3 18 47 0 0 .
0 O 0 521324 —424128 | 1504 846 846 —2726 0
0 O 0 424128 —5752236!-1410 —282 2444 0 —8178

Zde symetricky pfi¢teme osmnactinasobek tfetiho sloupce k dvacetidevitinasobku ctvrtého

sloupce a padesatidvojnasobek ttetiho sloupce k dvacetidevitinasobku patého sloupce:

6 0 0 0 0 1 0 0 0 0

0 282 0 0 0 1 6 0 0 0 \‘
0 0 4089 0 0 3 18 47 0 0 .
0 O 0 15118396 12299712 | 1504 846 846 —2726 0 /
0 O 0 12299712 1668148441-1410 —-282 2444 0 —8178
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Jednou z poslednich operaci bude pfiéteni étyficetiosminasobku ¢tvrtého fadku k minus

padesatidevitinasobku patého radku:

S oo oo
SO O o

A konecné

0 0

0 0
4089 0

0 15118396

0 0

0
0
0

12299712

3
1504

—92516896201-155382

padesatidevitinasobku patého sloupce:

6
(0 2
| 0

0

0

SO O WO

0 0

0 0
4089 0

0 15118396

0 0

(=R e R en]

0

Konec¢né jsme ziskali diagonalni matici

(s

D=0
0
0

AT =

1
1
3

1504
545849687580/-155382

0
6
18

846

0
6

18
846
—57246 103588 130848

0
0
47
846

symetricky pfi¢teme Ctyficetiosminasobek cCtvrtého

47
846

0
0
0

—2726
—57246 103588 130848

0

0

0
=272

| a transponovanou matici

0 0 0 0

282 0 0 0 \

0 4089 0 0

0 0 15118396 0 /

0 0 0 545849687580

1 0 0 0 0

1 6 0 0 0 \

3 18 47 0 0 .
1504 846 846  —2726 0

—155382 —57246 103588 130848 —482502

Pro jistotu si zkontrolujeme spravnost vypoctu dosazenim do vzorce D = AT BA.

D =

1
1
3
1504
—155382

0 0
6 0
18 47
846 846
6 -1 0 3
-1 8 -3 1
0 -3 3 0
3 1 0 4
-1 -1 1 0

-1

-1
1
0
3

—2726
—57246 103588 130848

\

0
0
0

(el ool

1
6
0
0
0

)

0
0
0 .

2502/
—482502
3 1504
18 846
47 846
0 -—2726
0 0

—155382
—57246
103588
130848

—482502

6

|

sloupce k minus

—482502

43
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0
0
0
—482502

o O O

0
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6 -1 0 3 1 1 3 1504 —155382
/0 47 -18 9 \ /0 6 18 846  —57246
D=|o o 87 27 26 1o 0 47 846 103588
\0 0 0 —5546 —1504 \0 0 0 -—2726 130848
0 0 0 0 —1131290/ \0 0 © 0  —482502
6 0 0 0 0
/0 282 0 0 0 \
D=|0 0 4089 0 0 .
\0 0 0 15118396 0
0 0 0 0 545849687580

Timto jsme ovéfili spravnost vypoctu diagonalni matice, ktera ma hodnost 5.

Ve vysledku ocekavame tedy soucet péti s€itanci.

Abychom mohli dojit k hledanému vysledku, potiebujeme inverzni matici k matici

A. K jeji nalezeni vyuZijeme program Mathematica 8.

A = Inverse[{{1,1,3,1504, —155382}, {0,6,18,846, —57246}, {0,0,47,846,103588},

{0,0,0,—2726,130848}, {0,0,0,0, —482502}}]

1.1 101 33 7 .01 9 2
=503 =505 792 72827100 27 1363 2089"
0,0,0, — o 1£0,0,0,0, — MatrixF
t 726" 8ol 282502}/ /MatrixForm
A B 1 1
6 2 6
, 1 3 3 7
6 47 94 282
1 9 26
A1 = 0 0 -
47 1363 4089
0 0 0 ! 8
2726 80417
1
0 0 0 0 482502

V programu jsme hned vyuzili funkce MatrixForm, kterda ndm piepiSe vypocet

rovnou do tvaru matice.
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Kone¢né¢ mame vsechny potiebné dil¢i vysledky a mizeme piejit k predposlednimu
kroku. Podle vzorce U =+/D * A™' vypoéitame matici U, kterou v poslednim kroku

vynasobime monomy a dostaneme rozklad polynomu v soucet ¢tvercu.

N 0 0 0
0 282 0 0 0
U=1] 0 0 /4089 0 0 -
0 0 0 1511839 0 /
0 0 0 0 V545849687580
. 1 . 1 1
6 2 6
. 1 3 3 7
6 47 94 282
0 0 1 9 26
47 1363 4089
. 1 8
2726 80417
1
0 0 0 0 482502
0 282 _3*@ 3%/282 _7*\/@
6 47 94 282
[] — O O V4089 9%1/4089 26%1/4089
47 1363 4089
O O O __V15118396 __8*v15118396
2726 80417
O O O O __V545849687580

482502

Tato matice ma velmi nepfijemné hodnoty. Roznasobovat ji monomy by bylo
pomérné obtizné, proto tento piipad opustime nedoieSeny a zkusime za parametry dosadit

jesteé jiné hodnoty.
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Dosazenimr = —1,s = —4,t = —2, ziskame matici
6 -1 0 -4 -1

/—1 8 4 1 —1\

B=|0 4 3 0 6|
-4 1 0 10 O
-1 -1 6 0 3

Matici B potiecbujeme stejné jako v piedchozich piipadech pievést na diagonalni

/6 —10—4—1|10000\

-1 8 4 1 -10 1 0 0 O

tvar| 0 4 3 0 60 0 1 0 0] Vprvnim kroku piedteme prvni fadek
-4 1 0 10 00 0 0 1 O
-1 -1 6 0 310 0 0 0 1

k Sestinasobku druhého tadku, dvojnasobek prvniho fadku k trojnasobku étvrtého fadku a

zaroven pri¢teme prvni fadek k Sestindsobku posledniho:

6 -1 0 -4 -1y1 0 0 O O
/0 47 24 2 =711 6 0 O 0\
0 4 3 O 6{0 0 1 0 0/ Vdruhém kroku musime symetricky pri¢ist
0 1 0 22 =22 0 0 3 O
0 -7 36 —4 171 0 0 0 6

prvni sloupec k Sestinasobku druhého sloupce, dvojndsobek prvniho sloupce k trojnasobku

¢tvrtého sloupce a zarovein prvni sloupec k Sestindsobku patého:

6 0 0 0 01 0 0 0O

0 282 24 6 —42|11 6 0 O 0\‘

0 24 3 0 360 0 1 0 0| Ve tietim kroku pficteme ctyfnasobek
0 6 0 66 -—12|12 0 0 3 0

0 —42 36 -12 10211 0 0 O 6
druhého tadku k minus Ctyficetisedminasobku tfettho tadku, treti tfaddek k minus

¢tyinéasobku ctvrtého fadku a sedmindsobek ctvrtého fadku k poslednimu fadku:

6 0 0 0 0 1 0 0 0 0

0 282 24 6 —42 11 6 0 0 0\

0 0 —-45 24 —-1860({4 24 —-47 0 0| Ve ctvrtém kroku opét
0 0 3 264 84 |-8 0 1 =12 0

0 O 36 450 18 115 0 0 21 6
symetricky pficteme ¢tyinasobek druhého sloupce k minus Ctyficetisedminasobku tfetiho
sloupce, tfeti sloupec k minus ctyfnasobku ctvrtého sloupce a sedmindsobek ctvrteho

sloupce Kk patému sloupci:
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6 0 0 0 0 11 0 0 0 0
/o 282 0 0 0 |1 6 0 0 0\
lo o 2115 —-141 -1692|4 24 —-47 0 0|
0 0 -—141 1059 -1764/-8 0 1 —-12 0
0 0 -—-1692 —-1764 3168115 0 0 21 6

V kroku patém pficteme tieti fadek k patnactindsobku ctvrtého a k minus jednonasobku

patého radku pficteme dvanactindsobek ¢tvrtého fadku:

6 0 0 0 0 1 0 0 0 0

0 282 0 0 0 1 6 0 0 0

0 0 2115 -141 -1692| 4 24 —47 0 0 | Nyni opét
0

0 0 0 15744 —28152|-116 24 —32 —180 /
0 0 0 14472 —24336l—111 0 12 —165 —6

symetricky pfi¢teme tfeti sloupec k patnéctindsobku cEtvrtého a k minus jednondsobku

patého sloupce pti¢teme dvanactinasobek ¢tvrtého sloupce:

6 0 0 0 0 | 1 0 0 0 0
0 282 0 0 0 1 6 0 0 0
[o o 2115 0 0 4 24 —47 0 0 |

0 O 0 236160 217080|—116 24 -32 -—-180 O
0 O 0 217080 198000'-111 O 12 —-165 -6

V predposlednim  kroku pficteme Sestisettrojnasobek  ctvrtého fadku k minus

SestisetpadesatiSestinasobku patého radku:

6 O 0 0 0 1 0 0 0 0

0 282 0 0 0 1 6 0 0 0 w
0 0 2115 0 0 4 24 —47 0 0

0 O 0 236160 217080 [—116 24 —32 —180 0 /
0 0 0 0 1011240'2868 14742 —-27168 —300 3936

Kone¢né v poslednim kroku pii¢teme Sestisettrojnasobek ¢tvrtého sloupce Kk minus

SestisetpadesatiSestinasobku patého sloupce:

6 0 0 0 0 1 0 0 0 0

/0 282 0 0 0 1 6 0 0 0 \
0 0 2115 0 0 4 24 —47 0 0 |
0 O 0 236160 0 —116 24 —32 —180 0
0 O 0 0 —66337344012868 14742 —-27168 —-300 3936

Po dlouhych a pomérné naronych pocetnich tGpravach jsme ziskali diagonalni

6 0 0 0 0
0 282 0 0 0 \
maticiD =10 0 2115 0 0 a transponovanou matici
0 0 0 236160 0 /
0 O 0 0 —663373440
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1 0 0 0 0
/ 1 6 0 0 o\
AT =| 4 24 —47 0 0o |
\—116 24 ~32 -180 0
2868 14742 —27168 —300 3936

Pro jistotu si zkontrolujeme spravnost vypoctu dosazenim do vzorce D = AT BA:

0 0 0 6 -1 0 —4 -1
0 0 0\‘ -1 8 4 1 —1\‘
—47 0 o [-|lo 4 3 o 6|
—116 —32  —180 o/ —4 1 0 10 0
2868 14742 —27168 —300 3936 1 -1 6 0 3
1 1 4 -—116 2868
/0 6 24 24 14742\
0 0 —47 -32 -27168 |
00 0 -180 —300
00 0 0 3936
6 -1 0 —4 -1 1 1 4 —116 2868
/0 47 24 2 -7 \/0 6 24 24 14742\
D=|0 0 —45 8 -310 ||o o -47 =32 -27168|
\0 0 0 -1312 -100 0 0 0 —-180 —300
0 0 0 0 —168540 00 0 0 3936
6 0 0 0 0
0 282 0 0 0 w
p=|0 0 2115 0 0 .
0 0 0 236160 0 /
0 0 0 0 — 663373440

Zkontrolovali jsme vypocet diagonalni matice. Jeji hodnost je 5. Dalsi vypocty
vzhledem k vysokym hodnotam budou velmi obtizné, jako Vv ptedchozim piipadé.
Zakon¢ime tedy vypocCet na tomto misté. Jediné co miiZeme jeSt¢ konstatovat je, Ze

bychom hledali soucet péti ctverct.

Pocitala jsem 1 dal$i moznosti, ale dopadnou velmi obdobné¢ jako tyto dva ptipady,

proto je zde neuvadim.
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feSeni rozkladu polynomu v soucet ¢tvercti byva feSeni soustavy algebraickych nerovnic.
To se ukazalo zvlast nazorn¢ v poslednim ptikladu druhé kapitoly. My jsme si vybrali feSit
rozklad polynomu piedev§im pro parametry r = 0,s = 0,t = 0, protoze se tento pripad
jevil jako nejjednodusi, coz se také potvrdilo. Jesté jsme se pokouseli o dalsi feseni, ktera

ovSem byla o dost slozitéjsi, coz je uvedeno v diplomové praci.

V této diplomové praci jsem se snazila piekonat obtiznosti Ulohy feSené
Vv pfedchozi bakalarské praci. Je patrné, ze obecné lze nalézt nekonecné mnoho rozkladu
pozitivné semidefinitniho polynomu v soucet ¢tvercii. Nicméné maloktery z nich bude mit
"vkusné", pro ¢lovéka piijatelné realné koeficienty. Uplné feSeni soustav algebraickych
nerovnic predstavuje velmi tézky problém sam o sobé€, proto byla naznacena jen cesta

Kk ur¢eni n€kolika vzorovych rozkladi polynomu v soucet ¢tvercu.

Velmi obtizné pocetni operace pii rozkladu pozitivné semidefinitniho polynomu
V soucet ¢tvercli mi pomohly feSit programy Mathemtica 7.0 a nov¢jsi verze Mathematica
8.0. Také jsem vyuZivala program WolframAlpha, ktery mi pomdahal pifi kontrolovani

jednotlivych vypocti.
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In my thesis refer to the graduate work, where | studied 17th Hilbert problem. He
dealt with finding a way to express definite rational function as the sum of squares of
rational functions. We also focused on the sums of squares of real polynomials and sums of

squares and Grammovy matrix.

In this thesis we focused on cases where the set of all positive semidefinite
polynomials coincides with the SOS (sum of squares). We looked also for a homogeneous
polynomial of degree. We say, when the quadratic form is positive definite, negative

definite, positive semidefinite, negative semidefinite and indefinitni.

In the second part we present the decomposition of a polynomial in finding the sum
of squares, with the added use of knowledge of linear algebra and knowledge of a general

nature, such as Descartes' rule.

The most difficult point in finding a solution in polynomial decomposition of the
sum of squares of the solution of algebraic inequalities. It has been shown at the third

example.

Very difficult calculations helped me deal with programs Mathemtica 7.0 and
newer versions of Mathematica 8.0. | also used the program WolframAlpha, which helped

me when checking the individual calculations.
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