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1 Uvop

1 Uvop

Jako téma své diplomové prace jsem si zvolila rozvijeni kombinatorického mysleni
u zakt druhého stupné zakladni Skoly. Zajimaly mé totiz moznosti, jakymi lze obohatit
vyuku matematiky na zakladni skole, a to tématem, které se bézné objevuje az
V ucebnicich matematiky pro Skoly vyssiho stupné€. Lze namitnout, Ze v uc¢ebnim planu pro
zékladni Skoly jiz neni dostateCny Casovy prostor pro toto téma a je to jist¢ pfipominka na
mistd. ReSeni kombinatorickych uloh oviem nevyzaduje obsahlé teoretické znalosti, je
zaméfeno spise na logické mysleni. Zaci nemusi znat kombinatoricka pravidla v podobg,
Vv jaké jsou predkladana studentiim stiednich skol, ale nadani jedinci je jisté dokdzou uzivat
intuitivné. Proto jsem piesvédCena o tom, ze Glohy z oblasti kombinatoriky mohou nalézt
své misto 1 ve vyuce na zdkladni Skole, pfinejmensim ve tfidach s rozsifenou vyukou

matematiky nebo jako problémové tlohy pro nadané zaky.

V prvni ¢asti své prace jsem se zaméfila na teoretické zaklady kombinatoriky
Vv podobé€, v jaké jsou predkladdny studentim stfednich Skol. Vychéazela jsem pii tom
Z bézn€ dostupnych ucebnic matematiky. Jsou zde vysvétlena zékladni kombinatoricka
pravidla, dale vzorce pro vypocet poctu variaci, permutaci a kombinaci s opakovanim

prvki i bez, véetné jejich odvozeni. Vse je doplnéné jednoduchymi ukézkovymi ptiklady.

StéZejni Cast prace tvoii zpracovani uciva kombinatoriky pro zékladni Skoly.
V béznych ucebnicich se toto téma v podstaté nevyskytuje, vychazela jsem proto z ucebnic
pro zakladni Skoly urcenych pro tiidy s rozsifenou vyukou matematiky. Vétsina z nich byla
vyddna v osmdesatych letech minulého stoleti. Obsahuji ulohy zaméfené zejména na
kombinace a jejich feSeni stavi na zdkladnich znalostech o mnozinach. Velmi zajimavé a
pro Zzaky srozumitelné je feSeni téchto uloh pomoci prochazek po ¢tvercové siti. Vénuji mu
proto samostatnou kapitolu, ve které na ukazkovych ptikladech vysvétlim zakladni
principy feSeni.
nékteré by mohly byt vyuZitelné i pro zdky zékladni Skol. Dalsi uz ovSem vyzaduji hlubsi
znalosti, napiiklad prace s kombinacnimi ¢isly, proto by je byli schopni vyfeSit spiSe

studenti Skol vysSich stupni.

Vzhledem k tomu, Ze se v posledni dob¢ dostavaji stale vice do popiedi moderni

technologie, kterymi je mozné vyuku obohatit, rozhodla jsem se pro zpracovani nékterych
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Casti prace v programu Smart Notebook (verze 10 spole¢nosti Smart Technologies) pro
interaktivni tabule. Ve ¢tyfech souborech je zde k dispozici zdkladni teorie a vybrané
piiklady vhodné pro zaky =zakladnich Skol. Materidl muze usnadnit pochopeni
problematiky, zpestfit vyuku a poskytuje prostor nejen pro samostatnou, ale i skupinovou
praci zaku. V textu jsou interaktivné zpracované ¢asti oznaceny symboly s ¢islem souboru,

ve kterém se nachazi:

SMA

=

1_dvouprvkové kombinace

=

3
5

2_k-prvkové kombinace

N

SMART
3_prochézky po siti
SMART
4 poradi

=

Popis jednotlivych snimki z téchto interaktivnich soubori se nachéazi v ptiloze této
prace, samotné soubory pro program Smart Notebook jsou uloZzeny na CD. Ucitelim
mohou pomoci doporu¢ené formy prace a komentare, které by mohly zakim slouzit

k lepSimu pochopeni dané problematiky.
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Ve vyuce kombinatoriky je ¢asto vyuzivano mnozinové pojeti. Nejprve tedy uvedu

zékladni pojmy tykajici se mnozin, které budu déle ve své praci uzivat.

Definice 1: MnoZina je konec¢na, je-li pocet jejich prvkl vyjadfen pfirozenym

Cislem (vcetné nuly).

Definice 2: Mnozina je M podmnoZinou mnoziny N pravé tehdy, kdyz vsechny

prvky mnoziny M jsou prvky mnoziny N. Zapisujeme M c N.

Podmnoziny mizeme blize urcit poctem prvkil, které obsahuji. Hovofime pak o

jednoprvkové, dvouprvkové az k-prvkové podmnoziné dané mnoziny.
Véta 1: Kazdad mnozina je podmnozinou sebe samé.

Definice 3: Prazdna mnoZina je mnozina, ktera neobsahuje Zzadny prvek.

Znacime Q.
Véta 2: Prazdnd mnoZina je podmnozinou kazdé mnoziny.

Definice 4: M¢&jme danou zakladni mnozinu Z a jeji podmnozinu M. Mnozinu
vSech prvkl zékladni mnoziny Z, které nejsou prvky mnoziny M, nazyvame doplnék

mnoZziny M (v zakladni mnoziné Z). Zna¢ime napi. M’.
Definice 5: Prinik mnoZin A a B je mnoZina, ktera obsahuje prvky nalezici
mnoziné A i mnoziné B:
ANnB={x;x e ANx € B}.
Definice 6: Mnoziny A, B nazyvame disjunktni, pravé kdyz

ANB=0.
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V této kapitole objasnim zakladni kombinatorické pojmy a pravidla, kterymi se
fidime pfi feSeni kombinatorickych tloh. Uvadim je na urovni zaku stiednich skol, je tedy
ziejmé, ze zaci zakladni skoly se s nimi v této podob¢ nesetkaji. Pouzivaji je ovSem casto
intuitivné.

3.1 ZAKLADNI KOMBINATORICKA PRAVIDLA
3.1.1 KOMBINATORICKE PRAVIDLO SOUCINU

Véta 3: Pocet vSech uspotfadanych k-tic, jejichz prvni ¢len Ize vybrat n; zpusoby,

druhy ¢len po vybéru prvniho ¢lenu n, zpusoby atd. az k-ty ¢len po vybéru vSech

predchazejicich ¢lenti ng zpilisoby, je roven soucinu ny * ny -« ..." Ny .

Priklad 1: Urcete pocet vSech pfirozenych dvojcifernych Ccisel, v jejichz

dekadickém zépisu se kazda ¢islice vyskytuje nejvysSe jednou.

Reseni: Na misté desitek mize stat libovolna z celkem deviti &islic (1, 2, ..., 9).
Nula na pozici desitek byt nesmi, nejednalo by se potom o dvojciferné ¢islo. Ke kazdé
z téchto deviti Cislic 1ze na misto jednotek pfifadit libovolnou z dalSich deviti ¢islic — na
pozici jednotek mlze byt nula, avSak nesmi se zde nachézet vybrana Cislice, které stoji na
misté desitek. Pocet moznych dvojcifernych ¢isel je tedy 9 - 9 = 81. (Calda, Dupac, 2010,
s. 8)

3.1.2 KOMBINATORICKE PRAVIDLO SOUCTU

Véta 4: Jsou-li Ay, Ay, ..., A, koneéné mnoziny, které maji po fadé py,ps, ..., Pn
prvki, a jsou-li kazdé dvé disjunktni, pak pocet prvki mnoziny A; UA, U ..UA, je
roven souctu p; +p, + -+ + py,.

Priklad 1 lze podle pravidla souctu fesit také nasledujicim zpisobem:

VsSechna pfirozena cisla lze rozdélit do dvou disjunktnich skupin nasledovné:
Vv prvni skupiné se nachdzeji vSechna dvojciferna ¢isla s riznymi Cislicemi, jejich pocet
oznacime p. Ve druhé skupin€ jsou dvojciferna ¢isla se stejnymi Cislicemi (11, 22, ..., 99),
tj. 9 cisel. VSech dvojcifernych cisel je 90. Hledany pocet dvojcifernych ¢isel s riznymi
Cislicemi je tedy
p+9 =090,

odtud p = 81. (Calda, Dupac, 2010, s. 8)
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3.2 VARIACE
Definice 7: k-€lenna variace z n prvki je uspofadana k-tice sestavena z téchto

prvku tak, ze kazdy se v ni vyskytuje nejvyse jednou.
Pro ilustraci uvadim vSechny dvoj¢lenné variace ze tii prvki a, b, c:
(a,b),(a,c),(b,a),(b,c),(ca),(cDb).

Z ptedchoziho tedy jasné vyplyva, Ze zalezi na potadi prvkil ve vybirané skuping.

Pro lepsi pochopeni je mozné zakim uvést konkrétni ptiklad, napi. ptdme se, kolika
zpusoby je mozné rozdélit mezi urCity pocet zadvodnikil zlatou, stfibrnou a bronzovou
medaili. Samoziejmé zde zalezi na tom, ktery zdvodnik obdrzi jakou medaili, proto nam
pii vybirdni téchto trojic ocenénych zavodnika zalezi na potradi a tedy jedna se o variace.

Pfi  uréovani poctu vSech k-Clennych variaci znprvki  vychazime
z kombinatorického pravidla souéinu. Pro vybér prvniho ¢lenu uspofadané k-tice mame n
moznosti. Pro vybér druhého ¢lenu uz jen n - 1 moznosti atd. Pro vybér k-tého ¢lenu
mame po vybéru vsech predchazejicich pravé n - (k - 1) moznosti. Pocet uspotadanych
k-tic (znac¢ime V (k, n), ptip. Vi (n)) je tedy roven soucinu

nn—-1)-n—-2)-..-(n—k+1).
Véta 5: Pocet V (k, n) vSech k-Clennych variaci z n prvkd je

Vikkny)=n-(n—-1)- n—-2)-...-.(n—k+1),

pron,k € N,k < n.

Priklad 2: O telefonnim ¢isle své spoluzacky si Iveta pamatovala jen to, ze za¢ina
Sestkou, je sedmimistné, délitelné 10 a neobsahuje zadné dvé stejné Cislice. Kolik ¢isel
pfichazi v tivahu?

Reseni: Je ziejmé, Ze v telefonnim ¢&isle zaleZi na poradi &islic, jedna se tudiz o
variace.

Na za&atku &isla mize stat jedina &islice, a to 6. Cislo je délitelné 10, na konci &isla

tedy musi byt 0.
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Na zbyvajicich 5 pozic vybirame Cislice z 8 zbylych moznych, protoze vime, Ze
Cislice se v telefonnim ¢isle neopakuji. Na potadi Cislic zalezi, jedna se tedy o péticlenné

variace z 8 prvku.
p=1-V(58):1=8-7-6-5-4=6720.

V uvahu ptichazi 6720 telefonnich cisel.

3.3 PERMUTACE
Definice 8: Permutace z n prvki je uspoifadana n-tice sestavena z téchto prvku

tak, ze se v ni kazdy vyskytuje pravé jednou.
Jinak feceno: Permutace z n prvki je kazda n-clenna variace z téchto prvkd.
Pro ilustraci uvadim vSechny permutace ze tii prvka a, b, c:
(a,b,c),(a,c,b),(b,a,c),(b,ca) (ca,b),(cb,a).

Pocet vSech permutaci P(n) z n prvku lze ziskat tak, ze do vzorce uvedeného ve

Véte 5 dosadime k = n:
PM=Vnn=n-m-1)-n—-2)..-2-1.

Pro tento vysledek, tj. pro souc¢in vSech pfirozenych ¢isel od 1 do n se zavadi

symbol n! (n faktorial).
Pocet vSech permutaci P(n) z n prvki Ize tedy uvést 1 takto:
P(n) =n!
Nyni Ize pro pocet variaci V (k, n) odvodit vzorec vyjadieny pomoci faktoriald, a to
nasledujicim zplisobem:
Vikkny)=n-(n—1)-...(n—k+1) =

_n-(n—1)-...-(n—k+1)-(n—k)-(n—k—1)-...-3-2-1_ n!
- m—-k) - m—k—-1)-..-3-2-1 T (n—k)!

Poznamka: Je definovéano, Zze 0! = 1, proto ptfedchozi vzorec plati i pro n = k.

Nenastane tak situace, kdy by se ve jmenovateli nachéazela nula.
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Priklad 3: Urcete, kolika zplisoby se v pétimistné lavici mize posadit 5 dévcat,

jestlize dvé chtéji sedét vedle sebe.

Reseni: Jedna se o permutace. Pokud chtéji 2 dévéata sedét vedle sebe, mizeme je
povazovat za jeden prvek. Dale mohou své pozice ménit zbyvajici 3 dévcata — feSime tedy
permutaci ze ¢tyf prvkd. Je dilezité si uvédomit, ze ona 2 dévcata si jeSt€é mohou ménit
misto sama mezi sebou, proto v§e nasobime dvéma. Vypocet je tedy nésledujici:

p=2-P(4) =24l = 48.

Dévcata se mohou v lavici posadit 48 zpiisoby.

3.4 KOMBINACE

Definice 9: k-¢lenna kombinace zn prvka je neuspofadana k-tice sestavena

z téchto prvk tak, Ze kazdy se v ni vyskytuje nejvysSe jednou.

Zabyvame se tedy nyni neuspofddanymi K-ticemi, nebude nam tedy zaleZet na

potadi prvkl v téchto skupinach.

Pocet K (k,n) vSech k-Clennych kombinaci z n prvkd odvodime s pouzitim vzorce
pro pocet variaci. Utvorime tedy z n prvka k-¢lenné variace, ty poté rozdélime do skupin
tak, aby se vSechny variace v dané skupin¢ liSily pouze pofadim prvkd a kazdé dvé variace
z ruznych skupin se lisily alespon v jednom prvku. k prvki I1ze uspotadat k! zptisoby, proto
kazda skupina obsahuje k! uspotadanych k-tic. Téchto k! upotfadanych k-tic splyne
Vv jedinou neuspotadanou Kk-tici, pokud nam nebude zalezet na potadi prvku ve skuping,
tedy v jedinou k-Clennou kombinaci z n prvkd. Pocet skupin, do kterych jsme ptivodné
k-Clenné variace rozdg¢lili, je roven poctu k-clennych kombinaci z danych n prvka. V kazdé

skupiné je k! variaci, plati tedy
V(k,n) =k!-K(k,n).

(Calda, Dupac, 2010, s. 26)
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Pro lepsi ilustraci uvadim schéma pro dvojclenné variace ze tii prvkl a, b, c:

dvojélenné variace z prvku a, b, ¢

(a,b) (a,c) (b,c)

(b,a) (c,a) (c,b) \

| | | V(23)=21"K(23)

'
{a,b} {a,c} {b,c}

dvojélenné kombinace z prvki a, b

Obr. 1
Véta 6: Pocet K (k,n) k-Clennych kombinaci z n prvki je roven:

1 n!
Klen) =7 Vlen) ==

pron,k € Ny, k < n.

n!

Pro zlomek P

se pouziva symbol (Z), ¢teme ,,n nad £“ a nazyva se
kombina¢ni €islo.

Pocet K(k,n) vsech k-Clennych kombinaci z n prvki lze pomoci kombina¢niho

Cisla zapsat takto:

K(k,n) = (}).

Priklad 4: Urcete, kolika zplsoby je mozné vybrat z péti muzi a sedmi Zen

¢tyiclennou skupinu, ve které budou pravé dveé Zeny a dvé muzi.

Reseni: Je zfejmé, Ze se jedna o kombinace — neni dilezité, v jakém pofadi dané
muze a zeny do skupiny vybereme. Vybirame tedy dvé Zeny ze sedmi moznych, jedna se
tedy o dvoj¢lenné kombinace ze sedmi prvkid K(2,7), podobné vybirame dva muze z péti
moznych, tedy tvoifime dvojclenné kombinace z péti prvki K(2,5). Pii vypoctu dale

uplatnime kombinatorické pravidlo souc¢inu podle Véty 3:
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p= <7)(5) ~ o (77!— 2)! 21 (55!— 2 726'524 = 210.

Ctyi¢lenné skupiny je mozné utvotit 210 zptisoby.

3.5 VARIACE S OPAKOVANIM
Definice 10: k-¢lenna variace s opakovanim z n prvka je uspofadana k-tice

sestavena z téchto prvku tak, ze kazdy se v ni vyskytuje nejvyse k-krat.
Pro ilustraci uvadim vSechny dvouclenné variace ze dvou prvku (a, b):

(a,a),(a,b),(a,c),(b,a), (b b),(brc)(ca),(cDb),(cc).

Rozdil mezi variacemi bez opakovani a variacemi s opakovanim je také v tom, pro
jaka n a k existuji. Zatimco variace bez opakovani existovaly pro k <n, variace
s opakovanim plati i pro k > n. Naptiklad je mozné utvorit i tficlenné variace ze dvou
prvki (a, b):

(a,a,a),(a,a,b),(a,b,a),(b,a,a),(ab,b),(b,ab),(b,b,a),(b,b,b).
Pocet k-Clennych variaci s opakovani z n prvku lze jednoduse odvodit. Pro vybér

kazdého ¢lenu uspoiadané Kk-tice mame n moznosti. Pocet téchto k-tic je podle

kombinatorického pravidla sou¢inu roven n-n-...-n = nk. (Calda, Dupac, 2010, s. 36)

k — krat

Véta 7: Pocet k-Clennych variaci s opakovani z n prvki je roven

V'(k,n) = nk.

3.6 PERMUTACE S OPAKOVANIM

Definice 11: Permutace s opakovani z n prvki je usporadana k-tice sestavena
z téchto prvku tak, ze kazdy se v ni vyskytuje alespon jednou.

Nyni tvofime uspotfddané skupiny z n prvki, kde kazdy je oznacen alespon jednou
— oznacime je a4, a,, ..., a,. Kazdy bude zastoupen v daném poctu: prvek a, se ve skupiné

bude vyskytovat k;-krat, prvek a, k,-krat, ..., prvek a, k,-krat. Pro ilustraci vypiseme
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uspotradané skupiny dvou prvki a, b, tedy permutace s opakovanim ze dvou prvku a, b,

kde prvek a se bude vyskytovat tiikrat a prvek b dvakrat, tedy k; = 3 a k, = 2:

(a,a,a,b,b),(a,a,b,a,b),(aab,b,a),(ab,aab),(ab,a,b,a),

(a,b,b,a,a),(b,a,a,a,b),(b,a,ab,a),(b,ab,a,a),(bb,a,a,a).

(Calda, Dupac, 2010, s. 40-41)

Pocet vSech permutaci s opakovanim odvodime na konkrétnim ptipad¢. Uvazujme

skupinu ctyt prvkt a4, a,, by, b,. Ztéchto prvk utvoiime nejprve 4! permutaci, poté

odstranime u prvkd indexy, tj. polozime a; = a, = a, b; = b, = b a zkoumame, kolik

permutaci se ztotozni.

Permutace ze 4 prvki
(ay,az, by, b7)

(a1, a3, by, by)

(az, a1, by, by)

(az, ai, by, by)
A
(b1, a4, by, a3)
(bz,aq,by,a3)

(b1, a3, by, a4)

(by, az, by, a4)
A

ai,ay, by, b,

(a1, by, az, by)
(a1, by, az,by)
(az, by, ay, by)

(az, by, a4, by)

A

(ay, by, by, az)

(ay, bs, by, az)

(az, by, by, ay)

(az, by, by, ay)

(b1. by, a4, az)
(bz. by, a,, az)
(b1, bz, a2,a1)

(b, b1,a,a1)

A

A

A

(b1, a4, a3,by)
(bz, ay,a,,by)
(b1, a3,a4,b3)

(bz, az,a4,byq)

A

(a,a, b,b)

(b,a,b,a)

(a,b,a,b)

(b,b,a,a)

(a,b,b,a)

(b,a,a,b)

Permutace s opakovanim ze dvou prvki a, b, z nichz se kazdy opakuje dvakrat

Obr. 2

10
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Je vidét, ze napiiklad s permutaci (a, a, b, b) Se ztotoznily permutace, v nichz byly
prvky a, a a, na prvnim a druhém misté a prvky b; a b, na tietim a ¢tvrtém misté. Pro
umisténi na téchto mistech mame ale 2! moznosti pro prvky a;,a, a obdobné pro prvky
by, b,. S permutaci (a, a, b, b) tedy splynou celkem 2! - 2! = 4 ptivodni permutace z prvkl
aq,a,, by, b,. Kazda skupina téchto plivodnich permutaci odpovidd jedné permutaci
s opakovanim ze dvou prvku a a dvou prvki b a ma tedy 2! - 2! ¢lent. Pro pocet permutaci
s opakovani P’(2,2) tedy plati:

2+2)! 4
2021 2121

P'(2,2) =

Obecné lze pravidlo pro vypocet po¢tu permutaci s opakovanim formulovat takto:

Véta 8: Pocet P’(kq,ky, ..., k) permutaci s opakovanim zn prvkl, v nichz se
jednotlivé prvky opakuji kq, k,, ... ky, - krat je

(kg ey e Ry

P,(k1’ kZ’ ..-,kn) kl' . kzl . . k |
. H s n'

Priklad 6: Urcete pocet zplsobl, jimiz lze premistit pismena slova

ABRAKADABRA.

Reseni: Jedna se o permutace s opakovani z prvkll A, B, R, D, K, vnichz se A
vyskytuje pétkrat, B dvakrat, R dvakrat, D jednou a K jednou. Pocet vSech zplsobi,
jakymi Ize tyto prvky premistit je tedy

G+2+2+1+1)! 11 _ 83160
51-21-21-11-11 480 '

P'(5,2,2,1,1) =

Pismena lze premistit 83 160 zpusoby. (Calda, Dupac, 2010, s. 44)

3.7 KOMBINACE S OPAKOVANIM

Definice 12: k-¢lenna kombinace s opakovanim z n prvki je neupofadana k-tice
sestavena z téchto prvku tak, ze kazdy se v ni vyskytuje nejvyse k-krat.

Odvodime nyni vzorec pro vypocet poctu vsSech Kk-Clennych kombinaci
s opakovanim. VyuZzijeme konkrétniho piikladu, kdy budeme hledat pocet tiiclennych

kombinaci s opakovanim ze tii prvka a, b, c¢. Kazdou kombinaci s opakovanim

11
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»zasifrujeme* pomoci usporadané skupiny kolecek, které rozdélime do tii prihradek; kazda
ptihradka je urCena pro dany prvek a, b nebo c. Rozhrani mezi piihradkami jsou
znazornéna lomitkem. Pro kazdy z prvki zakreslime do piislusné ptihradky tolik kolecek,

kolikrat se v dané kombinaci prvek nachazi. Dostaneme tedy tento systém piihradek:

(a,a,a) > (000/ /) (a,c,c)> (0/ 100)
(a,a,b) > (00/0/ ) (b,b,b) > (/000/ )
(a,a,¢)> (00/ /0) (b,b,c) > (/00/0)
(a,b,b) > (0/00/) (b,c,c)> (/0l00)
(a,b,c)>(0/0/0) (c.c,c)>(//o00)

Kazd¢ triclenné kombinaci odpovidd jedna uspofddand pétice tvofena dvéma
lomitky a tfemi kolecky. Pocet K'(3, 3) kombinaci s opakovanim je roven poétu permutaci

s opakovanim ze dvou prvki, z nichZ jeden se opakuje dvakrat (lomitka) a druhy ttikrat

(kolecka).

Pokud bychom nyni urcovali obecné pocet k-Clennych kombinaci s opakovanim
z n prvku, pfitadili bychom kazdé kombinaci uspofadanou skupinu s k kolecky a n — 1
lomitky. Pocet kombinaci s opakovanim by tedy byl roven poctu permutaci s opakovanim
ze dvou prvki, z nichz jeden se opakuje k-krat a druhy (n — 1)-krat. Tedy plati:

[k+(n—D]! (+k-1)!

K'(kn) = P'(kn—1) = K-(n—1D!  kl-(n—D!

Nyni upravime:

(n+k—1)!_ n+k-1)! _m+k-1
k!-(n—l)!_k!-[(n+k—1)—k]!_< k )

(Calda, Dupac, 2010, s. 47 — 48)

Véta 9: Pocet K'(k, n) vSech k-¢lennych kombinaci s opakovanim z n prvku je

n+k—1>

K'(k,n) = ( .

Jinymi slovy: Pocet K'(k,n) vSech k-¢lennych kombinaci s opakovanim z n prvku

je roven poctu vSech k-¢lennych kombinaci (bez opakovani) z n + k — 1 prvku.

12
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Piiklad 7: V sacku jsou bilé, cerné a modré kulicky. Urci, kolika zplsoby lze

vybrat 6 kulicek, jestlize v sacku je:

a)
b)

alespon 6 kuli¢ek od kazdé barvy.

6 bilych, 5 Cernych a 5 modrych kulic¢ek.

Resenti:

a)

b)

Vybirdme 6 kulicek ze tfi moznych barev, jednd se tedy o kombinace
s opakovanim K'(6,3). Kulicek je dostate¢né mnozstvi, mizeme tedy utvofit

vSechny mozné Sestice.

) _(6+3-1y (8 8 8:7
K(6’3)_( 6 )_<6)_6!-2!_ 2 = 28.

Sest kuli¢ek lze vybrat 28 zptisoby.

V tomto piipadé nemame dostateCny pocet Cernych a modrych kulicek.
Odecteme proto 2 moznosti, kdy bychom vytahli 6 Cernych a 6 modrych

kulicek, protoze takova situace nemuze nastat.
K'(6,3) — 2 = 26.

Sest kuli¢ek Ize vybrat 26 zpiisoby.

13
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4 KOMBINATORIKA V UCEBNICICH PRO ZS

V soucasnych ucebnicich matematiky pro zakladni skoly se uc¢ivo kombinatoriky
jako takové v podstaté nevyskytuje. V ucebnicich, které vychéazely pied rokem 1989, Ize
ovSem nalézt celé kapitoly, které se vénuji kombinatorice a pravdépodobnosti. Jedna se
vSak ve vétSiné piripadd o ucebnice, které jsou urceny pro zaky s hlubSim zajmem o
matematiku nebo pro tfidy s rozsifenou vyukou matematiky.

4.1 KOMBINACE

Ucivu o kombinatorice pfedchazeji ve vySe zminénych ucebnicich kapitoly
vénované mnozinam. Kombinace mnoziny M mizeme definovat také takto:

Definice 13: PodmnoZiny kone¢né mnozZiny M se nazyvaji kombinace mnoZiny

M. Podle poctu prvka patficich kombinaci se rozeznava kombinace prazdna (tj. prazdna

mnozina), jednoprvkova, dvouprvkova, ttiprvkova....k-prvkova. (Melichar, 1980, s. 49)

Pro nazornost ukazeme jednotlivé kombinace na CcCtyiprvkové mnoziné M =

{a,b,c,d}. Mnozina M ma celkem jednu prazdnou kombinaci @, Ctyfi jednoprvkové

kombinace {a}, {b}, {c}, {d} (obr. 3), Sest dvouprvkovych kombinaci {a, b}, {a, c}, {a,
d}, {b, c}, {b, d}, {c, d} (obr. 4), ¢tyii téiprvkové kombinace {a, b, c}, {a, b, d}, {a, c, d},
{b, c, d} (obr. 5) a jednu ¢tyiprvkovou kombinaci {a, b, ¢, d} (obr. 6).

M M

e
a6
N

Obr. 3 Obr. 4

N

\
~\ (4 N\
o%.m

o) o]

%

Obr.5 Obr. 6
14
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Dale je tfeba definovat doplitkovou kombinaci ke kombinaci K:

Definice 14: Doplnék K’ kombinace K mnoZiny M se nazyva doplikova
kombinace ke kombinaci K. (Melichar, 1980, str. 50)

Na obrazku 7 jsou pro nazornost zobrazeny vybrand tfiprvkova kombinace

K = {a, b, c} mnoziny M = {a, b, ¢, d} a jeji dopliikova kombinace K’ = {d}.

M

B

Obr.7

4.1.1 DVOUPRVKOVE KOMBINACE

Nez se budeme vénovat hledani k-prvkovych kombinaci n-prvkové mnoziny,
zacneme pouze s dvouprvkovymi kombinacemi.

Je ziegmé, Ze znadme-li vSechny dvouprvkové kombinace mnoZiny
M = {1,2,3,...,n},zname i vSechny dopliikové kombinace, tj. (n— 2)-prvkové
kombinace mnoZiny M.

Ulohy, kdy hledame viechny dvouprvkové kombinace, lze fesit dvéma zptsoby —

grafickou a tabulkovou metodou.

Grafickd metoda spoc¢iva ve znazornéni prvki mnoZiny M pomoci bodi, z nichz
zadné tii nelezi v jedné ptimce. UseCky spojujici tyto body pak znédzornuji jednotlivé

kombinace.

Tabulkova metoda mize mit nékolik podob, vzdy vSak pfehledné¢ zaznamenavame

vSechny mozné kombinace.

Ob¢ metody pouzijeme pii feSeni nasledujiciho ptikladu.

15
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Priklad 8: Adam, Bedfich, Cyril a David hraji turnaj v tenise systémem ,,kazdy

s kazdym jeden zapas“. Kolik zépast se bude hrat? Zapiste vSechny dvojice.
Reseni:

a) ResSeni grafickou metodou je znazornéno na obrazku 8:

A B

Obr. 8

Hrace oznadime pismeny A, B, C, D, tyto tvofi dohromady mnozinu M. Prvky
mnoziny M zndzornime ¢tyfmi body, z nichz zadné tii nelezi na jedné ptimce. Narysujeme
poté vSechny usecky, které spojuji tyto ¢tyii body. Dvojice krajnich bodd udavaji v§echny

dvouprvkové kombinace. ZapiSeme tedy vSechny tsecky na obrazku 8:

usecky vychazejici z bodu A AB, AD, AC

zbylé usecky vychazejici z bodu B | BC, BD

zbylé Gsecky vychazejici z bodu C | CD

zbylé Gsecky vychazejici z bodu D | -

Je vidét, Ze pocet vSech dvouprvkovych kombinaci, tedy pocet odehranych zapasi,

je 6.

Z obrazku 8 lze odvodit vzorec pro pocet dvouprvkovych kombinaci mnoziny M,
tento vzorec pak bude platit pro libovolny pocet prvkii n mnoZziny M, pro n > 2. Kazdy z n
bodl jsme spojili s (n- 1) zbyvajicimi. Dostali jsme tak n-(n — 1) spojnic. Kazda
z téchto spojnic vSak byla zapocitana dvakrat, pocet spojnic (dvouprvkovych kombinaci) je
tedyrovenn-(n—1) : 2.

Véta 10: Pocet vSech dvouprvkovych kombinaci mnoziny M o n prvcich, kde

n = 2, jeroven

K(Z,n)z%-n-(‘n—l).

16
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b) Reseni tabulkovou metodou:

Hledani dvouprvkovych kombinaci pomoci tabulky mize mit nékolik podob,

nekteré z nich jsou znazornény v nasledujicich tfech ukazkach:

Schéma postupu dvouprvkove kombinace

A B C D ® B C D
® B OD
® 8 ¢ ©)
A B C D A B © D
AG® Cc O
A B C D A B © O

Tabulka 1

(Melichar, 1982, s.54)

Al sl clopD A | B | C | D

AB | AC | AD I/ - )

BC | BD O

cD - -

- / -

Tabulka 2 - / ) /

(Koman, Vysin, 1974, s. 91) ) ) / /
Tabulka 3

(Koman, Vysin, 1974, s. 91)

17
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Priklad 9:

a) Tabulkovou metodou znazornéte vSechny dvouprvkové kombinace mnoziny

M = {A,B,C,D,E}.

b) Zvolte 5 bodi A, B, C, D, E, z nichz zadné tfi nelezi v pfimce. Tyto body spojte
pfimkami. Pfimky rysujte barevné:
- Cervené piimky jdouci bodem A,
- modfe zbylé pifimky jdouci bodem B,
- zelené zbylé pfimky jdouci bodem C,
- Zluté zbylou ptimku jdouci bodem D.
Vybarvéte stejnymi barvami odpovidajici ¢asti tabulky ze cviceni a).
c) Uzitim tabulky ze cviCeni b) vypiSte vSechny trojuhelniky s vrcholem C a
zbylymi dvéma vrcholy v bodech A, B, C, D. (Melichar, 1980, s. 55-56)

Reseni:

a) A B C D E

Tabulka 4

18
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b) A

Obr.9
c) Lze fici, ze pozadované trojuhelniky jsou dopliitkovymi kombinacemi Kk
dvouprvkovym kombinacim, ktery neobsahuji prvek C, napi. k dvouprvkové
kombinaci {A, B} je dopliikovou kombinaci {C, D, E}, coz je tedy i jeden z
trojuhelnikl s vrcholem v bodé¢ C. Podobné nalezneme i vSechny ostatni
trojuhelniky:
ABCE, ABCD, AACE, AACD, AABC.

4.1.2 KOMBINACE K - PRVKOVE

Nyni mizeme obecné definovat k-prvkové kombinace.

Definice 15: Je dana kone¢na mnozina M # @, ktera ma n prvku a dale piirozené
¢islo k <n. Kazdou podmnozinu My € M, kterda ma Kk prvkd, nazveme Kk-prvkovou
kombinaci mnoziny M. (Koman, Vysin, 1974, 5.98)

Definice 16: Je-li Cy libovolna k-prvkova kombinace mnoziny M, pak jeji doplnék
Cn_r Je (n — k)-prvkovou kombinaci mnoziny M. Kombinace C,,_j se nazyva dopliikova
kombinace ke kombinaci Cy. (Koman, Vysin, 1974, s.99)

Rikame, Ze kombinace C}, a C,_, jsou kombinace navzajem dopliikové. (Koman,
Vysin, 1974, s.100)

V ucebnicich pro zakladni Skoly navrhuji feSeni uloh, kde hledame vSechny
k-prvkové kombinace mnoziny M, tabulkovou metodou.

Piiklad 10: Nez vyjel vytah z pfizemi do 7. patra, v nizsich patrech tfikrat zastavil.
Pfitom minul druhé patro. Zapiste vSechny moznosti, kde vytah zastavil.

Redeni: Vime, Ze vytah nezastavil ve druhém patie, nepoéitime také s pfizemim a
sedmym patrem. Mohl tedy zastavit v prvnim, tfetim, ¢tvrtém, patém nebo Sestém patie.

Hledame tedy tiiprvkové kombinace z péti prvki. K feSeni pouzijeme tabulkovou metodu.
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1 3 4. 5 6
/ / / - -
/ / - / -
/ / - - /
/ - / / -
/ - / - /
/ - - / /
- / / / -
- / / - /
- / - / /
- - / / /
Tabulka 5

Je tedy celkem 10 moznosti, kde mohl vytah zastavit, a to:

{1,3,4},{1,3,5},{1,3,6},{1,4,5},{1,4,6}, {1,5,6},{3,4,5},{3,4,6},{3,5,6}, {4,5,6}.

4.1.3 KOMBINACNI CiSLA
Pocet vsech k-prvkovych kombinaci z n-prvkové mnoziny znacime pomoci

kombinaénich ¢&isel (Z)

Zaky je vhodné upozornit na to, Ze se nejedna o zlomek, tedy je nutné vynechat
zlomkovou ¢aru a zaroven nesmime opomenout zapsat ¢isla do zavorky. Kombinac¢ni ¢isla

¢teme ,,n nad £ (tedy naptiklad ,,étyfi nad dvéma®).

Na stfedoskolské turovni by nyni nasledovalo zavedeni vzorce pro vypocet
kombina¢niho ¢isla s uzitim faktorialti, jak jsem uvedla v kapitole 3.4. Ucebnice pro
zakladni Skoly (s rozsifenou vyukou matematiky) se omezuji pouze na zavedeni n€kolika
pravidel, kterd plati pro kombinac¢ni Cisla. Bez diikazu se zde uvadi naptiklad vlastnosti,

kdy plati

G)=1a()=1 pon=1.
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Z definice doplitkovych kombinaci také plyne

(Z) - (n ﬁ k)'

Piiklad 11: Mnozina M = {1, 2, 3,4, 5, 6} ma Sest prvka. Vypiste viechny

dvouprvkové a ¢tyiprvkové kombinace této mnoziny.

Reseni: Dvouprvkové kombinace mnoziny M jsou: {1,2}, {1,3}, {1,4}, {1,5},
{1,6}, {2,3}, {2,4}, {2,5}, {2,6}, {3.4}, {3,5}, {3.6}, {4,5}, {4.6}, {5,6}.

Ctyf‘prvkové kombinace mnoziny M jsou: {3,4,5,6}, {2,4,5,6}, {2,3,5,6},
{2,3,4,6}, {2,3,4,5}, {1,4,5,6}, {1,3,5,6}, {1,3,4,6}, {1,3,4,5}, {1,2,5,6}, {1,2,4,6},
{1,2,4,5}, {1,2,3,6}, {1,2,3,5}, {1,2,3,4}.

Povsimnéme si, jakym zptisobem byly pomoci dvouprvkovych kombinaci tvotreny

ctyfprvkové — jako doplitkové kombinace.

Pocet dvouprvkovych kombinaci je tedy 15 = (g), pocet ctyfprvkovych kombinaci

je také 15 = (%). Plati tedy (3) = (.°,). (Koman, Vysin, 1974, 5.108)

4.1.4 PASCALOVO SCHEMA

Jak jiz bylo feceno, zaci zakladnich §kol nebyvaji seznamovani S pojmem faktoridl,
a proto nejsou schopni hodnoty kombinacnich ¢isel pomoci nich vypocitat. Pro mala n a k,
k < n, se proto zavadi tzv. Pascalova tabulka (Pascalovo schéma) pro kombinacni

¢isla. Je tvorena podle nasledujiciho klice:

a b

a+b
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K 1 (2|3 |4|5 |6 /|7 ]8]9]10
n
1 1
2 2 |1
3 313 |1
4 416 | 41
5 5115 |1
6 6 (15|20 |15 | 6 | 1
7 7 (21|33 |21 |7 |1
8 8 |28 |5 |70 |56 |28 | 8 |1
9 9 | 36|84 [126126( 84 |36 | 9 | 1
10 10 | 45 | 120|210 | 252|210 | 120 | 45 | 10 | 1
Tabulka 6

Vidime, Ze prvni sloupec tabulky je tvofen pouze jednickami (zndme vlastnost

(’8) = 1), podobné¢ se nachazeji jednicky vzdy na konci fadku podle vlastnosti

kombinacnich ¢isel (2) = 1. Radky jsou soumémé , podle stfedu®, napf-:

—

]

28

56

70 | 56 | 28

Prepsanim  klice,

[SMAR

podle kterého je

kombinacnich Cisel, dostaneme vzorec

() +

(s

1)=

tvofeno Pascalovo

<n+1)
k+1

coz je tzv. souctovy vzorec pro kombinacni Cisla.

)

schéma,

pomoci
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Piiklad 12: Ovéite souctovy vzorec pron =5, k = 3.

Reseni: Vime, Ze kombinaéni &islo (Z) udava pocet Ctyiprvkovych kombinaci ze
Sestiprvkové mnoziny M = {a,b,c,d,e, f}. Tyto kombinace tvoii mnozinu K. Tuto

mnozinu nyni rozdélime na dvé podmnoziny K; a Kj.

Podmnozina K; je mnozina vSech Etyfprvkovych kombinaci mnoziny M, které

obsahuji prvek f.

Podmnozina K; je mnozina vSech ctyfprvkovych kombinaci mnoziny M, které

prvek f neobsahuji.

Podmnozinu K; vytvofime nejjednoduseji tak, Ze sestrojime vSechny tfiprvkové

kombinace mnoziny {a, b, c, d, e}, tedy mnoziny M bez prvku f, tj.
{a,b,c},{a,b,d},{a,b, e} {a,cd}{a,c e} {ad e} {bc,d},{bc e}, {b,d e}, {cd e}
a ptipojime k nim prvek f. Ziskali jsme tedy vSechny prvky podmnoziny Kj:
Ki={abcf,abdf,abef,acdf,acef,adef, bcdf, bcef,bdef,cdef}.
Vybirali jsme vzdy tii prvky z péti moznych, pocet prvki podmnoziny K; je tudiz
3
Podmnozina K; je mnozina v§ech étyfprvkovych kombinaci mnoziny M bez prvku

f, tedy mnoziny {a, b, c, d, e}, 1j.
K, ={abcd, abce,abde, acde, bcde}.
Pocet prvkt podmnoziny K; je tedy (i)
Pocet prvkti mnoziny K dostaneme sectenim poctu prvkt podmnozin Kj a Ky, t].
)+
Vytvéreli jsme ¢tyiprvkové kombinace ze Sestiprvkové mnoziny M, rozdélenim

téchto kombinaci na podmnoziny jsme ovéfili, Ze skutené plati souctovy vzorec:

()+()-()

Pro lep$i nazornost poslouzi jesté nasledujici schéma:
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4 KOMBINATORIKA V UCEBNICICH PRO ZS

Ky abcf K2 abed K
abdf abce
abef abde
acdf acde
acef bcde
adef
bcdf
bcef
bdef
cdef

Obr. 10

Pro vypocty hodnot kombinacnich Cisel s vétSimi hodnotami, na které Pascalova
tabulka nestaci (byla by pfili§ obsahld), se pro zaky zakladni §koly mtize zavést nasledujici
postup vypoctu, aniz by je bylo nutné seznamovat s pojmem faktoridl.

Priklad 13: Vypoctéte (%7).

Reseni: Nejprve vyznacime zlomkovou ¢aru a do jmenovatele zapiSeme soucin

vSech ptirozenych ¢isel od 1 do 4:

(12)_
4) 4-3.2-1

Do citatele zapiSeme soucin — prvnim Cinitelem je 12, pak postupné zmenSujeme

¢isla o 1. ZapiSeme tolik Ciniteld, kolik je jich ve jmenovateli.

(12)_12-11-10-9
4) 4-3-2-1

Zlomek nyni co nejvice kratime a vypocitame.

(12)_11-5-9

= 495,
4 1
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4 KOMBINATORIKA V UCEBNICICH PRO ZS

4.2 PROCHAZKY PO SITI A PASCALOVA CISLA
4.2.1 PROCHAZKY PO CTVERCOVE SITI

Prochazky po ¢tvercové siti jsou jednim ze zptsobt, jakym lze znazornovat pocty
kombinaci. Prochazky jsou dané tabulkou, ve které jsou zaznamenané kroky jiznim a

vychodnim smérem v pravouhlé siti. Pro lepsi pochopeni je uveden nasledujici priklad.

Priklad 14: Turista Sel ve mést¢ s pravothlou siti ulic na prochazku

»Jjihovychodnim smérem*®. Na kazdé¢ kiizovatce Sel bud’ na jih ( |) nebo na vychod ( —

KriZovatka | M 1 2 3 4 5 6 7

Smér cesty | J — - | - | - |

Obr. 11

Prochazka na obrazku 11 zndzortiuje tfiprvkové kombinace J ze sedmiprvkové

mnoziny M ={1, 2, 3,4, 5, 6, 7}.

4.2.2 PASCALOVA CiSLA A JEJICH VLASTNOSTI

Pocet prochazek ve Ctvercové siti, které zacinaji v daném bodé¢ a jejichz vSechny
useky vedou jiznim nebo vychodnim smérem, pravé tak jako pocet j-prvkovych
kombinaci, udavaji tzv. Pascalova ¢&isla P(j, v), kde j je pocet jiznich sméru, tedy i pocet
prvkl kombinace a V je pocet vychodnich smért, tedy pocet prvki dopliikové kombinace.

Je také ziejmé, ze j + v je délka prochazky, neboli pocet prvkii mnoziny.

Pro zjisténi hodnot Pascalovych cisel je mozné pouzit upravenou Tabulku 6

(Pascalovu tabulku pro kombinaéni €isla), vytvotime ji v§ak podle posunutého klice:
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4 KOMBINATORIKA V UCEBNICICH PRO ZS

V tabulce Pascalovych ¢isel pro pocty prochazek ve ¢tvercové siti se ve svislém

sloupci nachazeji prochazky jiznim smérem, vodorovné prochazky vychodnim smérem.

Prvni tadek a sloupec obsahuji jednicky, ostatni ¢isla jsou tvofena podle uvedeného klice a

vyjadiuji celkovy pocet prochazek v siti.

[SMAR

V10 1 2 3 4 5 6 7 8 9

| 0 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
2 1 3 6 |10 | 15 | 21 28 36 45 55
3 1 4 |10 | 20 | 35 | 56 84 120 165 220
4 1 5 |15 |3 | 70 | 126 | 210 | 330 495 715
5 1 6 | 21 | 56 | 126 | 252 | 462 | 792 | 1287 | 2002
6 1 7 | 28 | 84 | 210 | 462 | 924 | 1716 | 3003 | 5005
7 1 8 | 36 | 120 | 330 | 792 | 1716 | 3432 | 6435 | 11440
8 1 9 | 45 | 165|495 | 1287 | 3003 | 6435 | 12870 | 24310
9 1 | 10 | 55 | 220 | 715 | 2002 | 5005 | 11440 | 24310 | 48620

Tabulka 7

Kupftikladu na obrazku 12 jsou zobrazeny vSechny mozné prochazky z bodu A do

AP

]1 = {112}

AY

]2 = {1,3}

A

bodu B. Jsou uréeny dvouprvkovymi kombinacemi mnoziny M = {1, 2, 3, 4}.

]3 = {1r4}
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4 KOMBINATORIKA V UCEBNICICH PRO ZS

Ae A® A @
> $: *:
Jo =1{2,3} Js = {24} Jo = {34}
Obr. 12
(Melichar, 1982, s.65)
S Piiklad 15: Znazornéte pomoci prochazek v siti cervené vSechny dvouprvkové

kombinace a modie v§echny doplitkové kombinace mnoziny M = {1, 2, 3, 4, 5}. (Melichar,

1982, 5.68)

11

%

Ji=1{12} J. ={1,3} Js ={1,4} Jo ={1,5}
]1, = {3!4!5} ]2, = {214t5} ]3, = {2:3:5} ]4-, = {21314}
]5 = {2'3} ]6 = {2!4} ]7 = {2,5} ]8 = {3,4}
]5, = {1;4‘;5} ]6, = {1:3:5} ]7, = {1'3'4} ]8, = {1)2)5}
Jo = {3,5} J10 = {4,5} ¢

oy ={124) ' ={123} obr 13
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4 KOMBINATORIKA V UCEBNICICH PRO ZS

Vidime, ze vSechny prochazky kon¢i v bod¢ {j,v} = {2,3}. Podle Pascalovy
tabulky si mtizeme ovéfit, ze celkovy pocet prochazek koncicich v tomto bodé¢ je skuteéné
10.

PovSimnéme si n¢kterych vlastnosti Pascalovych cisel. Z obrazku 13 vidime, ze
plati P(2,3) = P(3,2) = 10. Stejné tak je mozné tuto vlastnost ovéfit v tabulce 7. Pro

Pascalova Cisla tedy plati
P(r,s) = P(s, 7).

Piiklad 16: Urcete pocet prochazek z bodu A do bodu Z.
L

A

Obr. 14

Reseni: Poget prochazek z bodu A do bodu Z na obrazku 14 mazeme zjistit pomoci

Pascalovych ¢isel dvéma zplisoby:
- piimo podle Pascalovy tabulky: P(3,5) = 56,
- do bodu Z vedou prochazky dvéma zptisoby:
o pies bod X —do tohoto bodu vede P(2,5) = 21 prochazek,
o pies bod Y —do tohoto bodu vede P(3,4) = 35 prochazek.
Celkem tedy vede do bodu Z: P(2,5) + P(3,4) = 56 prochazek.
Vidime, Ze plati P(3,5) = P(2,5) + P(3,4).

Tato rovnost je patrna i z Pascalovy tabulky pro prochazky po siti, jak je zde

vyznaceno:
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4 KOMBINATORIKA V UCEBNICICH PRO ZS

3 1 4 110 | 20 | 35 | 56 84

4 1 5 | 15|35 | 70 | 126 | 210

Tabulka 8

Pro Pascalova ¢isla tedy plati souétovy vzorec
P(j,v) =P(—-1v)+P(,v—1).
(Melichar, 1982, s. 69 — 71)

4.2.3 PROCHAZKY DANE DELKY

Véta 11: Soucet vSech Pascalovych &isel P(j, v), kde j + v = n, je roven 2", ;.
PO,n)+P(AL,n—1)+P2,n—-2)+--4+P(n0) =2™
Snadno ukazeme, Ze tato véta plati: na obrazku 15 jsou ¢erné znazornény vSechny
prochazky délky n = 2; jsou celkem 4 (= 2%). Kazdou z t&chto prochézek lze prodlouZit na
délku 3 dvéma zplsoby (znazornény modrie). Pocet prochazek délkyn =3 je8 (=4-2 =
23). Kazdou Ize opét prodlouzit dvéma zptisoby (znazornény &ervend); prochazek délky

n=4jetedy 16 (= 8- 2 = 2%), atd.

Obr. 15

Zapsano pomoci Pascalovych cisel:
n=2: P(02)+P(1,1)+ P20 =1+2+1=4=2?

n=3: P(03)+P(1,2)+P(21)+PB,0)=1+3+3+1=8=23
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4 KOMBINATORIKA V UCEBNICICH PRO ZS

n = 4: P(0,4)+P(1,3)+P(22)+P(B1)+P(40)=1+4+6+4=16 = 2%

4.2.4 PROCHAZKY S PREKAZKAMI
Priklady vyuzivajici prochdzky po ctvercové siti lze jesté ponckud ztizit o

,prekazky*. V feSeni se pak Casto vyuziva kombinatorického pravidla soucinu.

Piiklad 17: Ridi¢ se ma dostat nejkratsi cestou z mista A do mista Z. Mezi mésty

ale tece teka, kterou lze ptejet pouze po mosté M. Kolika riznymi cestami mtze jet?

AT o A

M | M
(N | N B

Obr. 16
Reseni:

Kazdou moznost lze zakreslit jako prochazku prochazejici bodem M. Z bodu A do
bodu M vede P(2,2) = 6 prochazek. Z bodu M do bodu B vede P(2,3) = 10 prochazek.

Vsechny moZnosti Ize znazornit uzlovym grafem:

Obr. 17

Ke kazdé ze Sesti moznosti v prvni €asti trasy existuje deset dalSich tras do bodu Z.

Prochazek z mista A do mista Z pies bod M je 6 - 10 = 60. (Bobok, 1984, s. 14,15)

4.2.5 PROCHAZKY PO POVRCHU KVADRU A KRYCHLE
Prochazky lze znézorniovat také na povrchu téles s vyznacenou Ctvercovou siti.

Znéazornéni se provadi oto¢enim bocnich stén do jedné vodorovné roviny.
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4 KOMBINATORIKA V UCEBNICICH PRO ZS

Piiklad 18: Urcete pocet prochazek na viditelné ¢asti povrchu kvadru z obrazku 18

vedoucich z bodu K do bodu L, které vedou
a) pres predni a horni sténu,
b) ptes piedni a pravou bo¢ni sténu,

C) pfes tii viditelné stény. (Melichar, 1982, 5.79)

/

Y

Reseni: Obr. 18

a) Nejprve oto¢ime boc¢ni stény do vodorovné roviny, tim situaci prevedeme do

jedné roviny:

L

Obr. 19

Prochazkam ptes piedni a horni sténu odpovidaji prochazky z bodu K do bodu

L1. Jedna z nich je zobrazena na obr.19. Poc¢et moznych prochazek je
P(5,5) = 252.

b) Prochazkam ptes pfedni a pravou boéni sténu odpovidaji prochazky z bodu
K do bodu L,. Jedna z nich je znazornéna na obr. 20. Po¢et moznych prochazek
je v tomto piipadé

P(7,3) = 120.
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TL1

T

LT

Obr. 20

c) Pii urCovani poétu moznych prochazek pies vSechny tii viditelné stény je
dilezit¢ si uvédomit, ze feSenim neni souCet ptedchozich dvou moznosti.
Pocitali bychom totiz prochdzky po hrané TL dvakrat. Pocet prochazek z bodu
K do bodu L po hran¢ TL odpovida poctu prochazek z bodu K do bodu T, t;.

P(5,3) = 56.
L oL,
T LN,
L
Ke
@
K Obr. 21

Pocet prochazek po tiech viditelnych stranach z bodu K do bodu L je tedy

P(5,5) + P(7,3) — P(5,3) = 316.

4.3 PORADI

V nékterych ucebnicich pro zaky zékladnich Skol s rozsifenou vyukou matematiky
jsou zaci seznameni kromé& kombinaci i S permutacemi. V nékterych situacich je totiz
pofadi prvkl zkoumanych mnoZin rozhodujici. Pro nazorné vysvétleni poslouzi napf.
nasledujici ptiklad.

Piiklad 19: Jirka cosi hledal v nau¢ném tiidilném slovniku. Zjistéte, kolika

zpiisoby mohl slovnik ulozit zpét do knihovny.
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4 KOMBINATORIKA V UCEBNICICH PRO ZS

Reseni: Piedstavime si, ze Jitka dily ukladal do knihovny postupné, vsechny

moznosti miizeme znazornit graficky pomoci stromu vsech moznosti:

ulozeni 1.dilu:
ulozeni 2. dilu:

uloent 3. dilu- U 123 ’U 132 ’U 312 ’U 213 ’U 231 ’U 321 ’

Ze schématu je vidét, ze tfi dily mizeme uspotfadat do Sesti rtiznych poradi.
(Sedivy, 1987, 5. 70)

Podobny piiklad je nyni mozné fesit s vice knihami a zaci jsou pak schopni odvodit
sami, jakym zplisobem lze urcit pocet permutaci, a vytvortit tak zdklad pro pozd&jsi praci
s faktorialy.

SMAR

Véta 12: Pocet vSech potadi, ktera Ize utvofit z n prvki, je roven

Pn)=n!'=1-2-3----n.
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5 PRIKLADY

V nasledujici kapitole uvadim nékolik dalSich kombinatorickych ptikladt. Nékteré
jsou zpracovany i v piiloze mé prace, ve které jsou uvedeny nazorné v programu Smart
Notebook pro interaktivni tabule. Zpusob vysvétleni je zde zvolen tak, aby ho mohli

pochopit i nadani zaci zakladni $koly bez znalosti stiedosSkolské kombinatoriky.

Priklad 20: Krotitel Selem chce pfivést do manéze cirkusu 5 Ivt a 4 tygry. Piitom

sefadit?

Reseni: Nejprve postavime vechny lvy tak, aby mezi nimi byla mezera. Jelikoz
nam zalezi na jejich potfadi, mizeme je sefadit 5! = 120 zplisoby. Mezi lvy jsou Ctyfi
mezery, dile miZeme tygry postavit také na zacitek nebo konec. Ctyfi tygry tedy
umistujeme na 6 moznych pozic, jinymi slovy jednad se o Ctyfprvkové variace ze Sesti
prvki:

|

6!
V(4,6)=m=6-5-4-3=360.

Kazdou z moznosti postaveni vl pak mizeme kombinovat s moznostmi rozmisténi
tygra, celkem tedy muzeme Selmy uspofadat 120 -360 = 43200 zpisoby. (Vilenkin,
1977, s. 58)

Priklad 21: Planuje se stavba schodisté, které ma vést z bodu A do bodu B (obr.
22). Vzdalenost AC je rovna 4,5 m a vzdalenost CB 1,5 m. Vyska kazdého schodu ma byt

30 cm a Sitka celym nasobkem 50 cm. Kolika zpiisoby 1ze schodisté postavit?

ﬁﬁw

A Obr. 22 C

B

Reseni: Je jasné, ze pokud mé byt vyska schodu 30 cm, na schodité bude zapotiebi
1,5:0,3 =5 schodt. Schod je mozné postavit na 10 mistech, protoze 4,5:0,5=9 a
pocitame 1 bod B. Vybirame tedy 5 mist z 10, na potfadi schodii nam nezalezi, a proto se

jedna o kombinace:

K(5.10) = (10) 10!

5) 55 2%
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Obecné lze ulohy tohoto typu zakddovat tak, ze budeme fesit, kolik existuje
posloupnosti nul a jednicek, v nichz zadné dvé jedniCky nestoji bezprostiedné za sebou.
Nuly by vtomto piipadé piedstavovala mista, kde lomenad ¢ara postupuje na obr. 22
doprava, a jedni¢ka misto, kde postupuje smérem nahoru. Pro na$ konkrétni obrazek je tato
posloupnost 10100010100010. Protoze se na schodisti nevyskytuje schod dvojité vysky,
nemohou byt v posloupnosti dvé jednicky za sebou. Obecné plati, Ze pocet posloupnosti
(konkrétné pocet schodist’) obsahujicich n nul a k jedni¢ek, v nichz zadné dvé jednicky
nestoji za sebou, je roven kK-prvkovym kombinacim z n + 1 prvka. (Vilenkin, 1977, s. 58-
59)

Priklad 22: Na policce stoji 12 knih. Kolika zpiisoby z nich mizeme vybrat 5,

Z nichz zadné dvé nestoji vedle sebe?

Reseni: Vybér knih miizeme zakédovat do posloupnosti nul a jednidek. Kazdé
knize, ktera na policce zustane, ptifadime Cislo 0, a kazdé, kterou vybereme, ¢islo 1.
Dostaneme tedy posloupnost sestavenou ze 7 nul a 5 jedni¢ek. Protoze ale nesmime vzit
dvé knihy, které stoji vedle sebe, nesmi v ziskané posloupnosti nikde nasledovat dvé
jedni¢ky za sebou. Piiklad je tedy pouze variantou piedchoziho piikladu 21 — pocet

zptisobtl, jakymi mtizeme vybrat pét knih je roven

8 8!
K(S,B) = <5> = ﬂ = 56.

(Vilenkin, 1977, s.60)

Priklad 23: Na hrad¢ krale ArtuSe sedi za kulatym stolem 12 rytiit. Vztahy mezi
nimi jsou slozité. Kazdy z nich ma 2 nepftatele a ti jsou praveé jeho sousedy u stolu. Je tieba
vybrat 5 rytiit, kteti by osvobodili zakletou princeznu. Kolika zpiisoby je mozno vybér

provést, pozadujeme-li, aby mezi osvoboditeli nebyli Zadni dva zneptateleni?

Reseni: Tento piiklad je velmi podobny piedchozimu, avsak s tim rozdilem, Ze
rytifi sedi v kruhu. Pfrevedeme jej na piipad, kdy by rytiii sed€li vedle sebe (podobné jako
staly knihy na poli¢ce). Vybereme si jednoho z rytifti, naptiklad Lancelota. Pétilenné
skupiny rytiit, které budeme vybirat, rozdé€lime do dvou skupin — Vv prvni budou péti¢lenné
skupinky s rytitem Lancelotem, v druhé budou péti¢lenné skupinky, ve kterych Lancelot

ucasten nebude.
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Pokud Lancelot bude ¢lenem vybrané skupinky, zbyva vybrat dalsi 4 rytife, ktefi
ptjdou osvobodit princeznu s nim. Vime, ze urcité nemohou jit znepfateleni rytiti sedici
vedle n¢j. Tato trojice tak kruh u stolu roztrhla, proto mizeme vybirat z deviti rytiia
sedicich v fad¢€. Musime vSak dat pozor, aby nebyli neptatelé. Nyni je postup stejny jako
Vv uloze s knihami, kde jsme nesméli vybrat dvé vedle sebe. Pomoci bychom si opét mohli
oznacenim rytifti pomoci jednicek a nul. Za téchto podminek muzeme vybrat ctvefici

K (4,6) zpisoby, tj. 15 zpusoby.

Pokud Lancelot nebude mezi vybranymi, mizeme ho ihned z kruhu vylouc¢it. Opét
se tim rozpadne na fadu, ve které zastava 11 rytiit. Z nich vybereme 5 tak, aby zadni dva

nesedéli vedle sebe. To lze provést K(5,7) zpusoby, tj. 21 zpisoby.

Celkovy pocet moznych vybért péticlennych skupinek rytifa je tedy 15+ 21 =
36. (Vilenkin, 1977, s. 60 — 61).

Priklad 24: V jazykové Skole pracuje 64 lidi, 47 znich ovldda anglictinu, 31
némcinu a 23 zna oba z téchto jazykd. Kolik pracovnikl ustavu neumi ani némecky, ani

anglicky?

ResSeni: Pro ndzornou piedstavu situace poslouzi zobrazeni pomoci mnozin na

obrazku 23.

Obr. 23

Do casti A patfi lidé, ktefi umi jen anglicky, tj. 47 — 23 = 24. Do ¢&asti N pak ti,
ktefi umi jen némecky, tj. 31 — 23 = 8. Oba jazyky umi 23 lidi, coz odpovida c¢asti O.
Celkovy pocet pracovnikili, ktefi ovladaji alespoil jeden z cizich jazyku, je tudiz 24
+23 4+ 8 = 55. Pokud ma jazykova Skola dohromady 64 zaméstnanct, zadny jazyk pak
neumi 64—55 = 9 z nich.

Postup, jakym jsme dosli k tomuto ¢islu Ize souhrnné zapsat jako

9=64—-23—-(47-23)—(31—-23)=64—47—-31+23.
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Od celkového poctu zaméstnanct jsme odecetli pocet ovladajicich anglictinu a
pocet ovladajicich némcinu. Odecetli jsme vSak dvakrat ty pracovniky, kteti ovladaji oba
jazyky a je proto nutné je pfiCist, abychom dostali spravny pocet téch, ktefi neumi zadny
Z jazyk.

47 z nich ovlada anglictinu, 31 némcinu a 23 zna oba z té€chto jazykl. Francouzsky umi 20
lidi, némecky a francouzsky 9 zaméstnancti, anglicky a francouzsky 13 lidi, a vSemi tfemi

jazyky hovofi 4 pracovnici. Kolik zaméstnancti nehovoii zadnym z uvedenych jazyki?

Reseni: Na obrazku 24 je opé€t znazornéna cela situace.

6%

Obr. 24

Jen francouzsky a némecky, nikoliv anglicky, umi 9 — 4 = 5 lidi. Pouze anglicky a
francouzsky hovoti 13 — 4 = 9 pracovniki. Dale miizeme odvodit, Ze pouze francouzsky
mluvi 20 —5 -9 —4 = 2 lidé. Z pfedchoziho ptikladu vime, Ze anglicky ani némecky
neumi 9 lidi. Mezi né patii 1 tito 2, ktefi hovoii pouze francouzsky. Z toho vyplyva, Ze ani

jeden jazyk neumi 9—2 = 7 zaméstnancu.

Cely postup lze zapsat takto:
7=9-2=64—-47-31+23-(20-5-9—-4) =
=64—-47—-314+23-20+(9—-4)+(13-4)+4=
=64—-47—-31—-20+23+9+13 —4.

Z této upravy je cely princip jasny. Od celkového poctu zaméstnancii jsme nejprve

odecetli ty, ktefi znaji alespon jeden jazyk. Ti, co ovladaji jazyky dva (nebo tii), ale byli
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odecteni dvakrat, proto je pfi¢itame. Pracovniky, kteti ovladaji vSechny tfi jazyky, jsme tak
tiikrat odecetli a pak tikrat pricetli. Zbyva tedy odecist jesté tyto Ctyfi.

Tento zakon plati i obecné — nejprve se vylucuji vSechny predméty, které maji
alespon jednu ze zadanych vlastnosti, potom se piipojuji piedméty, jez maji alesponn dvé
z téchto vlastnosti, vylucuji se ty, které maji aspon tii vlastnosti atd. Tento princip byva
uvadén jako princip inkluze a exkluze, popt. princip pripojovani a vylucovani. (Vilenkin,
1977, s. 27)

Priklad 26: Kolika zpusoby Ize posadit do fady 3 Angli¢any, 3 Francouze a 3
Turky tak, aby zadni tii krajané nesed¢li vedle sebe? (Vilenkin, 1977, s. 208)

Reseni: Devét lidi miizeme posadit do fady 9! zptisoby. Musime oviem vylougit

ptipady, kdy by krajané sedéli vedle sebe.

Trojice Anglicanii sedicich vedle sebe by si mohla sednout 3! zpiisoby. DalSich 6
lidi by si mohlo libovolné piesedat a dale také celou skupinu Anglicani miiZzeme
premistovat. Presazujeme tedy celkem 7 prvki, coz lze 7! zpusoby. Celkem si tedy

Vv tomto piipad¢ mohou sednout 3!- 7! zplsoby.

Podobné situace nastanou, pokud by vedle sebe sed¢€li vSichni tii Francouzi nebo

Turci.

Dalsi moznosti je, ze vedle sebe bude sedét trojice Anglicanli i Francouzii. Kazda
Z trojic si muze presednout 3! zpusoby, dale Ize tyto 3 trojice a dalsi 3 Turky libovolné
pfesazovat, téchto moZnosti je 5!. Vtomto piipadé¢ si mohou piesednout 3!-3!-5!

zpusoby.

Podobné pocitame 1 v piipadech, kdy vedle sebe sedi trojice Francouzli a Turki

nebo Anglicanti a Turkd.

Posledni moznosti je, Ze vedle sebe sedi vSechny trojice, kazdého z trojice lze
libovolné piesazovat a zdarovenl celé ndarodnosti lze posadit 3! zpiisoby. Celkové tak
existuje (3!)* moznosti, jak se posadi.

Pokud zohlednime vSechny tyto situace, po vyuziti principu inkluze a exkluze
dojdeme k zavéru, Ze tito lidé se mohou posadit 9! —3-3!-7!+3-3!-3!-5!1 — (3N)* =

283 824 zpiisoby.
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Piiklad 27: Ze skupiny 7 muzi a 4 Zzen se ma vybrat osmic¢lenna skupina, v niz je

aspon 5 muzt. Kolika zpisoby mizeme skupinu vytvofit?

ResSeni: Vytvaiime kombinace, kde bude mezi vybranymi pét, Sest nebo sedm

muzu. Pét muzi mizeme vybrat (;) zpusoby, k nim vybirame do osmiclenné skupiny tii

Zeny a to lze (:) zpusoby. Podobné bychom utvéfeli skupinky se Sesti muzi a dvéma

zenami nebo se sedmi muzi a jednou zenou. Celkem tedy dostdvame

chlapci.

G+ @ +G) () = 67 zpisobi.

Priklad 28: Skupina 7 chlapcti a 10 divek tanci. ValCik ptijdou tancit vSichni

a) Kolik existuje variant pro tcast divek v tomto tanci?

b) Kolik existuje variant v piipadé, kdy nas pouze zajima, které divky zistanou
sedét?

c) Reste pro piipad, kdy sjistotou vime, Ze dvé divky tanéit pujdou.
(Vilenkin,1977, s. 197)

Reseni:

a) Vtomto piipadé¢ nas zajima, kterych sedm divek bude val¢ik tancit a také

s kterymi chlapci budou jednotliva dév€ata v paru. Jedna se tedy o variace, kdy

vybirame sedm divek z deseti:

10!

V(7,10) = ? = 604 800.

b) Nyni vybirame pouze tii divky z deseti, které tan¢it nebudou. Na jejich potadi

nezaleZi, jedna se proto o kombinace:

|

10

Vime, Ze dvé divky tancit ptijdou a je tfeba pro né vybrat partnery. Zalezi na
tom, ke které divce je pfifadime, moznosti pro jejich volbu je proto V(2,7).
Poté zbyva jesté vybrat pét divek pro zbylé chlapce, to lze provést V(5,8)
zpusoby. Celkoveé dostavame

V(2,7) - V(58) = (Z:) : (2:) — 282 240.
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Piiklad 29: Pan Novak 12 zndmych — 5 Zen a 7 muzl, pani Novakovd mé mezi
svymi znamymi 7 Zen a 5 muzl. Kolika zplsoby lze sestavit skupinu, v niz je 6 muzi a 6

zen tak, aby 6 osob pozval pan Novéak a 6 osob pani Novakova? (Vilenkin, 1977, s. 198)

Reseni: Pozve-li pan Novak 1 Zenu, musi pozvat 5 muzi. V takové situaci by pak
pani Novakova musela pozvat 5 Zen a 1 muze. Po uplatnéni kombinatorického pravidla
sou¢inu muzeme fict, Ze zptsobl, jakymi lze tento vybér provést, je

2

(1)) () 0= () -(6)

Obecné lze tedy fict, Ze pokud pan Novak pozve K zen, musi pozvat (6 — k) muzi a

2

pani Novakova pozve (6 — K) zen a K muzi. Nyni uplatnime kromé pravidla soucinu jesté

kombinatorické pravidlo souctu a dojdeme k nasledujicimu feseni tlohy:

S (7 - a7

Priklad 30: Na kazdy bok lodky se vejdou 4 lidé. Kolika zpisoby lze vybrat
posadku této lod’ky z 30 kandidatl, z nichz 8 chce sedét na levém boku, 13 na pravém
boku a 9 je to lhostejné?

Reseni: Na pravém boku mize sedst jeden aZ étyfi, popt. zadny z tch, kterym je
vybér strany lhostejny. Pokud tedy vybereme na pravy bok k lidi z téchto deviti, musime
K nim posadit jesté (4 — k) osob ze 13. Na levy bok pak mizeme posadit 8 + (9 — k) osob,

z nichZ vybereme ctyfi. Podle kombinatorického pravidla soucinu pak dostavame pocet

RAAR N

Protoze k muze nabyvat hodnot od nuly do ¢tyf, vyuzijeme kombinatorického

moznych vybéru:

pravidla souctu a secteme ziskana Cisla podle k:

) (Z) ' <41_3k) : (174_ k) = 11402 482.

4
k=0
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Priklad 31: Kolika zpiisoby si mohou Petr, Honza a Lubos rozd¢lit mezi sebou 6
stejnych jablek, 1 banan, 1 Svestku, 1 pomerang, 1 broskev, 1 meruniku a 1 ananas tak, aby

kazdy dostal 4 plody? (Vilenkin, 1977, s. 205)

Reseni: Nejprve rozdélime Sest jablek. Vime, Ze kazdy z chlapci miZe dostat
nejvyse Ctyfi. Jablka Ize rozdélit n€kolika zpiisoby a na téch pak zalezi rozdéleni dal§iho
ovoce. Budeme tedy fesit n€kolik riznych situaci — v tabulce 9 je jejich prehled. Tieti

chlapec dostane vzdy vSechny zbylé plody.

Celkem moznosti
Rozdé&leni Ovoce pro Ovoce pro
blek (s ohledem na
able
J 1. chlapce 2. chlapce permutaci lidi)
4 jablka vybereme zbyvajici
4+2+0 2 plody ze 6 3!.(2>
=C (2,6)
4 jablka vybereme 3 plody
4+1+1 ze 6 3- (2)
=C (3,6)
vybereme 1 vybereme 1
chybéjici plod chybéjici plod ze
3+3+0 5. (°
76 6 Zbyljch 5 3 (1> ' <1>
=C (1,6) =C(15)
vybereme 1 vybereme 2
chybéjici plod chybéjici plody ze 6\ /5
3+2+1 , 31()()
ze 6 zbylych 5= C (2,5) 1) \2
=C (1,6)
vybereme 2 vybereme 2
chybéjici plody | chybéjici plody ze 6\ /4
2+2+2 , G)(5)
ze 6 zbylych 4 2) \2
=C (2,6) =C(2,4)
Tabulka 9
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Po uplatnéni kombinatorického pravidla souctu pak dostavdme celkovy pocet

moznych zptisobl rozdéleni ovoce:

() +3 ()42 () () () )+ () G) = o

Piiklad 32: Zapas mezi Slavii a Spartou skoncil nerozhodné 3 : 3.

a)
b)

Kolik bylo moznych pribehii zapasu?

Kolik bylo moznych prubé¢hti zapasu, jestlize Sparta vyrovnala v poslednich

vtetinach zapasu?

Kolik bylo moznych pribéht zapasu, jestlize ttetiny skoncily 1 :2,0:0, 2 : 1?
(Melichar, 1982, 5.76)

Reseni:

b)

a) Vsechny mozné pribéhy zapasu je mozné zobrazit jako prochazky po
ctvercové siti 3 x 3. Jeden takovy prubéh je zakreslen na obrazku 25. V tomto
zapase stfilela muzstva branky v potfadi Slavia, Sparta, Sparta, Slavia, Sparta,

Slavia.

A

Obr. 25
Je tedy zfejmé, ze pocet prochazek z bodu A do bodu B je roven Pascalovu
Cislu P(3,3) = 20.
Jestlize Sparta vyrovnala v poslednich vtetfindch zépasu, musi prochazka vést
bodem M (obrazek 26).
A®

Obr. 26
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Pocet prochazek z bodu A do bodu M je roven P(3,2) = 10.

c) Tietina, ktera skoncila 0 : 0 nijak neovliviiuje po¢et moznych prubéhti zapasu.
Zbylé dve opét zakreslit do ¢tvercové sité jako prochazky z bodu A do bodu B
pies bod N (obr. 27).

Pocet prochazek pies bod N se rovna P(1,2) - P(2,1) =3-3 =0.

Priklad 33: Urcete na krychli na obr. 28 pocty nejkratSich prochazek, které vedou
a) z vrcholu A do vrcholu G po tfech viditelnych sténach;

b) z vrcholu B do vrcholu H po nékteré ze dvou bo¢nich stén;

€) z vrcholu B do stfedu S horni stény;

d) z vrcholu A pfes stied S horni stény do vrcholu C;

e) z vrcholu A pfes stied S horni stény do vrcholu B po viditelnych sténach.

He G
S/
'

E F

®oC

Obr. 28
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Reseni:

a) Pocet prochazek z bodu A do bodu G pies predni a vrchni sténu krychle je
P(8,4) = 495. podobné muzeme k cest¢ do bodu G vyuzit pfedni a bo¢ni
sténu, polet téchto prochazek je také P(4,8) = 495. Nesmime vSak
zapomenout, ze jsme pocitali dvakrat prochazku po hran¢ FG (obr. 29). Pocet

prochazek z bodu A do bodu G po hrané FG odpovida poctu prochazek z bodu
A do bodu F, kterych je P(4,4) = 70.

Pocet prochazek z bodu A do bodu G je tedy

P(8,4) + P(4,8) — P(4,4) = 920.

G,

Obr. 29

b) Pocet prochazek z vrcholu B do vrcholu H pies predni sténu je roven P(8,4) =

495, stejny pocet cest vede pies pravou boc¢ni sténu. Celkovy pocet prochdzek
z bodu B do bodu H je tak
2-P(8,4) =990.

€) Zvrcholu B do stiedu S lze jit pfes piedni sténu, pocet takovych prochazek je
P(6,2) = 28. Stejny pocet moznych cest vede i pres boéni sténu. Musime vsak
jeste odecist prochazky z vrcholu F do bodu S, jelikoZ byly zapocitany dvakrat
(obr. 30). Prochazek z bodu B do bodu S je celkem

P(6,2) + P(2,6) — P(2,2) = 28+ 28 — 6 = 50.

o |

oB,

051
Obr. 30
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d) Cestu z vrcholu A do vrcholu C ptes bod S rozdélime na dvé ¢asti. Z bodu A do
stiedu S vede stejné jako v €asti ¢) 50 rliznych cest. Stejny pocet vede ze stiedu

S do vrcholu C. Celkovy pocet prochazek z bodu A do bodu C je proto
50% = 2500.

e) Z vrcholu A do stiedu S vede P(6,2) = 28. Pocet cest ze stiedu S do vrcholu B
po viditelnych sténach jsme jiz spocitali v ¢asti ¢). Pocet prochazek z vrcholu A

do vrcholu B pies stied S je

P(6,2) - [P(6,2) + P(2,6) — P(2,2)] = 28 (28 + 28 — 6) = 1400.
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6 ZAVER
Ve své praci jsem se snazila zmapovat rizna pojeti uCiva kombinatoriky a také

moznosti jejiho vyuziti ve vyuce na zékladni skole.

Pojeti kombinatoriky jako uciva zékladnich a stfednich Skol proslo zajimavym
vyvojem. Diive byly kombinace k-té tfidy z n prvka definovany jako skupiny K prvkd, kde
nezalezi na jejich potadi a variace k-té tiidy jako skupiny K prvki, na jejichz potadi zalezi.
V tomto piistupu je viak nutné definovat kombina¢ni ¢isla (), (7) a (7) uméle, déle je
tteba vzdy zminit, zda na potfadi prvkd zalezi ¢i ne. V modernich ucebnicich, které
vyuzivaji mnozinového pojeti matematiky, jsou kombinace definovany jako libovolné k-
prvkové podmnoziny dané mnoziny a variace jako libovolné uspotfadané k-tice. Tento
piistup vyuZzivaji ve svych ucebnicich pro stfedni Skoly i Calda s Dupacem, pouze s tim
rozdilem, ze pii zavadéni k-prvkovych kombinaci nehovoii o podmnoziné prvkd mnoziny.
Mnozinové pojeti kombinatoriky usnadnuje definovani kombinaci a variaci (neni nutné
uvadét, zda zélezi na poradi prvkll), umoznuje na zdklad¢ definice kombinaci jednoduse
definovat i hodnoty kombinacnich ¢&isel (Z)' (’D a (g) U¢ivo kombinatoriky se tak stava
pochopiteln&jsi nejen pro studenty stfednich Skol, ale je mozné s nim seznamit i zaky Skol
zakladnich. Napftiklad prochazky po ¢tvercové siti jsou dle mého nazoru vhodnym uvodem
do této problematiky, jelikoz FeSeni téchto tloh nevyzaduje hluboké teoretické znalosti.
Zaci se také mohou naudit fesit jednoduché kombinatorické tilohy, s kterymi se setkavaji
vbézném zivoté. Jejich prostfednictvim se seznami se zakladnimi principy

kombinatorického mysleni, které mohou vyuzit v dal§im studiu i1 v praktickém zivot¢.
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This thesis is considering conception of combinatorics especially at primary school.
This topic is usually taught at secondary school and | was wondering if there is any way

how to explain some basic rules to younger students.

First part of this work is based on textbooks for secondary school. There are
explained basic combinatorial rules for combinations and permutations. These both refers
to counting possibilities to select k distinct elements from a set of n elements, where for k-
permutations the order of selection is taken into account, but for k-combinations it is
ignored.

The modern textbooks for primary school dedicated to talented students are
focused on combinations. | explained it specifically in the second part of this work. There
IS no need for students to know the terms like factorial or counting with combinatorial

numbers.

The next part of this thesis is using combinatorics for number of walks across the
square network. The students of primary school could easily understand these tasks and it

could help them to develop their mathematic thought.

At the end of this work there are some more difficult tasks with solutions, some of

them could be solved by students of primary school.

The modern technologies are more used in teaching lately. That was the reason
why | decided to make the interactive files with some basic rules and tasks from this work
in Smart Notebook program for interactive boards. They could be used for students of
primary school. They are placed at the CD that goes with this work. This could motivate
students, make teaching more varied, there is also space for student’s cooperation,
individual work or didactic games. Description of these files with comments for teachers
are at the end of this work.
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V poslednich letech se ve vyuce stale vice vyuziva novych vyucovacich prostiedkt
jako napf. interaktivni tabule. Podporuje aktivni ¢innost zaki v hodinach, probouzi v nich
zajem o probiranou latku a casto mize poslouzit i k lepSimu a nazornéjSimu vysvétleni
problému. Proto jsem se rozhodla zpracovat ve své praci teorii a nékteré priklady vhodné
pro zakladni Skoly 1 v programu Smart Notebook pro interaktivni tabule. Tento material je
mozné vyuzit ve vyuce kombinatoriky zejména na zakladnich Skolach. Na nasledujicich
strankéach jsou popséany jednotlivé snimky vcetné doporucenych komentait pro ucitele, se

kterymi by méli dle mého ndzoru zaky seznamit.

1_DVOUPRVKOVE KOMBINACE
Prezentace obsahuje tii pifklady feSené nejprve experimentalni cestou. Zaci se
seznami s feSenim kombinatorickych uloh pomoci tabulkové nebo grafické metody.

V zavéru je uveden obecny vzorec pro urceni poctu dvouprvkovych kombinaci.

Stranka 2: Zadani motiva¢niho piikladu (Prikiad 8).

Slels

Adam, Bedrich, Cyril a David hraji turnaj v tenise
systémem ,kaZdy s kazdym jeden zdpas".
Kolik zdpasti se bude hrdt? Zapiste viechny dvojice.

—=>

Stranka 3: Piesunutim obrazka do bilych poli tvoii Zaci rizné dvojice.

Ddvejte pozor, at’ spolu nékteri kluci nehraji dvakrdt!

@Q ) &3 @@Q@@ @

@ Presunutim ted’ zkuste vytvorit vsechny mozZné dvojice. y @
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Stranka 3: Reseni predchoziho piikladu pomoci tabulkové metody.

Zaky sezndmime se zpusobem zapisovani (svislé a vodorovné ¢ary). Upozornime,
ze je vhodné postupovat poporadé (nejprve vyplnime vSechny moznosti, kdy bude hrat
prvni chlapec, poté budeme tvofit dvojice, ve kterych bude ucastem druhy hra¢ atd.). Zaci
by méli dojit k 6 moznym dvojicim.

Nyni zkuste dvojice zapsat prehledné do tabulky.
Rddky tvori jednotlivé zdpasy, do sloupct zapisyjte
pod prislushého hrdce svislou Edru, pokud bude

hrdt, nebo pom/icku, pokud v daném zdpase hrdt
nebude.

Stranka 4: Pfiklad s hracimi kostkami.

Hod kostkami provedeme kliknutim na né. Zaky nejprve nechame provést asi deset
hodt, kdy si budou zapisovat dvojice ¢isel, které na kostkach padly (upozornime na to, ze
nam nezalezi na tom, zda Cislo padlo na prvni nebo druh¢ kostce).

Hdzejte 10krdt dvéma kostkami, zapisujte
dvojice &isel, které padnou.

Stranka 5: Pokracovani pfedchoziho ptikladu.

Zaci nyni do tabulky zapiSou viechny mozné dvojice &isel, které na kostkach

mohou padnout. Méli by dojit k zavéru, Ze téchto dvojic je 15.

I1
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Do tabulky nyni zapiste viechny mozné dvojice cisel, které mohou
|:> na kostkdch padnout (nezdleZi pritom, jestli Eislo padlo ha prvni

nebo druhé kostce).

Kolik moznosti jste zapsali?

Stranka 6: Priklad na grafické feSeni kombinatorickych uloh.

Zaky nejprve nechame pracovat samostatné, spravnost jejich feseni provéti kviz na
nasledujici strance.
V roviné jsou ddny Etyri body A, B, C, D, z nichz

Zddné tFi neleZi na jedné primce. Spojte kazdy bod
s kazdym. Kolik dseéek bude treba?

B
X

X >
X0

X
D

Stranka 7: Kviz na ovéfeni spravného postupu a vysledku predchoziho ptikladu.
Zakaim jsou poloZeny tfi otazky:

- kolik usecek vedlo z bodu A? (3)

- kolik usecek vedlo z bodu C? (3)

- kolik bylo tieba usecek na spojeni viech 4 boda? (6)

Po kliknuti na odpoveéd’ program sdm vyhodnoti jeji spravnost, po stisknuti tlacitka

Next nasleduje dalsi otazka.

II1
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Kolik usecek vedlo z bodu A?

Stranka 8: Zavedeni obecného vzorce pro pocet dvouprvkovych kombinaci.

Po uvedeni obecného vzorce je vhodné vratit se k predchozim ptikladim a ovéfit,

ze skutecné plati.

V predchozim prikladé jsme spojili kazdy ze 4 bodu se 3 zbyvajicimi.
Dostali jsme tak 4 . 3 = 12 spojnic. KaZda ale byla zapoditana
dvakrat, proto je pocet tsecek spojujici Ctyfi body 12 : 2 = 6.

Obecné plati:

Pocet dvouprvkovych kombinaci z n prvki je roven
1
K(2,n) Tk (n—1).

Vratte se ted' k prvnimu pfikladu, kde jsme vybirali dvojice hoch(i na
Jjednotlive zapasy. Ovérte, Ze vzorec skutecné plati!

2_ K-PRVKOVE KOMBINACE

V prezentaci si zaci procvici tvofeni k-prvkovych kombinaci, seznami se s pojmy
doplikova kombinace a kombinacni cislo, nauci se vyhledavat hodnoty kombinacnich Cisel
v Pascalové tabulce a uzivat nékteré vzorce platné pro kombinacni Cisla. Déle procvici
feSeni kombinatorickych Uloh tabulkovou metodou a vyctem prvkd, ovefi platnost
souctového vzorce pro kombinacni ¢isla. Prezentace poskytuje prostor pro samostatnou i

skupinovou praci zakda.
Stranka 2: Tvofeni tiiprvkovych a dopliikovych mnozin.

Zaci nejprve tvoii tiiprvkové mnoZiny z uvedené mnoziny M (do mnoZin Aj234

dokresli prvky, které obsahuji).

IV
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Mnozina M mé 5 prvki (O, A, +, O0).

Vytvorte nékolik podmnozin tak, aby kazdd
obsahovala 3 riizné prvky z mnoziny M.

Které prvky mnoZiny M tyto podmnoziny A, Az, Asa A4 neobsahuji?

Dokreslete je nyni do podmnozin Biz 34

[

Druha cast ulohy se zobrazi po kliknuti do této oblasti.

Zaci do mnozin By 234 dokresluji prvky mnoziny M, které neobsahuji odpovidajici

mnoziny Aj 234 (mnoziny A; a B; jsou navzajem doplikové atd.).

Stranka 3: Kviz pro ovéfeni poznatkl z ptedchozi ulohy.
Zakam budou poloZeny nasledujici otazky:
- kolik prvku obsahovala mnozina B;? (2)
- kolik prvkii obsahovaly dohromady mnoziny A; a B,? (5)
- ktera mnozina odpovidala rozdilu mnozin M — B3? (A3)

Otazky by mély pomoci zakiim uvédomit si vztahy mezi vzajemné dopliikkovymi

mnozinami.
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Stranka 4: Obecné zavedeni pojmu doplitkova kombinace.

Mnoziny (kombinace) A; a B; (popr. Az a B; atd.) jsou
kombinace navzdjem doplrikove.

Obecneé:

Je-li Cilibovolna k — prvkova kombinace mnoziny M, pak jeji
dopln¢k C,, je (n— k) — prvkovou kombinaci mnoziny M.
Kombinace C,; se nazyvéa doplitkova kombinace ke

B | kombinaci Cy.

Stranka 5: Piiklad na k-prvkové kombinace (Priklad 10).

NezZ vyjel vytah z prizemi do sedmého patra, v
nizsich patrech trikrdt zastavil. Pritom minul
druhé patro. Zapiste viechny moZnosti, kde
vytah zastavil.

Budeme hledat trojice pater, kde vytah
zastavil. Nejprve vsak skrinéte patra,
kde zastdvka neni moznd.

m|

Text se zobrazi po kliknuti.

Z4ci nejprve na obrazku skrtnou patra, ve kterych vytah nemohl zastavit (ptizemi,
druhé a sedmé patro).

Stranka 6: PokraCovani predchoziho piikladu.

Pomoci tabulkové metody Zaci zaznamenaji vSechny mozZnosti, kde vytah mohl

zastavit.

|:> Nebudeme pocitat zastdvky v prizemi, v druhém a v sedmém patre. Zapiste nyni
do tabulky vsechny moznosti, kde mohl vytah zastavit.

i, 3. 4. 5 | 6

VI
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Stranka 7: Vyfeseni pfedchoziho ptikladu. Zavedeni pojmu kombinacni cislo.

Zaky seznamime se zapisem a ¢tenim kombinaénich &isel (upozornime na to, Ze se
nejedna o zlomek). Jako konkrétni piiklad je mozné uvést zapis kombinacniho ¢isla (g),
které odpovida feseni piedchoziho piikladu.

> Hledali jsme vZdy 3 patraz 5 moznych, kde vytah moh/

zastavit. Tvorili jsme tak triprvkové kombinace z
pEtiprvkové mnoZiny, jejich pocet je roven 10.

iy

Pocet vSech k - prvkovych kombinaci z n - prvkoveé
e vr 7 . .7 r n
mnoziny zna¢ime pomoci kombina¢nich c1sel( k)'

/

Text se zobrazi po kliknuti.

Stranka 8: Zavedeni n€kolika vztaht platnych pro kombinacni Cisla.

Pro kombinacni ¢isla plati tyto vztahy:

Stranka 9: Vyuziti uvedenych vztaht.

Zaci doplni hodnoty kombinagnich &isel (provedeme napf. formou samostatné

individudlni prace Zakl s naslednou kontrolou).

Uréete hodnotu kombinaénich &isel (vyuzijte
predchozi vztahy).
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Stranka 10: Pexeso (procviceni uvedenych vztahli pro kombinacni ¢isla).

Tento materidl je vhodné vyuzit napt. jako soutéz zakl ve skupinach. Podle
pravidel pexesa zéaci kliknutim otaceji vzdy 2 policka, poté musi rozhodnout, zda se
uvedend kombinaéni ¢isla rovnaji ¢i ne. Pokud ano, skupinka ziskdva bod, pokud ne,
opétovnym kliknutim pole opét zakryji. Ve hie pokracuje dalsi skupinka.

9 Najdéte dvojice kombinacnich Eisel, které se sobé

rovnajt.
B

Stranka 11: Pascalova tabulka pro hodnoty kombinacnich ¢isel.

Pro zjis$téni hodnot mensich kombinac¢nich ¢isel Zakiim poslouZzi uvedena Pascalova
tabulka. Ucitel je seznami s principem hledani hodnot, zaci maji poté za kol vypozorovat,
podle jakého klice je tabulka tvoiena.

Hodnoty kombina&nich &isel jsou uvedeny v Pascalové

tabulce. Pokuste se pFijit na to, podle jakého klice je
TVOF‘QHG. kfofa[2a[a[s[e[7]8]09 1

ol e -l o wl s w| w -
=3
=
s

10 | 45 (120210252 210|120 45 | 10 1

Klic se zobrazi az po kliknuti.
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Stranka 12: Vyhledavani hodnot kombinacnich ¢isel v Pascalové tabulce.

Zaci si procviéi vyhledavani hodnot v Pascalové tabulce, nejlépe formou

samostatné individualni prace s naslednou kontrolou vysledk.

7 Podle Pascalovy tabulky uréete hodnoty kombinaénich éisel.

NE[ o123 s[5 [7][s8]9]]
AN
‘ t 1]

10 2 [1 1 9
6 ) = 31331 (6) i

414|641

2

9 — BB EIEEE ( ):
7 al

6 1|6 |1s[20]15]6 |1
8 7] 135 |35 21 1 (7)
(4) - 8| 1|8 |2856 7056|288 |1 5

9 [ 1| 0 |36|84|126|126|84 |36 9 |1

10| 1 | 10 | 45 |120210| 252210 120] 45 | 10 | 1

Stranka 13: Priklad na vytvafeni k-prvkovych kombinaci s ovéfenim platnosti

souctového vzorce pro kombinaéni ¢isla (Priklad 12).

MnoZina M obsahuje 6 prvkii {a, b, ¢, d, e, A.

Rozdélime ji na 2 podmnoZiny Ky a K-

a) vytvorte podmnozinu K jako mnozinu vsech
EtyPprvkovych kombinaci mnoZiny M, které obsahuji
prvek 7.

b) vytvorte podmnoZzinu Kz jako mnoZinu viech étyFprvkovych
kombinaci mnoziny M, které prvek 7 neobsahuji.

K=

kz=

—=>

Zaci nejprve vytvaii Styiprvkové kombinace podle zadanych kritérii (kombinace

dopisi k podmnozinam K; a Kj).

Zakum poradime, ze podmnozinu K; vytvofime nejjednoduseji tak, ze sestrojime

vSechny tiéiprvkové kombinace mnoziny {a, b, ¢, d, e}, tedy mnoziny M bez prvku f, tj.
{a,b,c},{a,b,d},{a,b,e},{a, c d},{a,c,e} {a d e} {b c,d},{b,c, e} {b, d, e}, {cd,e}
a pripojime k nim prvek f.

Podmnozina K; je pak mnozina vsech ¢tyfprvkovych kombinaci mnoziny M bez

prvku f, tedy mnoziny {a, b, c, d, e}.
(Spravné reseni:
Ki= {abcf,abdf,abef,acdf,acef,adef,bcdf, bcef,bdef,cdef},

K, = {abcd, abce, abde, acde, bcde}.)

IX
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Stranka 14: Dokonceni ptedchoziho ptikladu s vysvétlivkami, zavedeni

souctového vzorce pro kombinacni ¢isla.

Zaci nyni urcuji pocet prvki podmnozin K; a K; pomoci kombinacnich cisel,

jejichz hodnoty dohledaji v Pascalové tabulce. Ovéri si, Ze plati souctovy vzorec.

—=>

Po&et prvki podmnoziny K; = ( )

Po&et prvkii podmnoziny K = ( )

Vybirali jsme vzdy &tyFprvkové mnoZiny ze 6 prvkli mnoZiny M, tedy ( )

MnoZina M je tvorena souctem mnozin K;a Kz, plati tedy

()« () =108

Stranka po rozkliknuti vSech reseni a vysvetlivek:

5
Po&et prvki podmnoZiny ;= ( 3 )

5
Po&et prvkii podmnoziny K = ( 4 )

6
Vybirali jsme vZdy ¢tyFprvkové mnoZiny ze 6 prvkii mnoZiny M, tedy ( 4 )

Mnozina M je tvorena sou¢tem mnoZin K;a Kz plati tedy

5 5y = (6
(3 ) * (4 ) - ( 4)
Stranka 15: Obecné zavedeni souctového vzorce pro kombinacni ¢isla.

Obecné pro kombinacni ¢isla plati
souctovy vzorec:

B+G5)=(G10)
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3_PROCHAZKY PO SITI

V prezentaci se zaci nau¢i zaznamenavat kombinace jako prochazky severojiznim
smérem ve Ctvercové siti. Nauci se vyhleddvat hodnoty Pascalovych ¢isel v tabulce. Zjisti
také, jakym zplsobem lze urcit pocet prochazek s ptekdzkami nebo jak lze pomoci
prochazek po siti zjistit mozné pribéhy napiiklad fotbalového zapasu. V prezentaci mohou

Zaci pracovat samostatné 1 ve skupiné, je zde také moznost zafazeni didaktické soutéze.

Stranka 2: Ptiklad pro objasnéni zaznamu prochazek do Ctvercové sité (Priklad
14).

Zaci dokresli podle tabulky turistovu cestu do ¢tvercové sité. Prochazka znazoriuje
ttiprvkové kombinace ze sedmiprvkové mmnoziny. Zéaci by méli byt upozornéni, zZe

prochdzky mohou vést pouze jiznim nebo vychodnim smérem.

Turista Sel ve mésté s pravodhlou siti ulic na prochdzku
"severojiznim" smérem. Na kaZdé kfiZovatce Sel bud' na
Jjih () nebo na vychod ( ).

V tabulce je popsdno, kterym smérem se na kriZzovatkdch vydal.

Dokreslete do Etvercové sité trasu jeho cesty.

Prochazka znazoriiuje

Krizovatka M| 1 2 3 4 51617

smércesty [T = |— |1 |—=]1]|—]]I

tiiprvkové kombinace J

ze sedmiprvkove

mnoZiny

M=1{1,2,3,4,5,6,

Zobrazi se po kliknuti. =
Stranka 3: Pascalova tabulka pro pocet prochézek.

Pascalova tabulka udava pocty prochazek severojiznim smérem ve Ctvercové siti.
Z4ky seznamime se zpusobem vyhledavani hodnot, poté by se méli sami pokusit objevit
kli¢, podle které¢ho je tabulka tvotfena. Nasledn¢ doplni do tabulky hodnoty, které nejsou

vyplnény (pro kontrolu poslouzi tabulka 7 na str. 26 této prace).
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Pocet prochazek severojiznim smérem ve étverové siti udavaji
Pascalova ¢&isla P(j,v). Jejich hodnotu najdeme v nasledujici tabulce.

FRefo[1 234 s 6] 7 [s o |

¥ { { ] |
o |t |t 1|1 ]1][1 1 1 1 1
[T 123 s]|s| 6| 7| 8 | 9 10 |

2 1 3 6 10 15 21 28 36 45 55

.ZJ'S,TeTe"EOd.Ie 3|1 |4 10]|20]38
Jjakého klice je | b

N 4 1|5 |1535 |70
tvorend a pak
dopliite 5| 1|6 |21 56126

o +

chybéjici 6 | 1| 7 |28 84210 a la+b
hodnoty. [7 1 | 8 |36 |120] 330

9 1 10 | 55 | 220| 715

KIlic se zobrazi az po kliknuti.
Stranka 4: Piklad na zakreslovani dvouprvkovych kombinaci do ¢tvercové sité.

Zaci do obrazkd zakresli prochiazky odpovidajici dvouprvkovym kombinacim
uvedenym pod nimi. Kazdd kombinace uvadi vzdy potfadi Casti prochazky, ktera vede

jiznim smérem (prvni dvé prochazky jsou jiz zakresleny, 1ze na nich proto princip

objasnit).
Zakreslete do siti vSechny prochdzky z bodu A do bodu B.
Jsou uréeny dvouprvkovymi kombinacemi z mnoZziny
8 M={1,2, 3, 4}
Ae A Ae Ag
B B B B
Ji={1.2} J2={1,3} Ja={1,4} Ju=1{2,3}
Ag Ae
B B
Js = {2, 4} Js = {3, 4}

Stranka 5: Pexeso — hledani vzajemné doplitkovych kombinaci znazornénych jako

prochézky ve ctvercové siti (Priklad 15). Lze vyuzit jako soutéz druzstev.

Vybrana skupinka Z4kt podle pravidel pexesa odkryva kliknutim vzdy 2 policka.
Hledaji vzdjemné doplikové cervené dvouprvkové a modré tfiprvkové kombinace
zmnoziny M = {1, 2, 3, 4, 5}. Po odkryti policek rozhodnou, zda jsou kombinace
vzajemné doplnkové. Pokud ne, kliknutim oto¢i poli¢ka zpét, pokud ano, policka ziistanou

odkryté a skupina ziskava bod.
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Hledejte Eervenou dvouprvkovou kembinaci a k ni modrou tFiprvkovou
doplikovou z mnoZiny M = {1, 2, 3, 4, 5}.
Po odkryti viech poli¢ek zapiste kombinace vy&tem prvki, které

B  obsahuji.

—

Stranka 6: Ptiklad na prochazky s ptekazkami (Prikladl7).

rr v

Zaci do obrazkt libovolné dokresluji chybgjici &asti prochazek znazornénych
v sitich Cervené. Prvni Ctyfi obrdzky se shoduji v Casti trasy za mostem, dalsi Ctyfi obrazky
v trase pred mostem. Zaky bychom méli na tuto skuteénost upozornit, aby si lépe

uvédomili, jakym zptisobem dospéjeme k celkovému poctu moznosti.

Ridi& se md dostat nejkraté cestou z mista A do mista Z.
Mezi mésty ale tefe ieka, kterou Ize prejet pouze po mosté M.

Kolika riiznymi cestami miize jet? @
o [ '
Sl==I=I= Y ,
w|C

o s s -

s | — -

Prekreslime nejprve situaci do &tvercové sité. Dokreslete
Cervené nékolik moznosti, kudy jeho cesta mohla vést..
A A A A

Stranka 7: Otazky k predchozimu ptikladu.

Zakim budou polozeny 3 otazky (odpovédi se zobrazi kliknutim na otdzku).
Otazky jsou polozeny tak, aby si uvédomili, Ze cestu je nutné rozdé€lit na dve c¢asti, ve
kterych pocitame pocty moznych prochézek. Tyto Casti lze pak mezi sebou kombinovat.
Vse lze 1 ndzorné ukazat na uzlovém grafu, ktery se zobrazi po kliknuti pod posledni

otazkou.
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% Kolik moznych cest vede z bodu A na most B? y I
£ Kolik moznych cest vede z mostu M do bodu B? y l
Kolika ruznymi cestami tedy muze ridic jet? £ I

Zobrazi se po kliknuti.

Stranka 8: Ptiklad — pribéh fotbalového zapasu (Priklad 32).
Zaci nejprve podle vzoru dopliiuji moZné pribshy zapasu znizornéné ve

¢tvercovych sitich.

Zdpas mezi Plzni a Spartou skonéil nerozhodné 3 : 3.
Kolik bylo moznych priibéht zdpasu?

—@

Zapiste k jednotlivym sitim, v jakém poradi druzstva strilela gély

Po kliknuti se zobrazi

PSSPSP

ndpovéda: ,,Vyuzijeme znazorné-

ni do ctvercové sité. Prochazky

jiznim smérem zobrazuji goly = [ s ] e

PlZl’lé, prOChaZky VYChOdIllm Kolik bylo celkem moznych prubehu zapasu?

smérem goly Sparty.*
Odpovéd' se zobrazi po kliknuti na otazku.

Stranka 9: Pokra¢ovani predchoziho ptikladu — procviceni znazorfiovani prubéhu

zéapasu do site.

Zaci piesunuji jednotlivé ziznamy priibéhu zapasu v sitich do sloupcti podle toho,
zda posledni gol stielila Plzen nebo Sparta (pokud je posledni ¢ast prochdzky jiznim
smérem, posledni gol stielila Plzen, pokud je vychodnim smérem, naposledy skorovala

Sparta). Kliknutim na tlac¢itko Solve se zobrazi spravné feseni.

XIV



11 PRILOHY

Stranka 10: Doplnujici otazky k predchozimu piikladu.

Odpovédi na otazky se zobrazi po kliknuti na né. Je mozné je podrobné&ji

okomentovat podle feseni ptikladu na stranach 42 a 43 této prace.

4_PORADI
Posledni prezentace obsahuje dva piiklady, které mohou slouzit jako pfiprava pro
zavedeni pojmu permutace. Zaci se jiz seznami spojmem faktoridl, na zikladé

konkrétniho ptikladu sami odvodi zpiisob jeho vypoctu.

Stranka 2: Reseni piikladu 19.

Otazky se zobrazi po kliknuti.
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Piiklad lze fesit tak, Ze knihy do knihovny ukldddme postupné. Zaci nejprve
pfesunou obdélniky predstavujici prvni 2 dily slovniku a umisti je vedle sebe tak, jak je
mohl ulozit Jirka do slovniku.

Nasledné k témto dvéma dilim pfidavaji na vSechny mozné pozice dil treti. Po

presunuti obdélnikii miize feSeni vypadat naptiklad takto:

Stranka 2: Zobecnéni vypoctu moznych potadi (permutaci).

Cilem této aktivity je objeveni obecného vypoctu poctu moznych potadi prvk.
Zaci pozoruji rozklad ¢&isel 2 a 6, ktery je dan do souvislosti s pfedchozim ptikladem.
Nakonec sami zkusi doplnit, jakym zplisobem je mozné vypocitat vS§echna mozné poradi 4

prvkil (umisténi ¢tyfdilného slovniku do knihovny).

Kolika zplisoby mohl Jirka uloZzit do

knihovny prvni 2 dily?
s ny p Y <

- : _
| irka uloZit do
o =

—
Nyni zkuste odvodit, Kolika zpiisoby by
Jirka uloZil do knihovny &tyrdilny slovnik!

Zobrazi se po kliknuti.

Na volna mista zaci dopis$i 24 = 4-3-2- 1.
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Stranka 3: Obecny vzorec pro vypocet moznych potadi prvki.

Ucitel by mél objasnit zakiim vyznam symbolu ! (faktoridal) a zptisob vypoctu jeho

hodnoty. V uéebnicich pro ZS nebyvé uzivan termin permutace prvki, ale spise jen poradi.

Pocet vSech poradi, ktera lze
utvofit z n prvka, je roven

Pn)=n'=1:2-3:----n.

Stranka 4: Reseni piikladu 20.

V prvni ¢asti ptikladu Zaci zkusi samostatné zapsat co nejvice poradi Ivl (piSou jen
prvni pismena jmen lva tak, jak pjdou za sebou). Ucitel mize tuto ulohu zadat jako
individudlni samostatny ukol na rychlost (po kliknuti na knot bomby za¢ne odpocitavani

¢asu, vychozi je nastavené na 1 minutu, ucitel vS§ak mize tento Cas upravit dle potieby).

Poté Zaci rozhodnou, na ktera mista lze zaradit tygry, pokud nemaji jit Zadni dva za

sebou (musi tedy mezi nimi stat lev nebo mohou stat na krajich fady).

Zobrazi se po kliknuti. Po kliknuti na konec knotu zacne odpocitavani.
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Stranka 5: Otazky k predchozimu ptikladu.

Odpovédi se zobrazi po kliknuti na otazky. V feSeni posledni otdzky je vyuzito

kombinatorického pravidla soucinu.

: Kolika zpusoby 4 tygry zaradime

muzeme seradit
vsechny Ivy?

na 6 moznych

mist. Kolik je
takovych
moznosti
celkem?

A konecne -
kolika zpusoby
je tedy mozne

seradit vsechny
selmy?
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