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Uvod

Sférick& trigonometrie je teoreticko-matematickyrdkladem proieSeni mnoha
problémi tykajicich se kartografie, astronomie, geodézdaldich ¥d, které se zabyvaji
feSenim geometrickych uloh na kulové ploSe.

,,» Trigonometrie hleda rovnice mezi stranamihly trojuhelnika a uziva nalezenych
vztahi k vypaitu nezndmych pruk zavislych na danych prvcich geometrickych Givar
(Vojtéch, 1935)

Jmeéno trigonometrie je odvozentezkeho trigdn, coZz znamena trojuahelnik, a
metrein - n&fiti.

Tato oblast matematiky byla od nejstarSich ddilovre studovana, jelikoz jeji
uplatreni se tyka wtSiny obofi, o které selovék zajimal jiz od z&atku studia firody a
swta. Proto cilem mé diplomové prace je informacefarické trigonometrii, tedy o
vypoctech na kulové ploSe. Tento obor je vSaligrozsahly a tak se zaifim zejména na
historii jeji vyuky na gednich Skolach, na uvedeni a Witteni zakladnich pojinsférické
trigonometrie a na ukazkyeSeni vSech typ pravouhlého a obecného sférického
trojuhelniku, coz by mohlo slouzit jako vyukovy reaél.

Diplomova prace je rozlkna do sedmi kapitol. V prvni kapitole je uveddrstorie
sférické trigonometrie od Patku matematiky. Ve druhé kapitole je popsan vyvoj
postaveni sférické trigonometrie ve Skolské matematlato kapitola je roztena do
dalSich podkapitol podle obdobi od konce 20. staliet sodasnosti. Druh&iast této
kapitoly se zabyva vyznamem sférické trigopnomegtrne geografii. Vefeti kapitole jsou
popsany zakladni pojmy sférické trigonometrie &legpharakteristika. Vétvrté kapitole
je uvedeno i Neperovo pravidlo a zakladatyvsférické trigopnometrie, které jsou pethné
pro pochopenfeSenych fikladi. Pata kapitola pojednava o vztazich mezi strarsadtily
sférického trojuhelniku. V Sesté kapitole je sravindovinné a sférické trigonometrie.
V posledni sedmé kapitole jsou uvedeny ukazky ubhejich reSeni ve sférické
trigonometrii.

Nejprve jsoureSeny piklady obecnych sférickych trojuhelikNa ré navazuji alohy,

v nichZ sefeSi pravouhly sféricky trojuhelnik. V zé&w jsou ulohy, ve kterych je sféricka

trigonometrie pouzita v geodezii a astronomii.



1. Historicky vyvoj sférické trigonometrie

1.1 P@éatky matematiky

Jak uvadi Dirk J. Struik (1963,s.14), jiz elmai primitivnich kmeih se setkavame
S ukitym délenim ¢asu, a proto téz sditymi poznatky o pohybu Slunce, ddice a hvzd.
Uzivani lunarniho kalend@ vychéazi z pradavného obdobi lidské historie, &dyzgaly
spojovat vegetmi zmeny s periodickymi zrnami Mesice. Primitivni narody také
pozorovaly vychody soulidi @i stmivani a slunovraty. Tyto narody uzivaly sotsdi
pro orientaci fi moreplavie.

Z astronomie pramenilyékteré znalosti o vlastnostech kruhu, koule ailfiNejstarsi
znamy pispevek k teorii astronomie pochazi éeckého matematika Eudoxa z Kindu (asi
408 — 355 p n. I.), ktery se pokusil vystlit pohyb planet.” (Vospl, 1976, s. 87)

1.2 Stary Orient

Babylonska astronomie, ktera v té éatosahovala skute¢ védecké podoby, byla
charakteristicka p#ivym studiem drah Msice, Slunce a planet. Babylonska astronomie
této doby ovliviovalareckou astronomii.

Uloha Mezopotamie v dotPer3an pri rozSkovani starovké a antické astronomie neni
dosud dostat®¢ vyswitlena, ale vSechny dosavadni doklady ukazuji, te Goha byla
vyznamna. (Struik, 1963)

V Cinsk4 matematice, ve sborniku Deset kiasile vyswtlen vypaet kalendge.
Matematika ,, Deseti klasik je povaZzovana za jednoduchou a nezda se, Zédsgalpovala
urovei egyptské matematiky. V tomto dile nalezneme bimgmetrii, zvlast v klasiku Haj

tchao suanging (tj. Matematicky traktat o niském ostrow). (Struik, 1963)

1.3Recko

Za zakladatele trigonometrie je povazovan Hippos (140 let.ipn. I.), ktery polozil
zéklady jak rovinné tak sférické trigonometrii. Jak/adi Vospl Z. (1978,s.55),

Hipparchovi se téz fipisuje metoda weni zengpisné diky a délky astronomickymi



prostedky, i kdyZz staro¥k nebyl jes¥ schopen provad jakdkoliv wdecka ngieni ¢i
mapovani ve velkych atitkach.

DalSim matematikem této doby byl AristarchesSamu, jemuz Archimédesipisuje
hypotézu, Ze Slunce jefstiem pohybu planet.

Velka sbirka (kolem roku 150 n. l.), neboli Meg&§ntaxis, zvana pozf arabsky
Almagest.

Tato prace, kter4 obsahuje také poznatky gormometrie je inspirovdna praci
Hipparcha, Kidinny¢i jinych babylonskych astronaim Almagest také obsahuje formule
pro kosiny a siny satu a rozdilu dvou Ulil a z&atky sférické trigonometrie. Formulace
téchto Wt je ale geometricka a dneSni zapis trigonometwehpzi z 18. stoleti od
Leonharda Eulera.

V Ptolemaio¥ praci Planisphaerium je rozebirdna stereografipkdjiekce. V dile
Geographia je @ovana poloha &sta na Zemi s pomoci délky &§i zemské sféry. Tento
zpasob je pikladem uziti sotadnic ve diedowku.

Na zakladl stereografické projekce byl zkonstruovan astrolédy, byl gistroj na
uréovani polohy mista na Zemi. Tenttigiroj byl znam jiz v antice a pouzival se az do
18. stoleti, kdy byl zaveden sextant. (Struik, 1963

O reco starSi nez Ptolemaios byl Menelaos Alexandrjjkkgry Zil kolem roku 100 n. .
Menelaos je autorem dila Sférika, ktera obsahujemgdrii koule vetrg diskuse
sférického trojuahelniku. ,Obsahuje Menelaovétw pro trojuhelniky a jeji roz&ni na
kulovou plochu . Zatimco Ptolemaiova astronomiev&zdo zna&né miry i vypa@ta
v Sedesatinnych zlomcich, zachovava geometrick@ d¥lenelaovo dsledré ryze
euklidovskou tradici” (Struik, 1963, s. 58)

1.4 Orient po Upadkiecké spolénosti

Dilo Siddhantas, v jehazsti Surya (fiblizn¢ 3. — 4. stol. n. I. ), kter4 se zachovala
v exempldi, jez snad odpovida originalu, jsou uvedeny héapoznatky o astronomii.
(Struik, 1963)

Muhammad Ibn Musa Al-Chvarizmi pochazejici HdvWg, zavedl roku 825
astronomické a trigonometrické tabulky obsahujity & tangenty.

Jak uvadi Dirk J. Struik (1963,s.70), aralbestionomie se obzvl&tajimala o



trigonometrii - slovo ,,sinus” je latinskynrgkladem arabského zapisu sanskrtského slova
dzja. Hodnoty sinu se rovnaly hodnotam patovitétivy dvojnasobného oblouku a nebyly
chapany jakaisla, ale jako usy.

Zna&nou ¢ast trigonometrie izeme nalézt v dile al-Battaniho ( Albategnius, 8-
929), jez je povazovan za jednoho z nejvyznggioh arabskych astrondgmktery mel
tabulku kotangent s intervalem jednoho stupnumbra extensa“ a znal kosinovogtw
pro sféricky trojuahelnik.

DalSim autorem, ktery se zabyval sférickogamometrii, byl Abu-I-Vafa (940-997).
Ten odvodil sinovou &tu sférické trigonometrie.

Nasiruddin Tusi (1201-1274)¢enec [isobici v centru Marabha, viid z astronomie
trigonometrii jako samostatnowadni disciplinu.

Astronom Al-Zarkali (Arzachel, kolem 1029-10®nsobici v Cordoé, vydal Toledské
planetarni tabulky. Trigonometrické tabulky obsaZertomto dokumentu, &y vliv na

rozvoj trigonometrie v dabrenesance.

1.5 P@atky rozvoje matematiky v Zapadni Eviop

,,» Hospodistvi zapadnitasti se nikdy neopiralo o zavlazovani, Zé¢stvi zde bylo
extenzivni a neposkytovalo zadné popudy pro studistmonomie.” (Struik, 1963, s. 76)

Prvnim autorem tohoto obdobi byl obchodniknardo Pisansky zvany téZ Fibonaci,
ktery po navratu ze svych cest po Orientu napsalRiactica Geometriae. Toto dilo z roku
1220 popisuje poznatky, které na svych cestachgl@zgeometrie a trigonometrie.

Za nejvyznami)Siho matematika 15. stoleti, ktery se zabyval ommmmetrii, je
povaZzovan Johanes Miller zvany Regiomontanus. Remitanovym hlavnim dilem
z roku 1464 (vytidtno aZ roku 1533) bylo De Triangulis Omnimodus LiBringue. Jedn&
se o systematicky Gvod do trigonometrie. Jak uvamtpsl Z. (1978,s.84), obsahuje toto
dilo zakladni vty sférické trigonometrie, ale bez uziti vhodné enaaitické symboliky. Od
té doby se trigopnometrie stal&dou nezavislou na astronomii.

Nasiruddin Tusi doSel ke stejnym pozhatkako Regiomontanus jiz ve 13. stoleti.
Rozdil mezi ¢mito autory je v tom, Ze na dilo Nasiruddina Tusiladsi vyvoj nenavéazal,
zatimco Regiomontanova kniha hluboce ovlivnila dadgvoj trigonometrie.

Regiomontanus tézZwoval mnohocasu vypdtem trigonometrickych tabulek. V roce

1490 vydal tabulky siin pro intervaly jedné minutyip polomgru 60 000. Hodnoty sin



vyjadiil jako Useky, které definoval jako polovni tétivy pro dvojnasobné ahly. Hodnoty
sini tedy zavisely na délce pol@nu. VEtSi polongr umozioval WtSi presnost. (Struik,
1963)

DalSi astronom, ktery vyznamprispél k rozvoji trigonometrie, byl polsky astronom
Mikuld$ Kopernik (1473 — 1543) stejjako francouzsky matematik Francois
Viete (1540 - 1603), ktery se zaslouzil o w§tbeni kosinovy ¥ty v trigonometrické
podolz.

S prvnim ozngenim funkce ,sin“ se setkavame v knize francouzekétatematika
Hérigona v roce 1634.

DalSim autorem byl frantiSkansky mnich LucaiBl, ktery v roce 1494 vydal knihu
psanou v italstia Summa de aritmetica. V tomto dile jsou shrnutychiSdosud znameé
poznatky z algebry, aritmetiky a trigonometrie.

V Némecku se objevovaly trigonometrické a astronomiekéilky s neustale stoupajici
piesnosti.

Tabulky G. J. Rhetica, které dokdrnroku 1596 jeho zak Valentin Otho, obsahuji
hodnoty trigopnometrickych funkci po desetitiidch na deset desetinnych mist. Tabulky
Pitiscovy z roku 1613 maji patnact desetinnych mist

DalSim autorem, ktery se zabyval sférickogamiometrii byl skotsky zeman John
Napier (fmecky Neperem — 1550 — 1610). Jak uvadi ¥b&p( 1978,s.88), John Napier
shrnul vzorce prd@eSeni pravouhlého sférického trojuhelnikuawgsiné pravidlo a také
objevil dw z tzv. analogii o sférickém trojuhelniku.

V 16. stoleti stada matematik pohravala s moznosti uvést v souvislost geometrack
aritmetické posloupnosti a zjednodusit tim pra&osiplikovanymi trigonometrickymi
tabulkami.

Vté dok pisobi v Praze astronom Tycho Brahe, ktery zde zaheohkopisy
obsahujici poznatky z planimetrie a takédevsim z trigonometrie.

1.6 Osmnacté stoleti

Za nejvyznamiSiho autora tohoto obdobi je povazovan Svycarskgtematik
Leonhard Euler, ktery dal sférické trigonometrie@ni jednoduchy arehledny tvar. Jako
prvni ozndil Uhly a strany sférického trojuhelniku igmbem, jakym to &dame dnes.

Obvykly zapis pochazi z Eulerova dila Introducti@nalysin infinitorum z roku 1748.



Abrahem de Moivre je autor, jehoz jméno jeaspjs trigonometrickou&ou, ktera se
ve své dnedni podsb(cosg +ising)” = cosng +isinng objevuje teprve v Eulerév
Introductio.

Daldim usgsnym matematikem ve sférické trigonometrii byl Eilezak Svéd A.
Lexel (1740 — 1784). Sférickou trigonometrii se yaadi také francouzsti denci J.
Delambre (1749 — 1822) a A. Legendre (1752 — 1833).

V tomto obdobi také pracoval Zenevan L Hujligtery odvodil obsah sférického
trojuhelniku z jeho stran.

Vyvoj matematiky v naSich zemich v 18. stoleticharakteristicky praci Wacslawa
Jozeffa Veselého, ktery je autorem dila Gruntowotatek mathematického uimi.
,,Obsahuijici v Sirokém rozsahu praktické Zew¥icstvi Wetné trigonometrie, v niz se
pouziva i logaritnd“ (Struik, 1963, s. 139)

DalSi autor, ktery dnoval pozornost trigonometrii, je matematik Pelikdedinym
vysledkem jeho prace v3ak byloifepréni symboliky a snaha o zavedeni algebraického
odvozovani trigonometrickych formuli.

Vyznamnym fedstavitelem je takéesky jezuitsky matematik Jakub Kresa, po jehoz
smrti vySla jeho kniha Analysis speciosa trigonamaet sphaericae, ktera pojednava o

sférické trigonometrii.

1.7 Devatenacté a dvacaté stoleti

Jak uvadi Vosp Z. (1976,s.89), dalSi vyznamné prace ve sférickgpnometrii podal
francouzsky matematik J. Lagrange (1736 — 1813)Vébius (1790 — 1868) achlasny
némecky wdec K. F. Gauss (1777-1855).

Zceskych matematik pracovali v tomto oboru F. J. Studka (1836 — 1903) a Vaclav
Laska (1862 — 1943).
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2. Historicky vyvoj postaveni sférické trigonometre ve Skolské

matematice a jeji vyznam pro geografii

2. 1 Historicky vyvoj postaveni sférické trigonometve Skolské matematice

2.1.1 Obdobi do roku 1908

Vroce 1854 byla schvalena Exner-Bonitzovaomef Skolstvi, kterd se tykala
organizace gymnazii a realek. Gymnazia od tétamefqiestala byt jedinymi vSeobegn
vzklavacimi Skolami. Do #edosSkolského vzdavani byly z#azeny nové Skoly
povazované do roku 1849 za odborné - realné Skoly.

Na rozvogeské matematicke literaturyeha velky vliv Jednotaeskych matematika
fyziki. To vedlo k tomu, Ze matematika deskych Skolach #fa velmi vysokou arove
srovnatelnou siednimi evropskymi zesmi.

Doba studia byla na gymnaziich osm let aeddkach sedm let. Sféricka trigonometrie
byla vywovana na realkach v VIlLfite 5. hodin tydd. Zabyvala se objagnim
piipadi feSeni pravouhlého sférického trojuhelniku, stefk i ostrouhlého trojuhelniku.
Déale se vydovalo vyuZiti sférické trigonometrie ve stereometifeSeni ®kterych
elementarnich dloh v matematickém zisu.

Na gymnéziich byla sférick& trigonometrie &yuana v VI. fidé. Probirano bylo
srovnavani trigopnometrickychéva metod s planimetrickymi a stereometrickyriiami a
metodami. DalSi sasti Wiva bylo pouziti trigonometrie na udlohy v z&pise a
astronomii. Zaklady sférické trigopnometrie se nalkéch vydovany naprostodiné. Na
gymnaziich se vytovaly jen pokud zbyl na konci rokéas. Realky iy tydné vyssi
hodinovou dotaci matematiky, jelikoZ zde Zaci zigddmatematické vzflani. Tyto Skoly
slouzily jako giprava pro studium na technic€gfveny, 2007)

Do roku 1860 nebyly vydavany zadoésky psané matematick&elbnice. V letech
1864 — 1867 vySla prvnéesky psana debnice Vaclava Janky, ktera se jmenuje
Geometria pro vySSi gymnasia, ve které se vyskydtije o sférické trigonometrii. Prév
jeji tieti dil Trigonometria byl zagiien na trigonometrii.

Karel Domin vydal v roce 188&ebnici, Geometrii pro Ustavytitelske, jejiz druhy dil
obsahuje poznatky z trigopnometrie.

DalSim vyznamnym autorem byl Alois Strnad, rktes roce 1905 vydal debnici
Sféricka trigonometrie a analyticka geometrie pibt¥idu. Alois Strnad ve svych dilech
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pouzival pojmy, které se dnes jiZ nepouZivajiinajstava znamenal sinus, dostava —

kosinus, ténice- tangens a dateice vyjadovala kotangensCerveny, 2007)

2.1.2 Obdobi od roku 1908 do roku 1948

Na zdatku tohoto obdobi je vyuka na Skolach owina poznatky z pedagogiky a
psychologie ze Zapadni Evropy, a tak&devSim z USA. Tento proces se nazyva
pedagogicky reformismus.

Typy stednich Skol, sedmileté redlky a osmiletd gymnéafistata zachovana, ale
zmenily se jejich @ebni osnovy. No¥ byl vytvoren novy typ sedni Skoly, a to osmileté
reformni realné gymnazium, které vzniklo spojenymgazia a realky. V této délse také
uskuteénil reformni navrh tzv. Meransky program, ktery prattice ve $edoskolském

Autorem debnic obsahujicich sférickou trigopnometrii byl Jogms, ktery v roce 1913
vydal Geometrii pro VLI.iidu, ktera byla vydana pro realky.

Marchetova reforma obsahovala upravené ospovyklasicka gymnazia a pro realky,
dale také osnovy pro novy typietinich Skol, a to pro reélné reformni gymnazium.
(Cerveny, 2007)

Po ¥&chto znménach v osnovach byly veridatych letech sepsany nové&ebnice
matematiky, protoZe knihy vydan&egd touto zminou jiz nebyly aktualni. Byla take
zavedena jednotna terminologie zasluhou Jedestlyych matematika fyziki.

Velmi kvalitni byly @ebnice sepsané Janem \ofitem. Jan Vofch vydava v roce
1935 webnici Geometrie pro VI fidu redlek, v niz byla popséna kratka historie
trigonometrie a dale se zabyvala jak trigonomedwinnou tak trigonometrii sférickou.

Za ll. s¥tové valky byl vyvoj naSeho Skolstvi ovlisvan Nemci, ktei zasahovali do
obsahu Skolniho vyiovani. Dochazelo k cenii webnic a zdsalm do personalniho
obsazeni sboru. Po konci Il.&ové valky vznikd Vychovny Ustav pedagogicky.
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2.1.3 Obdobi od roku 1948 do roku 1968

Po roce 1948 bylo Skolstvi ovliwvano komunistickou strandieskoslovenska.

V roce 1948 byly zavedeny jednotné devitileté Skblgle bylo mozné pokéavat étyrmi
roky tretiho stups, ktery nahrazoval zruSena klasicka gymnézia &ye&elkem ngla
povale&na Skola 13. rénika.

V roce 1953 byla zkracena povinna Skolni dekhéz deviti na osm let a st@asre
vznikaly jedenactileté #dni Skoly. Vroce 1960 byla povinna Skolni docleazk
prodlouzena off na de¥vt let.

Po roce 1948 dochazelo ke gporo to, zda se bude trigonometrie nadalecoyat
jako sowdast geometrie.

Trigonometrie se tedy newavala jako samostatnygdntt, ale v webnicich Eduarda
Cecha zroku 1953 bylo jasnoddsleno wivo o goniometrickych funkcich. Jednotné
ucebnice pro vyuku matematiky byly vydavany od rols4.

V webnicich no¥jsSiho vydani je vSak trigonometrie fazena z@g do geometrie.
Autorem webnice v tomto obdobi je napliti Mikul¢ak a jeho tebnice Matematiky pro
Il. ro¢nik stednich vSeobeenvzdlavacich skol z roku 1964.

Dalsi vyznamny autor matematickychebnic je Jii Kust, ktery se jako autor a
spoluautor podilel na tvotbmnoha debnic matematiky pro zakladni Skoly a vysoké

Skoly. V roce 1964 napsal dilo Sféricka trigononeetr

2.1.4 Obdobi od roku 1968 do roku 1990

Vznikl novy typ stedni Skoly, ktery @l poskytnout Uplné stdni vzalani jako na
ostatnich sednich Skolach, a toretdni odborné diliste.

Zakladni Skola byla osmileta a vSichni Zaciselupovinnou skolni dochazku splnit i
absolvovanim prvniho a druhéhotmiku na stedni Skole. V roce 1984 byl vydan novy
Skolsky zakon a byla zruSena devitileta povinnalmskdochazka. Byly vydany nové
ucebnice, které &y sjednotit @ivo.

Vyznamnym autorem tohoto obdobi byl O. Odvarkizry vydal v roce 1985 dilo

Matematika pro 2. ik gymnazii. Autor zde vynechal slozitych gonioraitych vzord.
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2.1.5 Obdobi od roku 1990 do $asnosti

V roce 1990 je vydan novy Skolsky zakon, ktbyl novelizaci zakonu z roku 1984.
Byla zavedena povinna devitileta dochazka.

Vznikaji také nové typy Skol jako z&kladni dletka Skola, kterd fjpravuje pro
studium na konzervaitip dale byly zaloZeny i soukromé a cirkevni skoly.

V roce 2001 byly nové principy vddvani zohledény v Narodnim programu rozvoje
vzaklavani vCeské republice tzv. Bilé knize. Novy pojem, ktey wtéto souvislosti
objevuje, je Ramcayv vzklavaci program (dale jen RVP), ktery vydava Ministeo
Skolstvi, mladeze a&lbvychovy (dale jen MSMT). Je zde vymezen povinbgah, rozsah
a podminky vzdlavani. Na RVP dale navazuji Skolni ¢¥alaci programy, které vydavaji

reditelé Skol. Sféricka trigonometrie se dnékjen na vysokych Skolach.

2.2 Vyznam sférické trigopnometrie pro geografii

Pro matematickou geografii ma sféricka trigmetrie velky vyznam. Pomoci sférické

trigonometrie jsou vyjaekny rekteré pojmy.
2.2.1 Pojmy

- Ortodroma —¢ast mensiho oblouku hlavni kruZnice natref@rochazejici dima
danymi body A, B.
- Azimut A — Uhel, ktery svira ortodroma v jistém Baimistnim polednikem, ¢eny

od severniho s#énu poledniku ve smyslu pohybu hodinovyckitek.

2.2.2 Vypaitat nejkratSi vzdalenost dvou kiodemského povrchu

Pokud mame zadany dva body na zemském povsfhrickymi zendpisnymi
soudadnicemi A= (¢1,)I1), B= (¢2,)l2), lze vypc@itat nejkratSi vzdalenostahto bod a
azimuty A, A, v obou koncovych bodech oblouku.

Tato Uloha se nazyva druha hlavni geodetidtida) ktera séeSi za pomoci sférického

trojuhelniku ABS, pro ktery zname stramy= R-¢,,b=R-¢, a thel S (severni pdl)
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AA=|A, = A Znadme d¥ strany a Uhel jimi s¢eny. Lze tedy vypttat nejkratsi

vzdalenost dvou bdd

2.2.3 Vyuziti zerapisné Siky a délky

Zemsky povrch budeme povazovat za kulovou oo polongru r = 6 381,6 km.
Polohu bod na této referami kouli budeme udévat v zeépisnych sférickych
souadnicichA, ¢ , kde

¢ < -R,R> se nazyva ze#pisnou Sikou,
A0< -2R,2R > se nazyva ze#pisnou délkou.

Zentpisnd Sika v zapornych hodnotdch se nazyva téz jizikaSa udava se bez
znaménka, kladné hodnoty se pak nazyvaji seveiky. &tejnym zjisobem se howo o
vychodni a zapadni délce.

Zakladnimi¢arami soustavy sférickych zeépisnych sotadnic je nulty polednik a
rovnik.

Déle Ize k lehkému vyhledanicitého mista na referéni kouli krome rovniku a
nultého poledniku vytvit celou sf rovnolEZzek a polednik. RovnolEZky jsou cary
spojujici mista o stejné zeépisné Sice. Poledniky jsowary spojujici mista o stejné
zenepisné délce.
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3. Zakladni pojmy sférické trigonometrie a jejich dharakteristika
3.1 Kulové plocha

Méjme v E, danou uzatenou jednotkovou kouli K sefetlem v bod O, to je mnozina
K={A:p(0,A) <1,
kde p(O,A) znamena vzdalenost bodu A od bodu O. Tim dostavduiigluSnou kulovou

plochuK, jako mnozinu

K, ={A:pO,A =1.

3.2 Hlavni kruznice

Hlavni kruznici na sfé « O, )je kruznice, kterd je finikem roviny, jez prochazi
sttedem O sféry a sféry.
Jsou-li body A, B dvaizné body na sfé x takové, Ze fimka AB neprochazi sgdem

O sféry, pak body A, B prochazi jedina hlavni krigén

Body A, B rozdluji hlavni kruZnici na dva oblouky, nejkratSi zhije ortodromaATB .

Obrazek 3.1&4ni kruznice
3.3 Sféricky uhat

Sféricky Uhedr - odchylka dvou rovin, ve kterych lezi hlavni knice sféry.

3.4 Sféricky dvojuhelnik

Je ¢ast kulové plochy ohraténa de¢ma hlavnimi polokruznicemi. Se sférickym

dvojahelnikem je Uzce spojen pojem Klin.
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Obrazek 3.2 Klin

Definice 3.1.

Neclt v E; je dana uzaena jednotkova koule K sestiem v bod O a na niit body A,
B, C tak, aby jednotkové vektory
a=A-0,b=B-0ac=C-0
tvorily trojici linearné nezavislych vektdrv E,
Potom tedy :
Klinem p,BCnazveme mnozinu vSech ho [ E;, pro které vektorx=X -0 lze

zapsat ve tvarux=A,at+A,b+A;c, kde A,,4, jsou pouze nezaporndsla a A, je
libovolné realniislo.

Rimka p,, ktera je definovana vektorera a bodem O se nazyva hrana klinu,
poloroviny p,B, p,C s&ny klinu a Ghela, jako uhel polorovinp,B, p,C, nazyvame

uhel klinu.

Pfinik klinu p,BCa kulové plochyK | definuje na plose préwsféricky dvojahelnik se
dvéma vrcholy A, A, coz jsou piisetiky piimky p, s plochouK  dvéma stranami, které

tvori oblouky hlavnich kruZnic spojujici body A a A”".

Kone&n¢ uhel a se nazyvame uhel sférického dvojahelniku.

3.5 Trojhran

Trojhran OABC je mnozina vSech lioX [ E;, pro které vektorx = X —Oje mozno

zapsat ve tvarx = A, a+ A,b+ A,c, kde A, A, a A,jsou nezapornéisla.
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Bod O nazyvame vrcholem trojhranu a péilogky OA, OB, OC jsou hranami trojhranu
OABC.

a,fB,y jsou Ghly klivi a p,BC, p,CA a p.AB,nazyvame ghové Uhly trojhranu. Uhly
a= O(bc) b=0(ca) c=0(ah), (coz znamena, Za je odchylka vektar b,c atd.)

nazyvame hranové uhly trojhranuiiRik plochy « a trojhranu nazyvame sféricky
trojuhelnik ABC s vrcholy A, B, C, stranamjb, ca thlya, B,y .

3.6 Sféricky trojuhelnik

|
C

(<
X g

Obrazek 3.3 Sféricky trojuhelnik

Sféricky trojuhelnik je men&ast kulové plochy ohragena obloukyiti hlavnich
kruznic. Jedna se &st sféryx ohrantenou obloukyifi ortodrom.

Sfeéricky trojuhelnik mé&itvrcholy A,B a C. Dale méaitstrany AB =c, BC =a, AC =

baduhlya,s ay.

Strany sférického trojuhelniku jsou odchylky pdiopek OA,0B,OC:
a=[0(0B,0C),
b=0(0A0C),
c = J(OAOB).

Uhly sférického trojuhelniku ABC jsou odchylky ravyive kterych lezi ortodromy:
a = [J(OAB,0AQ),
£ =0(0AB,0BC),
y =0(OAC,0BC).

18



B

Obrazek 3. 4 Sféricky trojuhelnik

Vlastnosti sférického trojuhelniku:

- a,b,c,a,B,y0 (0 180)

- proti stejnym stranam lezi stejné thly, pratiSy strag lezi wtSi thel

- souet libovolnych dvou stran jestsi nez stranaeti

- a+b+c <360 tzn. sodet viech stran je mensi n@é0

- 180 <a + B+ y <540 tzn. sodet Uhli je wWtSi nez1l80 a mensi ne340

- v pripack sférického trojuhelniku neplati vztah jako u ptaetrického trojuhelniku, a to
a+ [ +y=n Muzeme tedy zadat fitnezavislé uhly. Rozdil mezi s&tem vSech Uil
sférického trojuhelniku a rovinného trojuhelnika s@azyva exces ¢&.

e=(a+p+y)-180.

Urcenost sférického trojuhelniku

Definice 3.2.

Budemetikat, Zze sféricky trojuhelnik je jednozmg urcen danymi prvky (nap stranami
a, b a ahlemy), jestlize:

a) existuje sféricky trojuhelnik ABC, ktery méigilusné prvkydchto velikosti (tedy nap
ma stranya, b a Uhely zadanych velikosti);

b) kazdé dva sféricke trojuhelniky AB@B,C,, které maji prvky zadanych velikosti, jsou

shodné ( fitom zaleZi na p@di vrchot).
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Véta 3.1.
Sféricky trojuhelnik je jednoziiae urcen (pomoci zakladnich priktj. stran a uhi):

a) dema stranami a Uhlem jimi si®nym, jestlize jsou strany a uhly duté, neboli kdyz

O0<a<2R O<a<?2R,
vyhovuji podminkam (3.1)0< 8< 2R, O0<b<2R;
0<y<?2R, 0<c<2R

b) stranou a dtma gilehlymi thly, pokud je ogt splrena podminka (3.1);
c) ftremi stranami, plati-i  (3.1) a nerovnostia<b+c,b<a+b, c<a+hb,
O<a+b+c<4R
d) tremi Uhly, pro které platitpdpoklady (3.1) a nerovnosti
2R<a+ [ +y<6R,
-2R<a+pB-y<2R.
e) stranama, b a Ghlemz (a#b,a+b # 2R), které spiuji podminky (3.1) a podminku
R-al<|R-b)|
f) dhly a, a stranou z{a tp.a+[L# 2R), které sphuji podminky (3.1) aiedpoklad
IR-a|<|R-A.

3.7 Polarni sféricky trojuhelnik

Ke kazdému sférickému trojuhelniku existug@hran tzv. Polarni sféricky trojahelnik,
ktery Ize zavést nasledujicimigmbem:
Definice 3.3.
M¢éme dan trojhran OABC sifslusnym sférickym trojuhelnikem ABC. K vekton

a,b,c, které spolu s bodem O dauji trojhran OABC, sestrojime jednotkové vektory
a,.b,,¢, tak, ze

o obxe | _c
7 oxd" "% e

Potom body O a jednotkové vektoey,,b,,C, urtuji k trojhranu OABC polarni trojhran
OA,B,C, jehoz hrany jsou OA, OB,, OC,, kde
A, =0+a,, B, =0+b,, C, =0 +¢,.
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Timto zpmsobem je také ke sférickému trojuhelniku ABC nau®fén polarni sféricky
trojuhelnik A,B,C,, .

3.8 Rilehly sféricky trojuhelnik ( resp.ipehly trojhran)

Definice 3.4.
Necit OABC je trojhran s fslusnym sférickym trojuhelnikem ABC. Jestlize

k polopgimce OA sestrojime poldimku op&nou a ozn&ime ji OA (A1 DKP), potom
prilehlym trojhranem ke gh¢ COB nazveme trojhra®ABC. Prilehly trojhran definuje
prilehly sféricky trojuhelnikA,B,C,, pro ktery Zzejm¢ platiB=B,,C=C,, a=a,.

Obrazek 3. 5 Rilehly sféricky trojuhelnik

Prilehly sféricky trojuhelnik je tedy takovy sférickyojuhelnik, ktery dopiuje zadany
sféricky trojuhelnik na dvojuhelnik s ahlem, ktessy rovna uhlu protilehlému ke spéate

strare.

V¢éta 3.2.
Jsou-lia, B, y uhly aa, b, c strany daného sférického trojuhelnilay,b,,c,,a,,8,, ¥,

strany a uhly sférického trojuhelnikiilphlého ke strat daného sférického trojuhelniku,
potom

a=a b+b=2R c +c=2R,

a,=a, B+B=2R, y,+y=2R

Dukaz:
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Rovnosta, =aplyne z definice 3.4.a, =a je disledek toho, Ze se jedna o Uhel téhoz
klinu, ktery je vytvéen d¥ma trojhrany OABC,0ABC. Z toho plyne, Ze také uhlg, 5,
a y,y, se vzajemé dophuji na dhel pimy a c, +c(téz b, +b) jsou velikosti stran

dvojuhelniku, které jsou vzdy rovny 2R. Timtaigpbem je ¥ta dokazana.

22



4. Zakladni véty sférické trigonometrie

4.1 Sinova vta

sina _sing _siny
sina sinb sinc’

Obrazek 4. 1 Odvozeni sinovédty

Odvozeni sinovédty: Ozna&mea,b,c jednotkoveé vektory na hranach trojhranu OABC tak,
Zzea =A-0O, b =B-0O, ¢ =C-Qcoz mizeme vidt na obrazku.

Uhly i strany Ize vyjatit jako odchylky jistych vektar. Plati nasledujici vztahy:

cosa = bc,

be _
o _lbxd _
(41) Slna—m—“‘)xd,
cosh=ca, sinb=|cxa,
cosc=ab, sinc=|axh.
Dochazi zde k cyklické zamé prvka.
Uhly sférického trojuhelniku ABC frteme opt vyjadit za pomoci vektar a, b, ¢, a to
tedy jako odchylky jistych vektorovych stiot. Mazeme vyjadit:
a jako odchylku vektar axb, axc,

S jako odchylku vektar bxc, bxa,
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y jako odchylku vektar cxa, cxbh.

cosq = M analogickycosg cosy,
axtfaxc
. (axb)x(axc) S
sing = analogickysin,siny .

[axblaxd
Z druhych vzoré a z grechézejicich vztahplynou nasledujici rovnosti:
|(axb)x(axc) = sina sinc.sinb,
|(lbxc)x(bxa) =sinBsinasinc,
(cxa)x (cxb) =siny sinbsina,
Na levych stranach vzoidostaneme postuprfabdal, |[bcalo, [cabld, jelikoz nag.
(axb)x(axc) = [abda-[abalc = [abda - a(bx a).c = [abda.
Levé strany vzoritjsou stejné, a proto plati i rovnost pravych stidn
sina sinc.sinb = sin S.sina.sinc =siny sinb.sina.

Po Upra¥ dostaneme pozadovany vztah, ktery se nazyva lséévita sinova.

Obrazek 4. 2 Sinova ¥ta

4.2 Kosinova vta

4.2.1 Kosinova &ta pro uhly
COSa = —CO0sp cosy +sinf.siny cosa

cyklickou zanménou: cosf = —cosy cosa +siny .sina cosb
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COSy = —C0osa €osf +sina .sin [ cosc.

4.2.2 Kosinova #ta pro strany

cosb = cosa Cosc +sina.sinc cosf

cyklickou zanm¢nou: cosa = cosb cosc + sinb.sinc cosa

COSC = cosa cosb +sina.sinb cosy .

(axc)(axc)

[axHaxg

Dikaz: cosa = analogicky cosf cosy Z téchto vzoré miazeme odvodit

tento vztah:
(axb)(axc)=]axblaxc|cosa.

Upravime levou stranu, tedy

a’(bc) - (ba)(ac) =[axblaxdcosa.
Nyni musime dosadit z (4.1.) vhodné vyrazy a d@stenvzorec

cosa = cosb cosc + sinb.sinc cosa.
Protoze tento vzorec plati pro libovolny sférickgjiihelnik, jedna se tedy i o polarni
sféricky trojuhelnik se strananai,,b,,c, a Uhlya,, B,,y, které jsou s prvky vychoziho

sférického trojuhelniku vazané nasledujigiow.

Véta 4.1.

Jestlize a, b, ¢, a,B,y jsou uhly a strany sférického trojuhelniku ABC a
as,b5,C5,00,85,Vo jSOuU strany a uhly jemu odpovidajiciho polarnis@rického
trojuhelniku, potom plati
8, +a=by+f=Co +y=2R,
ata,=b+p[,=c+y, =2R
Potom
cosa, = cosh, £0sc, +Ssinb, sinc, sina,.
Po aplikaci ¥ty dostaneme vztah:
co2R-a)=coq2R- B)cod2R- ) +....,
tedy

COSa = —Co0sf cosy +sin.siny cosa.
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Obrazek 4. 3 Kosinoviéta

4.3 Sinuskosinovédty pro stranu aiilehly uhel

Tyto Wty urcuji vztah mezi pti zakladnimi prvky (mezi stranami a ahly) sféribkeé
trojuhelniku. Tedy vztahy mezigmi stranami a dima Ghly nebo meziiémi Ghly a

dvéma stranami.

Pti jejich odvozovani se vychazi z kosinovyait:v
cosa = cosh cosc + sinb.sinc cosa

cosb = cosa Ccosc +sina.sinc cosgs.

Pokud dosadime do druhého vzorce zascé®dnotucosb cosc + sinb.sinc cosa

po Upravach dostaneme
cosb = cos’ ¢ [@osb + cosc [$inb [$inc [tosa + sinc [$ina [tosp.
Pokud uzijeme rovnostios’ ¢ =1-sin®ca celou rovnici vydlime sin ¢ 6inc# Oprotoze
cd (O,ZR)), pak po Upra¥ dostaneme:
sina cosf = sinc cosb — cosc.sinb cosa .

Pokud bychom dosadili naopak, tedy do prvniho veaa& cos b pravou stranu z druhého
vzorce, dosli bychom ke vztahu:

sinb cosa = cosa.sinb —sina cosc cosa.
K témto vzor@m lze cyklickou zarnou prvki vytvorit dvé skupiny vzor@, kterym

fikame sinuskosinovéty pro ti strany a dva uhly;
sina cosf = sinc cosb — cosc.sinb cosa,
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sinb cosy = sina cosc — cosa.sinc cosp,

sinc cosa = sinb cosa — cosb.sina cosy,

sina cosy = sinb cosc — cosb.sinc cosa,
sinb cosa = sinc cosa — cosc.sina cosp,
sinc cosf = sina cosb — cosa.sinb cosy.

Druh&ast vzord uvadi vypd@et sowinu sinu strany a kosinu uhldilehlého ve smyslu
znaeni vrchoti, ale prvniti vzorce berou v Gvahu uhlyifehlé ke straé ve smyslu

opa&ném.

Pokud uzijeme kosinovycktvpro uhly za vychozi vzorce, pak dostanemétdujice
sinuskosinovych &t pro ti uhly a dw strany. Jsou to vzorce:
sina cosb =siny cosp +cosy .sin 5 cosa,
sin 8 cosc =sina cosy +cosa siny cosb,

siny cosa =sin 8 cosa + cosf.sina COSC,

sina cosc =sin S cosy +cospS .siny cosa,
sinf cosa =siny cosa + cosy .sina cosb,
siny cosb = sina cosp + cosa .sin S COSsC.

Tyto vzorce udavaji vyget sowinu sinu Uhlu a kosinu strany ve smysluegba vzad.

4.4 Neperovo pravidlo

Toto pravidlo se ri¥e pouzivat pouze ve sférickém pravouhlém trojlikelrkde strana

leZi naproti pravému Ghlu.
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R-a R-b

Obrazek 4. 4 Neperovo pravidlo

Kosinus kteréhokoli prvku se rovna:
- souinu kotangent prvi prilehlych (nap. a, 8 jsou prvky gilehlé ke stra# c):
cosc = cotga .cotgps;
- sowinu sini prvka protilehlych (nap. stranya, b jsou prvky gilehlé ke straé c):

cosc =sin(R-a).sin(R-b) = cosc = cosa cosb.

Neperovy vzorce:

Pro vypaet poloviniho soudtu ¢i rozdilu stran:

cos? P
atb _ 2 c
tan Ty .tanE,
2 cos” 7
2
sin? =8
a-b _ 2 c
tan N TY .tanE
2 sin
2
Pro vypaet polovitniho soudtu ¢i rozdilu ahfi:
cos? P
@nd B - 2 ol
2 a+b 2
cos——
2
sin=—
tanaz'g = 25D .cotg}—z/.
sin?
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Urceni areSeni sférického trojuhelniku danymi vzoreci:

nich

Dané prvky \éta Mozny postupesSeni P&etieSeni
Strany a,b,c SSS kosinové&ta pro 1
strany; kosinovadta
pro strany nebo
sinuskosinova &ta
Dve¢ strany a SUS kosinova &ta pro 1
ahel jimi strany; kosinovadta
seweny pro strany nebo
sinuskosinova &ta
Strana a uhly uUSu kosinova ¥ta pro 1
k ni pilehlé ahly; kosinova ¥ta
pro uhly nebo
sinuskosinova &ta
a,B,y Uuu kosinova vta pro 1
Uhly; kosinova ¥ta
pro uhly nebo
sinuskosinova &a
Dve¢ strany a SsuU sinusovada; 0,1 nebo 2
Uhel proti jedné Neperovy vzorce
Z nich
Dva uhly strany UusS sinusovaata; 0,1 nebo 2
proti jednomu z Neperovy vzorce
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5. Vztahy mezi stranami a Ghly sférického trojuheliku

Zakladni nerovnosti omezujici velikosti stranihli sférického trojahelniku plynou
z nasledujici definice.
Definice 5.1.
Neclt v E; je dana uzaena jednotkova koule K sestiem v bod O a na niit body A,
B,C tak, aby jednotkové vektory
a=A-O, b= B-O ac = C-O tvdily trojici linearn¢ nezavislych vektdr v E,, neba
sféricky trojuhelnik, ktery je takto definovany sazyva vypukly, tj. cely lezi na jedné
polokouli vzhledem ke kterékoliv hlavni kruZnicicené libovolnou jeho stranou. Jeho

obsah je mensi nez poldwi povrch koule K a plati tedy nerovnosti:

0<a<2R, O<a<?2R,
(5.1) 0<fB<2R, 0<b<?2R,
0<y<2R, O0<c<2R

Véta 5.1.
Nech’ ABC je sféricky trojuhelnik se stranamib, c a Ghlya, 3, y, potom plati:

a) Proti WtSi strag leZi wtSi uhel a naopak. Proti shodnym strandm lezi shadhty.
Tedy plati, ze
b-a>0 prav tehdy, kdyz S—-a > 0,
b-a=0 prav tehdy, kdyz f—-a = 0,
b-a<0 praw tehdy, kdyz S-a < 0.

Obdobné nerovnosti Ize ziskat pro ostatni prvkylick&u zangnou.

Dukaz:

Ze vzor@ cosa=cosbcosc+sinb.sinccosa a cosb=cosc cosa+sinc.sinacosf
sestrojime vztah:
cosa — cosh = cosc(cosb — cosa) + sinc(sinb cosa — sina cosp3).

sinag _sing _siny
sina sinb  sinc

Ozna&ime-li podily pismenemk, a nahradime sim, sin b

el s sina _ sin sin
prislusnymi ekvivalenty Z— = B _siny

_ _ — , tak po Upra¥ dostaneme tvar
sina sinb  sinc
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(cosa - cosb)(1+ cosc) = ksincsin(8 - a),
ve kterém vzhledem ke vztahu (5.1.) pllaticosc > 0 a vSechny Uhly jsou duté.
Pak nap. a> b, jecosa <cosb, tedy cosa-cosb< Opotom nutd musi plati dle
(cosa - cosb)(1+ cosc) = ksincsin(8 - a) platit sinla — 8)<0, tj. a > 3.

VSechna ostatni tvrzeni |ze dokazat obdobn

b) Kazda strana je menSi nez &etzbyvajicich dvou, tedy
a<b+c, b<a+b |, c<athb

Dikaz:
Jedna se oukaz pocastech a pouze pro prvni nerovnost. Jé+ic = 2R potom je

platnost #ejma, protoZe dle vztahu (5.1.) musi byt zbyvaidnaa < 2R.

Je-li0<b+c<2R,pouzijeme k dkazu kosinové &ty pro stranua, tedy
cosa = cosb cosc +sinb.sinc cosa.
ProtoZzecosa > — lpotom
cosa > cosb cosc - sinb.sinc = cogb + c).

Pak z této nerovnostijgdpokladame-l0<b+c < 2R, plynea<b+c.

c) Kazda strana jedSi nez rozdil zbyvajicich dvou, tedy:

a>|b-d, b>la-d, c>la-b

Dukaz:

Tento vztah plyne z bodu b), nebmag. z nerovnostib<a+b ¢<a+b plynou

nerovnostia >b-c a>c-b, tedy potom dostaneme> b - .

d) Sowet stran leZi v intervalu (0, 4Rjji
O<a+b+c<4R
Dukaz:
Vytvotime-li ke sférickému trojahelniku ABGifehly trojuhelnik A BC ke strag a.
Podlea<b+c,b<a+b, c<a+b jiz vime, Zea<b, +c,. Dale mizeme pokréovat

a<2R-b+2R-c,
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tedy

O<a+b+c<4R

e) Pro uhly plati také nerovnosti (plus obdobné cydiaerovnosti):
2R<a+[+y<6R,
-2R<a+p-y<2R.

Dikaz:
Pro polarni sféricky trojuhelnik A,B,C,, ktery je vytvden kABC plati
ag +by +c, <4R
UzZijeme-li wtu: Jestlizea,b,c,a,B,y jsou uUhly a strany sférického trojuhelniku ABC a
as,by,Co,00,85,Vojs0u strany a dhly jemu odpovidajiciho polarnihf@riského
trojuhelniku, potom plati:

8, ta=b,+fB=co+ty=2R

ata,=b+p,=c+)y, =2R
Dostaneme

2R-a+2R-B+2R-y<4R,
z toho plynea + 5+ y > 2R .Platnost druhé nerovnosti VeBR<a + [+ )y <6R plyne
piimo z (5.1.).

Nakonec astava dkaz nerovnosti
-2R<a+p[B-y<2R.

Pro owfeni této nerovnosti uzijeme polarni sféricky tralimik A,B,C,, pro ktery podle
a<b+c, b<a+b, c<a+hb.platic,<a,+b,, ¢ili 2R-y<2R-a+2R- [ tedy
a+[-y<2R apodle (5.1).

Plati téZ druh& nerovnost

-2R<a+pf-y<2R.
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6. Srovnani rovinné a sférické trigopnometrie

Trigonometrie se @i na rovinnou a sférickou. Jsou v nich aplikacealasti o
goniometrickych funkcich a jejich vlastnostech hahy o trojuhelnicich v rovia( rovinna
trigonometrie) nebo na kulové ploSe (sféricka tnigmetrie). Sféricka trigonometrie
nachazi Siroké uplatni predevsim v geografii a astronomii.

Trigonometrie v niz sd&eSi trojuhelnik rovinny jako takovy, nebo obsaZeny
rovinnych¢i prostorovych Utvarech, je rovinna trigopnometrie.

Resenim sférického trojhranu nebo sférického trdjiike se zabyva trigonometrie
sféricka. Misto stran rovinného trojuhelniku v @istupuji strany (jejich thly) sférického
trojuhelniku nebo hrany ( ahly hran) sférickéhghranu.

V nizSi geodézii, nebo-li praktické geometse pditaji vzdalenosti a uhly podlest
rovinné trigonometrie (nelfazakiiveni zemského povrchu je vzhledem k potounZent
zanedbatelné).

Ve vysSi geodézii a sférické astronomii gegasti je i matematicky zetpis) se pracuje
s trojuhelnikem sférickym.

Stejr jako v rovinné trigonometrii, tak i v trigonometsférické definujeme shodnost
geometrickych Gtvdr (predevSim shodnost sférickych trojuheljik Pro sférické
trojuhelniky obdob# jako pro rovinné platidty o shodnosti.

Nyni se zar&'im na porovnani sdéth vnittnich thti v trojuhelniku. Jak je znamo rovinné
trojuhelniky maji sotet vnitnich ahfi 180°. Na rozdil od sda@tu vnitnich Ghti ve
sférickém trojuhelniku, ktery oproti tomu nabyuvaovolné hodnoty mezi 180° a 540°. Plati
tedy vztahl8(®* < a + S + y <54C°. Pro velmi maly sféricky trojuhelnik je s&et vnitnich
ahla jen o malo ¥tSi nez 180°. U velmi velkého sférického trojuhlkelniktery zabira tégs
polovinu povrchu koule je sdat vnitnich uhhi témef 540°. Sodet vnitnich Ghti ve
sférickém trojuhelniku neni nikdy roven 180°. JewétSi o sféricky exces, coz je smt
vech vnitnich ahii sférického trojahelniku a Ghluimého.Cesky muiikdme nadbytek.
Nadbytek je vzdy kladny, zidanme ho¢ a plati:

a+P+y=180+e=¢£=(a+p+y)-180C.

Strany sférického trojuhelniku ABC jsou odiélyy polopriimek OA, OB, OC:

a=[(0B,0C),b=0(0A0OC),c = J(OAOB). Souet vSech stran je mensi nez 360° tedy

a+b+c <360 . Strany sférického trojuhelniku jsou u¥ag ve stupnich.
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7. Ukazky uloh a jejichieSeni ve sférické trigonometrii

V této kapitole ukazeme, jak geSi obecny sféricky trojuhelnikiipriznych zadanich

pomoci Uhl a stran.
7.1Redeni obecnych sférickych trojaheliik

7.1.1 Prvniifpad
Sféricky trojuhelnik zadany jednou stranou &rda Filehlymi thly (co.,B). Hledamea, b,

Y-

C

Obréazek 7. 1 Uloha USU

Podminky O<a <2R, 0<f<2R, 0<y<2R

Pro vyp@et pouZijeme tyto vzorce:

COSy = —Cc0sa cosp +sina sin 5 cosc,

. sina .
sina=——.sinc,
siny

. sin .
sinb :_—'B sinc.
siny

Priklad:
Mame zadany uhlyr = 57°16°01"" B =75°18"30"" a stranti= 35°20°19"". Vypditejte
Uhely a stranya, b.

Pro vypa@et Uhlu y pouZijeme tento vzorec:

Y : cosy = —cosa cosf +sina .sin 5 cos c.

34



Dosazenim do vzorce ziskame:
cosy =—cos 57°16°01".cos 75°18° 30+ sin 57°16°01 'sin 75°18°30".cos 35°20°197
y =58°13"18"".

Pro vyp@et stranya pouzijeme vzorec:
. sina .
sina=—— .sinc,
siny
dosadime:

_sin57°16°01”
sin58°13'18""
a=34°54"53".

sina sin35°20°197,

Pro vypaet stranyb pouzijeme tento vzorec:

. sin .
sinb =—’8 sinc,

siny
po dosazeni dostaneme:
_sin75°18°30”
~ sin58°1318"
b=41°09"35".

Sin35°207197,

7.1.2 Druhy pipad

Sfeéricky trojuhelnik zadany dwma stranami a thlem jimi seanym @, b, y). Hledamec,

a, B.

b

Obréazek 7. 2 Uloha SUS

Podminky:0<a<2R, 0<b<2R,0<y<2R
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Pro vyp@et pouZijeme tyto vzorce:
COSC = cosa cosb +sina.sinb cosy,

. sina .
sing =—— siny,
sinc

. sinb .
sinf =—— ssiny.
sinc

Priklad:
Jsou zadany strargy= 39°20°14"b = 112°16°30"" a uhgl= 54°39°49"". Vypéoitejte

stranuc a uhlya 5.

Pro vyp@et stanyc pouzijeme tento vzorec:

C: COSC = cosa cosb +sina.sinb cosy,
dosadime do vzorce:

C: coSC =c0S39°2014".cosl122 1630 +sin39°2014 " .sin112° 1630 ".cosb4° 3949
c=872129”

Pro vypa@et Uhlua pouZijeme vzorec:

. sina .
sing =—— siny,
sinc

dosadime do vzorce:

_sin39°2014”
sin87°2129”

a =31°1030".

sing Sin54°3949",

Pro vyp@et Uhlug pouZijeme vzorec:

. sinb .
sinf =—— siny,
sinc

dosadime do vzorce:

_sinl121630°
sin87°2129”

[ =49°0511".

sing Sin54°39497,
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7.1.3 Tieti gripad
Sfeéricky trojuhelnik zadanyemi stranamid, b, ). Hledéme(a,ﬂ, y).

C

Obréazek 7. 3 Uloha SSS

Podminky:

Pro jednoznénouiesitelnou musi platit :
a)0<a<2R, 0<b<2R,0<c<2R,

b) 0<a+b+c<4R,

c) b—a <c<b+a (adal3i cyklické nerovnosti).

Pro vyp@et pouZijeme tyto vzorce:
_ cosa-—cosb cosc

cosa . :
sinb.sinc
cosb —cosa cosc
cosf = ——
sina.sinc
COSC — cosa cosb
cosy = . ' .
sina.sinb

Priklad:
Jsou zadany strarsay= 5315",b = 81°11",c = 115°29". Ukete Uhlya £ y .

Pro vypa@et Uhlu a pouZijeme tento vzorec:
cosa — cosb cosc
sinb.sinc

Cosa =

dosadime:

_ c0sH53°15-c0s81°11.cosl15°29
sin81°171.sin115°29

a’'=41°522".

cosa
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Pro vypaet uhlug pouZzijeme tento vzorec:
COsb — Ccosa COsC

cosp = . .
sina.sinc

dosadime:

_ €0s81°1T-c0s53°15.c0s115°29
sin53°15 .sin115°2¢ '

[ =55°2407".

cospf

Pro vypa@et Uhluy pouZijeme tento vzorec:

COSC — cosa cosb
sina.sinb

cosy =

dosadime:

_ cosl15°29-c0s53°15.c0s81°11
sin53°15 .sin81°11

y =131°1424".

cosy

7.1.4 Ctvrty pripad
Sféricky trojuhelnik zadanyemi uhly ¢ 5 y).Hledames, b, c.

C

Obréazek 7. 4 Uloha UUU

Podminky:
Pro jednoznénouiesitelnou musi platit :
a)0<a<2R,0<f<2R 0<y<?2R,

b) 2R<a+ [+ )y <6R,
c) —2R<a+ -y <2R (adalsi cyklické nerovnosti).
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Pro vyp@et pouZijeme tyto vzorce:

cosa + Cosp cos
COsa = ﬂ Y

sing.siny
COS[3 +cosa cos
cosb = '6_ : Y
sina siny
CoSsy + COsa £0S
COSC = y. _ '8.
sina sinf

Priklad:
Mame zadany Ohlyr = 49°5812°, f=1291649" a y =53° 4642°, hledame strang, b

ac.

Stranua vyieSime dosazenim do vzorce:

cosa + cosf cosy
sing.siny

CO0sa =

dosadime :

_ c0s49°5812 "+ cosl29° 1649 .cosb3°4642°
Sin12¢€°1649°.sin53°4642°

a=64°28"33".

cosa

Stranub vyieSime dosazenim do vzorce:

cosp +cosa cosy
sina siny

cosh =

dosadime:

_ cosl29 1649 +cos49°5812.c0s53°4642°
Sin49°58127° sin53°4€642°

b=114°10"57"".

cosb

Stranuc vyreSime dosazenim do vzorce:

_ cosy +cosa cosp
sina sinf

COSsC

dosadime:

_ c0s53°4642 +co0s49°5812 " .cosl29 1649
sin49°58127.sin12¢€°1649”

Cc=71°56"41"".

COosC
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7.1.5 Paty gipad

Sféricky trojuhelnik zadany stranou, uhlerfilghlym a Ghlem protilehlym(a,5,a).

Hledameb ¢ y .

Obréazek 7. 5 Uloha UuS

Podminky:
a)0<a<2R,0<f<2R 0<a<?2R,

b) |R-a|<|R-}

Pro vyp@et pouzijeme tyto vzorce:

. sin .
sinb :—ﬂ.sma,

sina

E: 2 [ﬂga+b
2 0’;,3 2

COSy = —Cc0sa cosf +sina sin [ cosc.

t9

Priklad:
Je zadana strarsa= 112°32°12"" a Uhlya =73°3512 "3 =60°44 , vypcitejte stranyb,

c a Uhely.

Pro vypa@et stranyb pouzijeme vzorec:

) sin .
sinb :—'B.sma,

sina

dosadime:
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sinp=_SN6044 1123717,
sin73°3517

b=57°08"12"".

Pro vypaet stranyc pouzijeme vzorec (Neperova analogie):

tg< = 2 [jg3*h
gz_ 0'—,3 g 2 y
COST

dosadime:
oo 35127+60°44
¢ C_ > 2 i 1122 32A12°+57°0812°
927 733 604L 2 |
C 2
tedy:
tg S = 0007096 4 gz,
2 C0s6°253€
c=153°56"58"".

Pro vypa@et Uhluy : pouZijeme vzorec:
COSy = —Cc0sa cosp +sina sin 5 cosc,
dosadime:
cosy = —co0s73°3512".cos60°44+sin73° 3512 .sin60°44 .cosl53° 5658,

y =1525157".
7.1.6 Sestyifipad

Sféricky trojuhelnik zadany dwma stranami a Uhlem proti jedné z nihb,a . Hledame

c,5,y.
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Obréazek 7. 6 Uloha SsU

Podminky:
a)0<a<2R 0<b<2R,0<a<2R,
b) |R-a <|R-b].
Pro vyp@et pouzijeme tyto vzorce:
sing :s!_nb sina,
sina
C _ 2 a+b
tg_ - a _IB |:'ﬂg 2 y
2 cosT

COSy = —C0sa cosf +sina sin 3 COsC.

Priklad:

Jsou zadan strarey= 57°13'41""b = 74°16"34"" a Uhefr = 40°1518"

auhly g ay.

Uhel a vypositame dosazenim do vzorce:

, sinb .
sinf =—— sina,
sina

dosadime:
_ sin74°1634°
sin57°1341°
L =47°4238".

sing Sin40° 1518”7,
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Pro strana c pouzijeme vzorec (Neperova analogie) :

a+p
COS————
E: 2 [ﬂga+b
2 o 0’;,3 2

tg

dosadime:

40°1518"+ 47°4238°

cos 5 1 57 1341 +74°1634°
40°1518 — 4774238 9 > :
COS

2

c
taq—
gZ

tedy :
C _ cos43°5858°
<= Mg65° 4575,
92 cod-3°4340") J

c=116°01"03"".

Pro vypa@et uhlu y pouZzijeme vzorec:
COSy = —Cc0sa c0osp +sina sin 5 cosc,
dosadime:
cosy = —c0s40°1518".cos47° 4238 +sin40° 1518 ".sin47°4238".cosl16° 0103,
y=136°1911".

7.2 Redeni pravouhlého sférického trojahelniku

Jestlize &ktery zuhh a,B,y je pravy, pak houdme o pravouhlém sférickém
trojuhelniku. Budeme v této teorii pravouhlych gféych trojuhelnik za pravy uhel
povazovat Uhely. ProgjSi stranac je preponou a stranwy, b odwsnami pravouhlého
sférického trojuhelniku s protilehlymi Uhly G, .

Pravouhly sféricky trojuhelnik je specidftipad obecného sférického trojuahelniku,
proto jsou odvozeny vzorce ze vzir&teré jsou uvedeny pro obecny sféricky trojutelni
Upravena sinovadia :

sina _ sinb _ sinc
sina sing siny

=sinc.

Upravena kosinovasta :
COSCc = cosalcosh,

ktera je take sférickouetou Pythagorovou. Obdobmplati i cosa =sin [ cosa.
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7.2.1 Prvni gipad
R-uhly sféricky trojuhelnik, ktery je dany é&wa odw¥snami. Jsou dang, b hledame

c,a,[.

B

Obrazek 7. 7 Uloha zadana déma odvésnami

Podminky:
Protoze y = R, bude existovat prévjeden R-uhly sféricky trojuhelnik s otinamia, b
jestlize a)0<a< 2R,

b) 0<b<2R

Pro vyp@et pouzijeme tyto vzorce:
COSC = c0Sa cosb,

cotga = cotg a.sinb,

cotgp =cotg bsina.

Priklad:
Mame zadanoa = 28°08°19"" a stranh = 67°43°02"". Wtete jeho zbyvajici zakladni
prvky.
Pro vypa@et stranyc pouZijeme vzorec:
C: COSC = cosa cosb,
dosadime:

COSc = c0s28° 0819 .cos67°4302 7,
c=70°27'58".
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Pro vypa@et Uhlu a pouZijeme vzorec:
a :cotg a =cotg asinb,

dosadime
cotga = cotg28°0819 " .sin67°4302",

a =89°17°46"".
Pro vypa@et Uhlu S pouZzijeme vzorec:
[ cotgp =cotg bsina,
dosadime:

cotgfB =cotg67°4302 " .sin28°0819 ",
[ =88°38"15"".

7.2.2 Druhy pipad
Je zadan R-uhly sféricky trojuhelnik jednou &hou a peponou. Dana odgnaa a

pieponac. Danya, ¢ hleddmeb g £ .

B

Obréazek 7. 8 Uloha zadana odésnou a greponou

Podminky:
a) 0<a<?2R,
b) 0<c< 2R,

c) cO(a,2R-a), coz znamena, kdy? Ghele ,,blize“ pravému Ghlu net
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Pro vyp@et pouZijeme tyto vzorce:

COSC
cosh =
cosa
sina
sing =——,
sinc
tg a
cosf =——
tg C

Priklad:
Jsou dany prvky sférického trojuhelnika:= 51°15"05"¢c=111°20"10""
prvky.
Pro vypa@et stranyb pouzijeme vzorec:
cosb = COSC,
cosa

dosadime:
$= cosl11°2010

c0<51°1505"
b=125°32"31"".
Pro Uhela pouZijeme tento vzorec:
. sina
a: sing =——,
sinc
dosadime:
. sin51°1505"
sSiNg =————-,
sin111°2C010
a =56°5116".
Pro uhelB pouZijeme tento vzorec
tg a
B cosf=——,
tg c
dosadime:
_tg 54°1505°

tg 111°2010"°
B =1225144".
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7.2.3 Tieti gipad
R- uhly sféricky trojuhelnik zadany o&snou a plehlym Uhlem. Dana strarea Uhel S,

hledameb,c,a.

B
Obréazek 7. 9 Uloha zadana odésnou a pFilehlym Ghlem
Podminky:
a) 0<a<?2R,
b) 0< B <2R.

Pro vyp@et pouzijeme tyto vzorce:

tg b =sinalig g,
g c= tg a ’
cospf

cosa = cosa.sing.

Priklad:
Budiza = 44°25", 5 =49°50". Najdte jeho zbyvajici strany a Uhel.
Pro vypaet stanyb pouzijeme tento vzorec:
b: tg b=sinatg S,
dosadime:
tg b = sin44°25ffy 49°50,
b=39°39'51"".

Pro vypa@et stanyc pouZijeme tento vzorec:
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tg a
cosf’

c:tgc=

dosadime:
o= tg 44°25
cos49°5C "
c=56°38"38"".

Pro vypa@et Uhlua pouZzijeme vzorec:
Q. cosa =cosasing,
dosadime:
cosa = cos44° 25 sin49°50,
a =56°5508".

7.2.4 Ctvrty pripad
R-uhly sféricky trojuhelnik, ktery je zadany @adwou a protilehlym thlem. Mame zadano
a,a, hledameb,c, .

B

Obrazek 7. 10 Uloha zadana odisnou a protilehlym Ghlem

Podminky:
a) 0<a<?2R,
b) 0<a <2R.

Pro vyp@et pouZijeme tyto vzorce:
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Priklad:
Mame dana = 140°32°10"" ,a =120°5720°. Najdkte jeho zbyvajici strany a uhel.

Pro vypa@et stranyb pouzijeme vzorec:

b: sinb = tg_a,
tg a
dosadime:
sinb = tg 140 3210, ’
tg 120065720
b=29°35"28"".
Pro vypa@et stranyc pouZzijeme vzorec:
. sina
c:sinc=——,
sina
dosadime:
. sin140° 32107
sinc=————,
sin12(°572C"
c= 47°49°48"".
Pro vypa@et Uhlu 8 pouZijeme vzorec:
L:sing = cosa ,
cosa
dosadime:
. cosl2(° 57207
sing = -,
c0s14(°321C
B =41°4646".

7.2.5 Paty gipad
R- uhly sféricky trojuhelnik danyipponou a jednimipehlym ahlem. Jsou danyg,a,

hledamea,b, 5.
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B

Obréazek 7. 11 Uloha zadana¥eponou a fFilehlym Ghlem

Podminky:

a) 0<c<2R,

b) 0<a <2R
C)a#R, c£#R

Pro vyp@et pouZijeme tyto vzorce:
sina =sincsina,
tg b=tg ccosa,
cotg [ =cosctg a.
Priklad:
Nech’ ¢ = 67°10°38"" ar =61°2815 “"Najdte jeho zbyvajici zakladni prvky.
Pro stranwa pouzijeme tento vzorec:
a: sina=sincsina,
dosadime:
sina =sin67°1038".sin61° 2815,
a=54°04"31".

Pro vypa@et stranyb pouzijeme vzorec:
b: tg b=tg c cosa,
dosadime:
tg b=tg 67°1038".cos61°2815",
b =48°36"58"".
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Pro vyp@et Uhlu S pouZzijeme tento vzorec:
[ cotg S =cosctg a,
dosadime:

cotg B =cos67°1038°fy 61°2815",
[ =35°30"31"".

7.2.6 Sesty pipad
R- uhly sféricky trojuhelnik zadany uhlyilehlymi k pieporeé. Zadanoa, S , hledame, b,

C.

Obrazek 7. 12 Uloha zadana uhly filehlymi k peporg

Podminky:
a)0<a<2R,

b) 0< < 2R,

c) R<a+[<3R
d|a-B8<R

Pro vyp@et pouZijeme tyto vzorce:c

cosa
cosa=——:,
sing
cos,
cosh = — p
sina
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cosC = cotga .cotgp.

Priklad:
Jsou dany uhlyr =51°0850 S =60°4120". Urcete jejich zbyvajici zakladni prvky.
Pro vypa@et stranya pouZzijeme vzorec:

cosa

sing’

a. Cosa =

dosadime:

_ €0s51°0850°
sin60°412C""’

a=43°59"34".

Pro vypa@et stranyb pouzijeme vzorec:

cosp

b: cosh=—,
sing

dosadime:

_ cos60° 41207
sin51°0850 "’

b=51°03"03".
Pro vypa@et stranyc pouzijeme vzorec:

C. Cosc = cotga .cotgps,

dosadime:
cosc =cotg 51°0850".cotg 60°4120°",

c=63°06"42"".

7.3 Uziti sférické trigonometrie v geodezii a astrmii

7.3.1 NejkratSi vzdalenost dvou bib@demskeho povrchu
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Pokud jsou dany dva body na zemském povrchu &fgriczengpisnymi sotdadnicemi
A=(g,,1,), B=(d,,1,), mame nalézt nejkratsi vzdalenost bod, B, cili délku

ortodromy (hlavni kruZnice) mezirhito body

Priklad:
Vypocitejte nejkratdi vzdalenost Prahy(50° 05s5.14°25vd.) a New Yorku

(40° 43s8.73°54 2d.).

PouZzijeme vzorec:
COSV = C0SJ,, [€0S),, +Sind, [$ind,, [OSAA ,

dosadime:
cosv = coq90° - 50°05 ) [£og90° — 40°43) +sin(90° — 50°05 ) (3in(90° — 40°43) [og14° 25+73°54)
cosv =cog39°55)[cod49°17) +sin(39°55) [sin(49°17) [cod88°19)
v =59°01"45"
v = arc 59°01°45" . 6371,1
v = 6563,85 km.

7.3.2 Vypocet Azimutu v obou koncovych bodech obloufay, A, )
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Azimut A je Uhel, ktery svirad ortodroma v @st bo@ s mistnim polednikem, &eny
od severniho s#nu poledniku ve smyslu pohybu hodinovycltitek. Méfi se od 0° do

360°. V navigaci se nazyva kurzem plavby nebo letu.

Pt. Vypcocitejte Azimut vychodu a zédpadu pokud zname iadoice mista:
¢ =38°405sS., 6 =9°10zd.

z =90°

p = (90° - (- 9°10)) = 99°10
w+ A, =180

A =180 -w

Postup vypotu:
cosp = cosz[£0g90° — @) + sinz 3in(90° - ¢) [tosw

cos 99°10= cos90° [£og90° — 38°40) + sin90° [3in(90° — 38°40) [Eosw
cos 99°10=0+sin90° [$in51°20[¢osw

cos 99°10
COSW = — -
sin9C° [$in51°20
« =101°4622" .

Azimut zapadu:
A =180 -w
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A, =180° -101°4622"
A, =781338".

Azimut vychodu:

A, =360 -w

A, =360°-101°4622"
A, =2581338".

7.3.3 Vypocet délky stinu

Priklad:

Vypocitej délku stinu 50 metroveé zdi v 16:00 hod na énmissodadnicichg = 38°40sS.,
0=9°10zd.

St
(16:00)

v=50m
16:00 = t=60°
Uhel dopadu h = ?

Vypoc¢et pomoci vzoreku:

cosz = cosp [€0g90° — ¢) + sin p.sin(90° - ¢) [Eost,
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dosazeni:
cosz = c099°1060g90° — 38°40) + sin9%° 10 sin(90° — 38°40) [£0S60°

c0sz = c0s99°10[c0s51°20+5sin99° 10 sin51°20[cos60°
z=73°23"19",

h=90° -z =90° - 73°23"19”
h=16°36"41"".

Vzorec pro vypoet délky stinu:

v
tga =—
9974
-V
tga
d :L
1g16°3641°
d=167,6 m.

Délka stinu je tedy 167,6 m.
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Zaveér

Ve své diplomové préci jsem se zditla na vys¥étleni zakladnich pojiin sférické
trigonometrie a na jeji zakladnicty vcetre jejich vyuziti proteSeni typickych uloh.
Demonstru;ji to na ilustemich gikladech.

V teoretickétasti jsou také uvedeny zakladnity sférické trigopnometrie, které jsou
velice vyznamné a bez jejich znalosti by zadatiéary nemohly byteSeny.

Ma diplomové prace obsahuje positg$eni vSech moznych typiloh obecného
sférického trojuhelniku. Naénnavazuji piklady, v nichZz jetreSen pravouhly sféricky
trojuhelnik. Mym cilem bylo, aby danéiklady byly nazorné a snadno pochopitelné.

U kazdého typuifklada je vZzdy pro nadzornost pouzit nakres. Téast mé diplomové
prace by mohla byt vyuzita, jako efektivni picka @i vyuce. Pokud si Zaci nebudou
vedét rady steSenim utitého typu gikladi, mohou si dany postup vyhledat.

Pro nazornost praktického vyuziti sférickéganometrie jsem také uvedlaskteré
piiklady, které demonstruji vyuZiti sférické trigonetme v geodézii a astronomii.

Za velmi pinosné povazuji provedeni vyia nejkratSi vzdalenosti dvou mist na
zemskeé plo3e, kterou by mohli uplatnit i Zaci Zpisu na druném stupni ZS a bylo by to,
dle mého nazoru, pro Zaky zpesti vyuky.

Prace na tomto tématw welice zaujala a byla pro mne velntinppsna. Také pro mne

byla zajimava meztednttova vazba mezi obory matematiky a geografie.
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Resumé

Diplomova prace je zatfena na sférickou trigonometrii. V Gvodu je obsaZen
historicky vyvoj sférické trigonometrie od ¢gitku matematiky az do 20. stoleti. Dale je
zde uveden historicky vyvoj postaveni sférickédrigmetrie ve Skolské matematice a jeji
vyznam pro geografii. V teoretickéasti jsou nadefinovany zakladni pojmy sférické
trigonometrie a jejich charakteristiky, fagulova plocha, hlavni kruznice a velmniilezity
sféricky trojuhelnik. Jsou zde uvedeny i zakladeti \sférické trigonometrie a to sinova
véta, kosinova ¥ta, sinuskosinovaéta a Neperovo pravidlo. Jsou zde uvedeny vztahy
mezi stranami a uhly sférického trojuhelniku a sd rovinné a sférické trigonometrie.

V prakticke ¢asti jsou feSeny piklady na obecny sféricky trojuhelnik a dale na
pravouhly sféricky trojuhelnik. U kazdého jsou ueed vSechny typy iklada, které
mohou nastat, jsou uvedeny podminky, vzorce poiiey&h se maji ipklady reSit a vzdy
zadany piklad a jeho vypeet, aby bylo nazorné, jak postupovat feseni sférickych
trojuhelnika. V zawru jsou ireSeny piklady na vyuziti sférické trigonometrie v zé&pmse.

Kli¢ova slova
Historicky vyvoj, kulova plocha, sféricky uhel, pnoan, sféricky trojuhelnik, polarni
sféricky trojuhelnik, sinovadta, kosinova $ta, sinuskosinovadta, Neperovo pravidlo
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Abstract

The topic of my thesis is spherical trigontmpeThe introduction includes history of
spherical trigonometry since beginning of matheasatid the 20th century. Then | describe
history of spherical trigonometry in school mathépsaand its mening for geography. In
theoretical part are defined basic concepts anthctexistics of spherical trigonometry eg.
spherical surface, circle and very important idesphkerical triangle. Then | describe the
fundamental theorems as sin theorem, cosin theairtgsin theorem and Neper law. In
this part is also given the concept relations betwsides and angles of spherical triangle
and the comparison of plane and spherical trigotigme

In the practical part is solution of problewfsspherical triangle and right spherical
triangle. For each triangle are given all typepaiblems, that may occur. Also are given
the conditions and formulas which give you the wayy should solve the problems. Then
| add a problem and ist calculation, to be cleany lio proceed, when you try to find a
solution of spherical triangle problems. At the esndhe solution of problems, which are

focused on usage of spherical trigonometry in geoigy.

Key words

Historical development, spherical surface, spheragle, triangle, spherical triangle,

polar spherical triangle, sin theorem, cosin thegr&nuscosin theorem, Neper law
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