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Objeveni LLL algoritmu pro matematiky znamenalo moznost objeveni novych vét
a vzorcu za pomoci pocitace, o jejichz existenci neméli doposud zadné povédomi. Dalsi
pfinos je ve faktorizaci (rozkladu) polynomu, kde by mohl pomoci pravé LLL algoritmus.

V neposledni fad¢ je jeho vyhodnost patrna také z hlediska vypocetni slozitosti.

Hlavnim cilem prace je ¢tenafi piedstavit doposud, v Ceské republice, nedostatecné
zpracované téma LLL algoritmu. Jedna se pfedevSim o zamér, uvést toto pomérn¢ nové
téma v ¢eském prostiedi, ilustrovat piiklady vypocti a demonstrovat jeho variabilni pfinos

a vyuziti v matematické oblasti.

LLL algoritmus publikovali v roce 1982 A. K. Lenstra, H. W. Lenstra a L. Lovasz
jako algoritmus pro faktorizaci polynomi s racionalnimi koeficienty v ¢lanku Factoring
polynomials with rational coefficients, ktery spolu s Pocitacovou algebrou od Stanovského
a Linearni algebrou od Drabka tvoii hlavni zdroje, ze kterych budu v této praci ¢erpat. Pii
zpracovani prace budou rovnéZ vyuzity pocitacové programy Geogebra, ke grafickym
ilustracim, a Mathematica, kterd je urcend k vypoctu LLL algoritmu. Do prace bude
vloZeno 1 dostateéné mnoZstvi odkazli, aby si mohl c¢tenaf dohledat dalSi potiebné

informace, které neni tato prace schopna obsahnout.
Toto téma jsem si vybrala proto, Ze je pomérné nové a ne mnohokrat zpracované.

Vzhledem ktomu, ze pro LLL algoritmus je nutné znat Gram-Schmidtiv
ortogonaliza¢ni proces, osvojit si potfebné informace o miizkach a 0 hledani kratké baze
dané mfizky, je nutné v praci uvést kapitoly, které se vySe zminénymi oblastmi budou
zabyvat, a po jejichz precteni by mél mit ctenaf dobry zaklad pro pochopeni LLL

algoritmu.

Zaklad pro algoritmus tvofi zobecnéni Gram-Schmidtova ortogonaliza¢niho
procesu, ktery lze provadet v prostorech se skalarnim soucinem. Teorii téchto prostort,
ortogonalni a ortonormélni baze bych chtéla pfipomenout v ¢asti 1. kapitoly, pficemz
vyberu predevS§im zékladni véty a definice, které jsou dilezité pro porozuméni LLL
algoritmu. Pominu zde nékteré dikazy a i n€které souvislosti mezi definovanymi pojmy a
to pfedevsim proto, ze k tématu existuje dostatek kvalitni literatury (napft. Linedrna algebra
a geometria od ZlatoSe, Linedrni algebra od Bicana, atd.). Na zavér této kapitoly bych

rada uvedla, co je to Gram-Schmidtuv ortogonaliza¢ni proces, jeho postup a samoziejmeé
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ptiklady na Gram-Schmidtovu ortogonalizaci a napovédu, jakym zptisobem se da ovéfit

spravnost vysledki téchto ptikladi.

V druhé casti bych chtéla predstavit miizky, jejich zakladni vlastnosti a ukazat
hledani kratké baze dané miizky v dimenzi 2, kde je dokonce mozné najit nejkrats$i bazi.
V této praci se omezim pouze na miizky nad vektorovym prostorem R™ a to predevSim
proto, ze je tato definice jednodussi, neni tedy nutné definovat dalsi pojmy a z hlediska

aplikace tento rozdil neni natolik podstatny.

Tteti kapitola se bude tykat pravé LLL algoritmu, ktery dokaze najit
V polynomialnim c¢ase vcelku kratkou bazi dané miizky. Zde si popiSeme LLL
redukovanou bazi miizky, dale uvedeme samotny LLL algoritmus a na zavér si ukazeme,

jak tento algoritmus funguje na konkrétnich ptikladech.

Ctvrta ast bude o aplikaci LLL algoritmu, kde bych chtéla ukazat, Ze i tento
algoritmus ma mnoho vyuziti nejen pro odborniky, jak v praci stru¢né€ uvedu, ale napiiklad
i pro ucitele v praxi. Ty by mohlo zaujmout, jak pii troSe §tésti 1ze za pomoci tohoto
algoritmu najit ze zaokrouhleného redlné¢ho kofene urcité polynomialni rovnice n — tého

stupné prave tento polynom za predpokladu, Ze se jim zadani rovnice ztratilo.

Ke kazdé kapitole se pokusim uvést piiklady, aby ¢tenat vidél, jak se dany postup
provadi krok po kroku a zaroven bych chtéla ukazat, jak si lze uSetfit praci vyuZitim

matematickych programd, zde konkrétné programu Mathematica 8.

Motivaci ke zpracovani tohoto tématu byl pfedmét Linearni algebra, kde jsme
probirali Gram-Schmidtliv ortogonaliza¢ni proces, ktery tvoii zédklad pro Lenstra-Lenstra-
Lovasziv algoritmus, kterym se ve své praci se zabyvam. Tento algoritmus ma velmi
mnoho vyuZiti, které v praci struéné uvedu, ale vzhledem k mému oboru bych rada
piiblizila pfedev§im jedno z nich a to hledani ztraceného polynomu ze zaokrouhleného

¢isla. Rozebirani dalSich aplikaci tohoto algoritmu jiz pfesahuje ramec této prace.
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V této kapitole si fekneme co je skalarni soucin, co je vektorovy prostor se
skalarnim soucinem a jeho modely. Dale si budeme definovat ortogonalni a ortonormalni

baze a Gram-Schmidtiv ortogonaliza¢ni proces, ke kterému uvedeme nékolik ptikladi.

1.1 VEKTOROVE PROSTORY SE SKALARNIM SOUCINEM
Nejprve si ukazeme co je to skaldrni soucin, n¢kolik jeho zakladnich vlastnosti a

modely vektorového prostoru se skalarnim soucinem.

Vektory z vektorového prostoru R", budeme psat sloupcové. Matici, kterd ma
sloupce by, by, ..., b, € R™ budeme zapisovat jako (b,|b,]| ... |by). Linearni obal vektora
by, by, ..., by budeme znacit (b, , by, ..., by).

Mame-li baze B = (by,b,,...,b,) a C = (cy,Cy,...,cq) prostoru R™, pak
jednozna¢né urcenou matici X rozumime matici prechodu od baze B k bazi C, pro kterou
plati C = BX, kde B = (by|b,| ... |b,) a C = (c1]cy| ... |c,). Tedy i-ty sloupec matice X je
roven vyjadfeni vektoru ¢; v bazi B. Jen doddm, Ze matice prechodu od baze C k bazi B je

rovna X1,
Skalarni soucin vektort ¥ a y, kde ¥ = (x;x, x,)" a y = (yl’yz,_”yn)T Ize
vyjadfit jako

T

Xy =X"y =x;y1 + %205 + - + XpYn.

T v druhém vyrazu znamena transponovani, sou¢in chapeme maticové, tedy jako

matictypi 1 Xnan x 1.

Definice 1.1.1. Necht V je vektorovy prostor nad télesem T, pak skalarnim
soucinem na prostoru V' nazveme kazdé zobrazeni f mnoZiny V X V do télesa T, které ma

nasledujici vlastnosti
) voy €V fy)=f0.x),
2) Vx,y,z €V flx+y,2)=f(x2)+f(y 2),
3) Vx,y €V  Va€eT f(ax,y)=a.f(x,y),
4) vxeV, x=#0 f(x,x)>0.

Nyni odvodime zékladni vlastnosti skalarniho souéinu v prostoru A2,
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1) Vzhledem k tomu, Ze plati ¥.% = x? + x2, usoudime, Ze plati ¥.X > 0 AX.X =

Il
S

0= %

> - > o

2) Komutativnost skalarniho sou¢inu je evidentni, tedy x.y = y. x.

-

3) Nyni budeme zkoumat, ¢emu se rovna vyraz X.(y + Z). Podle definice

skalarniho souc¢inu v A% bude platit

-

XY +7) =x01+2) + %002 + 22) = (01 + 2x22) + (121 + x,2,) = XY + X Z.

Plati tedy X. (¥ + 2) = X.y + X.Z, coz znamena, Ze je skalarni soudin distributivni
vuci s¢itani vektora.

4) Nakonec upravujeme vyraz (A.X).y.

Postupné plati

(A.%).y = [2 (x5, x,)]. (yl»yz) = (L.x1, 4. xp). (3’1:3’2) = (A x).y, +
(Ax2).y2 = A (x1.y1) + 4. (x2.¥2) = 4. (x1.y1 + 22 .y2) = L. (L. 9).

Tim jsme ziskali dalsi zakladni vlastnost v aritmetickém vektorovém prostoru A% a

to asociativnost vnéjSiho ndsobeni a skaldrniho soucinu

Lx).y =2 (xy).

Vlastnosti, které jsme si nyni odvodili, jsou vlastnostmi eukleidovského

vektorového prostoru a tento prostor axiomaticky vymezuji.

Definice 1.1.2. Vektorovy prostor V nazveme vektorovym prostorem se skalarnim
soucinem resp. cukleidovskym vektorovym prostorem pravé tehdy, kdyz je v tomto
prostoru definovan skalarni soucin dvou vektorti %, ¥, ktery budeme znacit i. ¥, pficemz

plati Ze U. ¥ € R a spliuje tyto axiomy
SHOVueV)uu=0Auu=0<u=o.
(52)(V1_i, ¥ € V)u. v = v.u. (Skalarni sou¢in je komutativni.)

(S3)(Vu,v,w € V)u. (v + w) = u. v + u. w. (Skalarni souéin je distributivni viigi
s¢itani vektort.)

S)VuveV)(AeR)(Aw).v =21 (wv).
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Nyni si ukdazeme modely eukleidovského vektorového prostoru.

1. Aritmeticky vektorovy prostor. Skalarni soucin v aritmetickém vektorovém

prostoru A" je definovan
UV = UV + Uy + -+ Uy,
kde U = (Uy, Uy, ooy Up), U = (U1, Vy, oo, V).

2. Geometricky vektorovy prostor. Skalarni soucin v geometrickém vektorovém

prostoru G2 (resp. G3) je definovan
u.v = |u].|v]. cos ¢,
kde |u], |¥| jsou velikosti geometrickych vektort i, ¥ a kde ¢ je jejich odchylka.

3. Funkéni model. Skalérni souc¢in ve funk¢nim modelu @4,y je definovan

FG). () = [ f(0).g(x).

Lze dokazat, ze skalarni souciny, které jsme praveé definovali, spliuji axiomy

eukleidovského vektorového prostoru. Ale to jiz v této praci dokazovat nebudeme.
Nyni si ukaZeme né€kolik zakladnich vlastnosti skalarniho soucinu.
Upravime dvojim zpiisobem nésledujici vyraz

u. (U + 0).

S pouzitim S3 plati

Dale plati

&l
N
<l
+
QL
N
I
&l
&l

Z téchto dvou rovnosti dostaneme

ze které dostavame

)
<l
+
3]
(o1
I

&l
2l
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)
Ay
I
(@]

Tim jsme dokdazali nasledujici vétu.
Véta 1.1.1. (Vi € V)u.0 = 0.
Dale budeme poéitat skalarni sou¢in (i + ). (W + Z). Ozna&ime-li si 4 + ¥ jako
vektor X, bude platit za pouziti S
XW+2DH)w=xw+xzZ=U+DD.w+U+DV).Z=UW+IW+UZ+V.Z
Tim jsme dokazali dalsi vétu.

Z+V.Z

&l

Véta 1.1.2. Vi, 0, w,Z) i+ V). W+ 2) =uw+v.w+

A nyni budeme pocitat skalarni sou¢in (1.u%). (1. V).
Postupnymi Gpravami s vyuzitim axioma S, a S, dojdeme k
QA).m.v) =AU V)] =A[(n.v).u]l = An.@.w)] =An @) = A.n).@D).
Tim dostdvame tuto vétu.

Véta 1.1.3. (Vu, 7 € V)(VA,n € R) (L. 0). (. V) = (A.n). (U. D).

Jsou déany dva vektory u, v, pficemz vektor ¥ je nenulovy a A, coZ je libovolné

realné ¢islo. Budeme pocitat skalarni soucin
U —A1.9). (" — A7),
ktery bude podle axiomu S; nezaporny, takze musi platit
U—-2A1.9).(U—Ar7v)=0.
Podle vét 1.1.2. 2 1.1.3. plati, ze
U.U— 210 (U.9) + A2 (8.9) = 0.

Vzhledem k tomu, Ze je tato nerovnost platna pro libovolné realné ¢islo A, musi platit i pro
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Pokud nerovnici vynasobime skalarnim sou¢inem v. v, ktery bude jisté kladné

realné Cislo, dostaneme nerovnost
u.d).(@.9) — W.v)? = 0.
Po drobné upravé dostaneme nerovnost
. %). (¥.79) = (U.v)?,
ktera je zakladni nerovnosti na ecukleidovskych vektorovych prostorech. Nazyva se
Cauchy-Bunjakovského nerovnost.
Véta 1.1.4. (Cauchy-Bunjakovského nerovnost.)

Vi, v € V)(U.W). (0.9) = (U. )2

Tato véta plati i pro nulovy vektor ¥.
Dale uvedeme definici velikosti vektoru.

Definicel.1.3. Velikosti vektoru 1 v eukleidovském vektorovém prostoru, kterou

znagime ||, rozumime druhou odmocninu ze skalarniho soué¢inu vektoru se sebou samym.

Tedy

- —

[u] = V. u.
K této definici si uvedeme nékolik poznamek.
1. Definice ma smysl, protoze podle axiomu S; je pod odmocninou nezaporné ¢islo.
2. [ul=0eu=o.
3. u#0>|ul>0.
4. Vektor u nazveme jednotkovym vektorem pravé tehdy, kdyz [u| = 1.

-

5. Z vektoru u dostaneme jednotkovy vektor tak, Ze ho z vn&jSku vynasobime

prevracenou hodnotou jeho velikosti. Takze

[EN

—

TR predstavuje jednotkovy vektor.
Tato operace se nazyva normovani vektoru.

Dals$im pojmem je odchylka dvou nenulovych vektort.

Definice 1.1.4. Odchylkou ¢ dvou nenulovych vektorti 1, ¥ rozumime thel ¢ v
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intervalu (0, ), pro ktery plati

Opét si uvedeme nékolik poznamek.
1. Vime, Ze tento vztah je smysluplny, protoZe z nerovnosti
©.w). (@.9) = (U.v)?
vyplyva nerovnost

(U.v)? <1
(w.u).(w.v) ~

Tuto nerovnost prepiseme pomoci definice velikosti vektoru a dostaneme

= 2\2
u.v
W
|[ul?. [v]?
Tato nerovnost jiz vede k nerovnostem
U.v
_1 S =112 S 1;
|ul 7]

které koneéné zarucuji smysluplnost ivodniho vzorce.

2. Odchylka ¢ bude rovna g pravé tehdy, kdyz je skalarni sou¢in u.v roven nule.

Takovéto vektory nazveme kolmé neboli ortogonalni. Definici uvedeme v nasledujici

kapitole.

1.2 ORTOGONALNI A ORTONORMALNi{ BAZE

Definice 1.2.1. Dva nenulové vektory nazveme ortogonalni (kolmé) pravé tehdy,

kdyz se jejich skalarni sou¢in rovnd nule. ZapiSeme
Uulveuv=0.
Predpokladame, Ze je ddna skupina vektorti Uy, U, ..., Up, které jsou vzajemné
ortogonalni, takze plati
Vi, )i #j = u; L.
Nyni utvofime linedrni kombinaci téchto vektorti a polozime ji rovnu nulovému

vektoru.
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MUy + A0, + o+ 40 + -+ 4,0, = 0.

Tuto vektorovou rovnost skalarn& vyndsobime vektorem ;. Pokud pouZijeme

axiomy S, a S, dostaneme rovnost
/11(1_7)1.1_7)1') + /12(1_7)2. 1_7)1) + + /11(1_7)1 1_51) + + A‘n(ﬁn' 1_7)1) = 5 ﬁi'

Skalarni souciny ¥;.9;, kde i # j se rovnaji nule, skalarni soucin ¥;.; je podle
axiomu S; kladné realné ¢islo p, skalarni sou¢in 6. 7; je roven nule (podle véty 1.1.1).

Timto dostavame z vySe uvedené rovnosti rovnost
Ai.p=0.
Vzhledem k tomu, Zze p > 0 bude A; = 0 a tim jsme dokazali, Ze
(Vi)A; = 0.
Skupinu vektorti ¥y, ¥, ..., U, tvoii linearné nezavislé vektory.

Véta 1.2.1. Pokud skupina vektorti piedstavuje skupinu vzajemné ortogonalnich
vektori (kazdé dva rizné vektory patfici do této skupiny jsou na sebe kolmé), potom

vektory patfici do této skupiny jsou linedrné nezavislé a tvoii ortogonalni bazi. Toto

......

Nyni si budeme definovat bazi ortonormalni.

W /4 . n 4 /4 /4 14 r 14 14
Véta 1.2.2. Bazi [é,,6,,...,6,]% nazyvame ortonormalni bazi vektorového

prostoru V™ pravé tehdy, kdyz spliuje tyto podminky:
1. Baze musi byt ortogonalni.
2. Vektory é,,é,, ..., €, jsou jednotkové vektory.
Ortonormalitu baze [, 8,, ..., 8,]% miiZzeme zapsat za pomoci skaldrnich sougini:
1. Jestlize i # j, pak é;.€; = 0.
2. Jestlize i = j, pak é;.¢; = 1.
Lehce shledame, Ze vektory

e, =(1,0,..,0),é,=(0,1,..,0),&, = (0,0, ..., 1) tvoii ortonormalni bazi

aritmetického vektorového prostoru.
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1.3 GRAM-SCHMIDTUV ORTOGONALIZACNI PROCES

Tento proces dostal nazev podle Jorgena Pedersena Grama a Erharda Schmidta.*

Gram-Schmidtiv ortogonalizaéni proces je proces, ktery pro danou bazi

by, by, ..., by, prostoru R™ najde bazi b3, b3, ..., by, takovou, ze
(1) b{.b; = 0proviechnal <i<j<mn,
(2) b; = b; — x;, kde x; € (bq, ..., b;_1), pro vSechna 1 < i < n.

V (1) se uvadi, ze vektory bj,b;, ..., by, jsou na sebe kolmé. Vektor x;, ktery je
uveden v (2) je ortogonalni projekci vektoru b; na podprostor (b, ...,b;_;) a tudiz i
nejlepsi aproximace vektoru x; v tomto prostoru. Vektor b; je kolmici na tento podprostor.

Z (2) vyplyva, ze (by, ..., b;) = (b1, b3, ..., b;’) pro vSechna i.

i O

Obrazek 1

[1] uvadi, ze si lze Gram-Schmidtiv ortogonalizaéni proces predstavit jako
postupné narovnavani vstupnich vektori do kolmé plochy a hybani i-tym vektorem
Vv podprostoru, ktery je uren prvnimi i vektory, a to v tom sméru, aby se neménil objem

rovnobéZznosténu, ktery je ur¢en danymi vektory.

Protoze vektory b; a x; jsou na sebe kolmé, plati, ze ||b;||? = ||b}|I? + |[x;]1%.

Specialné
b:Il = 1B -

Vektor x; lezi v podprostoru (b3, b3, ..., b;_,), tedy

*

3) x; = X5y by
pro urcitd redlna Cisla p;;, kterd ziskame z (1), (2) tak, ze b;. b; = (b; — x;).b; =0

a z (3) dosazenim vyjadieni vektoru x; dostaneme

! Me&li bychom viak dodat, Ze Laplace piedstavil tento proces diive neZ Gram a Schmidt, viz [10].
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Vektory bj, b3, ..., by, jsou tedy uréeny vektory by, ..., b, timto zpiisobem:

b; = bl’
* * b, b]
by = by — liz1b1 kde up; = =5,
b1l
* j — * blb*
bi = b; — X521 ijb; kde p;; = W,
J

Tim, ze vyjadiime vektory b4, b,, ..., by, dostaneme maticovy zapis

1 ppy 3 - Uma

* * * O 1 M
(bylby| .. 1by) = (Bib3] .. [Bi)| °  © Hsz 7 Hma
0 0 o - 1

Nyni si ukazeme dal$i mozny zpusob, jak lze vypocist ortogonalni projekei x;
vektoru b; na podprostor (bq,b,,...,b;_1). Hledame vektor x; = x;b; + x,b, + -+ +
Xx;_1b;_4 takovy, Ze vektor b; — x; je kolmy na vSechny vektory b4, b,, ..., b;_;. Vysledkem

je soustava rovnic
Gbl,bz,...,bi_l- (X1, X2, e, xi—1)T = (b;. by, b;. by, ..., b;. bi—l)TJ
kde Gy, b, b, j€ tzv. Gramova matice’ k vektorim by, by, ..., b;_s, kterd je dand
predpisem
Goy by = (Pre-Bici=1 = (bylbz| ... |bi_1)" (by by ] ... |bi_y).

Tyto dva zplsoby vypoctu se lisi vtom, zda vektor x; vyjadiujeme v bazi
b1, b5, ...,b;_; nebo vbazi by, b,,...,b;_1. Prvni postup je vyhodnéjsi v tom, ze vznikla
soustava rovnic ma diagondlni matici, a tudiz lze jeji feSeni (coz jsou koeficienty p;;)
vyjadfit pfimo.

Tvrzeni 1.3.1 Pro libovolné 1 < k < n plati

2 Gramova matice — vice viz [4] str. 388

11
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det(Gp, p,,..p,) = IDTIZNID3 1% o BRI < 11Dy 112 112112 ... [ b |12 3
Diikaz (podle [1]). Nerovnost v tvrzeni vyplyva z nerovnosti ||b; || < ||b;]|.

Oznacime si matice
A = (by|by| ... [by|bry1lbpyz] . 1bn ) @ B = (bi|b]... |by ).

Z maticového zapisu Gram-Schmidtovy ortogonalizace vyplyvé, ze A = BX pro
urcitou horni trojuhelnikovou matici X, ktera ma na diagonale samé jednicky. Pro k = n je
to pfimo vztah, ktery jsme odvodili vySe, pro k < n je nutné nahradit poslednich n — k
sloupct vektory kanonické baze. Podle véty o determinantu soucinu matic je det(A) =
det(B) det(X) = det (B), takze tim, ze vyuzijeme det (AT) = det (A) a det(BT) =
det (B) dostaneme

det(ATA) = det(A)? = det(B)? = det(BTB).

Matice BT B je diagonalni (vzhledem k tomu, Ze vektory b;, b, ..., b}, jsou na sebe

kolmé) a na diagonale jsou prvky ||b||?, [|1b3 1%, ..., ||b;;||? a tudiz
det(ATA) = [Ibi|I?. I1b31I% ... b 12

Protoze pro vSechna 1 <i < j <n plati, Ze je vektor b; kolmy na vektor b;, je
matice ATA blokové diagondlni. Prvnim blokem je matice G, Lba,.bi» Zbylé bloky maji
velikost 1 a obsahuji &isla ||bjy1 |12 1bis2lI?, -, |5 |I?. Z toho vyplyva, ze

det(ATA) = det(Gp, b,,..n;) 1DisalI? bzl .. D311,
Pokud porovname oba odvozené vztahy, ziskdme pozadovanou rovnost.

Vzhledem k tomu, ze absolutni hodnota determinantu vlastné udava n-rozmérny
objem rovnobéznosténu, ktery je urcen sloupcovymi (fddkovymi) vektory dané matice, tak
je z tohoto dikazu patrny geometricky vyznam determinantu Gramovy matice, tedy, ze
udava druhou mocninu K-rozmérného objemu rovnobéznosténu uréeného vektory

by, by, .., by.

1.4 PRIKLADY VYPOCTU
Na piikladech si ukdZzeme néckolik rtznych zptsobi, jak lze provést Gram-

Schmidtlv ortogonalizaéni proces.

¥ Této nerovnosti se fika Hadamardova nerovnost a jeji platnost je zfejma i bez dikazu: objem
rovnobéznosténu je jisté mensi nebo roven objemu kvadru se stejné¢ dlouhymi hranami.

12
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Priklad 1.4.1. Naleznéte ortogonalni bazi modulu M, ktery je Casti aritmetického

vektorového prostoru  A*, jestlize baze tohoto modulu je déana vektory

b, =(1,1,1,1),b, = (1,1,1,-1),bs = (-1,1,1,1).

Snadno se presvéd¢ime, ze vektory jsou linedrné nezavislé (staci vytvofit matici, kterd ma

tyto vektory za své fadkové vektory a prevést ji na trojuhelnikovy tvar - viz piiklad 1.4.5.).
1. Nejprve polozime B’{ = Bl.

2. Dalsi vektor ortogonalni baze I;Q‘ se pokusime vyjadfit jako linedrni kombinaci

vektoru I;{, BZ. Vektoroveé to vyjadiime jako
B; = /111;{ + /121;2 s podminkou, ze E§ 1 5{.
Tuto nerovnost skaldrné vynasobime vektorem E’{ a dostaneme
b3.b; = Ay (b;.b}) + Ay(b. bY).
Vzhledem  ktomu, Ze B; 1 l_o)ik, musi  platit E; B’{ =0. Dale plati

bi.bi=(1,1,11).(1,1,1,1) = 4,b,. b = (1,1,1,-1).(1,1,1,1)

I
N

Takze z vySe uvedené rovnice dostaneme rovnici
0 =41, + 21,.
Jednim z moZnych feSeni rovnice je
M==2A4,=4
atedy
l_a); =(-2).(1,1,1,1)+4.(1,1,1,-1) = (2,2,2,—-6).

Mizeme provést kontrolu kolmosti a to tak, ze spocteme skalarni soucin vektort bj, b3,

ktery je evidentné roven nule.

3. Posledni hledany vektor B; se pokusime najit jako linearni kombinaci vektor

l_o){, l_o);, 1_7)3 a zapiSeme to takto
b = A,b% + A,b% + A3bs s podminkou, e b L bt a b3 L bi.

Tuto vektorovou rovnost postupné skalarn¢ vyndsobime vektory bj, b; a

dostaneme

13
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b3.b; = A1(bi. by) + A,(b3. b7) + 23(bs. b7),

b3.by = A1(b5.b3) + 25(b3.b3) + A3(bs. b3).
Nyni vycislime z téchto rovnic pfislusné skaldrni souciny. Nejprve diky vyse
uvedenym podminkém je b%.bi =0 Ab%Lbi =0 a jiz dfive jsme uvedli v 2. kroku, Ze

1_5’2k E’{ = 0. Drive byl vyc¢islen také skalarni soucin B’{ BI = 4. Nyni provedeme zbyvajici

skalarni souciny.
bi.bi = (2,2,2,—6).(2,2,2,—6) =48,  bs.bi =(-1,1,1,1).(1,1,1,1) = 2,
by.bi =(-1,1,1,1).(2,2,2,—6) = —4.
Rovnice jsou tedy ve tvaru
42, + 2153 =0,
481, — 415 = 0.
Resenim rovnic je napiiklad A3 = 12A 1, = 1A A; = —6. Tim tedy dostavame
vyjadieni hledaného vektoru B; ato
E; =-6.(1,1,1,1) + (2,2,2,-6) + 12.(-1,1,1,1) = (—16,8,8,0).
Opét si miiZeme ovéfit, Ze plati B; I_a)f =0A B; E; =0.
Ortogonalni baze je tedy ve tvaru
[(1,1,1,1),(2,2,2,-6),(—16,8,8,0) |.
Jesté bychom mohli provést ortonormalizaci této ortogonalni baze.
Postupné vyc¢islime velikosti vektorl baze a to

151l = Va, 51| = V8. |

Ortonormalni baze je tedy ve tvaru

b b; b3|| = V384.

1 1 1
Z(1,1,1,1),— (2,2,2,—6),—— (~16,8,8, 0) ]
[2 V48 V384

V Mathematice vyjde
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injg}= Orthogonalize[{{1,1, 1,1}, {1,1,1, -1}, {-1,1,1, 1}}]

= | 1 1 1 B o lg & 1 %
Vo= ’ ’ fe . ' . ’ i s | J Bag ’ . ’ 0}
2 2 2 v28 28 23 25 % NS

. , v /6 /&

N

Po drobné upravé zjistime, Ze se oba vysledky rovnaji.

Priklad 1.4.2. Naleznéte ortogonalni bazi modulu M, ktery je ¢asti aritmetického

vektorového prostoru A%, jestlize baze tohoto modulu je dana vektory
by = (1,1,-1,-2),b, = (5,8,—2,-3),b3 = (3,9,3,8).
Nejprve polozime Bl = l;{, tedy
b: =(1,1,—-1,-2).
Dale vypoéteme vektor 1_9)3 jako
b =b, + Ab = (5,8,—2,-3) + A(1,1, -1, -2).
Vime, Ze skalarni souc¢in B; . B; = 0, tedy
bi.b;=214+71=0.
Odtud dostdvame A = —3 a
b =(2,5,1,3).
Nyni vyjadiime b3 jako
b; = by +nb; + ub; = (3,9,3,8) +n(1,1,—1,-2) + u(2,5,1,3).

Jelikoz ma byt vektor B{ kolmy na B; a zaroven B; ma byt kolmy na B;, musi byt
jejich skalarni soucin roven nule. Takze plati

bibi=—-7+7np=0=n=1,
bi.bi=78+4+3%u=0=pu=-2.
Kdyz dosadime do vyse uvedené rovnice pro vyjadieni vektoru 5; , dostaneme
b =(2,51,3).
Zjistili jsme, ze B; = B; a ze jejich skalarni soucin neni roven nule. To znamena, ze

puvodni baze byla linearn¢ zavisla, coz jsme mohli zjistit hned na zacatku, pokud bychom
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zavislost ovétili a uSetfit si tim praci. Proto je dulezité nezapomenout linedrni nezavislost

vektorli na zacatku vzdy ovéfit.
Ortogonalni baze je tedy ve tvaru
[(1,1,-1,-2),(2,5,1,3)].

Priklad 1.4.3. Naleznéte ortogonalni bazi modulu M, ktery je ¢asti aritmetického

vektorového prostoru A%, jestlize baze tohoto modulu je dana vektory

by = (1,2,2,—1),b, = (1,1,-5,3),bs = (3,2,8,—7).
Nejprve ovéfime linearni nezavislost vektort a poté polozime 51 = 5{, tedy
b =(1,2,2,—1).
Dale vypocteme vektor I;Q‘ jako
b = b, + Ab} = (1,1,-5,3) + (1, 2,2, —1).
Vime, zZe skalarni souc¢in l_o)i“ B; musi byt roven nule, tedy
bi.bs=—10+ 101 = 0.
Odtud dostdvame A = 1 a
b = (2,3,-3,2).
Nyni vyjadiime b3 jako
bt = by +nb; +ub} = (3,2,8,-7) +n(1,2,2,—1) + u(2,3,-3, 2).

Vzhledem Kk tomu, ze vektor l_o){ ma byt kolmy na B; a stejné tak l_;; ma byt kolmy
na 1_9)3, musi byt jejich skaldrni soucin roven nule, takze
bi.b;=30+10n=0=n= -3,
bi.bi=—26+26u=0=pu=1.
KdyZ dosadime do vyse uvedené rovnice pro vyjadieni vektoru B;, dostaneme
bi = (2,—-1,—-1,-2).
Ortogonalni baze je tedy ve tvaru

[(1,2,2,-1),(2,3,-3,2),(2,—-1,—-1,-2)].
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Ortogonalitu si opét mizeme ovéfit tak, ze skalarni sou€iny vektortt budou rovny

nule.

Priklad 1.4.4. Naleznéte ortogonalni bazi modulu M, ktery je ¢asti aritmetického

vektorového prostoru A3, jestlize baze tohoto modulu je dana vektory
b, = (1,0,0),b, = (=1,3,2),bs = (2,—2,5).
Nejprve opét oveéiime nezavislost vektora a dale polozime El = Ei‘. Dostaneme
b = (1,0,0).

Dale vypocteme vektor B; jako

Nyni musime vypocitat p,; jako

b,.b; -1
Uy = = > = T = —1
16|

a ted’ jiz lze dosadit do vzorce pro E;, tudiz
b = b, — bl = (=1,3,2) + (1,0,0) = (0,3, 2).
Vektor E; dostaneme dosazenim do vzorce
B; = b3 — .“31l_’)ik - Hszgz-

Nejprve musime vypocist psq a Us,, takze

bs.b;
‘u31=ﬁ=—=2’
[ -
by.b; 4
Uz = —/F—— = -~
(21—

Po dosazeni do vyse uvedeného vzorce dostaneme

38 57)

5 4
By = (2,-2,5) = 2(1,0,0) - —(0,3,2) = (0"E'E

Ortogonalni baze je tedy ve tvaru

17
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38 57
(1,0,0),(0,3,2), (o, -, ﬁ)]

Ortonormalni bazi lze nalézt také pomoci programu Mathematica 8 a piikazu

Orthogonalize.*

In[12]= Orthogonalize[{{1, 0, 0}, {-1, 3, 2}, {2, -2, 5}}]

3 2 2 3
Out[1g)= {{1, a, 0}, {o, = T:?}' {o, g ?3*}}

Priklad 1.4.5. Naleznéte ortogonalni bazi modulu M, ktery je ¢asti aritmetického

vektorového prostoru A%, jestlize baze tohoto modulu je ddna vektory

b, =(2,1,3,-1),b, = (7,4,3,-3),b; = (1,1,-6,0),b, = (5,7,7,8).

Opét nejprve ovétujeme linedrni nezavislost, coz si u tohoto ptikladu podrobné

ukézeme. Nejprve vytvoiime matici, kterd mé zadané vektory za své fadkové vektory.

2 1 3 -1
7 4 3 -3
11 -6 0
5 7 7 8

Nyni prohodime vektory tak, aby to pro nas bylo co nevyhodnéj$i a postupné

matici pfevadime na trojuhelnikovy tvar pomoci ekvivalentnich tprav, takze

2 1 3 -1 1 1 -6 0 1 1 -6 0
7 4 3 -3)_[2 1 3 -1} _([0 -1 15 -1
11 -6 0 5 7 7 8 0 2 37 8
5 7 7 8 7 4 3 -3 0 -3 45 -3

Vidime, Ze vektory ve 2. a 4. fadku jsou stejné, takZze mizeme jeden vySkrtnout a

1 1 -6 0 1 1 -6 0
0O -1 15 -1)~{0 -1 15 -1/
0 2 37 8 0 O 67 6

Tyto vektory jsou jiz linearné nezavislé, tudiz nyni hledame ortogonalni bazi modulu M,

zustane nadm

k bazi, jez je dana vektory

b, =(2,1,3,-1),b, = (1,1,-6,0),b; = (5,7,7,8).

* Vice o této funkci viz. ptiloha
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Nyni jiz polozime b, = E{. Dostaneme
br =(2,1,3,—1).

Dale vyjadtime vektor E; jako

Nyni musime vypocitat y,; jako

U1 =—F——F=—Fc = —
[ —

a nyni muzeme dosadit do vzorce pro E;
b = b, — piy1bt = (1,1,-6,0) + (2,1,3,-1) = (3,2,-3,—1).
Vektor E; dostaneme dosazenim do vzorce
B; = b3 — l«l31l_7)ik - Hszgz-

Nejprve musime vypocist psq a Us,, takze

bs.b; 30 ,
HUz1 S 21— 4
[ —
bs. b}
Hzz = i 22 =0
[

Po dosazeni do vysSe uvedeného vzorce dostaneme
bt =(5778)—2(21,3,-1) = (1,5,1,10).
Ortogonalni baze je tedy ve tvaru

[(2,1,3,-1),(3,2,—3,—1),(1,5,1,10)].
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2 MRiZKYV,R-n.

2 MRiZKYVR"
V této kapitole si ukdzeme zakladni vlastnosti miizek a podrobnéji rozebereme
specialni piipad miizek v dimenzi 2 (pro zjednoduseni budu jiz znacit vektory, bez znacky

vektoru, tudiz b; = b,).

2.1 ZAKLADN{ VLASTNOSTI
Mrizkou v prostoru R™ se rozumi mnozina vSech celoCiselnych linearnich

kombinaci dané baze, tj. mnozina

n
{Z xibi: X1y oy Xp € Z},

i=1
kde by, ..., b, je pravé dana baze R™.
Zapiseme definici miizky dle [1]:

Definice 2.1.1. Podmnozina M S R™ se nazyva miizka, pokud existuje baze
by, by, ..., by, vektorového prostoru R™ takova, ze

n

n
M = ZZbl = {inbi X1, X, e, Xy € 7.
i=1

i=1
Vektory by, ..., b, nazyvame bazi této miizky. Miizku M nazveme celocCiselnou,

pokud M < Z™.

Ve své praci budu pouzivat prevazné celo¢iselné miizky. Pokud na zacatku vektory
vynasobime spolecnym nasobkem jmenovateld a na konci je timto Cislem vydélime,

zobecnime tak snadno algoritmy pravé na ptipad mtizek M € Q™.

Kazd4a miizka ma pro n > 2 nekonecné mnoho bazi, naptiklad dvojice vektorti
(1,0),(0,1) a (123,124),(124,125) jsou bazemi stejné miizky M = Z?. Pokusime se
nalézt relativng kratkou béazi dané celoiselné miizky. Uplné nejlepsi by bylo najit bazi
slozenou z co nejkrat$ich moznych vektort. Tedy naptiklad pro M = Z? je takovou bazi
zfejm¢ kanonicka baze (1,0),(0,1). Nejkratsi bazi je ovsem (kromé& malych hodnot n)

tezké nalézt.”

% Nezname Z4dny efektivni algoritmus na nalezeni nejkratsiho nenulového vektoru v dané miizce. Daniele
Micciancio dokézal, Ze je tézké najit vektor nejvyse v2-krat delsi nez nejkratsi. V roce 2004 ukézal Subhash
Khot, Ze je tézké najit vektor t-krat del$i neZ nejkratsi pro libovolnou konstantu t, viz.[1].

20



2 MRiZKYV,R-n.

LLL algoritmus je vtomto piipadé kompromisem, jelikoz je schopen najit
V polynomidlnim case bdzi, kterd neni o mnoho hor$i nez ta optimalni. Ve specidlnim
n-1
pripad¢, nejkratsi vektor nalezené baze bude nejvyse (ZT)-krét delsi nez nejkratsi
nenulovy vektor miizky.

Nyni si uvedeme tvrzeni, které budeme pouzivat v dalSim textu.

Tvrzeni 2.1.1. Dv¢ baze prostoru R™ jsou bazi stejné miizky praveé tehdy, kdyz je
matice pfechodu od jedné ke druhé celocCiselna s determinantem +1.
Diikaz (dle [1]). Necht B = (b4, by, ..., by) @ C = (¢4, C3, ..., C) jsou baze prostoru
R™, ozna¢ime piisluiné matice B,C , oznatime X matici pfechodu od B k C a Y matici
prechoduod C kK B. TedyC = BXaB = CY aplati,z2e Y = X~ 1.
a) (=) Budeme piedpokladat, ze B a C jsou baze stejné miizky. Plati, ze X je
celociselnd, protoze kazdy vektor v bazi C je celoCiselnou linedrni kombinaci vektorii
zbaze B. A podobné Y je celociselna, protoze kazdy vektor v bazi B je celoCiselnou

linedrni kombinaci vektor z baze C. Navic je XY jednotkova matice, tudiz podle véty o

determinantu soucinu je det XdetY = 1, takze det X = +1.

b) (&) Budeme piedpokladat, Ze X je celoCiselna a |detX| = 1. Pak je také Y
celociselnd, jak plyne napiiklad z vyjadfeni inverzni matice jako podilu adjungované a
determinantu. Tedy kazdy vektor z B je celociselnou linedrni kombinaci vektorit z C a

naopak, Cili B a C jsou bazi stejné miizky.
Determinant je diileZitym parametrem miizky, takZe si uvedeme jeho definici.
Definice 2.1.2. Determinantem miizky M s bazi by, b,, ..., b,rozumime ¢islo
d(M) = |det(bs|b,] ... [bn)I.

Determinant tedy vlastné urCuje n-rozmérny objem rovnobéZnosténu, ktery je
urcen bazovymi vektory. Jednim z disledkt tvrzeni 2.1.1 je, Ze determinant neni zavisly na

volbé baze.

Tvrzeni 2.1.2. Determinant miizky nezavisi na volbé baze a plati

d(M) = |[b1 [l IIb2]] ... lbn |l = /Gbl,bz,...,bn < b1l 2]l - 1B I-
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Diikaz. Mame-li dvé matice B, C, u kterych jejich sloupce tvoii baze miizky M,
pak je B=CX (podle tvrzeni 2.1.1), kde detX = 4+1. Pokud pouZijeme vétu 0
determinantu soucinu, je |det(B)| = |det(C)|. Zbytek jiz vyplyva z tvrzeni 1.3.1.

Kdyz to velmi obecné shrneme, tak ¢im je determinant nizsi, tim krat$i vektory
V miizce existuji.
2.2 MRIZKY V DIMENZI n = 2 A GAUSSOVA REDUKCE MRIZKY

V ptipadé takové miizky, mizeme efektivné najit pfimo nejkratsi bazi celociselné
miizky.
Definice 2.2.1. Bazi (by, b,) celo¢iselné miizky M € 7?2 nazveme nejkratsi, pokud

1) b, je nejkratsi nenulovy vektor z M a

2) b, je nejkratsi vektor M\(b,).

Priklad 2.2.1[pfevzato z [1]]. (12,2),(13,4);(1,2),(11,0) a (1,2), (9, —4) jsou tii baze
stejné miizky M (zde je d(M) = 22). Uvidime, Ze tfeti baze je nejkratsi bazi této miizky.

Algoritmu, ktery pouzijeme na hledani nejkratsi baze, se fika Gaussova redukce mﬁikye.
Predpoklad je takovy, ze vektory (12,2),(13,4) sviraji piili§ maly thel, zato vektory
(1,2),(9,—4) sviraji thel piiblizn¢ 87 stupnd, takze jsou ,téméf kolmé“. Staci si
uvédomit, ze pokud jsou vektory bdze na sebe kolmé, je tato baze skutecné nejkratsi

(ptipadné po prohozeni vektorit).

Tento piedpoklad nas vede k provedeni celoCiselné aproximace Gram-Schmidtovy
ortogonalizace. V prvni fad¢ usporadame vektory takovym zptisobem, aby vektor b; nebyl
delsi nez vektor b,, a pak polozime

by = by — |uz11by,
kde |u,1] je nejblizsi celé ¢&islo k Cislu p,4. Je patrné, ze bud’ b, = b,, nebo vektory by, b,
sviraji uhel, ktery je blizsi g nez vektory by, b,. Tento postup stale opakujeme, dokud
dochazi k n&jaké zméné. Na zacatku provadime prohozeni, protoze Cislo |u,4] bude spise

nenulové, pokud je b, kratsi nez b, (dle definice nebo obrazku)

® dle n&kterych zdroji je toto pojmenovani mylné, protoZe se stejnym objevem prisel dfive Lagrange ,viz[1].
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2 MRiZKYV,R-n.

by — lp211by

by

{by)

Obrazek 2

Nyni si ukazeme algoritmus pro hledani nejkratsi miizky.

Algoritmus (Gaussova redukce mrizky)

vstup: baze (by, b,) miizky M € 72
vystup: nejkratsi baze miizky M
1. repeat

if||by|| > ||b,|| then prohod’ by, b,

— __ | b1:b2
b,:= b, — xb,
untilx =0

2. return (by, b,)

To, Ze algoritmus skonci, je patrné z toho, Ze pifi kazdém pribéhu cyklem se delsi
z vektoru by, b, zkrati a mtizka obsahuje pouze kone¢né mnozstvi bodli s mensi velikosti

nez je predem dané Cislo. Nyni si musime dokazat, ze tento algoritmus funguje.

Dikaz [podle [1]]. Necht' by, b, je baze miizky M vracena algoritmem a uvazujme

libovolny nenulovy vektor v v mfizce M, tzn.
v = xb; + yb,, x,y€Z xy#*D0.
Druhé mocnina jeho normy vyjde
IvlI? = (xby + yby). (xby + yby) = x*[IblI? + 2xy(by. by) + ¥ I,
Protoze |4 | < % , plati |b;. by| < %Ilblll2 , takze

Iwl1? = %215, 112 — xy b [I? + ¥2[Ib, I
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Kdyz je x = 0, pak je tento vyraz roven alespon ||b,||2. Kdyz je y = 0, pak je tento
vyraz roven alespon || by ||?. Dale, pokud je 0 < |y| < |x]|, pak x? — xy = 0, z ¢ehoZ plyne,
7e soudet prvnich dvou vyrazi je kladny a vysledek bude alesponi ||b,||2. A pokud bude
0 < |x| < |yl, pak y? — xy > 1 a soucet druhého a tretiho ¢lenu je alespon ||b,||2. Ovéfili
jsme si, ze b; je opravdu nejkratsim vektorem miizky a vSechny vektory z M \ (b,) maji

délku alesponi ||by]|.

Nyni se zaméfime na vzajemnou polohu vystupnich vektort by, b,. Vektor b, je

nejméné tak dlouhy jako b; a ortogonalni projekci b, na podprostor (b,) je vektor p,;b;,

Kdy |uyq] < % . Vektor b, tedy lezi v ¢asti roviny znazornéné na obrazku. Z ného lze vidét,

7e vektory by, b, sviraji tihel v intervalech +(60°,120°) a Ze ||b5|| = g ||b1||. Tento vztah

je motivaci definice LLL-redukované baze a o které bude fe¢ v nasledujici kapitole.

dvaN

Obrazek 3

2.3 PRIKLADY

Priklad 2.3.1. Najdeme nejkratsi bazi miizky dané bazovymi vektory
b1 = (2, 8), b2 = (5,25)
Podle vyse uvedeného algoritmu vypocitame

b..b,
X = |.nu21] = ||b1||2]

atedy
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2 MRiZKYV,R-n.

X = 219 =3
68
TakZe polozime
b, = b, — xb;
b, = (5,25) — 3.(2,8) = (-1,1).
Nyni prohodime by, b,, jelikoz ||b,|| # ||b;]||. TakZe dostavame b, = (—1,1), b, = (2, 8).

Dale opakujeme stejny algoritmus, takze nyni je

6
x=3]=3
atedy
b, =(2,8) —3(—1,1) = (5,5).

Nyni jiz plati ||by|| > ||b4||, takZe v dal§im kroku bude x = 0 a vystupem je dvojice
vektord by = (—1,1), b, = (5,5).

Kontrolu spravnosti feSeni provedeme v Mathematice.

In[i2]:= LatticeReduce[{{2, 8}, {5, 25}}]

Owfio) {{-1, 1}, {5, 5}}

Piiklad 2.3.2 [pfevzato z [1]]. Najdeme nejkrat$i bazi mfizky dané bazovymi

vektory
b1 = (1, 5), b2 = (6, 21)
Podle stejného algoritmu jako u ptedchoziho prikladu vyjde

oy,
S T

tudiZ poloZime
b, = (6,21) —4.(1,5) = (2,1).

V dalsim kroku prohodime vektory by, b,, takZze nyni b; = (2,1), b, = (1,5) a podle

stejného algoritmu vyjde
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7
v=[g] =1
a tedy
b, =(1,5)—(2,1) = (—1,4).

Nyni jiz je ||by|| > ||b1]], takZe ve tietim kroku bude x = 0 a vystupem bude dvojice
vektoru (2,1), (—1,4).

V Mathematice vyjde

Inf20]:= LatticeReduce[{{1, 5}, {6, 21}}]

ow20)= {{2, 1}, {-1, 4}}

Priklad 2.3.3 Najdeme nejkratsi bazi miizky dané bazovymi vektory
bl = (_1, 3), bz = (4, 7)

Opét podle stejného algoritmu jako u ptedchozich ptikladii vyjde

xzﬁ

17] _
tudiZ poloZime
b, =(4,7)—2.(—1,3) = (6,1).

V dalsim kroku zjistime, Ze ||b,|| > ||b,||, takZe vektory neprohazujeme, x nyni vyjde

rovno nule a vystupem bude dvojice vektora (—1, 3), (6, 1).

Pro kontrolu vyjde v Mathematice

n[z1):= LatticeReduce[{{-1, 3}, {4, 7}}]

outfz1]= {{-1, 3}, {6, 1}}

Piiklad 2.3.4. Najdeme nejkratsi bazi mrizky dané bazovymi vektory
b, = (50,35),b, = (21,14).
Podle stejného algoritmu jako u predchozich ptikladi vyjde

11540
*= 375 | =0
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2 MRiZKYV,R-n.

Takze vektory zlstanou stejné, ale protoze ||b,|| # ||b,||, musime je prohodit, takze

dostavame
b, = (21,14),b, = (50, 35).

Nyni opét vypocteme

by.b,
tudiz
_|35407 _,
*“le37 | T~

a po dosazeni do piislusného vzorce ziskame
b, = (50,35) — 2.(21,14) = (8,7).
Protoze opét ||by|| # ||b, ||, prohodime vektory a mame
b, = (8,7),b, = (21,14).
Opakujeme stejny algoritmus a vyjde

266

13|~ 2

X =

a tedy
b, = (21,14) — 2.(8,7) = (5,0).
Opét prohodime vektory, tudiZ nyni mame
b, = (5,0),b, = (8,7)

a znovu pouzijeme algoritmus, takze

)

40
o= 5]
b, =(8,7) —2.(50) = (=2,7).

Nyni jiz plati ||b,|| > ||b ||, takZe vektory jiz dale neprohazujeme, x nyni vyjde rovno nule

a vystupem bude dvojice vektort (5,0), (—2,7).
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3 LENSTRA-LENSTRA-LOVASZUV ALGORITMUS

Tento algoritmus byl objeven Arjenem Lenstrou, Heindrikem Lenstrou a Laszl6
Lovaszem roku 1982 a nejprve slouzil k navrhu prvniho polynomialniho algoritmu na
rozklad celociselnych polynomd, na hledani celoCiselnych zavislosti mezi ¢isly, na hledani
simultannich diofantickych aproximaci a na feSeni problému celoc¢iselného linedrniho
programovani v pevné dimenzi. Pozd¢ji se tento algoritmus aplikoval také napiiklad
v kryptologii’, nebo pii testovani riznych hypotéz v teorii &isel. Nékteré aplikace si
ukdzeme pozdéji.

Nejprve si zavedeme pojem LLL-redukované baze mtizky a poté algoritmus, ktery

takovou bazi najde.

3.1 LLL-REDUKOVANA BAZE

Predstava redukované baze je pomérné stara, ale dlouhou dobu nebyl znam zadny
algoritmus, ktery by redukovanou bazi dokazal najit v rozumném ¢ase pro dimenzi n > 2.8
S opravdovym pievratem pfisSli ovSem v roce 1982 A. K. Lenstra, H. W. Lenstra a L.
Lovasz®, ktef{ zavedli novou definici redukované baze a zaroveii predlozili 1 algoritmus,

ktery pro libovolnou dimenzi najde redukovanou bazi v polynomialnim case.

JiZ jsme si v piedchozi ¢asti ukazali, Ze pokud chceme najit ne pfili§ dlouhou bazi
n&jaké miizky, musime nejprve zajistit, aby jeji vektory na sebe byly dostatecné kolmé.
Toho, ze vSechny koeficienty y;; budou v absolutni hodnoté mensi nez %, docilime pomoci

celociselné aproximace Gram-Schmidtovy ortogonalizace. Tato bdze se nékdy nazyva

redukovand baze vzhledem k velikosti (viz. podminka P;, kterou uvedeme nize).

Kolmost je zarucena redukovanosti vzhledem k velikosti jen v ptipad¢, ze velikosti
vektortu pfili§ neklesaji. Musime tedy najit dostatecné silnou podminku na to, aby byla
baze dost kratka pro aplikace, ale zaroven dostatecné slabou na to, abychom takovou bazi
mohli najit vrozumném (polynomialnim) c¢ase. Takovato podminka je uvedena

v nasledujici definici (viz. podminka P,).

Definice 3.1.1. Baze by, ..., b, miizky M € R" se nazyva LLL-redukovana, jestlize

! Kryptologii zde rozumime nauku o Sifrovani, ktera zahrnuje kryptografii - védu o vyvoji Sifrovacich
systému i kryptoanalyzu - uméni prolomit Sifrovaci systémy.

8 Pro dimenzi 2 popsal algoritmus s kvadratickou Gasovou sloZitosti na po&atku 19. stoleti Gauss a mnohem
pozdéji jesté objevil kubicky algoritmus pro dimenzi 3 Vallée.

® Vice v [11].
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(Py) |ul-j| < %pro vSechnal <j<i<n
* 3 * v .
(P) 167112 = G = u? _)Ib{_4 |12 pro viechna 1 < i < n.

Podminku (P,) miizeme chépat jako zeslabenou podminku ||b;]|? > %IIbIIIZ, ktera

je platna po té, co skon¢i algoritmus na redukci miizky v dimenzi 2. KdyZ podminku (P,)

upravime, dostaneme
112 o 4,2 R AT
DI + i i-allbialI® 2 2 1Dy II7.
Pokud dale vyuzijeme kolmost vektort b; a b;,,; dostaneme ekvivalentni podminku
* * 3 * 4 .
(P,") ||b} + w; —1b;_4I* = " Ib;_;]|% pro vSechna 1 < i < n.

Muizeme si v§imnout, ze vektory b + u; ;_1b;_; a b;_; jsou kolmice vektorti b; a
b,_; na podprostor (by,...,b;_,), tudiz podminku (P,") lze chapat tak, Ze pokud
promitneme dvourozmérnou miizku generovanou vektory b; a b;_4 na ortogonalni dopln¢k

prostoru (b, ..., b;_,), pak je témét splnéna podminka z vySe uvedeného algoritmu na

TN o . . v 3
uspofadani vektord podle velikosti, aZ na faktor "

Nyni si dokédzeme nékolik vlastnosti LLL-redukovanych bazi.

Zacneme vztahy mezi velikostmi vektorli b; pro rizna i. Z podminek (P;) a (P,)

., “ 1 ;. v
vidime, Ze ||b}||* = 5 |b;_1|%. Z toho pomoci indukce plyne, Ze

pro viechna 1 < i < j < n. Dale provedeme odhad velikosti vektorii b; pomoci b; .

* 2 i—17 * 12
bi|I* = 2713 |

Lemma 3.1.1. Pro libovolnou LLL-redukovanou bazi a kazdé 1 < i < j < n plati

2

lIb]|* < 2777

b}

Dukaz. Vzhledem k tomu, Ze

-1
b; = b; + Z Uik by,
k=1

a protoze vektory bj, b3, ..., b; jsou vzajemné kolmé, dostaneme
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IBal12 = 15711 +2ulkubkn2

Kdyz pouzijeme podminku (P;) a nerovnosti mezi vektory bj, b3, ..., které jsme

odvodili vySe, dostaneme

i—1

1_. 1 . .

IBell? < 1B712 + > 220 4IB; I = IB{112(1 + 5 (21 = 2)) < 27 [ 12 <
k=1

< 2t712)

J
Diusledkem je odhad soucinu velikosti vektorit LLL-redukované baze a velikosti

vektoru, ktery je v této bazi prvni, v zavislosti na determinantu m#izky.

Tvrzeni 3.1.1. Pro libovolnou LLL-redukovanou bazi b4, by, ..., b, miizky M plati

a0y a |lbill <275 Y.

Diikaz. Nerovnost d(M) < ||b,||||b;]| ... l|b, |l jsme jiz uvedli a dokazali v tvrzeni

d(M) < [[b1[llIb2]l ... [l < 2

2.1.2. Dalsi nerovnost Ize odvodit z pfedchoziho lemmatu:

ﬂnb ||<]_[zl_ Il = 2" o).

Pokud tuto nerovnost vynasobime nerovnosti ||b;||? < 27Y||b;||? pres vsechna

1 < i < n, dostaneme

n

Ialien < [ 2oz = 2

i=1

Pokud tuto nerovnost odmocnime, ziskame vysledek.
Cislo

b1 11152l -... 15y
d(M)

se nazyva defekt kolmosti baze by, b,, ..., b, .

30



3 LENSTRA-LENSTRA-LOVASZUV ALGORITMUS

V piedchozim tvrzeni jsme dokazali, Ze u LLL-redukované baze je defekt kolmosti

nn-1)
roven nejvySe 2+ . Pokud bychom chtéli stanovit nejmensi defekt kolmosti baze zadané

1
miizky, tak nejblizsi dosud znamy odhad je O (n#(0,97n)") .10

Nyni si ukazeme odvozeni dolniho odhadu velikosti nejkratsiho nenulového

vektoru miizky za pomoci velikosti prvniho vektoru LLL-redukované béze.

Tvrzeni 3.1.2. Pro libovolnou LLL-redukovanou bazi by, b,, ..., b, miizky M a

libovolny vektor 0 # v € M plati

n—1

bl < 272 ||wl.
Diikaz. VVzhledem k tomu, ze v € M, existuji takova cela Cisla xq, Xy, ..., X, Z€
v =Y", x;b;. Oznat¢ime k nejvétsi index takovy, Ze x; # 0, tudiz YX , x;b;, x; # 0.
Protoze b; = b; + 3;11 pij bj', tak plati v = x; by + ;"‘;11 v; b/ pro urcita realnd Cisla v;.

Takze dostaneme

2
> [|bill%.

b;

k-1
Iwll? = x21bil2 + ) 7|
j=1

Nyni jiZ pouze sta¢i pouzit lemma 3.1.1 a diikaz je hotov.

V tvrzenich 3.1.1 a 3.1.2 i vlemmatu 3.1.1 jsme vlastné¢ misto podminky (P,)

*

s ., , 1 y s 4
vyuzili slabsi podminku ||b;]|? = > Ib;_ %, kterou se nékdy redukovana béaze zavadi.

3.2 LLL ALGORITMUS

LLL algoritmus ndm umoziuje najit LLL-redukovanou bazi celo¢iselné miizky,

ktera je zadana jeji libovolnou bazi.

Jeho kostra je nasledujici: nejprve provedeme Gram-Schmidtiv ortogonalizacni
proces, dale provedeme celociselnou aproximaci tohoto procesu a dostaneme novou bazi,
ktera splituje podminku (P;) a v poslednim kroku vyzkousime podminku (P,). Pokud tato
podminka neni pro né&jaké i splnéna, prohodime vektory b; a b;_;, vratime se zpét na

zacatek a cely cyklus opakujeme.

19 Uvedeno v [1] str. 169.

31



3 LENSTRA-LENSTRA-LOVASZUV ALGORITMUS

LLL algoritmus

vstup:  baze by, ..., b, miizky M € Z"

vystup: LLL-redukovana baze miizky M
1. pomoci Gram-Schmidtovy ortogonalizace spocitej by, ..., bp @ pij, 1 < j <i<n
2. fori=2,..,ndo

forj=i-1,..,1do

X = l#ij]
bi = bi - Xb]
Hij = Hij — X

forl=1,..,j —1dopuy = uy — xuj
3. fori=2,..,ndo
if [1b7112 < G = uf - lIbyI? then
prohod’ b; a b;_
goto 1.
4. return by, by, ..., by,.

Kdyz ukazeme, Ze hodnoty p;; jsou pribézn€ spravné aktualizovany, pak je ziejmé,

ze po provedeni 2. kroku bude splnéna podminka (P;), coz si nyni dokazeme.
Lemma 3.2.1. Po provedeni kroku 2. je splnéna podminka (P;).

Diikaz. Nové hodnoty pro by, by, iy, po odecteni xb; od vektoru b; oznacime
Ck» Ck» Ukt~ TakZe ¢; = by — xb; @ ¢, = by, pro k # i. Protoze ¢; vznikl tak, ze jsme k b;
pticetli vektor z prostoru (b, ..., b;_4), plati ¢, = by, pro kazdé 1 < k < n. Pro k, [ takova,

zeplatil <k # i, je

Ckcl* bkbik

Ukl = = = Ugi-
llc; 1% b1

Vektor b; je kolmy na bjpro takové [, ze plati j < [ < i, tudiz
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s = cici, _ (bi—xbj))b;  bb; _
SNPE b7 112 Ib;1Iz —

Vzhledem k tomu, Ze b;b; = b;b;, plati
Cicj* _ (bl - Xb])b]* _
2 12 = Hij —
155

cr

Uij=
le;

Na konec pro [ < j mame

e = cic;  (by—xb)b; P
0= = = fy — Xj1.
T el 112 l1b; 1|2 l g

Tim jsme ukazali, Zze jsou hodnoty p; pro i,j aktualizovany spravné a nova

. 1 . o . “ s x
hodnota pro u;; je maximélné > K tomu jsou hodnoty jiné nez p;;, 1 < j neménné, ¢im
mame diky potadi provadéni cykli zaruceno, ze po 2. kroku jsou py; aktualizovany

spravng.

Nyni vime, ze kdyz LLL algoritmus skonci, jsou u vysledné baze splnény obé

podminky (P;) i (Py).

Déle si musime dokazat, ze LLL-algoritmus skonci v polynomidlnim cCase

vzhledem k velikosti vstupu.™

K tomu budeme potiebovat hodnoty D ad;, 1 < i < n:

n i
D= ndi, kde d; = 1_[|
i=1 j=1

Cislo d; se tedy rovna druhé mocniné objemu rovnobéznosténu, ktery je uréen

2

b}

prvnimi i vektory dané baze, d,, = d(M)?. Vratime-li se k tvrzeni 1.3.1, pak dle toho

tvrzeni plati

d; = det(Gbl,bz,..-,bi)'

Nyni si ukaZeme, jak je zaruceno, ze se do 1. kroku nevratime mnohokrat. Je to

diky tomu, ze hodnota D neni vzhledem k velikosti vstupu pftili§ velka, v druhém kroku je

v s v .7 .« o1 w3 , v v - , ; ,
neménnd a ve ttetim kroku se minimalné Z-krat zmensi, coz si nyni musime dokézat.

1 Vice lze najit v [7].
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Lemma 3.2.2. Velikost D i pocet navrati do kroku 1. je polynomialni vzhledem

k velikosti vstupu.
Dikaz. Velikost vstupu Ize odhadnout zdola hodnotou

R = max (n, log(max||b;|])),
J

protoze kazdy vektor potfebuje alesponi jeden bit a vektor normy r potiebuje
alespon log r bitd.
Cislo d; je ziejmé mensi nez (maxj”bj ||)i, ¢islo D tedy na zacatku splituje
n(n-1)

D= (maxlp )"
j

Jak jsme jiz dokazali u pfedchoziho lemmatu, druhy krok neméni hodnoty b/, tedy
nemeéni ani hodnoty D.

Kdyz prohodime vektory b; a b;_4, tak se vektory bj, ..., b;_, nezméni, a tudiz se
nezméni ani hodnoty dy, ..., d;_,. To, Ze se nezméni ani ¢isla d;, ..., d,, vidime z vyjadieni
d; = det (Gbl,bz,._,bj). Dale si ozna¢me c;_; novou hodnotu b;_,. Vektor c¢;_; je kolmici
vektoru b; k podprostoru (b, ..., b;_,), takze c;_; = b} + u; j_1b;_,. Ze norma tohoto
vektoru je < ZIIbg“_lll vidime z ekvivalence (P,) a (P';), kterou jsme jiz odvodili diive.
Z toho divodu se cislo d; alespon %—krét zmen$i a tudiz 1 hodnota D se alespon %-krét
zmen$i. ProtoZe je Cislo D zdola omezeno jednickou, je podminka z 3. kroku splnéna
nejvyse tolikrat:

logaD <n(n-—1) logé( max”bj”) .
3 3 j

Toto ¢&islo je pro jistou konstantu C jisté mensi nez CR3.

Je zfejmé, ze behem pribehu jednoho cyklu pies kroky 1., 2., 3. probiha jen
polynomialn€ mnoho operaci s€itani, odCitani, nasobeni a d€leni Cisel y;; a slozek vektort
b; a b;. Tato ¢isla jsou vSechna racionalni. K dokonéeni dikazu, ze LLL algoritmus
pracuje Vv polynomialnim c¢ase, zbyva odhadnout velikost C(¢itateld a jmenovatelt

zuCastnénych cisel. Nyni si omezime velikost jmenovateli a rovnéz velikost vektort

b/ (tim samoziejmeé omezime i velikost jejich slozek).
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Lemma3.2.3. Prokazdé 1 <j<i<nje

Diikaz. Zvolime libovolné 1 < i < n. VySe u Gram-Schmidtova ortogonalizacniho

procesu jsme uvedli, ze vektor b; lze napsat jako b; = b; — ;'-;11ajb kde

'j

(aq,ay, ..., a;_1) je feSenim soustavy linearnich rovnic
Gpy by, by, (A1, A2, vy @i—1)" = (bi- by, by by, ..., by bi_y)".
Podle Cramerova pravidla je kazd¢ a; podilem determinantu urcité celociselné
matice a determinantu matice Gp, b,,..b;_,- Tento podil je roven d;_;. Z toho plyne, Ze

i-1
di—lb; = di—lbi - Z di—l ajb] SY/AS

j=1

Vzhledem k tomu, ze pro libovolné j je d;_1b; € Z", plati ||di_1b]ik

> 1, tudiz

1

| bf > . Z této nerovnosti a definice ¢isel d; dostaneme
j-1
d; d;
nww=;?= . :“ *Zs¢ﬂm%@fsw
i IBsIZNbNI2 .. || b
a tedy
b; .b; b; .b}
d],ul] = d] - . ]2 = d] ld' L = dj—l(bi .bj) = bi . (dj—l .b;) S/

|15; -

j—1

Lemma 3.2.4. Po provedeni 2. kroku plati ||b;||? < nD? prokazdé 1 < i < n.
Dikaz. Vzhledem K tomu, Ze jsou vektory b; na sebe kolmé a protoze

bi = b + X521 wijbj, plati

2

b}

i-1
IBill2 = 1B 12 + ) w2
j=1
v ves 1 v ,
Kdyz vyuZijeme nerovnost y;; < 52 pfedchozi lemma dostaneme

i—-1
n
1b;]I? < D? +Z D* < D? +2D < D%
j=1

N
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Pokud vyuzijeme vSechny tyto poznatky, dostaneme polynomialni mez pro ¢asovou

slozitost LLL algoritmu, coz si shrneme v dikazu nasledujiciho tvrzeni.

Tvrzeni 3.2.5. LLL algoritmus pracuje Vv polynomialnim c¢ase v zavislosti na

velikosti vstupu.

Diikaz. V lemmatu 3.2.2 jsme dokazali, ze pocet néavrati do 1. kroku je
polynomialné omezeny shora. Polynomialné mnoho operaci provadime v 1., 2. a 3. kroku.
Vsechny operace provadime s raciondlnimi Cisly, které maji polynomialné omezeného
jmenovatele (coz jsme ukazali v lemmatu 3.2.3) a jejichZ velikost je také polynomialné
omezena, tedy i Citatel je polynomidlné omezen. Dalsi skute¢nost jsme dokazali v
lemmatech 3.2.3 a 3.2.4, ale jen po provedeni 2. kroku. Zbytek mizeme snadno dokazat ze

vzorci, které vystupuji v Gram-Schmidtové ortogonalizaci a v 2. kroku.
3.3 PRIKLADY
Piiklad 3.3.1.[podle [1]]. Najdeme LLL-redukovanou bazi miizky dané bazi
b, =(1,1,1),b, = (—1,0,2),b; = (3,5, 6).

Vektory v piikladech budeme psat do fadku. Nejprve provedeme Gram-Schmidtovu

ortogonalizaci.

b =b, =(1,1,1),

b, = b, — u,,b; = (—1,0,2) (111)—-( >

2 2 2171 » Y 3 4 3’ 313 )

b3 = bs — u3,1b; — u3,b3 = (3,5,6) (1,1, ( )——
3 3 31%1 32Y2 I 3 )= 14 3’ 3’3

_ ( 6 9 3 >
\ 14714° 14)°
Nyni provedeme 2. krok. Pro i = 2,j = 1 je x = |u,1] = 0, takze se nic nezméni.
Proi =3,j = 2 vyjde
X = l:u32] = 1' b3 = b3 - be = (3F5F6) - (_11 Or 2) = (4I 5; 4);

1 14 1 13
M32=H32_1=_ﬁ, H31=#31_H21=?_§=?-

Proi =3,j =1 vyjde

X = I.:u'31] = 4': b3 = (4" 5' 4') - 4'(1' 1; 1) = (O, 1' 0);
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3 LENSTRA-LENSTRA-LOVASZUV ALGORITMUS

_ 4_13 12_1
Uzl = U3q — 73 33

Po 2. kroku mame

bl = (11 1’ 1)! bZ = (_11 01 2)1 b3 = (01 11 O)r

1 1 1
Uz1 =§, Uszq =§: U3z = _E-

Nyni prejdeme ke kroku 3., kde porovnavame ||b}||? a G — u? i—1) Ib;_,|I?, takze

9 73 3
*112 — — (= _ 2 *112
b3l —_14_<_21 (4 .U32) (724

takZe musime prohodit vektory b, a b; a dostavame
b, =(1,1,1),b, = (0,1,0), b3 = (—1,0,2).
Nyni se vratime na zacatek a opét provedeme Gram-Schmidtovu ortogonalizaci
bi =b; =(1,1,1),

) ) 1 12 1
b5 = by — b = (0,1,0) -3 (1,1, = ( )

"3373

) ) ) 1 1/ 12 1 3 3
b3=b3_l131b1—ll32b2=(—1,0,2)—5(1.1,1)"‘5(—5,5.—5)==(—E,O,E)-

Krok 2. probéhne beze zmén, kdyz si vybereme, Ze % zaokrouhlime dolt.

Nyni provedeme 3. krok, kde opét porovnavame

23

2
byl =5 <5 =
b3 = 5

3
== (3 ) I

4

9 1 3
13117 =5 > 5 = (5 — ) 311
Zjistili jsme, Ze nyni musime prohodit vektory b4, b,, tedy dostaneme

bl = (Or 1r O);bz = (1’ 1; 1)' b3 = (_1; O; 2)
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3 LENSTRA-LENSTRA-LOVASZUV ALGORITMUS

a opét provadime Gram-Schmidtiv ortogonalizacni proces, takze dostaneme
b =b, =(0,1,0),

b; = by — uy, bt = (1,1,1) — 1(0,1,0) = (1,0, 1),

1 3 3
b; = b3 - ‘U,31bik - ,Ll32b; = (_1, 0, 2) - E(l, 0, 1) == (_E,O,§>

V 2. kroku dostaneme
proi=2,j=1
x=|ul=1, by=b,—xb; =(1,1,1) —(0,1,0) = (1,0, 1),
Po1 =H21 —1=0
Proi = 3,j = 2 se nic nezméni, stejné jako pro i = 3,j = 1.
Takze po 2. kroku méme

b1 = (0, 1, O), bz = (1, O, 1), b3 == (—1, O, 2),

1
P21 =0, p31 =0, s =5

Ve 3. kroku porovname

3 3
137 = 2> 2 = (5 = ) B3P,

9 3
13112 =5 > 1= (5 = k&) 3112
¢imz jsme zjistili, Ze je splnénd podminka (P,), takZe jsme nalezli LLL-redukovanou bazi.

Ovéieni spravnosti vysledku lze provést opét v programu Mathematica, tedy

LatticeReduce[{{1, 1, 1}, {-1, 0, 2}, {3, 5, 6}}]

{{0, 1,0}, {1, 0,1}, {-1, 0, 2}}

Piiklad 3.3.2. Najdi LLL-redukovanou bazi mtizky, ktera je dana bazi
bl = (_1) 5) 0)) bZ = (21 51 0)! b3 = (8F 61 16)'

Nejprve provedeme Gram-Schmidtovu ortogonalizaci.
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3 LENSTRA-LENSTRA-LOVASZUV ALGORITMUS

bik = bl = (_1; 5; 0)1

bi=h b = (2,5,0) 23(150)—(75 15 o)
2 = Dy — U101 = 4,9, 26 ) =Z6'26"")

46

b3 = b3 — piz1by — pizzb; = (8616)__( 150)_E(

E,Eﬁ) =(0,0,16).
26°26
Nyni provedeme krok 2.
Proi=2,j=1]je
x=|ppl=1, b, =b,—xb; =(2,50)—-(-1,50)=(30,0),

23 3

= —l=——1=——
Uz1 = HU21 26 26

Proi = 3,j = 2 vyjde
x = |1 =3, bz =bs—xb, =(8,616) —3(3,0,0) = (—1,6,16),

1 11 3 25
Haz =Mz —1==7,  l3g =H3 — Uy = t57=

15’ 3 726 26
Proi = 3,j = 1 vyjde
x=|us;1=1, by =(-1,6,16) — (1,5,0) = (0,1, 16),

25 1

Uz, = U31 26 26

Po 2. kroku mame
b, = (—1,5,0),b, = (3,0,0),b; = (0,1,16),

3 1 1

Hz1 = 26 U311 = 26 U3z :E-

14 4 * 3 * w
V kroku 3. porovnavame ||b;]|? a (Z — u? i—1) Ib;_, |, takZe dostaneme

T 15
20726 STz T g eIl
a
671 3
2 — Y * 112
1B317 = 256 > 22 = (5 = 1. ) Ib3 1%,

Z ¢ehoz je patrné, ze musime prohodit vektory by, b,, takze dostaneme
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3 LENSTRA-LENSTRA-LOVASZUV ALGORITMUS

b, = (3,0,0),b, = (—1,5,0),b; = (0,1,16),
vratime se na zacatek cyklu a znovu provedeme Gram-Schmidtovu ortogonalizaci

bik = bl = (31 0; 0))

1
b; = b2 - ﬂz:lbik = (_1, 5, O) +§(3, O, 0) = (O, 5, O),

1
b; = b3 - ﬂ31bik - /l32b; = (0, 1, 16) - g(o, 5, 0) = (0, 0, 16) .

Krok 2 prob&éhne beze zmén.
Po 2. Kroku tedy mame
b1 = (3, O, O), bz = (_1, 5, O), b3 = (O, 1, 16),

1 1

Hz1 = 3 ps1 =0, s B

Znovu porovname

3
= 1) i1

9
%2 = 2 —=
b3 = 25 > = = (

71 3
Ib3117 = 256 > = = (3 — . ) b3 %

Ve 3. kroku jsme zjistili, ze jsme jiz nalezli LLL-redukovanou bazi.

Piiklad 3.3.3. Najdeme LLL-redukovanou bazi miizky dané bazi
b, =(0,3,4),b, = (—1,3,3),b; = (5,4,-7).
Krok 1.
bik = bl = (Or 314))

b; = by — pprb} = (~1,3,3) 21(034)—(112 9)
2 — U2 Au21 1 = y 25 y - 1251 25'

by =b b} — tsab3 = (5,4 7)+16(o34)+7( 22 9)
3 = D3 — U3101 — U320, = (O, 4, oo W 17 T

_(78 104 78)
S \17’ 17 17)°
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Krok 2.
Proi=2,j=1]je
x=|uxpl=1, b, = b, —xb; =(-1,3,3) = (0,3,4) = (—-1,0,-1),

21 4

ﬂ21=ﬂ21_1=£_1— T

. . . 12
Pro i = 3,j = 2 se nestane nic, pouze gz = Uz — Up1 = ~ 0

Proi = 3,j = 1 vyjde
X = LU31] = _11 b3 = (51 41 _7) + (OI 31 4) = (55 7: _3)5

_ 41— 12+1_13
Uz1 = U3q =~ s T

Po 2. kroku mame

b, =(0,3,4),b, = (-1,0,-1),b; = (5,7,-3),

4 13 7
#21=_£» #31=£' H32=_ﬁ-
Krok 3.
850 1811 3
*112 — — = _ 2 *112
IB317 = =2 < Do = (5 = ) 1B 12
22984 1342 3
*12 — — = _ 2 *112
IB307 = == > e = (= 1) 311

takze prohodime vektory by, b, a dostaneme
b, =(-1,0,-1),b, = (0,3,4),b; = (5,7,-3)
a vratime se na zacatek ke Gram-Schmidtove ortogonalizaci
b =b; = (-1,0,-1),
b5 = b, — by = (0,3,4) +2(-1,0,—-1) = (—2,3,2),

5 78 104 78
b3 = by = anbi — sz} = (5,7,-3) + (-1,0,-1) — 1(~2,3,2) = (15 )

1717’ 17
Krok 2.

Proi=2,j=1je
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x = || = -2, b, = b, —xb; = (0,3,4) + 2(—1,0,—-1) = (-2,3,2),
P21 = Up1 +2 =0.
Proi = 3,j = 2 se nestane nic.
Proi =3,j =1 vyjde
x=lus1l=-1, b3=(54-3)+(-1,0,—-1) = (4,7,—4),
p3r =31 +1=0.
Po 2. kroku mame

bl = (_11 O)_l)l bZ = (_zl 3' 2); b3 = (4I 7' _4)5

5
= 0’ = 0’ —_— — .
Uz1 Uzq Usz 17

Ve 3. kroku porovname

13 3
13112 = 17 > === = (3 — 3. ) 1112

22984 S 51 _ (3 5 >||b*||2
289 ~ 4 \g Hsz)lnll

Ib311% =
Nalezli jsme tedy LLL-redukovanou bazi.
Piiklad 3.3.4. Najdeme LLL-redukovanou bazi miizky dané bazi
b, =(1,0,3,2),b, = (0,1,-1,3),b; = (0,0,—1, 2).
Provedeme Gram-Schmidtovu ortogonalizaci.
b =b; =(1,0,3,2),

bi=b b = (0,1,—1,3) 3(1032)—( 3 .2 36)
2 — U2 #21 1 — 4L ) 14 y Y, 9, - 141 ) 14F14I

bt =b bt — b = (0,0,—1,2) — —(1,0,3,2) 19( 3 .2 36)—
37 U3 T a0 T a2l T AN U T LA T AL S A Tog\ T Y T 1a01a) T

_(14 133 28 35>
~\203° 203" 203’203/°

Nyni provedeme 2. krok. Pro i = 2,j =1 je x = [uy,] = 0, takze se nic nezméni.

Proi =3,j = 2 vyjde

42
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X = lll32] = 1, b3 = b3 _xbz = (0, 0,_1, 2) - (0, 1,_1, 3)

= (0,-1,0,-1),
_ 1= 10 _ _ 1 3 _ 1
Uzz = U3z = 7oy Uzp = Uz1 — U1 = 142 12 7

Proi = 3,j = 1 vyjde x = |usz;| = 0, takZe po 2. kroku mame
b, =(1,0,3,2),b, =(0,1,-1,3),b3 = (0,—1,0,—1),

3 2 10

H21 =~ 1% H31 = T 14 Hzz2 = ~99°

Dale provedeme krok 3., kde porovnavame ||b;||? a G — u? i—1) Ib;_, 1%

2030 138 /3
*112 — . —(Z=_ 2 *112
IB317 = o > o = (5 — ) 1B 2
ale
e 2 o 19894 307835 _ (3 , )||b*||2
s = 21200 = 27006 \g~ H32) 1Pzl

Z ¢ehoz vyplyva, ze musime prohodit vektory b, a b; a dostavame
b, =(1,0,3,2),b, =(0,-1,0,—1),b3 = (0,1, -1, 3).
Nyni se musime vratit na zacatek a opét provést Gram-Schmidtovu ortogonalizaci

bik = bl = (1! 0: 3; 2);

by = by — piyyb; = (0,—1,0 1)+1(1032)—(1 1,2 5)
2 — U2 ,u211_ ] » Yy 3 y Y, I, _71 l7l 7;

. . . 3 251 3 5
b3 = b3 —[,1.311’)1 —,u32b2 = (0, 1,—1,3) —ﬁ(l,O,S,Z) +E<;,—1,§,—§> =
1 13 9 13
N (E’_E'_E’E>'

Dale provedeme 2. krok.
Proi =2,j =1jex = |uy| = 0, takze beze zmény.
Proi =3,j = 2 vyjde
x = |us;l =—-2, by=bs;—xb,=(0,1,-1,3)+2(0,-1,0,—-1) = (0,—1,-1,1),

3 2 5

1
Haz =Wz t2=—70,  Ma1 =M1~ =+ 7= 10
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Proi = 3,j = 1 vyjde x = |uz;| = 0, takZe po 2. kroku dostaneme

b, =(1,0,3,2),b, = (0,—1,0,—1),b; = (0,—1,—1, 1).
1 1 5
Hz1 = 7 H31 = 12 Hz2 = 14"
Nyni provedeme 3. krok, kde opét porovnavame
84 143 3
*12 — (= ,2 *112
317 = < 2= = (5 = 3. ) I 112
a
420 107 3
2 _ —(2_,2 *]2
1B317 = 2o > 5 = (5 = 1) B3I,
takZe nyni musime prohodit vektory b4, b,. Dostaneme
b, =(0,-1,0,—-1),b, = (1,0,3,2),b; = (0,—1,-1,1)

a opét provadime Gram-Schmidtliv ortogonalizaéni proces, takze dostaneme

b = b, = (0,—1,0,—1),

b; = b, —uy:b; =(1,0,3,2) +(0,—1,0,—1) = (1,-1,3,1),
b3 = bz — pz by — pzzb; = (0,—1,-1,1) 5 (1 -1,3,1) =

V 2. kroku dostaneme
proi=2,j=1
x =lpul=-1, by =b,—xby =(1,0,3,2) + (0,
Ha1 = H21 +1=0
Proi =3,j=2apro i = 3,j = 1 se nic nezméni.
Takze po 2. kroku mame
b, =(0,-1,0,—-1),b, = (1,—-1,3,1), b3 = (O,

1

=0, =0, = ——
U1 = Uz = U3z 12

Ve 3. kroku porovname

_1'

-1,0,

~1)

_11 1))

=(1,

- 1) 3) 1))
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6 3
b3 = 12> 2 = (5= 1, ) B3 12

420 3
Ib317 = Top <9 = (- 32 1311,

takze opét musime prohodit 2. a 3. vektor a mame

b, = (0,—1,0,—1),b, = (0,—1,—1,1),b; = (1,—1,3,1)

a opakujeme cyklus od zacatku.
=b, =(0,—-1,0,-1),

= b2 - :uZlb;lk = (01 _1' _11 1)1

Wl
w| o

1
= by = pssbi — b} = (1, =13, D+ 0,-1,-1,1) = (1,

Krok 2. probéhne beze zmény a ve tfetim kroku zjistime, ze

6 3
B3 = 3> 2 = (5 = ) 16311,

105 23 3
*12 — — = _ 52 *112
Ib31]* = 5 > 1 (4_ .U32) 1b311%.

Tim jsme nalezli LLL redukovanou bézi.
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4 APLIKACE LLL REDUKCE

Nejprve si stru¢né uvedeme oblasti, ve kterych lze LLL algoritmus vyuzit, a déle si
kratce ptiblizime vybrané aplikace, které nebudu blize rozebirat, vzhledem k tomu, Ze to uz
by pfesahovalo rozsah této prace. Na zavér si ukazeme par piikladd na aplikaci LLL

algoritmu v programu Mathematica.
LLL algoritmus se vyuziva predevsim v téchto oblastech:

- Faktorizace polynoma nad celymi nebo raciondlnimi ¢isly, pfipadné nad dal$imi
télesy.

- Problémy teorie mfizek: Problém nejmensi baze miizky, problém nejkrat$iho
vektoru miizky a problém nejuzavienéjsiho vektoru miizky (vice viz [3]).

- Nalezeni minimalniho polynomu, jehoz kofenem je zadané algebraické ¢islo (dané
aproximaci).

- Celociselné linearni programovani, které je odvétvim optimalizace. Zakladnim

problémem celo¢iselného linearniho programovani je rozhodnuti, zda existuje celociselné

feSeni I raciondlnich nerovnic o S neznamych.

- Pro danou posloupnost realnych cisel (xy, ..., x,) najit posloupnost celych Cisel
(aq, ..., a,), tak aby platilo: }i-, a;x; = 0A3Ji:a; # 0.

- Siroké wvyuziti v kryptologii. Nejdiive byl LLL algoritmus pouZivan v
kryptoanalyze jako nastroj utokd na rizné systémy - jako prvni byly prolomeny rtuzné
systémy zalozené na principu batohu (vice viz [3]).

4.1 DIOFANTICKE APROXIMACE

Véta z teorie diofantickych aproximaci fikd, ze pro libovolna reédlna cisla Sy, ..., By,

a0 < e <1 existuji cela ¢isla py, ..., pp, g, kterd spliiuji

Aproximaci, kterd je jen o malo hor$i, miZeme nalézt v polynomidlnim case

pomoci LLL algoritmu.

Tvrzeni 4.2.1. Existuje polynomidlni algoritmus, ktery pro zadana raciondlni ¢isla

B1, -, Pn @0 < & < 1najde cela ¢isla py, ..., pn, q splitujici
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pi 3 . n(n+l) _
|<a proi=1,...n a 1<q<2 % ™"

Diikaz. M&me miizku M € Q™*1, ktera ma bazi

_n(n+1)
1,0,...0),(0,1, ...,0), ., 0, ... 1,0) (—ﬁl, By =B 2 1 gn+1).

Posledni slozku nejprve zaokrouhlime na dostate¢né piesné racionalni Ccislo,
protoze nemusi byt raciondlni. Déle oznalime b; aproximaci nejkratSiho nenulového

vektoru miizky M kterou jsme nalezli pomoci LLL algoritmu, tedy

_n(n+1)
bl - pl(l’ 0”0) + .”+pn (O,,l,O) +q<_ﬁll _BZI'--I_ﬁan 4 gn+1>

_n(n+1) 1
=(p1—31q,---,pn—b’nq,2 L )

pro cela ¢isla py, ..., pn, q, ktera se daji spocitat v polynomialnim ¢ase z vektoru b,

jako feseni soustavy linearnich rovnic. S pouzitim tvrzeni 3.1.1 dostaneme

n il n(n+1)
Ib |l < 2% 27 & entl=g¢,

Vzhledem k tomu, Ze velikost vektoru b; je nejvyse &, jsou absolutni hodnoty vSech

slozek mensi nez &, coZ jsou po Upraveé nerovnosti z tvrzeni.

4.2 HLEDANI CELOCISELNYCH VZTAHU MEZI CISLY
Celociselna zavislost mezi realnymi &isly S, ..., Bn j€ rovnost
$1B1+ -+ s,Br =0,

kde sy, ...,s, jsou cela Cisla. Abychom nalezli takovy vztah, zkusime najit kratky vektor
by v mfiizce M € Z™*! | kterd je dana bazi

(1,0,..,0,INB:D, (0,1, ...,0,INB2 D, ..., (0,0, ...,1, INB,]),
kde N je dostatecné velké ¢islo. Vektor b, lezi v miizce M, tudiz

bl = Sl(lﬁ 0! ey 0) lNﬁl]) + ot Sn(o: 0! "'I1I lNﬁnD =

= (Slf S2, s Spy N(ﬁlsl + ﬁZSZ + -+ .ann))

pro celd cisla sq,...,s, (chyby zplisobené zaokrouhlovanim ve 2. fadku pomineme).
Vzhledem k tomu, Ze je vektor b, kratky, nebudou ¢éisla sy, ..., s, pfili§ velka a tedy cislo

P15y + P25 + -+ + Bps, bude pomérné malé (v nejlepSim ptipade bude rovno nule).
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Takto lze dojit k mnoha zajimavym vztahim, k nimz napiiklad patii i tzv.

Machinuv vzorec

1 1
—m + 16 arctg (E) — 4arctg (ﬁ) =0,

pro ktery stac¢i hodnota N okolo 10000. Dalsim piikladem je hledani minimalnich
polynomti algebraickych ¢&isel. Pro dané realné &islo ¥ polozime f5; = y* a existuje-li
takovy polynom, tak v nejlepSim piipadé najdeme celoCiselny polynom, jehoz je y

kofenem.

Pokud ovSem chceme hledat celociselné zavislosti, existuji na to specidlni

algoritmy. Napf. vyznamnym vysledkem algoritmu PSLQ bylo nalezeni formule

_Z 1( 4 2 1 1 )
"TL16F\8k+1 8k+4 8k+5 8k+6)’

diky které lze za pouziti dalSich trik nalézt n-tou cifru m v Sestnactkové soustavé, aniz

bychom znali predchozi.'?

4.3 PRIKLADY NA APLIKACI LLL ALGORITMU

V této kapitole si pokusime uvést nckolik ptikladi, vnichz lze vyuzit LLL

algoritmu.

Priklad 4.3.1: Pokusime se pomoci LLL algoritmu nalézt racionalni aproximaci

Cislam = 3,1416.

Reseni: Vezmeme vektory u; = (1,0,3,146),4, = (0,1,1000) a provedeme
hledani redukované baze. Ta bude obsahovat vektor, ktery bude linearni kombinaci téchto
dvou vektoru s celoCiselnymi koeficienty a, b, tj. vektor ve tvaru (a, b, 1000(am + b)).

Ocekavame, ze tento vektor bude mit ,,nevelkou* velikost v a, b a tim spise v 1000(ar +

b).

Cely vypocet provedeme v programu Mathematica 8. Musime vzit v uvahu, Ze

tento programovy balik vyZzaduje pii pouziti povelu LatticeReduce®™® jakoZzto soufadnice

12 \/zorec objevil v roce 1995 Simon Plouffe. Byl pojmenovan podle autorii dokumentu, ve kterém byl
zvetejnén Davida H. Baileyho, Petera Borweina a Simona Plouffea, vice viz Bailey-Borwein-Plouffe formula
na Wikipedii.

12 0 tomto povelu je vice v priloze.
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vektorti jen raciondlni Cisla. Budeme proto pracovat s racionalni aproximaci ¢isla m ve

tvaru m = 3,1416, kterou zapiSeme ve tvaru zlomku 31416/10000:

pi =31416/10000
3927/1250
a pouzijeme LLL algoritmus na vektory i, U, jak jsme rozmysleli vyse. Dostaneme
LatticeReduce[{{1,0,1000pi}, {0,1,1000}}]
{{-7,22,44/5},{15,-47,124}}
a ted’ si dukladné€ prohlédneme prvni vektor. Ten vlastné fika, Ze pokud vezmeme a = —7,
b = 22, pak je rozdil 1000(—=7pi + 22) ,nevelky” a tedy —7pi + 22 je ,,téméei* nula,
neboli
= % je ,,dobra® aproximace Cisla .
Z historie matematiky je znamo, Ze tato racionalni aproximace ¢isla m byla znama jiz

Archimédovi (ten odvodil odhady % <rn< %) a je ostatné i dnes vyuzivana na ZS.

Priklad 4.3.2: Student fteSil jakousi kvadratickou rovnici s celoCiselnymi
koeficienty a nakonec si jeden jeji kofen vycislil na papirek. VySlo mu x = 3,26795. Jenze
puvodni zadani a vypocet ztratil. DokaZeme najit koeficienty té pilivodni kvadratické

rovnice?

ReSeni: Oznaéme r = 3,26795 piibliznou hodnotu hledaného kotene a sméfujeme
k nalezeni vhodnych celo¢iselnych koeficientd a, b, ¢ takovych, ze ar? + br + ¢ by mélo
byt ,malé“. Vezméme vektory 1; = (1,0,0,10 00072),%, = (0,1,1,10 0007), %5 =
(0,0,1,10 000) a pouzijme na tyto vektory LLL algoritmus. Ocekavame, ze ziskame
vektor ve tvaru linearni kombinace t&chto tii vektord ve tvaru aiu, + bu, + cis, tj. ve
tvaru (a,b,c,10 000(ar? + br + c)). Cekame zaroven, Ze tento vektor bude »,maly* a

zejména jeho posledni soufadnice by méla byt ,,mala®.
V Mathematica 8 zacnéme racionalni aproximaci r:
r = 326795/10000
65359/2000

a nyni uzijeme LLL algoritmus:
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LatticeReduce[{{1,0,0,100000r?*},{0,1,0,100000r},
{0,0,1,100000}}1]

{{1,-10,22,-(1119/4000) },{-29,81,45,-(587549/4000) },
{80,-229,-106,-(3869/50) }}

Ted nédm koeficienty prvniho vektoru urcuji  kvadratickou rovnici
x? —10x 4+ 22 = 0. Snadno zjistime, Ze jeden jeji kofen je x = 5 — v/3:

Solve [x%-10x+22=0,x]

{{x>5-V3}, {x>5+/3}}
a ur¢ime si jesté pribliznou hodnotu:
N[5-V3,6]
3.26795
Muze se fici, ze k ziskani podobného vysledku je tfeba mit §tésti a také umét trochu
experimentovat (povSimnéme si, Ze je tfeba vhodné zvolit nasobek N ¢isla r). My jsme

tentokrat vzali N = 100 000, jindy mize pomoci jina volba, zde se trochu pfiblizujeme

experimentovani béznému spise v ptirodovédnych oborech.

Priklad 4.3.3: Podobné¢ jako u pfedchoziho ptikladu, miZeme hledat pivodni

zadani kvadratické rovnice s celo¢iselnymi koeficienty, jejiz koten vySel x = 0,645 751.

Refeni: Oznaéme s = 0,645 751 piibliznou hodnotu hledaného kofene a opét
sméfujeme k nalezeni vhodnych celoc¢iselnych koeficientd a,b,c, stejné jako u
piedchoziho. Vezméme vektory ; = (1,0,0,10 00072),%, = (0,1,1,10 0007), %5 =
(0,0,1,10 000) a pouzijme na tyto vektory LLL algoritmus.

V Mathematica 8 zanéme racionalni aproximaci r a dale pouZijeme LLL
algoritmus a ptikazy Solve pro zjisténi kofenti rovnice a piikazem N pro zaokrouhleni

ovéfime spravnost vypoctu:
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InEg]:= s = 645751 71000000;

2= LatticeReduce[{{1, 0, 0, 100000005s”}, {0, 1, 0, 100000005}, {0, 0, 1, 10000000}}]
4384071 218 4389 }}
25000 1250

1645999
100000

out[)= {{1, A }, {-284, =371, 358; - }, {-880, 799, -149,

In[13]:= Sol\re[ly2 +dy-3::0, y]
ot {3247}, fra-2047)

In[15]:= N[—2+VFT,7]

Out[15]= 0.6457513

Piiklad 4.3.4: Povzbuzeni piedchozimi piiklady popiSeme postup na ,,vyrobu‘

reklamnich ptikladi, které jsou podobné ptedchozimu.

Naplanujeme si rozumné hodnoty kotfentl kvadratické rovnice, feknéme
a)x; =7—2v2 =4,17157
b) x; =1 —+/6 = —1,44949.

Vzhledem k Viétovym vzorcliim je jasné, ze v piipad¢ a) je druhy kofen kvadratické
rovnice s celodiselnymi koeficienty nutng 7 + 2v2 a tato rovnice se ziska z rozkladu
(x=7+2V2)(x-=7-2V2) = (x = 7)? =8 =x? — 14x + 41 = 0.

Véc je tedy naprosto jasna, pokud zname exaktné zapsany kotfen kvadratické rovnice
s celo¢iselnymi koeficienty. Cela hra je o tom, Ze kdyZ zname jen nepifesnou, tedy jiZ
zaokrouhlenou hodnotu jednoho kofene, jako v daném piipadé a) x; =7 —2v2 =
4,17157, tak se piesto mizeme s pomoci pocitaée pokusit najit puvodni kvadratickou
rovnici. Ziskat ndm ji pomiiZze vySe popsany LLL algoritmus a samozifejmé¢ miZzeme uzit i
programy pocitacové algebry. Budeme potiebovat vhodnou hodnotu ¢isla N a trochu §tésti,
ale zato zkouSime véci netradicni, které by presto mohly byt zajimavé i pro budouci

ucitele.
V Mathematica 8 si ulozime vhodnou racionalni aproximaci kotene x; jako r:
r = 417157/100000
417157/100000

a po nam jiz zndmém povelu
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LatticeReduce[{{1,0,0,100000r*2},{0,1,0,100000r},
{0,0,1,100000}}1]

dostaneme trojici vektort

{{1,-14,41,162649/100000}, {-20,76,31, -
(302649/5000) },{57,-221,-70,-(31829007/100000) }},

Z nichz prvni obsahuje koeficienty ndmi hledané kvadratické rovnice.
V piipadé¢ b) jen zménime zapis. Ulozime si hodnotu
r = -144949/100000

anam jiz zndmy povel LatticeReduce poskytne vysledek

{{1,-2,-5,12601/100000}, {-61,-76,18, -
(10568661/100000) },{-151,-183,52,24597249/100000}}.

Snadno se presvéd¢ime, ze kvadratickd rovnice x? —2x —5=0 ma kofen

x; =1 -6 =—1,44949,

Z ptedchoziho by mohl vzniknout dojem, Ze cely LLL algoritmus sice poskytuje
jakousi ,,zdbavu®, ale je vcelku neuzitecny. Neni tomu tak. LLL algoritmus patii mezi
algoritmy hledajici celo¢iselné vztahy mezi Cisly (integer finding algorithm). Obecné jde o
algoritmy, které hledaji, zda by se k dané mnozin¢ realnych &isel {xq,x,, ..., x,} nedala
najit takova mnozina celych ¢&isel {aq,a,, ..., a,} nikoli vesmés rovnych nule takova, ze

aixq + azx, + -+ apx, =0.

Téchto algoritmti je dnes jiz znama celd fada. Nékteré vedly k objevu nebo k
»znovuobjeveni pocitatem* nékterych uziteCnych vztahd, které napiiklad umozZnily
vypocet Cisla 7 na mnoho desetinnych mist, obecné tedy nikoli jen ke ,,vécem na hrani®,
ale i krelacim, které byly matematikim neznamé a vlastn¢ byly ,,objevené za pomoci

pocitace*.
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Cilem mé prace bylo cCtenafi predstavit nedostateCné zpracované téma LLL
algoritmu v Ceské republice. Jednalo se o zamér, uvést toto pomérné nové téma v Seském

prostiedi, ilustrovat piiklady vypoctl a demonstrovat jeho variabilni pfinos a vyuziti v

matematické oblasti.

Vzhledem ke struktufe a obsdhlosti prace, ktera se zabyvala LLL algoritmem a
tématy s nim bezprostfedné souvisejicimi, byl tento cil naplnén. Zpracovana prace by m¢la
Ceskému cCtendfi dostatecné predstavit téma LLL algoritmu a jeho piinos vcetné

praktického vyuziti.

Ve své praci jsem se zabyvala Gram-Schmidtovym ortogonaliza¢nim procesem,
ktery nam dokaze poskytnout bazi, ktera obsahuje jen ortogonalni vektory. Dalsi
zkoumanou oblasti byly mftizky a jejich redukce. Stézejni kapitolou pak byla Cast
zabyvajici se LLL algoritmem, ktery dokaze v relativné kratkém case najit pomérné
kratkou bazi dané mtizky, ovSem na tkor totalni ortogonality. Tyto vektory jsou ,,témér*
ortogonalni, zato vcelku kratké. Diky tomuto algoritmu, mohou matematici objevit nové
véty a vzorce za pomoci pocitace, o kterych dosud vibec nevédéli, ze existuji. Dalsi
pouziti je ve faktorizaci (rozkladu) polynomt, kde by mohl pomoci pravé LLL algoritmus.
Toto téma jsem ovSem pouze zminila, jelikoZ jeho pfibliZzeni by bylo na dalsi diplomovou
praci. Vice o téchto aplikacich lze nalézt napt. v bakalaiské praci LLL algoritmus a jeho

aplikace od Forbelské.

Zpracovani této diplomové prace znamenalo nesporny piinos pro moji 0sobu i pro
potencionalni Ctenafe. Diky této praci jsem se seznamila s programem Geogebra, s jehoz
pomoci jsem vytvofila vSechny ilustracni obrazky. Seznameni s timto programem bylo
velkym ptinosem a domnivam se, ze by s nim mohl pracovat kazdy, nebo kazdy uditel,
ktery by program mohl vyuzit jako pomiicku pii vyu€ovani pro ndzornou piedstavu
studentti.

Dalsi program, ktery jsem zde vyuzila je Mathematica. Mathematica dokaze
provést LLL algoritmus v mnohem krat§im Case, neZ jsem jej dokédzala provést rucnim
vypoctem bez pouziti pocitace. Tento program dokaze uSetfit mnoho ¢asu a lze jej vyuzit

pravé pii aplikaci LLL algoritmu na hledani celociselného polynomu, pokud zname jeho
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kotfen. Mathematica Ize mimo jiné vyuzit také pro hledani ortonormalni baze a pfi redukci

miizky, jak je ukdzano na nékterych ptikladech.

Vzhledem k tomu, Ze tento algoritmus, u nas nebyl jest¢ mnohokrat popsan, bude
pfinosem pro ¢tenafe popis algoritmu, jeho vyuziti 1 podrobné vypoctené priklady. Prace
rovnéz zahrnuje ukazku vypocti v programu Mathematica. Hlavni piinos shledavam
v deskripci a nazorné demonstraci v Mathematice, jakym zpusobem mize nalézt Ctenafr
ztracenou rovnici, pokud zna zaokrouhleny kofen této rovnice, coz je urcitou ,,hiickou*,
kterou mohou vyuzit jak studenti, tak ucitelé pouzitim jednoduchého piikazu

LatticeReduce v tomto programu.
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This master thesis will be concerned with LLL algorithm. The target of the thesis is
to introduce LLL algorithm to Czech readers and demonstrate contribution of algorithm in

mathematical science.

My thesis is divided into 4 chapters. The first chapter deals with the Gram—Schmidt
process. This is a method for orthonormalising a set of vectors in an inner product space,

most commonly the Euclidean space R™.

In mathematics, the goal of lattice basis reduction is given an integer lattice basis as
input, to find a basis with short, nearly orthogonal vectors. This is realized by using
different algorithms, whose running time is usually at least exponential in the dimension of

the lattice. The second chapter is just about lattices and their reduction.

In the third chapter, I finally defined the LLL algorithm, which can be found in
polynomial time quite short based on the lattice. The fourth chapter includes application of
LLL algorithm.

Each chapter involves amount of practical examples for better understanding,
supplemented by calculations in the computer program Mathematica 8. lllustration images

are created in the program GeoGebra.
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9.1 FUNKCE ORTHOGONALIZE
Zde je popsana funkce Orthogonalize, kterou jsme vyuzili pfi hledani ortonormalni

baze (pievzato z [12]).

Orthogonalize

Orthogonalize[{v;, va, ...}]
gives an orthonormal basis found by orthogonalizing the vectors v;.

Orthegenalize({e), ez, ...}, f]
gives a basis for the ¢; orthonormal with respect to the inner product function f£.

v EXAMPLES OPEN ALL

v Basic Examples
Find an orthonormal basis for two 3D vectors:

In[1]:= Orthogonalize[{{1, 0, 1}, {1, 1, 1}}]

OQut[1]= {{’é » 0, \:2_ }I {0, 1, 0}}

Find the coefficients of a general vector vith respect to this basis:

In[2]:= % .{x, ¥, 2}

out[2]= {% * 27 24
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9.2 FUNKCE LATTICEREDUCE

Zde mame popsanu funkci LatticeReduce v Mathematice a jednoduchy piiklad na

vysvétleni jejiho pouziti (pfevzato z [12]).

Wolfram Mathematica

DOCUMENTATION CENTER

Mathematica >

DOCUMENTATION CENTER SEARCH

V New to Mathematica? Find your learning path »

BUILT-IN MATHEMATICA SYMBOL

LatticeReduce

Tutorials ] ISEE Also I 1Tv‘.-:»r£ About ,

LatticeReduce[{v;, va, ...}]
gives a reduced basis for the set of vectors ;.

» MORE INFORMATION

¥ EXAMPLES

v Basic Examples

Find the reduced norm basis for a lattice:

CLOSE ALL

In[1]:= LatticeReduce[{{1, 0, 0, 1345}, {0, 1, 0, 35}, {0, 0, 1, 154}}]

Out[1]= {{0, 9, -2, 7}, {1, 1, -9, -6}, {1, -3, -8, 8}}

» Applications
» Properties & Relations

» Possible Issues

II

L

-] -l

|

=



9 PRILOHY

9.3 PRIKLADY APLIKACE FUNKCE LATTICEREDUCE

Zde si ukdzeme 3 priklady aplikace této funkce podle napovédy v programu
Mathematica (pievzato z [12]).

v Applications

Starting with trivial integer linear relationships, LatticeReduce can produce more interesting ones:

0o -0 -Q @0 0

1 -0 -a) a1 0
1 -y QA

0o--0 0 1 0

Find integer linear relationships for @) =2 and a; =3 of the form xj +a) %) +a3 19 =0:

L Y e e T e
o

Q

nfz:=a={{1,0,0, -1}, {0, 1,0, -2}, {0,0, 1, -3}};
In[3]:= a.{1, 2, 3, 1}
Out[3]= {0, 0, 0}
LatticeReduce preserves linear relationships, and the third row provides x5 = -1, x) = -1, and x5 = 1:
In[4]:= b = LatticeReduce[a]
Out[4]= {{1, 0,0, -1}, {-1,1,0, -1}, {-1, -1, 1, 0}}
In[5]:= b.{1, 2, 3, 1}

Out[5]= {0, 0, O}

Find polynomial relationships x4 # +3 £ +%3 2 +x)t4xg =0 fory - 3,"? 3
in[1]:= {a0, al, a2, a3, a4} = Table[Round[10"7 Power[3, 1/3]"1], {i, 0, 4}]
Out[1]= {10000000, 14422496, 20800835, 30000000, 43267 437}

The trivial initial relationships:

a={{1,0,0,0, -a0}, {0,1, 0,0, -al},
{0,0,1,0, -a2}, {0, 0,0, 1, -a3}, {0,0, 0,0, -ai}}:

In[2]:=

The reduced relationships:

in[2]:= b = LatticeReduce[a]

{{-3,0,0,1,0}, {0, -3,0,0, 1},
{34, -12, -10, 98, -39}, {1, 50, -95, 4, 148}, {3, 26, 213, 9, 76}}

The first relationship:
fafa)= BEL1]T: tRTel0et]
Out[4]= -3+ t*
n[5]:= % /. t -> Power[3, 1/3] // FullSimplify

Out[S]= 0

I



9 PRILOHY

Find linear relationships xg+x] ArcTan[1]+X) ArcTan([1/5]1+4X3 ArcTan([1/239]==0:
In[1]:= ¥ = {1, ArcTan[1], ArcTan[1/5], ArcTan[1/239], 1}:
in[z]:= {a0, al, a2, a3, a4} = Round[10"20 v]

{100000000000000000000, 78539816339744830962,

out[2]=
utf2] 19739555984985075837, 418407600207 472 386, 100000000000000 000000}

Initial trivial relationships:
m[z}:=a={{1,0,0,0, -a0}, {0,1, 0,0, -al1}, {0, 0,1, 0, -a2}, {0,0,0, 1, -a3}}

ouar. (1,0, 0,0, -100000000000000000000}, {0, 1, 0, 0, -78 539816 339 744830962},
“E= 49, 0,1, 0, -19739555984988075 837}, {0, 0, 0, 1, -418 407 600 207 472 386} }

Reduced relationships:

In[4]:= b = LatticeReduce[a]

({0, 1, -4, 1, 0}, {-325302, 315725, 367312, 1153518, 925453},
outf4a]= {-381213, 314234, 633857, 2221192, -2330529},
{-3210817, 4041574, 249764, -3042512, 306976} }

The first relationship:

in[5]:= b[[1]].¥

P 1 1
oufs]= +ArcTan[2—39] —4ArcTan[g]

in[s]:= H[%]

Out[6]= -1.11022 x 107¢

IV



