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1 Uvop

1 Uvop

Tato diplomova prace se zabyva diofantovskymi rovnicemi. Nepojedndvd o nich
vSak obecné. Podrobnéji se vénuje nékterym vyznamnym typum diofantovskych rovnic a
odhaluje i zplsob jejich feSeni pomoci pocitacového programu Mathematica. Hlavnim
cilem prace je rozsifit soubor feSenych rovnic o nékteré historicky vyznamné rovnice a

seznamit ¢tendfe s postupy jejich feseni.

Na uvod je zde nejprve uvedeno nékolik pfikladi z matematické olympiady, ve
kterych se pocita s diofantovskymi rovnicemi. Dalsi kapitola je nejobsahlejsi a je vénovana
historicky vyznamnym diofantovskym rovnicim. Je zde predstavena Pellova rovnice,
zobecnéna Pellova rovnice a pythagorejska rovnice. Popisuje se zde i postup feseni, coz je
asi nejdllezitéjsi ¢asti kapitoly. Kapitola o desdatém Hilbertové problému ukazuje na jeho
souvislost s diofantovskymi rovnicemi. Jeho podstata je ve snaze nalézt algoritmus, ktery
by urcil feSitelnost téchto rovnic. Posledni kapitola této prace zdvérem ukazuje resitelnost

zminénych rovnic v programu Mathematica.
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Diofantovskou rovnici nazyvame neurcitou polynomidlni rovnici, kterd dovoluje
proménnym, aby nabyvaly pouze hodnot z oboru celych ¢&isel. Diofantovské problémy
maji méné rovnic nez proménnych a zahrnuji nalezeni celych ¢isel, ktera jsou feSenim pro
vSechny rovnice dané soustavy rovnic. V této prdci se postupné zameérime na nékteré
vyznamné diofantovské rovnice. Na uvod si viak uvedeme nékolik prikladl z matematické

olympiady.

Sbirka [5] obsahuje i urcity soubor uloh na diofantovské rovnice. Protoze jde o
soubor pfikladi k samotnému studiu, nachazime v ni i jednodussi pfiklady. Jeden z nich je

tento:

Priklad 1: Student obdrZel soubor dvaceti Uloh. Za kazdou sprdvné rozieSenou
dostal 8 bodu, za Spatné rozifesenou se strhlo 5 bod{, za ulohu, kterou viibec netesil, bylo

0 bodd. Student dostal 13 bod(. Kolik uloh se pokusil resit?

Reseni: Necht x je pocet spravné vyieSenych ptikladli a y polet nespravné

feSenych uloh. Plati
8x — 5y = 13. (2)

To je ovsem linearni diofantovska rovnice se dvéma neznamymi a mizeme pouZzit
obecnou teorii. Neni tézké uhodnout jedno feSeni rovnice (1), je jim xo =1,y, = —1.
Obecné feseni rovnice (1) je pak x =14+5t, y=—148t, t € Z. Pro pocet vsech

Ve

uspésné i neuspésné rfeSenych uloh pak plati x +y = 13t, t € Z a samozfejmé je
x +y < 20. Odtud plynet = 1,x + y = 13 a snadno dopocitdme, zex =6, y = 7.
Student tedy vyresil 6 Uloh spravné a 7 Spatné.

Vzhledem k tomu, Ze jde o sbirku uloh uréenou pro talentované studenty, jsou
vedeni ktomu, aby leccos vymysleli sami. Kdybychom k obéma strandm rovnice (1)

pricetli 13y, mohli bychom psat
8(x+y)=13(1+y)

6



2 DIOFANTOVSKE ROVNICE V ULOHACH MO

a ted vidime, Ze Cislo 13 musi délit x + y. Opét ovSem je x + y < 20 a my vidime, ze

Sikovny student se v daném pfipadé obejde i bez naucené teorie.

V ruském cCasopise Kvant se ¢asto vyskytuji mnohem naro¢néjsi tlohy. Mnohdy jde
sice o reSeni néjaké diofantovské rovnice, ale jeSté je nutné znat néco navic.
V nasledujicim pfipadé se od studentll, zfejmé Spickovych fesitelll uloh matematické

olympiady, vyZaduje, aby znali méné obvyklou identitu
a®*+ b3+ c3—3abc = (a+ b +c)(a®? + b* + c¢* — ab — bc — ca). (2)

Poznamenejme, Ze od béZnych studentd naSich Skol se vyZzaduje znalost rozkladu

dvojélenu a? — b?, Gspé3ny fesitel MO musi umét vice.

Priklad 2: (Kvant, roc. 2011, Cislo 5 —6.): V. mnoziné celych ¢isel feSte rovnici
x3+y3 + 6xy = 8.
Reseni: Danou rovnici pfepiseme ve tvaru
x3+y3+(-2)%2-3.(-2).x.y=0.
VyuZijeme identitu (2) a poloZime v ni a=x,b=1y,c=—2. Ze vztahu (2)
dostaneme dva mozné pfipady:
1)a + b + ¢ = 0, potom pfi nasem oznaceni x +y = 2;

2)a’?+b?+c*—ab—bc—ca=0 © 2a?+2b*+ 2c? —2ab — 2bc — 2ca =
=0 (a—-b)?*+(b-c)+(c—a))=0ea=b=c, tj. vtomto pfipadé
x=y=-2.l)etedy P ={[-2,-2],[x,2 — x],x € Z}.

Priklad 3: Reste rovnici x3 — y3 = xy + 61 v pFirozenych &islech. (3)

Reseni: Jestlize jsou x,y pfirozend &isla, je vyraz vpravo kladny, vlevo tedy té? a
proto plati x > y. MlZeme tedy psat x = y + d, kde d je zatim neurcené pfirozené Cislo.

Po dosazeni do (3) a roznasobeni dostaneme
(3d — 1)y? + (3d®> —d)y + d® = 61. (4)

7



2 DIOFANTOVSKE ROVNICE V ULOHACH MO

Ale viechny vyrazy vlevo jsou kladné, takie jisté je d®> < 61 a d < 4. V Gvahu tudiz

pfipadaji moznostid = 1, 2, 3.

l. Dosadime-li do (4) hodnotu d = 1, Fe$ime rovnici 2y? + 2y = 60, tj. y> + y =
= 30 a dostavame y = 5, co? je jediné pfirozené Cislo vyhovujici dané rovnici. Nahlizime,

Ze usporadand dvojice [6, 5] je FeSenim plvodni rovnice (3).

Il. Dosadime-li do (4) hodnotu d = 2, Fe$ime rovnici 5y2 + 10y + 8 = 61, ktera

nema celociselné koreny.

[1l. Stejny zavér ucinime i pro d = 3. Shriime: rovnice (3) ma v N X N jediné feseni,

a to dvojici [6, 5].

Nékolik ukazek jiz postaCuje kzavéru, Ze diofantovské rovnice v ulohach
matematické olympiady mohou predstavovat znaéné narocné priklady. Nékdy se od
zadavatell vyZaduje prokazani dodatecnych algebraickych znalosti, jako jsou vzorce pro
rozklad polynom{ ¢i prokazani schopnosti takovy rozklad objevit, jindy se vyuZivaji fakta o
délitelnosti atd. | nalezeny obor pravdivosti mizZe byt velice rGznorody, pfipadné se

muzeme dobrat i zavéru, Zze zadana rovnice feseni nema.
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3.1 PELLOVA ROVNICE

Tato rovnice je jednim z typl diofantovskych rovnic a je zapsana ve tvaru

kde A je pfirozené &islo, které neni druhou mocninou zadného pfirozeného &isla. Reseni
nékterych specidlnich typl této rovnice bylo znamo uz daleko dfive. Vime totiz, Ze se ji
zabyval u? v 7. stoleti indicky matematik Brahmagupta. Také rovnice ve tvaru x? — 2y? =
= 1 se vyskytovala jiz ve 4. stoleti pred n. |. u nékterych reckych a indickych matematik.

Avsak prvni, kdo znal obecnou metodu feseni této rovnice, byl P. Fermat (1601 — 1665).

3.1.1 O RESENIi PELLOVY ROVNICE

V této kapitole si uvedeme nékteré zdkladni véty a pojmy dulezZité pro reseni
Pellovy rovnice. Hlavnim cilem této kapitoly je seznamit ¢tenare s postupem feseni této

rovnice.

Pfi feSeni budeme pracovat s fetézovymi zlomky, proto si tento pojem definujeme

a zvolime vhodny zapis.

Definice 1: Konecnym rfetézovym zlomkem rozumime vyraz

1

ag + 1
a1+_

L1

ap_1 +a—k,

kde a, je celé Cislo a a4, a,, ..., a, jsou pfirozena Cisla a a; > 1. Podobné nekonecnym

retézovym zlomkem rozumime vyraz
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kde a, je celé &islo a aq, a,, ... jsou pfirozena Cisla.

Protoze budeme s témito pojmy pti vypoctu pracovat, zvolime si pro né vhodny
zapis. Prvni zlomek budeme zapisovat ve tvaru [ay;aq,a,,...,a;] a druhy zlomek

zapiSeme ve tvaru [ag; aq, ay, ... |.

V dalSim textu v pfipadé konecného fretézového zlomku bude n znadit celé
nezaporné Cislo, n < k. V ptipadé nekonetného fetézového zlomku bude n znadit
libovolné nezaporné celé &islo. Cislo 4, = [aq, ay,ay, ..., a,] se nazyva n-tym sblizenym

zlomkem Fetézového zlomku.
Definice 2: Definujeme-li posloupnosti B, Q,, celych Cisel vztahy
P.,=1Py=ayP,=a,P,_1+P,_,,n=1,
Q-1=0,00=1,0n = apQn-1+Qp2n=21,
pak je moiné dokazat, 7e A, = B,/Q,,n=0,1, ....

Kdyz pocitame sblizené zlomky, je vhodné zapisovat vypocétené hodnoty do

tabulky.
ag a, a;
P_, P, Py P,
-1 Qo Q1 Q2
Tabulka 1

Definice 3: Nekonecny fetézovy zlomek se nazyva periodicky, jestlize jej Ize napsat
ve tvaru [ag; @y, Ay, .., Qg, Qgpqy ooy Qgpk—1) Asi1s o) Asik—1, As41, - |, kKde k je pFirozené
Cislo a s je celé nezaporné Cislo. Nejmensi pfirozené Cislo k, pro které Ize nekonecny

fetézovy zlomek napsat v tomto tvaru, se nazyva jeho periodou.

10
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Nyni si ukazme, jak lze kazdému redlnému cislu a pfifadit retézovy zlomek.
(Symbolem [«a] je oznadena celd ¢ast Cisla a, tj. nejvétsi celé Cislo mensi nebo rovné a).
Poloime a, = [a] a zapiSme a ve tvaru a = q, + ail Déle poloime a; = [a;] a zapiSme
a; =aq, + aiz Déle postupujeme stejnym zplUsobem a ziskdme postupné a, = [a,],
a, =a, + 0%3, atd. Pfi takovémto postupu dostaneme k danému redlnému Cislu a néjaky
fetézovy zlomek (konecny ¢i nekonecny). Da se dokdzat, Ze je-li A ptirozené Cislo, které

neni druhou mocninou zadného pfirozeného &isla, pak fetézovy zlomek pfisluiny &islu VA

je nekoneény periodicky retézovy zlomek ve tvaru
[ao; aq,ay, ..., Ax_1, Zao, aq, ..., Ax_1, Zao, ]

UZ vime, Ze Pellova rovnice ma tvar x? — Ay? = 1, kde A je pfirozené €islo, které
neni druhou mocninou zddného pfirozeného Cisla. Pro feSeni této rovnice (tj. dvojice

[x,y] celych Cisel) budeme vyuZivat nasledujici zapis:
x + yVA.

Tento zapis je prakticky pro nase dalii pocitani, jeho vhodnost uvidime pozdé&ji. Reseni
nazveme kladnym, je-li x > 0,y > 0. Pfi hledani feSeni Pellovy rovnice se staci omezit na

hledani kladnych reseni.
Méjme dvé kladna resSeni rovnice:
a=x+yVvA,

Z+LL\/Z.

B

Plati, Ze a je mensi nez B (tj. a < B), jestlize x < z a y < u. Lze dokdzat, Ze pro kazda dvé

razna kladna reseni rovnice platibud @ < ff nebo f < a.

Uz jsme si uvedli dilezité pojmy a definice potiebné pro vypocet feSeni Pellovy

rovnice. K vypoctu viak budeme také potrebovat nasledujici tfi zakladni véty:

Véta 1: Oznaéme j = X + yVA nejmensi kladné FeSeni Pellovy rovnice. Pak

j™,n = 1,2, ... jsou pravé vsechna kladna feseni této rovnice.

11
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Véta 2: Bud' j = X + y/A nejmensi kladné Feseni Pellovy rovnice. Pak
m+2 _ —Z:n+1 n
JUE =2 =g
pro vSechna celd nezaporna cisla n.

Véta 3: Bud [ay;aq,ay, ..., ak_1,20,a4q,...] nekoneény periodicky Fetézovy
zlomek pfisludny ¢islu VA. Pak Py,—1 + Qrn—1VA, kde n je ptirozené &islo takové, 7e kn je
sudé, jsou pravé vsechna kladna feSeni Pellovy rovnice. Specidlné pro k sudé je
Pi_1 + Qi_1VA nejmensi kladné Fedeni této rovnice a pro k liché je Pyp_q + Qup—1VA

nejmensi kladné feSeni této rovnice.

Pfi samotném reSeni rovnice budeme postupovat takto:
1) nalezneme fetézovy zlomek pfisludny &islu VA4,
2) podle véty 3 nalezneme nejmensi kladné feseni j = x + yV/A rovnice,

3) najdeme mocniny j™ pomoci véty 2 a jednotlivé mocniny j™ budeme zapisovat

do tabulky, kde x,, + y,VA = j™.

Xo X1 X2

y() yl Y2

Tabulka 2

Nyni uz mame znalosti potrfebné pro reSeni Pellovy rovnice. Uvedeme tedy jiz
konkrétni priklad, ve kterém bude vSe postupné popsano pro lepsi pochopeni a orientaci

Ctenare.

Ndzorny priklad: Najdéme prvnich pét kladnych reSeni Pellovy rovnice

x? -5y =1.

12
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Reseni:

1) Nejprve nalezneme fetézovy zlomek pfislugny &islu /5.

a0=2 \/§=2‘|‘i
451
1 1 +5+2 _ 5+2
M= F2 T Bz Verz | 5-a =V5+2
a1=\/§+2
a; =4 \/§+2=4+ai
2
VE-2=—
az
_ 1 1 V542 _ V542
az_\/ﬁ—z_\/ﬁ—z'\/§+2_5—4_\/§+2
0{2=\/§+2
a, =4 Vidime, Ze by byl dalsi vypocet stejny.

— Nekonecny periodicky zlomek piislusny ¢islu V5je[2;4,4,..],perioda k = 1.

2) Nyni nalezneme nejmensi kladné feSeni. PouZijeme vétu 3. Pro prehlednost si
vSechny potfebné hodnoty budeme zapisovat do tabulky. V nasledujici tabulce jsou
zapsany hodnoty, které uz vime.

4 4 4

2

1 2
0 1
Tabulka 3
P—l = 1 PO = ao
Q-1=0 Q=1

13
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Dale potfebujeme vypocitat ostatni chybéjici hodnoty. Pouzijeme dfive uvedené

vzorce:
Pn = anPn_l + Pn_z,n = 1,

Qn=0a,0n-1+Qn_zn=1

Ziskame:
P1=611P0+P_1=4.2+1=2

Qi=a,Qp+0Q-1,=4.1+0=4

P2:a2P1+P0:4‘.9+2:£

Q=00 +Qy=4.4+1=17

P3=a3P2+P1=4.38+9=&

Q3:a3Q2+Q1:4‘.17+4:E

Tyto hodnoty jiZ mGZeme zapsat do pfipravené tabulky.

4 4 4

2

1 2 9 38 161
0 1 4 17 72
Tabulka 4

Nyni prfejdeme k samotnému vypoctu nejmensiho kladného feseni rovnice, které

ma tvar j =X + yVA. VyuZijeme ktomu vétu 3. Vime, 7e perioda nekoneéného

periodického fetézového zlomku je 1, tj. k = 1. Cislo k je liché, pouzijeme tedy vzorec:

Jj = Pa—1 + Qap_1VA.

14
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Ziskame tedy nejmensi kladné feSeni rovnice:

j=P +0Q,V5=9+45.

3) Najdeme mocniny j™ = x,, + y,VA. VyuZijeme k tomu vétu 2, kde je uveden

vzorec
jnt2 = 2t —
Ziskame:
j2 = 2xj1—j° =2.9.(9+4V5) -1
=18.(9+4V5) -1
=162 +72V5 -1

=161 + 72V5

j3 = 2%j% —jt =2.9.(161 + 72V5) — (9 + 4V5)
=18.(161 + 72v5) =9 — 4V/5
= 2898 + 1296V5 — 9 — 4V/5

= 2889 + 12925

jt = 2xj% — j* =2.9.(2889 + 1292V5) — (161 + 72V/5)
= 18.(2889 + 1292V5) — 161 — 72+/5

= 51841 + 231845

j° =2xj* -3 =2.9.(51841 + 23184+/5) — (2889 + 1292/5)

= 930249 + 416020v5

15
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Nasli jsme prvnich pét kladnych feSeni zadané Pellovy rovnice a nyni je zapiSeme

do tabulky pro prehlednost.

- 2889 51841 930249
- 0 4 72 1292 23184 416020

Tabulka 5

Podivejme se nyni na dalsi konkrétni priklady, které jiz nemusime tak podrobné

rozepisovat. Budeme postupovat stejnym zplsobem.

Priklad 1: Naleznéte prvni &tyfi kladna fedeni Pellovy rovnice x? — 12y? = 1.
Reseni:

1) Nejprve nalezneme fetézovy zlomek pfislusny Cislu v12.

ap =3 VIZ=3+—
1
1 V1243
“METEs T 3
V1243
a1=
3
a1—2 \/_3+3 2+_
ViZ+3-6 _ 1
3 _0(2

;= 3 3(J_+3) \/—+3

viz-3
a; =12 +3
a, =6 VIZ+3 =6+
3
1 1243
YB3 =755 3
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V1243
I

as

— Nekonecny periodicky zlomek piislusny ¢islu v12 je [3; 2, 6, ... ], perioda k = 2.

2) Nyni nalezneme nejmensi kladné feseni.
Ziskame:
Pl =a1P0+P_1=2.3+1=Z

Qi=a0,Qp+Q_,=2.14+0=2

P2=a2P1+P0=6.7+3=£

Q;=a30;+Qy=6.2+1=13

P3=a3P2+P1=2.45+7=9_7
Q3=a3Q2+Q1=213+2=28

2 6 2

3

1 3 7 45 97
0 1 2 13 28
Tabulka 6

Nyni prejdeme k vypoctu nejmensiho kladného feSeni rovnice, které ma tvar

j = x + yVA. Cislo k je sudé, pouzijeme tedy vzorec:
Jj = Pi_1 + Q-1 VA.

j=P +QV12 =7 +2V12

17
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3) Najdeme mocniny j™ = x,, + y,,VA.
Ziskame:
j? = 2xjt —j° =2.7.(7+2V12) -1

=14.(7+2V5) -1

=97 +28V12
j3 = 2%j2 - j? =2.7.(97 +28V12) — (7 + 2v/12)

= 1358 + 392V12 — 7 — 2/12

= 1351 + 39012

jt = 2xj% — j? =2.7.(1351 + 390v12) — (97 + 28V12)
= 18914 + 5460V12 — 97 — 2812

= 18817 + 5432V12

- 1 7 97 1351 18817
- 0 2 28 390 5432

Tabulka 7

Priklad 2: Naleznéte prvni &tyfi kladna feeni Pellovy rovnice x? — 24y? = 1.
Reseni:

1) Nejprve nalezneme retézovy zlomek pfislusny Cislu v 24.

ap = 4 V24 =4 +—
1

1 J24+4

M= TFaa s
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_ V24+4
17— 3
V2444 1
a1—1 =14+—
8 az

8 8(V24+4)
Q= Faa ™ 3 =vV24+4

a, = V24 + 4
a,=8 V2d+4=8+—
3

1 \2a+4
T V24-4 8

as

_ V24+4
az =—;

— Nekoneény periodicky zlomek piislusny ¢islu v24 je [4; 1,8, ... ], perioda k = 2.

2) Nyni nalezneme nejmensi kladné feseni.
Ziskame:
P1:a1P0+P_1: 14+1:§

Q1=a0,Qp+Q_,=1.1+0=1

P2=a2P1+P0=8.5+4=ﬁ

Q=00 +Q;=8.1+1=9

P3=a3P2+P1=1.4‘4‘+5=£

Q;=a30,+0Q;,=1.9+1=10
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1 8 1

4

1 4 5 44 49
0 1 1 9 10
Tabulka 8

Nyni pfejdeme k vypoctu nejmensiho kladného reSeni rovnice, které ma tvar

j=x+ }7\/2. Cislo k je sudé, pouZijeme tedy vzorec:
Jj = Peoq + Q1 VA.

j=P +0,V24 =5+ 1V24

3) Najdeme mocniny j™ = x, + y,VA.
Ziskame:
j? = 2xj* —j° =2.5.(5+1v24) -1

=10.(5+1v24) - 1

=49 + 10v24
j3 = 2xj% - jt =2.5.(49 + 10v24) — (5 + 1v24)

=490 + 100v24 -5 - 1v24

= 485 + 99v24
j* = 2xj3 — j? =2.5.(485 +99v24) — (49 + 10v24)

= 4850 + 990V24 — 49 — 10V24

= 4801 + 980?24
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- 1 5 49 485 4801
- 0 1 10 99 980

Tabulka 9

Priklad 3: Naleznéte prvni dvé kladna feeni Pellovy rovnice x%2 — 71y? = 1.
Reseni:

1) Nejprve nalezneme fetézovy zlomek pfislusny Cislu v71.

ap =8 V71 =8+—
1
_ 1 71+8
NTTEs T 7
V7148
a, = =
a1—2 \/7_;+8=2+0!iz

V71+8-14 _ 1

7 Ay

7 7(J71+6) _ J71+6

az

T J71-6 35 5
V7146
Ay = —
V7146 1
a, = 2 s = + a_s
e =5 = V71+4
37T V7i-4 T 11
_ 71+4
a3 =]
V71+4 1
a; =1 =14+—
3 11 ay
N ¢ V71+7
4T 717 2
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a, =17
as =1
ag =2
a; =2
ag =16

V7147
a4=
2
‘/H+7_7+i
2 as
a0 = 2 _ V7147
5T Vy7i-7 T 11
V7147
as =
11
\/ﬂ+7=1+i
11 QAg
_ 11 \71+4
% = 712 s
V7144
a6:
5
\/ﬁ+4:2+i
5 ar
_ 5 _71+6
A7 = -6 7
V7146
a7:
7
\/ﬁ+6_2+i
7 ag
7
Qg m_s—\/71+8
ag=+V71+8
V71+8=16+—
9
_ 1 71+8
@ = Fis ™~ " 7
V71+8
Qfg:

7

— Nekoneény periodicky zlomek piislusny ¢islu V71 je [8;2,2,1,7,1,2,2,16, ...],

perioda k = 8.
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2) Nyni nalezneme nejmensi kladné feseni.
Ziskame:
P1=a1P0+P_1=2.8+1=£

Q=010 +Q_,=2.14+0=2

P2:a2P1+P0:2.17+8:£

Q;=0a0:,+Qy=2.2+1=5

P3=a3P2+P1=14‘2+17=5_9

Q;3=a3Q,+0Q;,=1.5+2=7

P4:a4P3+P2:759+42:@

Qs=a4Q3+Q,=7.7+5=54

P =asP, + P; = 1.455+59 = 514

Qs =asQ,+Q3=1.54+7 =61

P, = agPs + P, = 2.514 + 455 = 1483

Qs = agQs + Qs =2.61+54 =176

Q, = a;Q¢ + Qs = 2.176 + 61 = 413
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8 2 2 1 7 1 2 2 16

8 17 42 59 455 514 1483 3480
1 2 5 7 54 61 176 413
Tabulka 10

Nyni pfejdeme k vypoctu nejmensiho kladného reSeni rovnice, které ma tvar

j=x+ }7\/2. Cislo k je sudé, pouZijeme tedy vzorec:
Jj = Peoq + Q1 VA.

j=P,+Q,v71 = 3480 + 413v71

3) Najdeme mocniny j™ = x, + y,VA.
Ziskame:
j? = 2xjt —j° =2.3480.(3480 + 413V71) — 1

= 24220799 + 2874480v71

- 3480 24220799
- 0 413 2874480

Tabulka 11

Priklad 4: Naleznéte prvni Etyfi kladna fedeni Pellovy rovnice x2 — 15y2 = 1.
Reseni:

1) Nejprve nalezneme retézovy zlomek pfislusny Cislu vV 15.
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1
a, =3 \/15=3+a—
1
q. = _ V1543
L7 V15-3~ 6
_ V1543
L™ 6
VI5+3 1
a1—1 =14+—
6 ar
VI5+3-6 _ 1
6 _az

6 6(J15+3) _
UG === ¢ =+v15+3

a2:V15+3
a, =6 VIS +3=6+—
3

1 1543
T JVi5-3 6

as

V543
37 6

— Nekonec¢ny periodicky zlomek piislusny ¢islu V15 je [3; 1, 6, ... |, perioda k = 2.

2) Nyni nalezneme nejmensi kladné reseni.
Ziskame:
P1=a1P0+P_1= 13+1=é

i=a1Qp+Q_;,=1.1+0=1

P2:a2P1+P0:6.4'+3:2_

Q=00 +Qp=6.1+1=7

P3:a3P2+P1:1.27+4': 1
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Q3 =0a30,+0Q0,=1.7+1=8

1 6 1 6

3

1 3 4 27 31
0 1 1 7 8
Tabulka 12

Nyni prejdeme k vypoctu nejmensiho kladného reSeni rovnice, které ma tvar

j=x+ }7\/2. Cislo k je sudé, pouZijeme tedy vzorec:
Jj = Peoq + Q1 VA.

j=P +0,V15 =4+ 1V15

3) Najdeme mocniny j™ = x,, + y,,VA.

Ziskame:
j? = 2xjt —j° =2.4.(4+1V15) -1
=31+ 8v15
j3 = 2%j% — jt =2.4.(31+8V15) — (4 + 1V15)

= 248 + 64415 — 4 — 1\/15

= 244 4+ 6315
j* = 2% — j? =2.4.(244 + 63V15) — (31 + 8V15)

= 1952 + 50415 — 31 — 8V15

= 1921 + 496V15
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- 1 4 31 244 1921

Tabulka 13

3.1.2 ZOBECNENA PELLOVA ROVNICE

V ptede$lém textu jsme se zabyvali fe$enim Pellovy rovnice x2 — Ay? = 1, kde A
je pfirozené Cislo, které neni druhou mocninou zadného pfirozeného Cisla. Uvedli jsme si
zakladni definice a véty, které jsme kfeSeni rovnice potfebovali. Nyni se s témito

ziskanymi znalostmi miZzeme seznamit se zobecnénou Pellovou rovnici
x?—Ay*=¢,

kde A je pfirozené Cislo, které neni druhou mocninou Zadného pfirozeného Cisla a C je
libovolné celé Cislo. V ndsledujicim textu se zaméfime opét na postup reSeni uvedené
rovnice, ale nejprve se seznamime s potifebnymi pojmy. Je zfejmé, Ze se opét sta¢i omezit

na hledani vSech kladnych feseni této rovnice, tj. feSeni ¢ = x + y\/z, kdex >0,y > 0.

Jiz vime, 7e j = ¥ + yA je nejmensi kladné Fedeni Pellovy rovnice. Ozna&ime-li

1= 1. Bud déle a = x + yVA libovolné FeSeni zobecnéné

jt =% — YA, je zfejmé jj~
Pellovy rovnice. Pfimym vypoctem lze snadno ovérit, Ze Cislo aj™ je pro kazdé celé Cislo n
také feSenim rovnice. Levym fe$enim k fedeni o budeme rozumét Fedeni aj~! a pravym
Fedenim budeme rozumét fedeni aj. Je-li @ = x + yV/A libovolné fe$eni rovnice (nemusi
byt kladné), pak absolutni hodnotou @ budeme rozumét |a| = |x| + |y|VA. Redeni

a=x+ y\/Z nazyvame nezapornym, jestlizex > 0,y > 0.

Definice 1: Necht je @ = x +y\/Z nezaporné feseni zobecnéné Pellovy rovnice.
Posloupnosti feseni uréenou prvkem a budeme rozumét posloupnost {aj"},—,. Pokud je

a takové kladné Fedeni rovnice, 7e levé fedeni aj~!

uZ neni nezaporné, pak dvojici
posloupnosti {aj", |aj~t|j"}r-, nazveme sérii fedeni rovnice. Budeme pouZivat zkracené

oznaleni {a, |aj |} oo.
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MuzZe se stat, Ze je a nezaporné feSeni rovnice, které neni kladné (tj. alespon jedna
ze slozek x,y je rovna nule). Potom sérii feSeni rozumime posloupnost {aj"};-,, a to

vzhledem k tomu, Ze v tomto pfipadé |aj 1| = aj.

Dale si vzpomerime na predchozi kapitolu o Pellové rovnici. Také i pro zobecnénou
Pellovu rovnici plati, Ze pro kazda dvé rizna nezaporna feseni a, [ plati bud a@ < 8, nebo

B <a.

Nyni jiz prejdéme k samotnému postupu reSeni zobecnéné Pellovy rovnice. Opét si

fekneme nékolik krok, které pak uvedeme v konkrétnim pftikladé.

1) Nejprve pouZijeme metodu z minulé kapitoly a najdeme nejmensi kladné

feSeni Pellovy rovnice.

2) Najdeme odhad pro y pomoci ndsledujicich vzorct uvedenych ve véteé 1.

Véta 1: Bud j=x+ yVA nejmensi kladné feSeni Pellovy rovnice a bud
a = x + yVvA nejmensi nezaporné feSeni zlibovolné série feSeni zobecnéné Pellovy

rovnice. Pak plati

Cx—1)
< —_—
Y= T4

C_ _|te+n o
a=r= 24 P '

3) Najdeme vSechna y vyhovujici danym nerovnostem, k nimz existuji x tak,

proC > 0,

Ze a = x + yVA je feSenim rovnice.

4) Ke kaidému ziskanému FeSeni utvofime sérii {a,|aj !|}52,. Tim

dostaneme vSechna nezaporna feseni zadané rovnice.
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Ndzorny pfiklad: Re$me rovnici x2 — 120y? = 721.
Reseni:

1) Nejprve najdeme nejmensi kladné feSeni rovnice x? — 120y? = 1. Jeliko? jsme
podobné priklady pocitali v minulé kapitole, neni tfeba zde postup podrobné rozepisovat.

Ziskame tedy nekonecny periodicky zlomek pfislusny /120, ktery je zapsan ve tvaru

[10;1,20,1,...],s periodou k = 2. Dal$imi vypolty se dostaneme ke hledanému

vysledku j = 11 + v120.

2) Najdeme odhad pro y. Jelikoz je ¢islo 721 vétsi nez nula, pouzijeme nerovnost

fC(f— 1)
< =,
Y= 724

_ [rai-ny
Y= 72120

3) Ze ziskané nerovnosti vidime, Ze mUZeme uvazovat oy =1,2,3,4a5. Ze

zadané rovnice si vyjadiime

x = /721 + 120y2.

Postupné dosazujeme y a zjistujeme, zda vyjde celociselny vysledek. Pokud se tak stane,

a = x + yVA je feSenim rovnice.

y=1 x =v721+120.1%2 = 29
y=2 x =721 +120.22% = 34,66
y=3 x =721+ 120.3% = 42,44
y=4 x =721 +120.4% = 51,39
y=5 x =v721+120.5% = 61

Ziskali jsme tedy dvé feseni: @ = 29 + 1v120, f = 61 + 5v120.
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4) K ziskanym Fe$enim utvofime sérii {a, |aj ™1 |}o,.

aj~' = (29 + 1v120)(11 — 1v/120) = 199 — 18120
Bj~t = (61+5v120)(11 — 1v120) = 71 — 6v120

Ziskame vSechna nezaporna rfeSeni zadané rovnice:

{29 + V120,199 + 18\/120}:=0,

{61+5v120,71+ 6V120} .

Priklad 1: Reste rovnici x2 — 12y? = 25.
Reseni:
1) Opét nejprve hleddme nejmensi kladné Feseni. Rovnici x? — 12y% =1 jsme

resili v pfedchozi kapitole, uvedeme tedy jen vysledky bez podrobného vypoctu.
— nekonecny periodicky zlomek pfislusny V12 je [3; 2, 6, ... |, s periodou k = 2

- j=7+2v12
2) Najdeme odhad pro y.

Cx—1)
< |7
Y= "4

_ -y
Y= T2 12

3) Hledame x.

x = /25 + 12y
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Protoze je na pravé strané rovnice Cislo 25, které je druhou mocninou, testujeme iy = 0.

y=0 x=vV25+12.02=5
y=1 x=+25+12.1%2 = 6,08
y=2 x =25+ 12.2% = 8,54

Ziskali jsme feSeni: & = 5 + 0V12.

4) K ziskanému Feeni utvoFime sérii {a, |aj "1 |},. Jeliko? je a Fedeni nezdporné a
zaroveni neni kladné (tj. y = 0), sérii feSeni rozumime posloupnost {aj"};-,, zkracené

{a}n-o-

Ziskame vSechna nezaporna rfeseni zadané rovnice:

{5+0viz}

Priklad 2: Reste rovnici x? — 24y? = —71.
Reseni:
1) Nejprve hleddme nejmensi kladné Fedeni. Rovnici x? — 24y% = 1 jsme také

resili v pfedchozi kapitole, uvedeme tedy opét jen vysledky bez podrobného vypoctu.
— nekonecny periodicky zlomek pfislusny v24 je [4; 1,8, ... ], s periodou k = 2

->j=5+1/24

2) Najdeme odhad pro y.

/—C(x+1)
) /71(5+1)
< |- =Y 2.24

31
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3) Hleddme x.

x =+ =71+ 24y?

y=2 x=v—71+24.22=5

Ziskali jsme feSeni: a@ = 5 + 2v/24.
4) K ziskanému fe3eni utvoFime sérii {a, |aj ~1|}5-,.

aj~' = (5+2v24)(5 — 1V24) = =23 + 524

Ziskame vSechna nezaporna rfeSeni zadané rovnice:

{5+2v24,23 + 5v24} .

Priklad 3: Reste rovnici x2 — 71y? = 2.
Reseni:
1) Opét nejprve hleddme nejmensi kladné Fedeni. Rovnici x2 —71y? =1 jsme

resili v predchozi kapitole, uvedeme tedy jen vysledky bez podrobného vypoctu.

— nekoneény periodicky zlomek pfislusny V71 je [8;2,2,1,7,1,2,2,16,...], s periodou
k=8

- j = 3480 + 41371

2) Najdeme odhad pro y.

C(x—1)

32



3 HISTORICKY VYZNAMNE DIOFANTOVSKE ROVNICE

_ [peaso-n
y= 271

3) Hleddme x.

x=2+71y2
y=1 x=V2+71.12=85
y =2 x=V2+71.22=169
y=3 x=v2+71.32 =253
y=4 x=V2+71.42=337
y=5 x=V2+71.52 =422
y=6 x=v2+71.67 =506
y=17 x=v2+71.72 =59

Ziskali jsme feSeni: @ = 59 + 7+/71.
4) K ziskanému fedeni utvofime sérii {a, |aj 1| },.

aj~t = (59 + 7v71)(3480 — 413+71) = 59 — 7V71
Ziskame vSechna nezdporna rfeSeni zadané rovnice:
{59+ 7V71,59 + 7V71} .
Naleznéme jesté dalsi kladna feseni. Vypocteme-li

aj = (59 + 7V71)(3480 + 413v/71) = 410581 + 4872771, resp.

aj? = (59 + 7V7T)(3480 + 413V71)" = 2857643701 + 33913991371,

vidime, Ze jde o feSeni jiz znacné velika.
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Priklad 4: Reste rovnici x2 — 15y? = 48.
Reseni:
1) Opét nejprve hleddme nejmensi kladné Fedeni. Rovnici x? — 15y% =1 jsme

resili v pfedchozi kapitole, uvedeme tedy jen vysledky bez podrobného vypoctu.
— nekoneény periodicky zlomek pfislusny V15 je [3; 1,6, ... ], s periodou k = 2

>j=4+1J15

2) Najdeme odhad pro y.

C(x—1)
< |7
Y= 724

_ sa-n
Y= 7215

3) Hledame x.

X =+/48 + 15y2

y=1 x=+48+15.12=79
y=2 x =V48 + 15.22 = 10,4

Zjistili jsme, Ze rovnice nema reseni.
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3.2 PYTHAGOREJSKA ROVNICE

Pythagorejskda trojice je trojice prirozenych Cisel a,b,c takovych, Ze plati
a? + b? = ¢2. Této rovnici Fikime pythagorejska a pat¥i také mezi diofantovské rovnice.
Nazev je odvozen od Pythagorovy véty, kterd uvadi podobny vztah pro strany

pravouhlého trojuhelnika.

Plati nasledujici véta:

Obecné Fedeni diofantovské rovnice x2 + y? = z2? celymi &isly x, y, z, x >0,

y>0,z>0, D(x,y) = 1acelé ¢islo x je sudé, je dané vyrazy
x = 2ab,y = b? — a? z = a® + b?,
kde 0 < a < b jsou pfirozena a nesoudélna ¢isla rlizné parity.

Existuje mnoho dukaz( této véty. Budeme sledovat variantu dlkazu ze [4],
vyuzivajici nasich znalosti o celych Gaussovych Cislech. Vime, Ze obor integrity (Z[i], +,.)
je eukleidovsky a Ze v ném existuji Ctyfi jednotky, kterymi jsou 1, i, —1, —i. Tyto Etyfi prvky
lze zapsat jako i",r = 0,1,2,3. Pfipomerime si jesté, Ze typicky je Gaussovo celé Cislo
asociovano se Ctvefici Gaussovych celych Cisel (napf. 2 + 3i samo se sebou, s =2 — 3i, s

=3+ 2ia3—2i).

Vime také, Ze kazdé Gaussovo celé Cislo @ snormou N(a) > 1 Ize zapsat jako

soucin kone¢ného poctu Gaussovych prvocisel
O =TT = Ty,
pficemz tento rozklad je aZ na poradi Cinitel(l a asociovanost jednoznacny.
Budeme jesté potiebovat toto tvrzeni, které bezprostiedné plyne z predchoziho.

Lemma: Jestlize je soucin dvou nesoudélnych celych Gaussovych &isel a . roven

n-té mocniné néjakého celého Gaussova Cisla y, tj. plati-li
a.B=y"

potom je kazdy z Ciniteld «, § asociovdn s n-tou mocninou celého Gaussova Cisla.
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Dukaz lemmatu je jasny z toho, Ze y Ize zapsat jakoZto soucin Gaussovych prvocisel
=1, . Potom y™ =l ! = a.B a vzhledem k nesoudélnosti a, B musi kazdé
1 N 1 S

;' délit pravé jedno z a, 8. Odtud jiz tvrzeni lemmatu plyne.

2

Nyni se vratime k rovnici x2 + y? = z? a rozvaiime, Ze pokud D(x,y) = 1, pak

jsou x,y pfirozena Cisla r(izné parity (tj. jedno je sudé, druhé je liché). Je zfejmé, ze x,y
nemohou byt obé suda, nebot D(x,y) = 1. Nemohou byt ani obé licha. Kdyby bylo
x =2k + 1, je dile x? = 4k? + 4k + 1 a x?> = 1 (mod4). Obdobné pak y? = 1 (mod4)
a x? +y% = 2 (mod4). Avdak z? = 2 (mod4) neplati pro 74dné z € N. Je totiz pro z

sudé z2 = 0 (mod4) a pro z liché, jak jsme ukazali vy3e, z2 = 1 (mod4).

Rovnici x2 + y2 = z2 Ize v Z[i] pfepsat ve tvaru (x + iy)(x — iy) = z2. Snadno

nahlédneme, Ze x + iy a x — iy jsou nesoudélnd Gaussova celd Cisla.

Pti feSeni uvedené rovnice mlzeme vyuzit vySe zminéné lemma. Soucin dvou
nesoudélnych &isel se rovnd druhé mocniné z2, tedy je x + iy asociované sdruhou

mocninou néjakého celého Gaussova Cisla. MUzZeme napsat
x + iy =i"(a+ bi)?,

kde a,b jsou celd Cisla a r se rovna nékterému z ¢isel 0, 1, 2, 3. Nyni si rovnici dale

upravime a porovnavanim realné a imagindrni ¢asti dostaneme nasledujici vypocty.
x + iy = i"(a + bi)?
x + iy = i"(a? + 2abi + b%i?)
x + iy = i"(a® + 2abi — b?)
x+iy=i"(a?—b?) +i"i.2ab

x+iy=i"(a* —b*) +i"*'.2ab

ﬁ
I
(=
\Z

x+iy=(a?—-b?)+i.2ab
x = (a® —b?)
vy =2ab

r=1 > x+ iy =i(a®—b?) +i%.2ab
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x+iy =i(a? — b?) — 2ab

x=—2ab
= (a® — b?
r=2 > x + iy =i*(a* — b?) +i%.2ab
x+iy=—(a?—b?)—i.2ab
x = —(a* — b?)
y=—2ab
r=3 > x+iy =i3(a? - b?) +i*.2ab

x +iy = —i(a? — b?) + 2ab
x =2ab

y = —(a? — b?)

Zjistili jsme tedy, Ze porovnanim redlné a imaginarni ¢asti ziskdme
x = +(a* — b?),y = +2ab
nebo

x = +2ab,y = ¥(a? — b?).

Déle z rovnice x + iy = i"(a + bi)? dostdvdme prechodem k &islim komplexné

sdruzenym
x —iy =i "(a— bi)?.

Pozndmka: Jestlize a + ib = 0, kde jsou a, b realna cisla, potom je a = 0,b = 0.

Tedy také plati a — ib = 0. V nasem ptipadé napfiklad pro r = 0 vyplyva
x+iy = (a®?—b?) +i.2ab,
[x — (a® — b?)] + i[y — 2ab] = 0.
Tedy je x — (a®? — b?) = 0,y — 2ab = 0. A proto také plati

[x — (a® = b»)] - ily — 2ab] =0,
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t].
x —iy = (a®> — b?) —i.2ab.

Dale si uvédomme, Ze i™" = (—i)".

Nyni ndm jesté zbyva najit vyjadieni pro z. Pomoci rovnice x + iy = i" (a + bi)? a

rovnice x — iy = i~"(a — bi)? ziskdvame
z2 = (x —iy)(x —iy) = [i"(a + bi)?][i"" (a — bi)?].
Odtud konecné vyplyva
z = +(a? + b?).

Pro pfehlednost se podivejme na vypocty, které nas k tomuto vysledku dovedly.

z2 = [i"(a + bi)?][i " (a — bi)?]
pror =0 > z%2 = (a + bi)?(a — bi)?

z%2 = (a? + b?)?

z=+(a®+ b?)

pror =1 > z% = [i(a + bi)?][i Y (a — bi)?]
z? = [i(a? + 2abi — b?)][—i(a? — 2abi — b?)]
z? = (a® + b?)?

z=+(a?+ b?)

pror = 2 > z% = [i%(a + bi)?][i"%(a — bi)?]

z%2 = [—(a? + 2abi — b?)][—(a? — 2abi — b?)]
z? = (a? + b?)?

z = +(a? + b?)

pror =3 > z%2 = [i3(a + bi)?][i3(a — bi)?]

z? = [—i(a? + 2abi — b?)][i(a? — 2abi — b?)]
z? = (a® + b?)?
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z = +(a® + b?)

Shrneme tedy ziskané vysledky. Pokud ma rovnice x? + y? = z? fe$eni takové, Ze

X, Y, Z jsou celd Cisla Zadanych vlastnosti, musi byt Cisla x, y, z ve tvaru:
x = +(a* — b?),y = +2ab,z = +(a?® + b?)
nebo
x = +2ab,y = ¥(a? — b?),z = +(a® + b?),

kde a,b jsou celd Cisla. Pfimym dosazenim se mlZeme presvédCit, Ze kazda z vyse

napsanych trojic opravdu vyhovuje dané rovnici.

Zbyva nam vyresit, jak je treba volit Cisla a,b, aby byly splnény podminky
x>0,y>0,z>0,D(x,y) = 1. Vime, Ze Cisla x, y musi mit rlznou paritu, a navic dale
zadame, aby x bylo sudé. Mlze tedy nastat jen pripad druhy, tedy

x = +2ab,y = ¥(a? — b?),z = +(a? + b?).
Nyni se tedy omezme na pfipad horniho znaménka.
x =2ab,y = b* — a?,z = a® + b?
Aby platilo x > 0,y > 0, staci volit 0 < a < b. A dale aby platilo D(x,y) = 1, je nutné a
staci, aby Cisla a, b byla nesoudélnd a méla rtznou paritu, coZ nyni dokazeme.
Dikaz:

1) Podminka je nutnd. Kdyby platilo D(a,b) > 1, nebyla by ¢&isla x = 2ab,y = b? —
—a?,z = a? + b? nesoudélnd. Zarovern musi mit &isla a, b rdznou paritu, protoze jinak by

nebylo y liché.

2) Podminky jsou postacujici. Mame ukazat, Ze pokud jsou Cisla a, b volena uvedenym
zplGsobem, je D(x,y) = 1. Pokud by platilo D(x,y) =d > 1, platilo by také d|z, tj.
d|b? — a?,d|b? + a?. Také by tedy platilo d|2a?,d|2b?. A pokud D(a,b) = 1, bylo by
d|2,tj.d = 2. To je ale nemozné, protoze y se rovna rozdilu dvou ¢isel rlizné parity, tudiz

y je liché.
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Zéroven vidime, Ze rdznym hodnotam a, b odpovidaji rizné hodnoty x, y, z. Nebot
jestlize je y,z déano, jsou &isla a > 0,b > 0 uréené rovnicemi y = b? — a?,z = a? + b?

jednoznacné.
Tim jsme tedy konec¢né dokazali vétu uvedenou na zacatku kapitoly.

Véta 1: Nejobecngjsi feseni rovnice x% + y? = z?2 celymi &isly x, y, z, které splfuji

podminky x >0, y >0, z> 0, D(x,y) =1, 2|x, je dané vyrazy
x = 2ab,y = b?> —a? z = b? + a?,
kde 0 < a < b jsou celd a nesoudélna Cisla rlizné parity.

Podle zminéné véty mizZeme sestavit naptiklad nasledujici tabulku vysledkd.

(a, b) (x v, 2)
(1,2) (4,3,5)
(2,3) (12, 5, 13)
(1,4) (8,15, 17)
(3,4) (24, 7, 25)
(2,5) (20, 21, 29)
(4, 5) (40, 9, 41)
Tabulka 14

Po Uspé&sném vyiedeni rovnice x% + y2 = z?2 se pojdme podivat na dal$i problém.
Zkusme najit véechna feeni rovnice x? + y2 =z",n = 2, kde x,y, z jsou cela Cisla a plati
D(x,y) =1,z > 0. Postup bude velmi podobny postupu pfi FeSeni predeslé rovnice. |
v tomto pFipadé musi mit &isla x, y rGznou paritu. Cislo z je pak liché.

PFedpokladejme, Ze trojice x,v,z je FeSenim rovnice x? +y? = z"

zadanych
vlastnosti, a opét tuto rovnici zapiSeme jako v pfedchozim pfikladé ve tvaru

(x +iy)(x —iy) =z"
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Vime, Ze stejné jako v pfipadé rovnice x2 + y? = z? jsou &isla x + iy, x — iy nesoudéIna.
UZijeme vySe zminéné lemma. Potom existuji dvé celd Cisla a,b a Cislo r,0 < r < 3, Ze

plati
x+iy=1i"(a+ bi)",
x—iy=1i"(a—bi)™
Jestlize ma platit z > 0, vyndsobenim ziskdame
z =a? + b>.

U vySe zminéné rovnice x + iy = i" (a + bi)™ opét porovname imagindrni a realnou Cast

a ziskdme nasledujici vypocty.
x+iy= [a” - (g) a™?h? + (Z) a4t + ] i+

[ars - Garstso

tx =a" - (721) a2b% + -
b= (et (e -

Pfimym dosazenim se mUZeme presvédCit, Ze uvedené vyrazy vyjadtujici x,y,z
opravdu vyhovuiji rovnici x2 + y? = z™. Zbyva zjistit, jak je tfeba volit ¢isla a, b, aby byly
. n_ (M ,n-252 n n-1 N\ n-3.3 A
vyrazy +x = a” — (Z)a b+ a ty= (1)a b — (3)(1 b® + --- nesoudélné.
Lze dokazat, Ze Cisla a, b musi byt opét nesoudélna a musi mit rznou paritu. Plati tedy

nasledujici véta.
Véta 2: Viechna Feseni rovnice x? + y? = z™",n > 2, pro kterd je z > 0,D(x,y) =
= 1, ziskdme z rovnice
x+iy=1i"(a+ bi)",

kde a, b jsou cela nesoudélna cisla rlzné parity.
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Priklad: Naleznéte feeni rovnice x? + y? = z3.

Reseni: Redeni této rovnice ziskdme zvyjadfeni x + iy =i"(a + bi)3, jak je
uvedeno ve vété 2 vySe. Vime, Ze kazda jednotka sama je tfeti mocninou.
1=13,i = (-3 —-i=i3(-1) = (-1)5.
MlzZeme tedy i” vsunout do zavorky a zjednodusit zapis (podrobnéji rozepiseme dale).

ZapiSeme tedy takto:
x + iy = (a + bi)3,
tj.

x = a®—3ab? y = 3a?b — b3,z = a® + b>.

Dostaneme naptiklad nasledujici hodnoty.

(a, b) (x vy, 2)

(21 3) (_461 91 13)

(3,2) (46, -9, 13)

(2,5) (-142, -65, 29)
Tabulka 15

Nyni si podrobné&ji vysvétlime uvedené zjednodu$eni zépisu. Redeni rovnice

x% + y? = z3 dostaneme z vyjadfeni

x+iy=i"(a; +ib))3 r=0,1,2,3. ()
Postupné ukazeme, ze pro vSechnar = 0, 1, 2, 3 Ize vztah (*) pfepsat ve tvaru

x + iy = (a + ib)3, (+ *)
kde a, b jsou cela Cisla.

Pro r =0 je to velice jednoduché. Vztah (%) mé tvar x + iy = (a; + ib;)? a

piseme-li misto a, jen a, misto b; pouze b, dostadvame (* ).

42



3 HISTORICKY VYZNAMNE DIOFANTOVSKE ROVNICE

Pro r=1 mame x+iy=i(a, +ib))3 Je ale i= (-3 t. x+iy=
= (=i)3(ay + iby)3 = (ay(—=i) — i%b,)3 = (by + i(—ay))3. Piseme-li nyni a misto by, b

misto —a,, mame x + iy = (a + ib)3, tj. vztah (= ).

Pro v =2 dostaneme z (%) vztah x +iy = (—1)(a; +iby)3 = (-1)3(a, +
+ib;)3 = (—a; + i(—=by))3. Nyni misto —a, pidme a, misto —b; zase b a mame

x + iy = (a + ib)3, coi je opét (x *).

Nakonec pro r=3 je x+iy=1i3(a; +iby)3 = (ia; — by)® = (—=by +ia,)>.

Oznaéme —b; = a,a; = bamame x + iy = (a + ib)3, ¢ili i ted jsme dostali vztah (x ).

Porovnanim redlnych sloiek dostaneme x = a® — 3ab?, analogicky z komponent
obsahujicich i méme y = 3a?b — b3 a dopoéteme z = a? + b%. Tim je sice rovnice
x? + y? = z3 vyfedena, ale nefekneme-li nic dalsiho, neziskali bychom pfili§ elegantni

popis vSech feseni, jak dale uvidime.

Prvni, co si uvédomime, je toto: Je-li uspofadana trojice [x,,Vo, 2] FeSenim
rovnice x2 +y% = z3, pak také trojice [—xq, V0,20l [X0, —YV0,Z0), [—X0, —Vo,Zo] jsou
resenimi téZe rovnice.

2 kdy jsme vyzadovali nejen

V ptipadé ,pythagorejské” rovnice x? +y% =z
nalezeni feSeni dané rovnice, ale i zachyceni faktu, Ze ma jit o délky stran pravouhlého
trojuhelnika, nam ovsem vysla vyraznéjsSi omezeni na celd ¢isla ve vzorci generujicim
,pythagorejské“ trojice. Nyni budeme za x i y brat cela ¢&isla jakéhokoli znaménka. Cislo

z vyskytujici se na pravé strané rovnice x? + y2 = z3 oviem maze byt jen kladné.

Nyni vyzkouSime vyznamnéjsi véc. Volme na ukdzku napf. a=2,b =1.
Dostavame x = 2,y = 11,z = 5 a snadno ovéfime, Ze usporadand trojice [2,11,5] je
feenim, nebot 22 + 112 = 53.

Kdybychom dale volili napf. dvojnasobné parametry, tj. a = 4,b = 2, dostali
bychom x =16,y =88,z =20. Jenie trojice [16,88,20] je, jak tusime, jen
»,nNamnoZena“ z trojice [2, 11, 5] tim zplsobem, Ze prvni dvé slozky jsou vynasobeny osmi,

treti ¢tyrmi.
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Kdybychom volili trojndsobné hodnoty, tj. a = 6,b = 23, dostali bychom
x = 54,y = 297,z = 45. Vidime, Ze prvni dvé slozky v pdvodni trojici [2,11,5] bychom
vynasobili 3% = 27, kdeZto tfeti slozku 32 = 9.

Obecnéji, kdybychom pFechdzeli od plvodnich parametrd a,b kdvojici a’' =
k.a,b" = k.b, pak bychom zifejmé misto plvodni trojice [x,, Vo, Z,] ziskali ,nové” Feseni
[k3x9, k3vo, k?2y]. To ale nenf pfili$ zajimava hra. Timto zplsobem miZeme vygenerovat
celé série reseni, ale postacilo by znat jen plvodni ,primitivni“ trojici [xg, Vo, Zo], kde Cisla

X0, Vo jsOou nesoudélna.

Dostavame se tedy k tomu, jak najit véechna fedeni [x,y, z] rovnice x2 + y? = z3

takovd, Ze z > 0 a x, y jsou nesoudélna. Ukazuje se, Ze to nastane praveé tehdy, kdyz? a, b

budou cela nesoudélna Cisla rlizné parity (tj. jedno z nich je liché a druhé sudé).

Véta 3: Viechna Fedeni rovnice x? +y% =z3 takova, 7e z>0 a x,y jsou
nesoudélna, dostaneme z vyjadieni x = a® — 3ab?, y = 3a?b — b3, z = a® + b?, kde

a, b jsou nesoudélna celd Cisla rzné parity.

Dukaz:

a) Nejprve dokazme tuto implikaci: Jsou-li x, y nesoudélna, pak D(a,b) = 1 a cela
¢isla a, b jsou réizné parity. Postupujme sporem a predpoklddejme, ze &isla x = a3 —
—3ab?, ay = 3a%b — b3 jsou nesoudélna a pfitom D(a,b) = d > 1. Pak existovala celd
Cisla kq,k, takovd, ze a=k;.d,a =k,.d a dosazenim do vzorcd pro x,y ihned
dostaneme, e d3|x,d3|y. To je oviem spor s nesoudé&lnosti &isel x,y. Snadno také
nahlédneme, Ze celd cisla a,b jsou rlzné parity. Pokud by totiz byla obé suda, je
D(a,b) = 2 a dostaneme spor zcela stejné jako v pfedchozi Uvaze. At tedy a, b jsou obé
lichd, pak jsou zFejmé &isla x = a® — 3ab? a y = 3a?b — b3 obé suda a tedy soudéIna,

coz je spor.

b) Zbyva dokazat, Ze z predpokladd D(a,b) = 1 a celd Cisla a, b jsou rlzné parity
jiz vyplyva, Zze D(x,y) = 1. Postupujme opét sporem a predpokladejme, Ze C(isla

x = a(a? — 3b?) ay = b(3a? — b?) jsou soudéIna. Existuje tedy prvotislo p € N takové,
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Ze p|x, p|y. Nyni si pfipomeneme prvociselnou vlastnost: jestlize prvocislo p|u. v, pak p|u

nebo p|v.

Vime, ze pla(a? — 3b?%) a p|b(3a? — b?), takze rozebereme ¢tyfi piiklady:

1. Jestlize p|a a p|b, pak Cisla a, b nejsou nesoudélnd a to je spor s pfedpokladem
D(a,b) = 1.

2. Jestlize pla a p|(3a? — b?), pak také p|a?, p|3a? a tedy nutné p|b?. Ztoho
plyne p|b a dostdvame spor s pfedpokladem D(a, b) = 1 zcela stejné jako v zavéru casti

1.

3. Pokud p|(a? — 3b?) a p|b, je postup obdobny jako v &asti 2. a nebudeme jej jiz
provadét.

4. Pokud p|(a? — 3b?) a p|(3a? — b?), pak p|[-3.(a? — 3b?) + (3a? — b?)], tj.
p|8b?. Nyni poprvé vyuzijeme faktu, Ze &isla a, b jsou réizné parity. Odtud snadno plyne,
Ze jedno z Cisel x, y je liché a druhé sudé, a protozZe p|x a zaroven p|y, nenip = 2, tj. p je
liché prvotislo. Z toho a z p|8b? mame p|b? a odtud p|b. Analogicky ukdZzeme, 7e p|a a

ziskdme opét spor s D(a, b) = 1, coz dokoncuje dikaz.

Dal$im zajimavym typem diofantovské rovnice je rovnice x? + 4 = y3. Pojdme se

zamyslet nad jejim feSenim. Rovnici si pfepiSme do tvaru
(x + 20)(x — 2i) = y5.

1) Nejprve hledejme feseni s lichym x. Potom jsou Cisla x + 2i, x — 2i nesoudélna.

Kdyby totiz & dé&lilo x + 2iix —2i, pak &§|2x A §|4i, ale 2= —i(1+1)?, takze
S| —i(1+i)?%x, 4=—1+10)* 6 —i(1+i)* Z posledniho vyjadfeni je vidét, Ze
eventuelni délitel § by musel byt asociovan s jistou mocninou (1 + i)k,k =1,2,3,4.

Ukazeme ale, Ze x + 2i neni délitelné ani 1 + i, takZze nemUzZe byt délitelné ani zadnou

x+2i
1+i

dal$i mocninou Gaussova prvocisla (1 + i), k = 2,3, 4. Snadno se ovéfi, ze ¢ Z[i] (x

je podle predpokladu liché).
Podle jiz dfive zminéného lemmatu mizeme psat:
x+2i = ir(al + ib1)3,
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x—2i=i""(a; — iby)3.
Ale i" je vidy samo tfeti mocninou, proto lze psat jednoduseji:
x + 2i = (a + bi)3,
x — 2i = (a — bi)?3,

kde a,b jsou celd cisla. Odtud porovnanim redlné a imaginarni ¢asti dojdeme

k nasledujicim vysledkam.
x + 2i = (a+ bi)3
= a3 + 3a?bi + 3ab?i? + b3i3
= a3 — 3ab? + 3a®bi — b3i
= x = a3 — 3ab? 2 = b(3a? — b?)
x —2i = (a — bi)?
= a3 — 3a®bi + 3ab?i? — b3i3
= a3 — 3ab? — 3a®bi + b3i
= x = a3 — 3ab? 2 = b(3a? — b?)
Ze ziskané rovnice 2 = b(3a® — b?) plyne bud b = +1,3a? — b? = +2, nebo
b = +2,3a? — b? = +1. Pojdme se podrobnéji podivat na obé tyto moznosti.
a) 3a%2 — b? =42
3a2 —1=42

+2+1
a? =
3

>a=+1,b=+1
Toto viak po dosazeni do vzorce x = a® — 3ab? vede k sudému x.
b) 3a2 — b2 =41

3a% —4 = +1

+1+4
a’ =
3

>a=++1,b=+12
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Toto po dosazeni do vzorce x = a® — 3ab? vede klichému x. Po provedeni
zkousky dosazenim hodnot a, b do vzorce 2 = b(3a? — b?) zjistujeme, Ze vyhovuje pouze

feSenia = +1,b = —2. Dosazenim jsme ziskalix = +11,y = 5.

2) Nyni hledejme feseni se sudym x. Proto tedy poloZzme x = 2u. Potom musi byt i

y sudé, tedy zapiseme y = 2v. PGvodni rovnice tedy pfejde v rovnici u? + 1 = 2v3, kde u
musi byt liché.
x2+4=y83

(2Qu)? + 4 = (2v)3

MuUzZeme pak psat:

Nyni vlastné fe$ime rovnici x? + y2 = z3. Cisla uTH,uT_l jsou nesoudélnd. Postupujeme
podobné jako v predchozim pfikladu. MiZeme psat (x +iy)(x —iy) = z3, odtud
odvodime x + iy = (a + bi)3. Ziskdme x = a® — 3ab?,y = 3a?b — b3,z = a® + b?, kde

a, b jsou nesoudélna Cisla rlizné parity. V nasem pripadé tedy:

u+1

— 3_3 2'
) p pq
u—1

=32 _ 3’
2 p=q—q

kde p,q jsou nesoudélnd cisla rlizné parity. Tyto rovnice ddle upravime a od sebe

odecteme.
u+1=2p3—6pq?

u—1=6p?q—2q°

p®+4q°—3pg® —3pq=1

P+qQ(P*—4pq+4q*) =1
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Odtud plyne, Ze musi platit bud®
p+q=1p*—4pqg+q°=1,
nebo:
p+q=-1p*—4pg+q*=-1
Tyto dvé moznosti nyni podrobnéji rozepiSeme.

a) ptq=1Lp*—4pg+q*=1

=>p=0,q=1: — =p° —3pq°
Y -0-3.0.1
2
u=-1

=p=1q=0 — =p° —3pq°
“l_1_0
2
u=1
>x=2,y=2

b) p+q=-1p*—4pg+q*=-1

— Neexistuje celodiselné reseni.

Zjistili jsme tedy, Ze rovnice x? + 4 = y3 ma presné Ctyfi dvojice Fedeni celymi

&isly, a to: [11, 5], [-11, 5], [2, 2], [-2, 2].
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4 DESATY HILBERTUV PROBLEM

Nejprve si pojdme strucné fici par vét o znamé osobnosti, jejiz jméno tento

problém nese.

David Hilbert (1862 — 1943) studoval
na gymnaziu v jeho rodném mésté
Kaliningradu (Konigsberg). Po  maturité
nastoupil na univerzitu v Konigsbergu, kde
pokracoval ve studiu pod vedenim
Lindemanna. V roce 1885 pak obdrzel
doktordt za préaci s ndzvem Uber invariante
Eigenschaften specieller bindrer Formen,
insbesondere der Kugelfunctionen. Hilbert
plUsobil na této univerzité jako soukromy

docent aZz do roku 1892. Dale byl jmenovédn

mimoradnym profesorem, poté v roce 1893

Obrazek 1 - David Hilbert, [6]

se stal rfadnym profesorem. V roce 1895
odesel na univerzitu v Gottingenu, kde ucil po zbytek své kariéry. Hilbert prispél k mnoha

oblastem matematiky a obdrzel také mnoho vyznamendni.

Tato kapitola je vSak vénovana desatému Hilbertovu problému, ktery patfi mezi
dalSich 23 matematickych problémd. Seznam téchto 23 takzvanych Hilbertovych
problému predlozil David Hilbert v roce 1900 ve své prednasce Problémy matematiky na
druhém mezinarodnim kongresu matematikd v Parizi. Uvedené problémy predstavovaly
tehdy nejvétsi nevyreSené otazky v matematice. Dnes je jiz vétSina vyreSena a jejich

feSeni vyznamné ovlivnilo matematiku 20. stoleti.

Jak uz jsme zminili vyse, Hilbert zformuloval 23 matematickych problémQ, které
bylo tfeba zodpovédét. JelikoZ je ale tato prace vénovana diofantovskym rovnicim, je
zfejmé, Ze nas bude zajimat pravé desaty Hilbertlv problém. V predeslych kapitolach
jsme se vénovali rGznym typdm diofantovskych rovnic, pti jejichz feseni jsme vyuzivali
slozitéjSiho a mozna tedy i zdlouhavého postupu. Pro jednodussi praci s témito rovnicemi
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by bylo vhodné nejprve zjistit, jestli dana rovnice feSeni ma ¢i naopak. Postup, ktery by
nam umoznil zjistit existenci ¢i neexistenci feseni, by ndm usnadnil mnohdy zbytecné a
dlouhé vypocty. Této problematice se vénuje zminény desaty Hilbertlv problém. Tyka se
otazky, zda existuje obecny algoritmus, ktery je schopen urcit pro libovolnou
diofantovskou rovnici, zda ma reseni v celych &islech. Ackoliv byly diofantovské rovnice
dlikladné studovany uZ od starovéku, nebyl takovy algoritmus zndm ani na sklonku 19.

stoleti.

Podle [3] mlzZe byt problém zformulovan naptiklad takto: Pozaduje se udani
metody, kterd by pro kazdou diofantickou rovnici umoznila po kone¢ném poctu kroki

rozhodnout, zda dana rovnice ma reseni. Diofantickou rovnici minime rovnici tvaru
P(xy,...,x,) =0,

kde P je polynom s celotiselnymi koeficienty v proménnych x;, ..., x,. Redenim rovnice

pak rozumime kazdou n-tici celych &isel (x4, ..., x;,), ktera anuluje polynom P.

Podivejme se naptiklad na rovnici xy? — 2y + x2 — 1 = 0, ktera fedeni m3, a to

napfiklad x = 1,y = 2. Dale nap¥iklad rovnice u* + u?v? + 1 = 0 74dné fedeni nema.

Desaty Hilbertdv problém byl vyreSen vroce 1970, tedy celkem nedavno.
Postupné rozvijejici se matematicka logika a teorie
algoritma a rekursivnich funkci prinesly potfebné pojmy i
dlkazové postupy. Tim ddle umoznily matematicky se
zabyvat podobnymi otazkami o existenci algoritm( pro
feSeni rGznych uloh. VyfesSeni tohoto problému by tedy
nebylo moZné bez prdce rliznych matematikd, ktefi
podstatné pfrispéli k rozvoji matematické logiky a teorie

rekursivnich funkci. Velkého pokroku dosahli napftiklad

americti matematikové J. Robinsonova, M. Davis a H. '
Putnam. Posledni krok dulezity pro Uplné vyfeSeni  Obrazek2 -].V.Matijasevic

(*1947), [10]
problému udélal mlady matematik J. V. Matijasevic.

Mimo jiné se stal drZitelem prvni ceny mezindrodni matematické olympiady z r. 1964.
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Strucné feceno z praci ostatnich zminénych matematik( vyplyvalo, Ze k negativni

odpovédi na desaty problém staci odpovédét kladné na tuto otazku:

Je pravda, Ze pro néjaké m existuje polynom P(x,y, z,uy, ..., U;,) s celociselnymi
koeficienty takovy, Ze pro vSechna pfirozena x, y, z plati
z=xY © (Quq, ..., Uy) P(x,y,2,Uq, .., Uy,) =072
Jinymi slovy: je predikat z = x¥ diofanticky?
Tuto otdzku se Matijasevicovi podafilo zodpovédét kladné a tak se mnohaleté Usili
matematikd pracujicich na vyreSeni desatého problému dobralo k zavéru. K vysvétleni
jeho dikazu bychom zde museli definovat mnoho pojm(, coz by presahovalo tuto

diplomovou préci. Ctenaf, ktery se o tuto problematiku vice zajima, se miZe o tomto

dlkazu vice docist napt. na WWW:

http://dml.cz/bitstream/handle/10338.dmlcz/138822/PokrokyMFA 18-1973-4 2.pdf.
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V predchozi kapitole jsme pochopili, Ze spoléhat se na pomoc pocitacovych
program(l pti feSeni diofantovskych rovnic obecné nemuizeme. Desaty Hilbertlv problém
totiz skonCil prekvapivym zavérem: neexistuje ani algoritmus, ktery by umozZnil
rozhodnout o fesitelnosti zadané diofantovské rovnice, natoZ o tom, jak pripadné vypada
mnoZina jejich teSeni. MuUZeme si ale aspon otestovat nékolik jednodussich
diofantovskych rovnic studovanych v této préci a zjistit, jak to vypada s feSenim téchto

konkrétnich ukazek.

V programu Mathematica 8 je kdispozici povel Reduce. Ten obecné slouzi

k FeSeni rovnic a nerovnic a je zde moZnost zadat si obor, ve kterém ma byt zadany
problém fesen. MoZnosti vyuZiti tohoto povelu je mnoho, nds viak bude zajimat, Ze volba
Reduce[expr, vars, Integers] zkusi vyreSit diofantovskou rovnici nad
mnozinou celych cisel. Prdvem ovSsem mUZeme ocekavat, Ze dostaneme obecné feseni

linedrni diofantovské rovnice o dvou neznamych. Kupf. po zadani
Reduce[2x+3y=7, {x,y},Integers]
obdrzime
C[l]e Integers &&x=2 + 3 C[l]&&y=1 - 2 C[1].

To je ve shodé s ,lidskym” vypoctem, mozna je jen nékdo zvykly znadit celociselny
parametr pismenem t a nikoli C [ 1]. Poznamenejme, Ze volbou Integers si zadame, Ze

se ma dany problém fesit v mnoZiné celych Cisel.

Ve znacné Casti diplomové prace jsme fesili pfiklady na Pellovu rovnici. VSimli jsme
si, Ze mnozina feSeni je nekonecna. Jak se tedy vyrovnd program Mathematica kupf.

s rovnici x? — 5y2 = 1, kterou jsme feSili na str. 12 - 16? Zadadme-li
Reduce[x*2-5y*2==1, {x,y}, Integers],
dostaneme dosti nepfehlednou formuli:

(C[lleIntegerss&sC[1l]2086&x=1/2 (- (9-45)C - (9+44/5)Cl1)
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§&y=—(((9-4v5) 1= (9+4v5)°")) /(24/5))) | | (C[1]€ Integers
&&C[1]1208&x==1/2 (- (9-4v5) ° 1= (9+4+/5) ° 1)y gay== ( (9-4+/5) C[H] -

(9+4v/5)°1 0y /(24/5)) | | (C[1]e Integers &&C[1120 &&x=1/2
((9-4v5) 1M+ (9+44/5) €1 ) gay=— ( ((9-4V5) 1= (9+4+/5) 1) / (24/5)))
|| (C[1]leIntegers &&C[1]20&&x=1/2 ((9-4v/5) 1+ (9+44/5)C1])

&&y==((9-4V5) 1= (9+4v/5) 1) / (2/5) )

a ani se nedivime. Zapsat onu nekone¢nou mnozinu feSeni neni jednoduché a zpétné

lustit obdobnou formuli také ne. MuUZeme alespon projit nas vypocet a nechat si

zkontrolovat, zda jsme vycislili dobte periodicky retézovy zlomek pro V5:
ContinuedFraction[Sqrt[5]]
{2,{4}}.
To je vporadku, souhlasi to s nasSimi vypocty ze str. 13. Nekonecny tetézovy zlomek
prislusny Cislu \/gje periodicky s periodou k = 1 amatvar [2; 4,4, ...].

Dale nam nevyhovuje vySe zminovana ,neprehledna” formule. Pokusme se tedy

najit relativné ,mald“ feseni jinak:
FindInstance[x"*2-5y*2==1 &&1 < x < 100, {x,y},Integers]
{{x>9,y->4}}.

Reknéme si, co v daném piipadé vykond povel FindInstance. Nachazi jedno
feSeni predepsané Pellovy rovnice, vyhovujici danym podminkam, tj. s relativné malou

souradnici x. Chceme feseni vic? ZapiSme napf.

Reduce[x*2 - 5y*2 ==1 && 0 < x < 2 000 000 && y > O, {x,vy},

Integers]
a dostaneme (symbol || znadi logickou spojku pro disjunkci v )

(x==98&&y=4) | | (x=161&8&y==72) | | (x==2889&8&y=1292) | | (x==518418&y=2
3184) | | (x==930249&&y=416020).

Muzeme si tak zkontrolovat vysledky z tab. 5.

53



5 RESENI DIOFANTOVSKYCH ROVNIC V PROGRAMU MATHEMATICZ

Pro zajimavost jeSté zkontrolujme jedno nase fesSeni zobecnéné Pellovy rovnice.
NepUjde ndm o zapis pomoci obecné a neprehledné formule, ale o nalezeni jistého poctu
feseni.

Reduce[x*2 - 20y*2:==721&&0<x<2000000&&y>0, {x,y},Integers]

(x=298&&y=1) | | (x=61&&y==5) | | (x=71&&y=6) | | (x==199&&y==18) | | (x==4
39&8&y==40) | | (x==1271&&y==116) | | (x==1501&&y==137) | | (x=4349&&y==39
7) 1] (x=96296&&y==879) | | (x==27901&&y==2547) | | (x==32951&&y==3008) | |
(x==954796&&y==8716) | | (x==211399&&y==19298) | | (x=612551&&y==55918)
|| (x==723421&8&y=66039)

Vidime, Ze Mathematica ve verzi 8 ,umi” tfeSit i diofantovské rovnice druhého
stupné ve dvou neznamych. Obecné feseni vsak zapisuje pomérné komplikovanou formuli

a chceme-li poznat vice, je dobré znat teorii.

V pripadé diofantovskych rovnic vyssich stupnd bychom nékdy mohli byt zklamani

ziskanym vysledkem, kdybychom ovsem nevédéli, jak je reSeni obdobnych rovnic obtizné:
Reduce [x*2+y*2==2"3, {x,y,2},Integers]
(x|ylz)eIntegers&&z=Root [-x*-y*+#1°&, 1]
Dostali jsme nic nefikajici odpovéd. Zkusme proto
FindInstance[x*2+y*2--223&&10<x<20, {x,y,2},Integers]
a dostaneme alespon
{{x->11,y->2,z->5}}.

PFipomerime, 7e na str. 45 - 48 jsme Fesili rovnici x2 + 4 = y3 a zjistili jsme, 7e ma

pravé Ctyri feseni. Jedno z nich jsme nalezli vyse (a je ovSem mozné experimentovat dale).
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Hlavnim cilem této diplomové prace je rozSifeni souboru feSenych rovnic a
nékteré historicky vyznamné diofantovské rovnice. V prvni ¢asti je nejprve uvedeno

nékolik uloh z matematické olympiady, které se fesi pomoci diofantovskych rovnic.

Druhd ¢ast predstavuje Pellovu rovnici, zobecnénou Pellovu rovnici a
pythagorejskou rovnici a naplfuje tak hlavni cil prace. Postup feSeni kazdého zminéného
typu rovnic je vidy podrobné vysvétlen. Nejprve jsou uvedeny potiebné véty a definice,
poté je vSe demonstrovano na konkrétnich prikladech. Vysvétleni je na Urovni, které by

mél rozumét i ¢tenar, jenz se v minulosti diofantovskymi rovnicemi nezabyval.

Dalsi ¢ast prace predstavuje desaty Hilbertlv problém. Kapitola se zmifiuje o znéni
tohoto problému, o vyznamnych osobnostech s nim spjatych a také o jeho vyreseni.
Problém Zadal nalezeni obecného algoritmu, ktery by urcil, zda je jakdkoliv diofantovska
rovnice resitelna &i nikoliv. Jak se po case zjistilo, je tento problém nefesitelny a

algoritmus, ktery by praci s feSenim usnadnil, tedy neexistuje.

Posledni kapitola predstavuje pocitacovy program Mathematica jako nastroj
k feSeni diofantovskych rovnic. Na jednoduchych ukdzkach étendr poznd, jak si pomoci

tohoto programu své vypocty kontrolovat.
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The main object of this diploma thesis is acquainting the reader with some
historically significant Diophantine equations. There is explained Pell's equation,
generalized Pell's equation and Pythagorean equation. All facts are presented with
examples. This thesis deals with examples of mathematical Olympiad, where the
Diophantine equations are used. It describes the tenth Hilbert's problem and its solution
too. The last part of this thesis explains work with computer program Mathematica and it

is devoted to practical examples of solutions to equations with this program.
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