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Abstrakt

Tato diplomová práce se zabývá návrhem ř́ızeńı a jednoduchým simulátorem kolony
vozidel. Ćılem práce je navrhnout centrálńı symetrické ř́ızeńı kolony a nalézt generali-
zované tvary zpětnovazebńıch matic se splněnými podmı́nkami na obecnou a řetězovou
stabilitu. V práci jsou představeny definice řetězové stability, informačńı topologie, možné
př́ıstupy k centrálńı a distribuované strategie ř́ızeńı. Velký d̊uraz je kladen na aplikaci te-
orie symetrických systémů. Využit́ım dané teorie jsou rozš́ı̌reny metody LQR a stavové
zpětné vazby. V př́ıpadě symetrického LQR jsou hledány obecné tvary váhových matic
vedoućı na symetrickou stavovou zpětnou vazbu stabilizuj́ıćı uzavřenou smyčku. Syme-
trická váhová matice Q = CTC je definována v závislosti na volbě výstupńı matice
C. V př́ıpadě ř́ızeńı symetrickou stavovou zpětnou vazbou jsou pro nižš́ı počet vozidel
analyzovány zpětnovazebńı matice přǐrazuj́ıćı danou Jordanovu formu matici dynamiky
uzavřeného systémů. U některých Jordanových forem jsou nalezeny a představeny pa-
rametrizované zpětnovazebńı symetrické matice s volnost́ı ve vlastńıch č́ıslech a počtu
vozidel. Nakonec je uveden simulátor kolony využ́ıvaj́ıćı navržených a simulovaných sy-
metrických ř́ızeńı.

Kĺıčová slova: centrálně orientované ř́ızeńı, konečně krokové ř́ızeńı, lineárńı kolona, ma-
tematický model, parametrizované symetrické zpětnovazebńı ř́ızeńı, řetězová stabilita,
simulátor kolony vozidel, symetrická kolona vozidel, symetrická stavová zpětná vazba, sy-
metrické konečně krokové ř́ızeńı, symetrické LQR

Abstract

This master thesis deals with the design of a control system and a simple simulator
of a vehicle platoon. The aim of the thesis is to design a central symmetric control of
the platoon and to find generalized forms of feedback matrices with satisfied general and
chain stability conditions. Definitions of string stability, information topologies, possible
approaches to central and distributed control strategies are presented. Much emphasis is
placed on the application of symmetric systems theory. Using the given theory, LQR and
state feedback methods are extended. In the case of symmetric LQR, general forms of
weight matrices leading to symmetric state feedback stabilizing closed loop are sought.
The symmetric weight matrix Q = CTC is defined depending on the choice of the output
matrix C. In the case of symmetric state feedback control, feedback matrices assigning a
given Jordan form to the closed-loop system dynamics matrix are analyzed for a lower
number of vehicles. For some Jordan forms, parameterized symmetric feedback matrices
with freedom in eigenvalues and number of vehicles are found and presented. Finally, a
platoon simulator using the proposed and simulated symmetric controls is presented.

Key words: centralized control, deadbeat control, linear platoon, mathematical model,
parameterized symmetric feedback control, string stability, symmetric deadbeat control,
symmetric LQR, symmetric state feedback, symmetric vehicle platoon, vehicle platoon
simulator
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2.2.3 Vstupně symetrická kolona vozidel . . . . . . . . . . . . . 23
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1 Úvod

Práce je zaměřena na ř́ızeńı kolony vozidel, které vycháźı z požadavku na efektivńı
automobilovou dopravu. Automobilová doprava ohrožuje lidské životy, a proto je nutné
před uvedeńım do provozu splňovat velké množstv́ı požadavk̊u, norem a standard̊u [1, 2].
V pr̊uběhu vývoje automobilové dopravy došlo k mnoha kĺıčovým vynález̊um umožňuj́ıćı
řešit a zabývat se ř́ızeńım kolony vozidel.

Automobilový pr̊umysl má od počátku výroby až do aktuálńı doby mnoho významných
milńık̊u. Prvńı automobil, jeho postupné zdokonalováńı, prvńı radio v automobilu,
elektrické vstřikováńı paliva, bezpečnostńı pásy, ale i globálńı polohový systém, r̊uzné asi-
stenčńı systémy a autonomńı automobily představuj́ı některé d̊uležité vynálezy posledńıch
stolet́ı. Důležitým vynálezem, který je možno využ́ıt ke komunikaci kooperativńıho ř́ızeńı
je globálńı polohový systém (GPS). Jedná se o globálńı družicový polohový
systém určuj́ıćı přesnou polohu. Dále asistenčńı systémy v podobě protisrážkového
systému využ́ıvaj́ıćı senzory, tedy radary a př́ıpadně kamery či lidary. Pomoćı senzor̊u
se urč́ı vzdálenost objekt̊u v cestě a umožňuj́ı automobilu reagovat na možnou srážku s
objektem. Oblast asistent̊u při dopravě je v neustálém vývoji a možnosti asistenčńıch
služeb v automobilech neustále zvyšuj́ı bezpeč́ı a komfort řidiče. V aktuálńı době plno
automobilek klade d̊uraz na vývoj autonomńıch automobil̊u. Autonomńı vozidla
využ́ıvaj́ı informace o okolńıch vozidlech ze senzor̊u jako jsou lidary, kamery, radary a
podobně. Využit́ım všech možných asistenčńıch služeb by autonomńım voz̊um dodávalo
dodatečnou bezpečnost k zaručeńı bezproblémového provozu. Zavedeńı autonomńıch
vozidel by pro mnohé přepravńı podniky představovalo sńıžeńı náklad̊u na dopravu a
př́ıpadných emiśı. Daľśı možné sńıžeńı spotřeby paliva mohou představovat automatické
převodovky [1]. Automatické převodovky bývaj́ı téměř vždy využ́ıvány u nákladńıch
vozidel přepravuj́ıćı náklad na velkou vzdálenost s požadovánou maximalizaćı dojezdu. V
př́ıpadě nedostatečné kapacity vozu tak může být zavedeńı kolony nákladńıch automobil̊u
př́ıpustné a finančně výhodněǰśı řešeńı přepravńıch podnik̊u.

V předchoźım odstavci je uvedeno několik významných technologíı použ́ıvaných v
automobilovém pr̊umyslu a to včetně zavedeńı autonomńıch automobil̊u do nákladńı
dopravy. S touto problematikou má úzký vztah tzv. ”truck platooning”, který si
lze představit jako několik kamion̊u seřazených za sebou a spojených, dá se ř́ıct, do
dálničńıho vlaku. Takovéto spojeńı v́ıce vozidel za sebou lze také označit jako kolonu
vozidel. Mezi hlavńı ćıle jednoznačně patř́ı zaručeńı sńıžeńı náklad̊u na dopravu, emiśı
a dále také zvýšeńı bezpečnosti, plynulosti a efektivity provozu. Jeden z možných
náhled̊u na problematiku kolony vozidel představuje teorie multi-agentńıch systémů.
Multi-agentńı systémy rozděluj́ı procesy rozhodováńı a ř́ızeńı na jednotlivé agenty, kteř́ı
maj́ı omezený př́ıstup k informaćım od ostatńıch agent̊u [3]. Tyto systémy zjednodušuj́ı
složité problémy. Oblast́ı využit́ı je mnoho a může se jednat o drony, automobily, nákladńı
automobily, armádu, ale daj́ı se využ́ıt i v distribuované optimalizaci, energetice, vesmı́ru
a podobně [4]. Zjednodušeńı může být využito i pro ř́ızeńı kolony vozidel se zaměřeńım
na kooperativńı ř́ızeńı a autonomńı vozidla [5]. Aplikace agent̊u maj́ı značný vliv na
sńıžeńı zpožděńı, emiśı a spotřebu paliva [6]. Uspořádáńı v́ıce autonomńıch vozidel v
podélné koloně lze vńımat jako inteligentńı agenty, což může vést k efektivněǰśımu ř́ızeńı
kolony [5]. V práci [3] je zveřejněna teoretická analýza ke kooperativńımu držeńı formace
v́ıce agent̊u využit́ım maticové teorie, algebraické grafové teorie a teorie ř́ızeńı.

Rozd́ıly mezi př́ıstupy k ř́ızeńı zahrnuj́ı zp̊usob komunikace mezi agenty. Centrálńı
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ř́ızeńı využ́ıvá komunikaci s hlavńım inteligentńım agentem a centrálńı infrastrukturou
silnice. Vedoućı agent ř́ıd́ı zbylé agenty kolony. V př́ıpadě selháńı centrálńıho ř́ıdićıho ob-
jektu může doj́ıt k fatálńımu selháńı celého systému. U distribuovaného ř́ızeńı inteligentńı
agenti komunikuj́ı mezi sebou bez centrálńıho zprostředkovatele. Distribuovaná strategie
zohledňuje samotné agenty pracuj́ıćı v týmu se společným ćılem. Užit́ı distribuované
strategie může sńıžit rozsah infrastruktury a náklady na údržbu. Náročná informačńı
komunikace může mı́t nežádoućı účinky, jako je dopravńı zpožděńı přenosu informace,
zhoršeńı účinnosti a náklady na infrastrukturu a údržbu [6]. Daľśı nežádoućı situace
distribuovaných metod mohou vést na zašuměná data, výpadek informace (drop-off
packet) a podobně [7, 8].

1.1 Úvod do ř́ızeńı kolony vozidel

Hlavńı téma práce je zaměřeno na aktuálně řešenou problematiku ve světě zabývaj́ıćı
se automatickým ř́ızeńım podélného pohybu kolony vozidel. Upřesněńı problematiky
vycháźı zejména z požadavk̊u praktického hlediska a technických možnost́ı určeńı či
měřeńı aktuálńıho stavu pohybuj́ıćı se kolony vozidel. K hlavńım požadavk̊um ko-
lony vozidel jednoznačně patř́ı stabilita a i takzvaná řetězová stabilita. Práce bude
zaměřena na návrh statické zpětné vazby. Konkrétně se bude práce zaměřovat na
využit́ı symetrické stavové zpětné vazby a hledáńı nejrozsáhleǰśı množiny všech možných
řešeńı. Určeńı dostatečné kvantity řešeńı pro r̊uzně rozsáhlou kolonu vozidel by taktéž
mohlo vést na zaručeńı zobecněných výsledk̊u návrhu ř́ızeńı. Využit́ı symetrické sta-
vové zpětné vazby vyžaduje znalost veškerých stav̊u modelu kolony vozidel. Tento
zp̊usob ř́ızeńı kolony vozidel poté prozat́ım představuje centrálńı ř́ızeńı. To zejména
z výpočetńı náročnosti, která aktuálně nedovoluje naj́ıt i ř́ızeńı s omezenou strukturou [9].

Ř́ızená kolona vozidel, čili j́ızda vozidel v těsné formaci za sebou, s minimálńımi
rozestupy (platooning) představuje inovativńı technologický vývoj. Jedná se zejména o
oblast silničńı dopravy s potenciálem značně zlepšit náklady na dopravu, bezpečnost,
efektivitu a plynulost provozu. Hlavńım ćılem vědc̊u je aplikace těchto metod v praxi,
které by tak mohli vést ke sńıžeńı spotřeby paliva. Zároveň dokáže přispět i k udržitelnosti
společnosti současným sńıžeńım produkovaných emiśı. Platooning se velmi často využ́ıvá
pro skupinu v řadě uspořádaných nákladńıch automobil̊u [10, 11]. Při menš́ıch rozestupech
se zmenšuje odpor vzduchu s výjimkou vedoućıho automobilu, který má odpor vzduchu
větš́ı. J́ızda v této bĺızké formaci tak může zaručit žádaného sńıžeńı spotřeby paliva
až od 14%. Jakákoliv úspora spotřeby paliva zaručuje i daľśı pozitivńı vliv v podobě
sńıžeńı vypuštěných emiśı do našeho ovzduš́ı [11]. Bezpečnost při platooningu spoč́ıvá
zejména v úplném či částečném potlačeńı lidského faktoru. Lidský faktor v dopravě může
představovat právě sešlápnut́ı plynového či brzdového pedálu a nebo daľśı jakési akutńı
manévry. Každopádně, veškeré tyto situace člověk vyhodnot́ı opožděně. V extrémńıch
situaćıch se lze při opožděném úkonu dostat až do velmi kritických dopravńıch nehod.
Ř́ızeńı kolony vozidel na minimálńıch rozestupech mezi vozidly při praktickém využit́ı
automaticky udržuje požadované vzdálenostńı či časové rozestupy. Zároveň je žádané
udržovat kolonu na požadované rychlosti, která se může pr̊uběžně měnit. Při viditelné
překážce před prvńım vozidlem (vedoućı, leader) se rychlost jedoućı kolony bude postupně
snižovat až do př́ıpadného zastaveńı, při kterém budou vozidla stále s požadovanými
rozestupy. Různé rozš́ı̌reńı problematiky by tak mohlo dále navrhovat využit́ı př́ıpadného
odbočeńı z pruhu pro celou kolonu. Při ř́ızeńı kolony vozidel může docházet k problému
spojeného s š́ı̌reńım poruchy postupně mezi vozidly. Jedná se o takzvanou řetězovou
stabilitu. Při splněńı této podmı́nky se porucha nezesiluje postupným š́ı̌reńım kolonou
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vozidel. Při dostatečném potlačeńı poruch a vhodně navrženém stabilizuj́ıćım ř́ızeńı
se celá kolona bude pohybovat s požadovanou rychlost́ı a rozestupy vozidel. T́ım je
zaručeno vyšš́ı plynulosti a efektivity provozu, které eliminuj́ı zpomalováńı dopravy
lidským faktorem v podobě postupného brzděńı či nezbytného přidáváńı plynu [9]. V
práci proběhne rozbor r̊uzných př́ıstup̊u k ř́ızeńı rozestup̊u vozidel v koloně a jejich
aplikaćı v praxi.

Velký vliv a zároveň jeden z hlavńıch požadavk̊u na kolonu vozidel je stabilita
ř́ızené kolony. Oproti klasickým metodám ř́ızeńı, kde se využ́ıvá pouze obecná stabilita,
se zde vyskytuje i takzvaná řetězová stabilita. Obecná stabilita zajǐst’uje dosledováńı
požadovaných hodnot a potlačeńı (regulaci) vzniklých chyb. U řetězové stability je nutno
se zabývat jakou odezvu budou mı́t zbylá vozidla v řetězci při vzniklé poruše na nějakém
z vozidel. Jedná se tedy o chybu postupuj́ıćı řetězcem neboli liníı kolony. Je žádoućı,
aby se chyba přenesená z jednoho vozidla postupně na daľśı vozidla v linii nezvyšovala.
Dodaná chyba se tedy snižuje postupným pr̊uchodem jednotlivých vozidel řetězce. Takové
pravidlo řetězové stability se dá jednoduše zformulovat do zápisu v podobě H∞ normy.
Konkrétńı zápis bude v práci následně popsán a budou i taktéž zmı́něny některé možné
zápisy řetězové stability. Matematické zápisy řetězové stability je možné volit r̊uzně, ale
jsou použity podle zvolené komunikačńı topologie mezi jednotlivými vozidly [9, 12].

Při návrhu zpětnovazebńıho ř́ızeńı je možno se zabývat centrálně orientovaným či
distribuovaným př́ıstupem ř́ızeńı [3, 13]. Na obrázku (1) lze vidět rozvržeńı kolony o
libovolné délce N vozidel.

12N ...

Obrázek 1: Uspořádáńı kolony vozidel

Každý z těchto př́ıstup̊u má pro aplikaci své výhody i nevýhody a dle zvoleného
př́ıstupu je nutno návrh dle toho přizp̊usobit. Výhoda pro centrálńı ř́ızeńı spoč́ıvá v
umı́stěńı ř́ıdićıho algoritmu do společné infrastruktury, která by určovala rychlosti a
vzdálenosti jednotlivých vozidel. Nevýhodou by byl ihned opak představuj́ıćı náročnost
znalosti požadovaných veličin (poloha, rychlost) veškerých vozidel v koloně. Zavedeńım
distribuovaného ř́ızeńı je možno redukovat potřebnou znalost veškerých veličin systému,
ale rozšǐrujeme komunikaci mezi v́ıce vozidel. Dle zvolené informačńı topologie se určuje
náročnost komunikace mezi vozidly a poté źıskané výsledky nemuśı být tak přesné. U
centrálńıho př́ıstupu existuje centrálńı objekt, který pomoćı komunikace přes vyśılače
či satelity ovládá veškeré regulované stavy vozidel. V př́ıpadě, že je využita stavová
zpětná vazba, je nutno se zabývat strukturou zpětnovazebńı matice. Omezená struktura
zpětnovazebńı matice představuje, které stavy modelu se využ́ıvaj́ı při ř́ızeńı. V práci
[9] jsou ukázány možnosti volby struktur zpětnovazebńıch matic k doćıleńı centrálńıho
nebo distribuovaného ř́ızeńı. Omezováńım struktury matice tak je možné źıskat některé
z nejpouž́ıvaněǰśıch informačńıch topologíı pro rozestupy mezi vozidly. V práci [12] je
taktéž ukázáno, že volba informačńı topologie má značný vliv na stabilitu a dynamiku
kolony. Pro distribuovaný návrh se problematika může rozdělit do čtyř část́ı, a tedy na
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dynamiku vozidla, informačńı topologii, distribuované regulátory a zp̊usoby rozestup̊u
mezi vozidly [14, 15]. V práci [16] je tato základńı čtveřice rozš́ı̌rena ještě o dvě daľśı
části zabývaj́ıćı se kvalitou komunikace a poruchami r̊uzného typu. Nejčastěji použ́ıvané
poruchy v koloně vozidel tak mohou být klasifikovány do několika typ̊u. Nejčastěji mohou
představovat počátečńı podmı́nky na vedoućı vozidlo či pro veškerá vozidla kolony. Daľśı
nejčastěji použ́ıvané poruchy představuj́ı p̊usobeńı jakékoliv vněǰśı přidané poruchy bez
počátečńıch podmı́nek a př́ıpadně i s nimi.

Hlavńı úkol ř́ızeńı kolony vozidel představuje automatický pohyb všech jedoućıch
vozidel v linii za sebou se stanovenými rozestupy a danou rychlost́ı. Rozestupy vozidel
tak lze rozdělit na konstantńı a proměnné rozestupy. Mnoho výzkumů se zabývá
určováńım co nejmenš́ıch rozestup̊u při použit́ı proměnných vzdálenostńıch rozestup̊u.
Konstantńı př́ıstup představuje klasickou metodu. Metoda je rozsáhle prozkoumanou
v mnoha r̊uzných situaćıch (komunikačńı zpožděńı, saturace aktuátoru, neurčitost
parametr̊u, neznámé poruchy, heterogenńı kolona a podobně). Mezi proměnné př́ıstupy
rozestup̊u lze zařadit pár klasických př́ıstup̊u, např́ıklad časově konstantńı rozestup
před vozidlem, kvadratický rozestup a adaptivńı rozestup. Využit́ı těchto př́ıstup̊u
je obdobně prozkoumáno pro r̊uzná využit́ı a v konkrétńıch př́ıpadech (vliv r̊uzných
architektur ř́ızeńı, nenulové počátečńı chyby rozestup̊u a podobně). Následně, vzniká
nová strategie, využ́ıvaj́ıćı kombinaci konstantńıho vzdálenostńıho a časového rozestupu.
Využit́ı zaručuje řetězovou stabilitu, zlepšuje kapacitu na silnici a bere ohled na saturaci
aktuátoru a neznalost parametr̊u a poruch. Každopádně mnoho situaćı (sńıh, mlha, déšt’)
se značným vlivem na bezpečnost neńı d̊ukladně vyšetřeno. V takových situaćıch může
být mezi dynamikou vozidla a silničńımi podmı́nkami zaveden vztah silničńıho třeńı. Dle
silničńıho třeńı je možno následně měnit vzdálenostńı rozestupy vozidel [17].

1.2 Rozvrhováńı a plánováńı kolony vozidel

V dané části budou stručně zmı́něny některé daľśı oblasti výzkumu vycházej́ıćı z
ř́ızeńı kolony vozidel. Budou stručně zmı́něny obecné př́ıstupy či techniky využ́ıvané
k rozvrhováńı a plánováńı kolony vozidel. Takové př́ıstupy vedou k formováńı kolony,
ř́ızeńı kolony při vyj́ıžděńı z kolony a tak dále. Tyto př́ıstupy jsou založené na pravidlech,
modelu, učeńı, optimalizaci a agentech.

Ř́ızeńı kolony vozidel vycháźı ze základńıch blok̊u, jako je podélné udržováńı vzdálenost́ı
a komunikačńıch technologíı mezi vozidly [18, 19]. V posledńıch letech se ale z těchto
př́ıstup̊u vyvinulo mnoho daľśıch technik zaměřených na problematiku ř́ızeńı kolon vozidel
[20]. Kolona vozidel může být rozdělena do čtyř oblast́ı výzkumu zabývaj́ıćı se: ř́ızeńım,
plánováńım, rozhodováńım a komunikaćı v koloně. Od př́ıstupu plánováńı rychlosti
jediného vozidla se lǐśı dodatečnými požadavky. Požadavkem na dodržeńı řetězové
stability a zároveň udržováńı rozestup̊u mezi vozidly. S problematikou tak vznikalo
v́ıce možných oblast́ı výzkumu, jako je např́ıklad proj́ıžděńı kolonou na křižovatkách se
světelnou signalizaćı, ř́ızeńı kolony se změnou směru, ř́ızeńı formaćı a dále spojováńı v́ıce
kolon [21].

S kvalitněǰśım vývojem model̊u vozidel a kolon jsou zabudovány přesněǰśı modely
do metod založených na pravidlech umožňuj́ıćı přesněǰśı odhad budoućıch stav̊u. Taktéž
s postupným zpřesňováńım hodnot́ıćıch kritéríı existuj́ı studie na optimalizačńı metody,
kde je využito celoč́ıselného lineárńıho programováńı a dynamického programováńı.
Každopádně, pro zvyšuj́ıćı se komplexnost prostřed́ı tak měřeńım ze senzor̊u se generuje
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př́ılǐs velké množstv́ı dat. Využit́ı takového množstv́ı pozorovaných dat tak zaručuje
extrémńı složitost nastavovat pravidla. V posledńı době zač́ıná být v́ıce populárńı př́ıstup
založený na učeńı se zvyšuj́ıćı inteligenćı rozhodováńı pro jednotlivá vozidla v podobě
agent̊u. Uč́ıćı se př́ıstupy jsou tedy využ́ıvány v kombinaci s v́ıce agentovými metodami
založenými na teorii her ke koordinaci a rovnováze zájmů jednotlivých agent̊u. Jednotlivé
př́ıstupy nemuśı být tedy použity samostatně, jelikož samotné př́ıstupy maj́ı své výhody
i nevýhody. Mohou být využity v kombinaci, která zaruč́ı větš́ı efektivitu a př́ıpadné
odstraněńı některých nedostatk̊u [21].

1.2.1 Metody založené na pravidlech

Využit́ı těchto metod je založeno na zisku zkušenost́ı od expert̊u. Takové metody dis-
ponuj́ı zřejmou logikou s jednoduchou pochopitelnost́ı. Aplikace těchto jednodušš́ıch algo-
ritmů maj́ı v reálném čase dostatečně dobrou funkčnost. S poměrnou jednoduchost́ı a po-
chopitelnost́ı však docháźı k nedostatk̊um metod při složitěǰśıch dopravńıch situaćıch. To
převážně z d̊uvodu, že nelze nadefinovat dostatečně mnoho až nekonečně mnoho žádaných
komplexńıch dopravńıch situaćıch, ke kterým může neobvykle doj́ıt. Nedostatky takových
metod jsou značně omezuj́ıćı v hlubš́ım vývoji. Každopádně plno metod, jako jsou heuris-
tické metody, konečně stavový automat a pole umělého potenciálu, se z daného př́ıstupu
adoptovalo k jednoduchému a rychlému řešeńı problému kolony vozidel [21].

1.2.1.1 Heuristické metody

Heuristické metody jsou taktéž založeny na předáńı zkušenost́ı od lidského experta k
sestrojeńı pravidel v podobě heuristické funkce. Využit́ım těchto metod lze doćılit pouze
sub-optimálńıho globálńıho řešeńı v porovnáńı s daľśımi optimalizačńımi algoritmy.
Přestože výsledné řešeńı je sub-optimálńı, heuristické metody maj́ı většinou v reálném
čase vyhovuj́ıćı funkčnost vedoućı na efektivńı nasazeńı algoritmů do vozidel reálného
světa [21].

Využit́ım heuristických metod tak je možno nalézt aproximované optimálńı řešeńı,
neboli řešeńı bĺızké optimálńımu, pro rozvrhováńı ř́ızeńı formace kolony vozidel větš́ıch
rozměr̊u [21, 22]. Využit́ı heuristických metod je rozsáhlé. Může být využ́ıváno i u
určováńı rychlosti vozidla při pr̊ujezdu křižovatkou [23]. Heuristické metody bývaj́ı
každopádně využ́ıvány převážně jen jako záložńı metody k zajǐstěńı funkčnosti v reálném
čase v situaćıch s velkým počtem vozidel nebo pro problémy s malým optimalizačńım
prostorem. To i přestože maj́ı dobrou funkčnost v reálném čase, efektivnost a pohodlnost
[21].

1.2.1.2 Konečně stavový automat

Jedná se o metodu využ́ıvaj́ıćı konečného počtu stav̊u odlǐsných funkčńıch mód̊u.
Systém se tak může nacházet vždy pouze v jednom jediném stavu v daném časovém
okamžiku a dle odlǐsných situaćıch přeṕıná mezi definovanými stavy. Daná metoda je
využ́ıvána předevš́ım na rozvrhováńı ř́ızeńı kolony vozidel při spojováńı, rozdělováńı
kolon a změny do jiného pruhu. Proces spojováńı kolon je možno rozdělit do čtyř proces̊u
konečně stavového automatu, tedy vytvářeńı tempa, současného a sekvenčńıho párováńı
a posledně bezpečného slučováńı kolony [21].

Pomoćı této metody se dá řešit taktéž plánováńı rychlosti při procesu spojováńı
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kolon. Proběhla studie, z které vycháźı protokol využ́ıvaj́ıćı konečně stavového auto-
matu s manévry umožňuj́ıćı sloučeńı, odděleńı a změnu j́ızdńıho pruhu. Pomoćı těchto
manévr̊u tak je umožněno zaručit operace představuj́ıćı vstup vozidla do kolony, opuštěńı
vedoućıho vozidla kolony a př́ıpadně i následńık̊u. Komunikace mezi těmito vozidly je
založena na kooperativńı komunikaci vozidel, konkrétně s komunikaćı jednoho prvńıho
předch̊udce. Proces spojováńı kolon je rozdělen do tř́ı proces̊u, a tedy požadavku,
odpovědi a provedeńı sloučeńı. Obdobně tomu tak je i u opuštěńı kolony vozidel [24].

Nedostatky metod nastávaj́ı zejména z nemožného definováńı všech možných stav̊u
při zvyšováńı komplexnosti prostřed́ı. Je obt́ıžné zaručit správné vypořádáńı s kom-
plexńım prostřed́ım zahrnuj́ıćı nekonečně mnoho odlǐsných situaćıch. Přidáńı nových
stav̊u může mı́t zároveň negativńı účinek na některé již vytvořené stavy. Taktéž
př́ılǐs velká kvantita stav̊u může zaručit komplikovanost logiky. Stavovým konečným
automat̊um použitých v komplexńıch prostřed́ıch vzr̊ustá konkurence metodami umělé
inteligence, jako je např́ıklad posilovaćı učeńı (reinforcement learning) [21].

1.2.1.3 Pole umělého potenciálu

Jedná se o metodu využ́ıvanou k plánováńı cesty v́ıce objekt̊u s funkćı potenciálového
pole navrženou běžně v závislosti na bezpečnosti, rychlosti či na mnoha daľśıch
požadavćıch. Jelikož tato metoda plánováńı slouž́ı i k ř́ızeńı podélného pohybu kolony,
bude rozepsána a vysvětlena značně v́ıce oproti daľśım metodám plánováńı a rozhodováńı.
Princip spoč́ıvá v simulaci r̊uzných vyhodnocovaćıch funkćı v prostorovém měř́ıtku jako
potenciálńı pole, a t́ım simulovat silou pohyb agenta v prostoru [21]. V práci [25] je
odvozen zákon ř́ızeńı pro PD regulaci podélné kolony založen na gradientu potenciálńı
funkce. Taktéž jsou definovány potenciálové funkce, kde jedna z nich je kvadratická a
daľśı jsou exponenciálńı. Pr̊uběh těchto potenciálńıch funkćı představuje energii systému
v závislosti na chybě polohy. Pro chybu polohy v ustáleném stavu zaručuje nulovou
chybu polohy a taktéž zaručuje nulovou energii systému. Exponenciálńı potenciálové
funkce slouž́ı jako odpuzovaćı funkce v př́ıpadě dostatečného přibližováńı vozidel. Pro
dostatečně se bĺıž́ıćı vozidla dojde k razantńımu vzr̊ustu energie. Hlavńım ćılem vozidel
je minimalizovat energii systému, což se zaruč́ı postupným snižováńım energie pomoćı
exponenciálńı potenciálńı funkce. Trajektorie pohybu agenta vycháźı relativně optimálně
a splňuje v́ıce vyhodnocovaćıch kritéríı najednou.

Metoda je taktéž využita k ř́ızeńı rozestup̊u mezi vozidly podélné kolony poprvé v
podobě jedno-dimenzionálńıho potenciálového pole. Hlavńı využit́ı metody tak směřuje
na udržováńı malých vzdálenost́ı mezi vozidly a k zamezeńı srážek vozidel. Funkce
potenciálového pole je definována takzvanou Morseovou funkćı potenciálńıho pole.
Konkrétńı definice této funkce pocháźı z atomové fyziky a v práci je mı́rně adaptována.
Zákon ř́ızeńı je následně určen gradientem Morseovy funkce a druhé složky odpov́ıdaj́ıćı
součtu chybových odchylek. Využit́ım metody zaručuje dosažeńı svých ćıl̊u, ale nezaručuje
splnit dodatečné požadavky v podobě komfortu či vysoké bezpečnosti [25].

Metoda jedno-dimenzionálńıho potenciálového pole je dále rozš́ı̌rena na dvou-
dimenzionálńı metodu k ř́ızeńı rozestup̊u vozidel podélné kolony. Využit́ı metody
umělého potencionálńıho pole se dále rozš́ı̌rilo i na ř́ızeńı postranńı vzdálenosti, a
tedy určuj́ıćı vybočováńı z pruhu [26]. Metoda představuje elegantńı a jednoduché
řešeńı, které umožňuje si poradit s velkým množstv́ım překážek při malé výpočetńı
náročnosti. Každopádně, metodu je nutno využ́ıvat v kombinaci s daľśımi optimalizačńımi
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vyhledávaćımi technikami k zajǐstěńı trajektorie [21].

1.2.2 Př́ıstupy založené na modelu

Metody založené na modelu slouž́ı k analýze dynamických model̊u ř́ızených objekt̊u.
Taková analýza slouž́ı k implementaci ř́ızeńı, jako je ř́ızeńı inverzńı dynamikou nebo pre-
diktivńı ř́ızeńı. Postupným vývojem teorie vozidel a dopravy se vyv́ıj́ı komplexněǰśı modely
vozidel a dopravy. Kv̊uli detailněǰśım model̊um pro kolonu vozidel je možno zaručit lepš́ı
výsledné chováńı využit́ım pokročileǰśıch algoritmických ř́ızeńı [21].

1.2.2.1 Dynamika systému vozidla

Využit́ı modelu dynamiky systému dodává r̊uzným ř́ıdićım algoritmům teoretické pod-
klady. Pomoćı teorie tak je možno určit např́ıklad konvergenci. Při rozvrhováńı bývá
využ́ıvána podélná dynamika vozidel k určeńı doby j́ızdy. To může vést k sestaveńı plánu,
podle kterého za sebou budou následovat určená vozidla [21].

1.2.2.2 Prediktivńı ř́ızeńı modelu

Hlavńım požadavkem využit́ı prediktivńıho ř́ızeńı je znalost ř́ızeného modelu.
Zaručeńım velmi kvalitńı znalosti modelu poté při využit́ı dosahuje velmi přesné a dobré
funkčnosti a výsledk̊u ř́ızeńı. Nicméně, při využit́ı prediktivńıho ř́ızeńı se muśı brát v
potaz, že doba výpočt̊u bude poměrně dlouhá. Existuje mnoho výzkumů využ́ıvaj́ıćı
prediktivńı ř́ızeńı v oblasti kolony vozidel. Některé z nich jsou zaměřeny na změnu
pruhu [27]. Daľśı výzkumy kombinuj́ı zároveň změnu pruhu a podélné ř́ızeńı založené na
kinematickém modelu [28].

1.2.3 Daľśı možné p̌ŕıstupy

V práci [21] je zmı́něno mnoho daľśıch př́ıstup̊u a jejich princip̊u, které jsou i po-
drobně popsány. Daľśı možné zmı́něné př́ıstupy jsou optimalizačńı metody, datově ř́ızené
uč́ıćı metody a multi-agentńı metody. Mezi optimalizované metody lze zařadit dynamické
a celoč́ıselné lineárńı programováńı. Dále datově ř́ızené uč́ıćı metody představuj́ı metody
umělé inteligence a využ́ıvaj́ı např́ıklad dozorové učeńı (supervised learning) a nebo posi-
luj́ıćı učeńı. Posledně se využ́ıvaj́ı multi-agentńı systémy, které vycháźı z teorie her a nebo
jejich kombinaćı s metodami umělé inteligence, tedy multi-agentńı posiluj́ıćı učeńı.

1.3 Motivace

Práce představuje rozš́ı̌reńı bakalářské práce [9] zaměřuj́ıćı se na teorii symetrických
systémů a jej́ı využit́ı při návrhu stavové zpětné vazby, tedy návrh symetrické stavové
zpětné vazby. Využit́ı symetrické stavové zpětné vazby spoč́ıvá ve zjednodušeńı celého
problému. Teoríı symetrických systémů jsou zavedeny pravidla, pomoćı kterých se
kolona vozidel převede do formace kruhové kolony, přestože bude stále fungovat jako
podélná kolona jedoućı v linii. To znamená, že prvńı vozidlo má dva sousedy, mı́sto
jediného následuj́ıćıho. Obdobně tomu tak je i u posledńıho vozidla kolony, který má
svého předch̊udce a dodatečně muśı znát i předch̊udce vyskytuj́ıćıho se na počátku
kolony. Využit́ı této teorie zavád́ı do problematiky zjednodušeńı i v podobě odstraňuj́ıćı
potřebnou znalost pořad́ı vozidel v koloně. Každé vozidlo tak může být libovolně
rozmı́stěné v koloně a zákon ř́ızeńı bude pro každé vozidlo stále stejný. Volnost ve výběru
vlastńıch č́ısel lze využ́ıt pro sńıžeńı informačńıch vazeb potřebných k realizaci ř́ızeńı
zpětnou vazbou. Každopádně dosažeńı ćıle značně komplikuje výpočetńı náročnost, a
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proto je požadována d̊ukladná analýza všech možných nalezených řešeńı a nalezeńı
obecného řešeńı.

Vozidla ř́ızena bez potřeby člověka? Tak by bylo možné si představit poměrně bĺızkou
budoucnost. V nyněǰśı době již existuj́ı vozidla, která využ́ıvaj́ı r̊uzných asistenčńıch
služeb či velkého množstv́ı senzor̊u viz obrázek (2). Navržené a implementované funkce
jsou v podobě tempomat̊u, adaptivńıch tempomat̊u, udržováńı aktuálńıho pruhu, ale i
samostatného zaparkováńı a mnoho daľśıch již implementovaných funkćı v nejnověǰśıch
vozidlech [29]. Každopádně nároky na vývoj dopravy se zvyšuj́ı a tak mnoho daľśıch
problémů při zkoumáńı vzniká. Plně automatická doprava je velkým krokem do bu-
doucnosti a zároveň si žádá vyřešit mnoho rozvětvených oblast́ı vycházej́ıćı právě z
problematiky ř́ızeńı kolony vozidel. Daná problematika tak může zaujmout, motivovat a
mı́̌rit na mnoho ćıl̊u. Jak vlastńıky vozidel z pohledu pohodlnosti či zmenšeńı náklad̊u
na palivo, tak např́ıklad naš́ı planetu z pohledu sńıžeńı emiśı vycházej́ıćıch ze sńıžeńı
potřebného paliva. Př́ınos by byl značně obohacuj́ıćı pro naš́ı společnost, mı́rně čistěǰśı
ovzduš́ı, plynuleǰśı a cenově lepš́ı dopravu, dodatečnou bezpečnost a dle možnost́ı i
jakousi úroveň pohodlnosti. Každopádně by se v řešeńı muselo zahrnout velké množstv́ı
komplexńıch situaćı při dopravě a splněńı potřebných standard̊u a bezpečnosti.

Obrázek 2: Zobrazeńı bezpečnostńıch senzor̊u automatizovaných vozidel [30]
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2 Kolona vozidel

Kolonu vozidel je možno definovat jako uspořádáńı, minimálně dvou až libovolného
počtu, za sebou zařazených r̊uzných voz̊u. Význam udržováńı těsných rozestup̊u vozidel
spoč́ıvá v optimalizaci jejich uspořádáńı na rovinné podélné ploše za účelem dosažeńı
efektivńıho a bezpečného provozu. Praktické využit́ı umožňuje minimalizovat spotřebu
paliva, sńıžit náklady spojené s provozem vozidel a omezit emise škodlivých látek do
ovzduš́ı. Dále přisṕıvá k zajǐstěńı bezpečnosti dopravy t́ım, že se minimalizuje riziko
koliźı a umožňuje se lépe kontrolovat plynulost provozu na silnićıch. Uspořádáńı vozidel
může být kĺıčové i z hlediska organizace dopravńıho systému a optimalizace dopravńıch
tok̊u ve městech i na dálnićıch. T́ımto zp̊usobem lze efektivněji využ́ıvat infrastrukturu a
minimalizovat dopravńı zácpy.

V dané části práce bude postupně zavedena potřebná terminologie a vyjádřen
obecný model kolony vozidel. Dále je vyjádřen model, který bude v práci využ́ıván i s
veškerými zavedenými zjednodušeńımi. Poté je vysvětlena teorie symetrických systémů
s potřebnými podmı́nkami a je představena kolona vozidel jako symetrický systém.
Pomoćı zmı́něného př́ıstupu ke koloně proběhne v daľśıch částech práce návrh ř́ızeńı pro
vstupně symetrický systém. Pomoćı tohoto př́ıstupu se provedou pokusy směřuj́ıćı na
nalezeńı co největš́ıho množstv́ı možných řešeńı. Pomoćı nalezených řešeńı proběhnou
experimenty ćılené na omezeńı informačńı topologie a určeńı zobecněného algoritmu
přǐrazeńı vlastńıch č́ısel při libovolném počtu vozidel.

2.1 Model kolony vozidel

Jsou předpokládány za sebou seřazená vozidla, které je možno uspořádat do lineárńı
či kruhové kolony. Každé vozidlo má zadefinované veličiny určuj́ıćı polohu si a rychlost
vozidla vi, kde i ∈ ⟨2, . . . ,∞) představuje celoč́ıselnou pozici vozidla. Lineárńı uspořádáńı
představuje seřazeńı libovolného počtu N vozidel na rovinné silnici (např́ıklad dálnice), a
tedy veškerá vozidla sleduj́ı vždy svého vlastńıho předch̊udce. Prvńı vozidlo, taktéž v̊udce
či leader, udává rychlost celé kolony, která se dle využit́ı kooperativńı adaptivńıho ř́ızeńı
může v pr̊uběhu lǐsit či adaptovat. Požadovaná rychlost je tak shodná pro každé vozidlo
kolony a každé z nich se ji snaž́ı udržovat. Taková lineárńı či podélná kolona je zobrazena
pro přehled na obrázku (3).

Obrázek 3: Lineárně (podélně) uspořádaná kolona vozidel

Pro cyklické uspořádáńı jednotlivých automobil̊u je chováńı obdobné. Cyklickou kolonu
si lze představit jako vozidla na kruhovém objezdu. Jednotlivé automobily opětovně sle-
duj́ı vozidlo před sebou. Změna chováńı nastává u posledńıho vozidla celého uspořádáńı,
které je následováno v̊udcem kolony. Pro definovanou lineárńı či kruhovou kolonu je tak
možno zavést pohyb k-tého vozidla pomoćı dvou diferenciálńıch rovnic. V praxi se nacháźı
rozsáhlá množina model̊u, které je možno využ́ıt pro modelováńı kolony vozidel. V této
práci budou využ́ıvány diferenciálńı rovnice a model kolony vycházej́ıćı z [31]. Taktéž
budou zmı́něný některé daľśı modely, které je možno využ́ıt.
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2.1.1 Možné modely

V dané části proběhne souhrn použitelných model̊u této problematiky a stručně bude
řečena výhodnost využit́ı některých z nich:

• obecný lineárńı model [32, 33],

• model druhého řádu [31, 34, 35],

• model třet́ıho řádu [25, 35, 36],

• nelineárńı model [37, 38].

Volba vhodného modelu může zaručit přesněǰśıch výsledk̊u. Naopak volba modelu
nedostatečně popisuj́ıćı chováńı vozidel, jako je model se samostatným integrátorem,
zaručuje horš́ıch výsledk̊u. I když model druhého řádu dává vhodné výsledky, stále
nezahrnuje některé funkce reálného vozidla. Trendem ke zlepšeńı kvality bývá zvětšeńı
vektoru stavu v modelu, tedy přidáńı daľśı derivace [35]. Přestože model druhého řádu
nedává tak podrobný popis vozidel, stále představuje vhodnou volbu. Proto se bude v
práci využ́ıvat právě tento model, který popisuje změnu polohy a rychlosti. Popis těchto
veličin bude představen v daľśı části pomoćı dvou diferenciálńıch rovnic.

2.1.2 Diferenciálńı rovnice kolony vozidel

Vozidl̊um tvoř́ıćı řetězové uspořádáńı je nutno zavést dynamiku. Pomoćı dynamiky
seskupených vozidel je dále možno využ́ıt mnoha zákon̊u ř́ızeńı. Pomoćı zvolených zákon̊u
ř́ızeńı bude dále možno tyto modely automaticky ovládat. Je nutno definovat potřebné
veličiny:

• sk(t) - poloha k-tého vozidla v čase t,

• yk(t) - rychlost k-tého vozidla v čase t,

• fk(t) - hnaćı śıla k-tého vozidla v čase t,

• mk - hmotnost k-tého vozidla,

• k - index neboli pořad́ı z dvou až libovolného počtu N vozidel.

Zavedeńım tohoto popisu lze zapsat prvńı diferenciálńı rovnici k-tého vozidla ve
tvaru:

d

dt
sk(t) = yk(t), (1)

kde časové derivaci aktuálńı polohy k-tého vozidla odpov́ıdá př́ımo úměrně rychlosti
daného vozidla. Druhá diferenciálńı rovnice vycháźı z druhého Newtonova pohybového
zákonu. Hmotnost́ı vynásobená změna rychlosti k-tého vozidla v čase odpov́ıdá p̊usob́ıćım
silám.

mk
d

dt
yk(t) = −gk

(
yk(t)

)
+ fk(t) (2)

Funkce gk v závislosti na rychlosti vozidla představuje třećı śılu k-tého vozidla. Pro třećı
śılu plat́ı, že:

gk(0) = 0, (3)
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yk(t)gk
(
yk(t)

)
≥ 0, (4)

kde zmı́něné podmı́nky (3,4) určuj́ı počátečńı nulovou třećı śılu a třećı śılu, která je
definována jako nezáporná.

V práci [31] jsou zavedeny odchylky poloh od požadovaných hodnot. Dále budou
představeny požadavky rovnovážných stav̊u.

2.1.3 Požadavky na rovnovážný stav

Ř́ızeńı kolony vozidel je d̊uležité předevš́ım z d̊uvodu, že je možno udržovat do-
statečně ńızké rozestupy mezi těmito vozidly. Rozestupy mezi vozidly je nutno definovat
předem vhodnou volbou, tedy jako kladný rozestup. Taktéž je možno v pr̊uběhu ř́ızeńı
tyto rozestupy upravovat, př́ıpadně i zmenšovat. Rozestup představuje požadovanou
vzdálenost mezi k-tým a (k + 1)-tým vozidlem. Jedná se tak o konstantńı bezpečnostńı
vzdálenost poloh dvou vozidel, která se může lǐsit mezi jednotlivými vozidly. Do této
konstantńı mezery vozidel je zahrnut i bezpečnostńı rozestup, který je v práci zvolen
shodně u veškerých vozidel. Rozestupy vozidel však nemuśı být pouze konstantńı, ale
mohou představovat i časově proměnné rozestupy [31]. Často využ́ıvaný bývá taktéž
časový rozestup, který udržuje časovou mezeru před každým vozidlem. Taková mezera
je závislá dle rychlosti j́ızdy. Tento rozestup se urč́ı jako Dk = hkvk(t), kde pro každé
vozidlo k představuje hk časový rozestup a vk(t) rychlost v čase t [33]. Tyto rozestupy
lze označit následovně:

• ∆k - požadovaný konstantńı vzdálenostńı rozestup mezi vozidly,

• Dk - požadovaný časový rychlostně závislý rozestup mezi vozidly.

Daľśım požadavkem je rychlost vozidel v řetězovém uspořádáńı. Rychlost kolony je
definována vedoućım vozidlem. To znamená, že veškerá vozidla se snaž́ı udržovat rychlost
shodnou podle vedoućıho vozu. Jedná se tak o referenčńı rychlost shodnou pro každé
vozidlo, která se může v pr̊uběhu ř́ızeńı měnit či adaptovat dle potřeby. Tato rychlost je
označena:

• v - požadovanou rychlost vozidel celé kolony.

Posledńı požadavek je zaměřen na třećı śılu. Při pohybu kolony s požadovanou
rychlost́ı v lze definovat konstantńı śılu potřebnou k převýšeńı śıly odporu vzduchu, která
p̊usob́ı na k-té vozidlo. Taková śıla je označena:

• ϕk - potřebná śıla převyšuj́ıćı śılu odporu vzduchu při konstantńı rychlosti v.

Konstantńı śıla je úměrná třećı śıle v závislosti na ustálené požadované rychlosti a
lze ji zapsat:

ϕk = gk(v). (5)

Tyto požadavky budou dále využity při odvozeńı modelu využ́ıvaj́ıćıho odchylek veličin
od požadovaných hodnot.
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2.1.4 Model kolony vozidel v odchylkách

Pomoćı p̊uvodńıho modelu je možno určit polohy a rychlosti jednotlivých vozidel.
V této části bude představen model popsaný diferenciálńımi rovnicemi, určuj́ıćı změnu
polohy a rychlosti, na model s odchylkami. Odchylky tak budou představovat chybu
rozd́ılu p̊uvodńıch veličin od požadovaných veličin, tedy rovnovážných stav̊u kolony
zmı́něných dř́ıve (2.1.3). Budou zadefinovány nové proměnné, které budou dále využity
v práci pro model kolony vozidel a při návrhu ř́ızeńı. Návrh ř́ızeńı bude nutno provést
tak, aby stabilizoval uzavřený systém a jednotlivé odchylky byly velmi bĺızké nule.
Odchylkové veličiny, představuj́ı veličiny součást́ı vektoru stavu a vektoru ř́ızeńı daného
modelu a jsou označeny:

• δwk(t) - odchylka požadovaného rozestupu vzdálenosti k-tého vozidla v čase t,

• δyk(t) - odchylka požadované rychlosti k-tého vozidla v čase t,

• δfk(t) - odchylka aplikované a třećı śıly při konstantńı rychlosti k-tého vozidla v
čase t.

Zavedeńım těchto proměnných jsou následně vyjádřeny chybové veličiny k-tého vo-
zidla z rozd́ılu proměnných dané veličiny a zvoleného rovnovážného stavu. Jak již je
zmı́něno, vzdálenostńı rozestupy mezi vozidly v koloně budou využ́ıvány. Pro polohovou
odchylku plat́ı:

δwk(t) =
(
sk(t)− sk+1(t)

)
−∆k, (6)

kde sk představuj́ı dř́ıve definované aktuálńı polohy vozidel s indexem k (2.1.2) a ∆k určuje
požadované vzdálenostńı rozestupy mezi vozidly. Dále pro k plat́ı, že nabývá hodnot
k = 1, . . . , N − 1 pro celkový počet automobil̊u N . V praktickém využit́ı představuje
tato chybová veličina mezeru mezi jednotlivými vozidly. Dle zvoleného počtu N vozidel v
podélné koloně obsahuje model N − 1 těchto veličin. Tato definice (6) plat́ı pro podélné
i kruhové uspořádáńı kolony. Každopádně při využit́ı kruhového uspořádáńı je nutno
zavést i posledńı polohovou odchylku. Taková odchylka určuje vzdálenost mezi prvńım a
posledńım vozidlem v koloně a lze ji definovat obdobně:

δwN(t) =
(
sN(t)− s1(t)

)
−∆N ,

kde ∆N určuje vzdálenostńı rozestup nacházej́ıćı se mezi prvńım a posledńım vozidlem.
Konstantńı vzdálenost udržovaná mezi vozidly je jednou z možných variant. Daľśı
zmı́něnou variantou představuje časový rozestup mezi vozidly a je možno ji zapsat
následovně dle požadavk̊u v (2.1.3):

δwk(t) =
(
sk − sk+1(t)

)
− hkvk(t). (7)

Rychlost vk(t) = v by se měla udržovat shodně pro celou kolonu a odv́ıj́ı se od vedoućıho
vozidla. Časový rozestup před vozidlem hk je v pr̊uběhu algoritmu ř́ızeńı proměnný v
závislosti na aktuálńı rychlosti kolony. Mezi daľśı možné řešeńı lze zahrnout kombinaci
těchto dvou př́ıstup̊u. To by představovalo zahrnut́ı vzdálenostńı konstanty a proměnné
časové vzdálenosti. Pro N vozidel v koloně postupným dosazeńım index̊u k jsou źıskány

proměnné veličiny polohových odchylek δw(t) =
[
δw1(t), δw2(t), . . . , δwN−1(t)

]T
.

Dále je potřebné převést rychlost vozidla do chybového tvaru z rovnice (1). Je
žádáno hledat chybový rozd́ıl rychlosti aktuálńıho vozidla vk(t) od rychlost celé kolony
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v. Pro takový rozd́ılový člen odpov́ıdá rychlostńı odchylka:

δyk(t) = yk(t)− v. (8)

Pro N vozidel v koloně je źıskáno, na rozd́ıl od polohových odchylek, právě N rychlostńıch

odchylek. Dosazováńım index̊u je složen vektor: δy(t) =
[
δy1(t), δy2(t), . . . , δyN(t)

]T
.

Nakonec je nutno definovat odchylku śıly, která představuje vstupńı signál modelu.
Tato proměnná popisuje rozd́ıl aplikované śıly od třećı śıly při konstantńı rychlosti k-tého
vozidla.

δfk(t) = fk(t)− ϕk

Každé vozidlo kolony inkrementuje počet vstupńıch veličin. Pro N vozidel je určen vektor

N odchylek aplikovaných sil: δf(t) = u(t) =
[
δf1(t), δf2(t), . . . , δfN(t)

]T
.

Mimo vstupńıho vektoru je nutno vytvořit vektor stavu, který se skládá z vektor̊u
(7, 8). Přeřazeńım stav̊u v dř́ıve zmı́něných vektorech je źıskán vektor stavu.

x(t) =



δy1(t)
δw1(t)

...
δyN−1(t)
δwN−1(t)
δyN(t)


(9)

Pomoćı definovaných chybových proměnných je převedena p̊uvodńı diferenciálńı rovnice
na odchylkové diferenciálńı rovnice.

2.1.5 Diferenciálńı rovnice odchylek polohy

Předchoźı úpravou modelu a představeńım odchylkových proměnných umožňuje
provést žádoućı úpravy. Časovou derivaćı rovnice (6) je źıskána diferenciálńı odchylková
rovnice:

d

dt
δwk(t) =

d

dt
sk(t)−

d

dt
sk+1(t).

Dosazeńım (1) za časové derivace poloh je obdržena chyba změny polohy. Úpravou je
obdržen následuj́ıćı tvar diferenciálńı rovnice s využit́ım rychlost́ı:

d

dt
δwk(t) = yk(t)− yk+1(t).

Taková rovnice určuje rozd́ıl rychlost́ı k-tého a (k + 1)-tého vozidla odpov́ıdaj́ıćı změně
odchylky polohy. Dále je žádoućı převést celou rovnici do podoby využ́ıvaj́ıćı pouze od-
chylkových proměnných. Definované rovnice (8) jsou k tomu využity. Z této rovnice je
vyjádřena rychlost vozidla yk(t), která je následně dosazena do předchoźı rovnice. Použit́ım
je obdržena rovnice (10).

d

dt
δwk(t) = δyk(t)− δyk+1(t) (10)

Diferenciálńı rovnice v odchylkových proměnných (10) vyjadřuje změnu odchylky
požadované polohy. Tato změna odpov́ıdá rozd́ılu odchylek rychlost́ı dvou za sebou
pohybuj́ıćıch se vozidel v koloně závislé na čase pro k = 1, . . . , N prvk̊u.
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2.1.6 Diferenciálńı rovnice odchylek rychlosti

Vyjádřeńı diferenciálńı rovnice využ́ıvaj́ıćı odchylkových proměnných vycháźı z rovnice
(8). Zmı́něná rovnice je zderivována podle času, č́ımž je źıskána změna odchylky rychlosti
za změnu jednotky času, tedy:

d

dt
δyk(t) =

d

dt
yk(t). (11)

Vyjádřený vztah (11) představuje změnu odchylky požadované rychlosti, která je př́ımo
úměrná změně rychlosti vozidla. Snadnou úpravou rovnice (2) a jej́ım dosazeńım do rov-
nice (11) je obdržen finálńı tvar diferenciálńı rovnice s odchylkovými proměnnými:

mk
d

dt
δyk(t) = −gk

(
δyk(t) + v

)
+ fk(t),

kde člen gk(δyk(t) + v) představuje třećı śılu vozidla. Zmı́něná třećı śıla v rovnici je na-
hrazena viskózńım třeńım použit́ım vztahu (12) źıskaného Taylorovým rozvojem.

gk
(
δyk(t) + v

)
= gk(v) + αkδyk(t) +H.O.T. (12)

Náhrada na pravé straně rovnice v (12) využ́ıvá výrazu H.O.T. představuj́ıćı výrazy
vyšš́ıch řád̊u, které budou v rovnici zanedbány. Do rovnice (12) bude následně dosazena
třećı śıla při konstantńı rychlosti (5). Vyjádřeńım časové derivace odchylky rychlosti vozi-
dla je źıskán finálńı tvar diferenciálńı odchylkové rovnice rychlosti (13) využ́ıvaj́ıćı pouze
odchylkových proměnných.

d

dt
δyk(t) = − αk

mk

δyk(t) +
1

mk

δfk(t) (13)

Linearizačńı prvek αk lze definovat jako poměr změny třećı śıly závislé na rychlosti v čase
a změně rychlosti v čase.

αk =
∂gk

(
yk(t)

)
∂yk(t)

∣∣∣∣
yk(t)=v

2.1.7 Návrhové požadavky

Návrh ř́ızeńı je nutno provádět pro některá kritéria. Kritéria, neboli návrhové
požadavky, požadovaným zp̊usobem omezuj́ı návrh a běžný chod ř́ızeńı kolony vozidel.
Je tedy nutno definovat požadavky na odchylky polohy, rychlosti a aplikované śıly.

2.1.7.1 Odchylky poloh

Jeden z požadavk̊u se zaměřuje na odchylku od polohy jednotlivých vozidel. Pro
vzdálenost mezi vozidly nesmı́ nastávat žádný z extrémů, tedy nesmı́ být př́ılǐs malá ani
velká odchylka od polohy. To převážně z d̊uvodu klesaj́ıćı bezpečnosti při př́ılǐs malých
rozestupech u jednotlivých vozidel. Každopádně, v opačném př́ıpadě se odchylka od po-
loh může zvyšovat a to vede na problém s propustnost́ı systému. Taková tvrzeńı vedou k
definováńı kritéria, že odchylka δwk muśı být co možná nejmenš́ı a ideálně se jej́ı hodnota
bĺıž́ı nule, tedy:

lim
t→∞

δwk(t) = 0.
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2.1.7.2 Odchylky rychlost́ı

Návrhový požadavek se taktéž muśı vztahovat i na jednotlivé odchylky rychlost́ı kolony
vozidel. Rychlost každého vozidla sdruženého řetězce by měla být co nejbližš́ı ustálené
neměnné hodnotě v představuj́ıćı rovnovážný stav. Ideálńı př́ıpad této rychlosti by se
měl shodovat rovnovážnému stavu. Rovnost́ı vyplývaj́ıćı z předchoźıho tvrzeńı lze ř́ıct, že
veličiny všech odchylek rychlost́ı by měla být co možná nejmenš́ı a ideálně nulová, tedy:

lim
t→∞

δyk(t) = 0.

2.1.7.3 Odchylky vstupńıch sil

Posledńı návrhový požadavek je zamýšlen na aplikovanou śılu ř́ızeńı. Je nutno ř́ıct, že
při každém užit́ı vstupńı śıly potřebného k zaručeńı požadovaných hodnot, předchoźıch
požadavk̊u, je navýšena cena ř́ızeńı představuj́ıćı užit́ı paliva. U daného požadavku je
kladen d̊uraz na akceleraci a deceleraci, neboli zrychleńı či zpomaleńı j́ızdy kolony a jed-
notlivých vozidel. Za normálńıch podmı́nek ř́ızeńı kolony by k akceleraci či deceleraci
nemělo docházet, pokud se nejedná o výjimku v podobě vynucených manévr̊u. Pro dané
tvrzeńı je možno uvést požadavek na minimálńı hodnotu odchylky od aplikované śıly.
Ćılem je zaručit minimálńı odchylku, což odpov́ıdá ideálně nulové hodnotě v čase:

lim
t→∞

δϕk(t) = 0.

2.1.8 Stavový model kolony

Stavový model potřebný pro modelováńı, simulace a návrhy ř́ızeńı je určen z dř́ıve
zmı́něných diferenciálńıch rovnic (1,2). Upravený model s libovolným počtem N vozidel
využ́ıvaj́ıćı veličin s odchylkami lze zobrazit na obrázku 4.

Obrázek 4: Zobrazeńı lineárńı kolony s odchylkami vozidel

Z obyčejných diferenciálńıch rovnic jsou vyjádřeny diferenciálńı rovnice využ́ıvaj́ıćı odchyl-
kové proměnné (10,13). Problematika ř́ızeńı dvou diferenciálńıch rovnic, popisuj́ıćı pr̊uběh
chováńı každého vozidla, je převedena na vnitřńı popis systému. Převedeńım na vnitřńı
popis je zavedena stavová reprezentace neboli stavový model. Princip stavového popisu
spoč́ıvá v źıskáńı dvou pár̊u matic kompletně popisuj́ıćı chováńı v čase. Jsou źıskány
vstupńı a výstupńı rovnice, kde ve stavové rovnici (14) se nacháźı pár matic (A,B) a ve
výstupńı rovnici (15) se nacháźı pár (C,D). Stavový model je definován následovnými
rovnicemi:

d

dt
x(t) = ẋ(t) = Ax(t) +Bu(t), (14)

y(t) = Cx(t) +Du(t). (15)
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Stavový model dle (14, 15) je složen ze tř́ı vektorových časově závislých veličin (x,u,y) a
čtyr časově nezávislých matic (A, B, C, D). Je dána kolona vozidel s libovolným počtem
vozidel N a pro N vozidel v koloně je źıskáno n = 2N − 1 diferenciálńıch rovnic s
odchylkovými proměnnými. Vektor stavu je definován jako x(t) ∈ Rn×1, ve kterém se
vyskytuj́ı veškeré odchylkové proměnné pro každé vozidlo z kolony viz (9).

x(t) =
[
δy1(t), δw1(t), δy2(t), δw2(t), . . . , δwN−1(t), δyN(t)

]T
(16)

Pro lineárńı kolonu ve vektoru stavu neexistuje odchylka polohy nálež́ıćı posledńımu vo-
zidlu δwN . Vektor stav̊u lineárńı kolony obsahuje na posledńım indexu odchylku rychlosti
kolony. Pro cyklickou kolonou by již stav δwN byl obsažen ve vektoru stav̊u z d̊uvodu, že
je nutné mı́t tento stavový prvek k popisu vzdálenosti mezi prvńım a posledńım vozidlem.
Nicméně, pro takto zavedený stavový vektor a následně upravenou dynamiku systému
nastává problém spoč́ıvaj́ıćı s řiditelnost́ı systému. Systém představuj́ıćı kruhovou kolonu
by následně byl neřiditelný. To znamená, že by se některá vlastńı č́ısla nedala ř́ıdit a
libovolně umı́stit jejich poloha k zajǐstěńı potřebné dynamiky. Takto rozš́ı̌rený vektor by
byl ve tvaru:

x(t) =
[
δy1(t), δw1(t), δy2(t), δw2(t), . . . , δyN(t), δwN(t)

]T
.

Využit́ım tohoto rozš́ı̌reného stavu pro homogenńı model, určeńım matice řiditelnosti
a kontrolou hodnosti bylo odzkoušeno, že se jedná o neřiditelný systém [9]. V této
práci se bude klást zaměřeńı pouze na řešeńı podélné kolony vozidel. Dále bude využita
teorie symetrických systémů, která zavede chováńı jako v kruhové koloně. Při aplikaci
symetrických systémů tak stále bude zaručeno řiditelnosti systému.

Dále je definována vstupńı veličina jako aplikovaná śıla na vozidlo. Na každé vozi-
dlo je přiveden právě jeden vstup. Pro kolonu s délkou N existuje právě N možných
vstup̊u, které budou složit jako ř́ıdićı veličiny. Vektor vstup̊u složený z odchylkových
proměnných je následně definován (17).

u(t) =
[
δf1(t), δf2(t), . . . , δfN(t)

]T
(17)

Pomoćı vektoru ř́ızeńı je možno ovládat systém a libovolně volit agresivitu ř́ızeného
systému v př́ıpadě jeho řiditelnosti. Definováńım vektoru stavu (16) a vektoru vstup̊u
neboli ř́ızeńı (17), společně s matićı dynamiky kolony A a jej́ı vstupńı matićı B, je popsán
vývoj stavové (14) i výstupńı rovnice (15) celé kolony vozidel. Dle modelu a jeho popisu
je zřejmé, že se jedná o systém s v́ıce vstupy a výstupy neboli MIMO systém. Počet
stavových proměnných odpov́ıdá n = 2N − 1 pro lineárńı kolonu z d̊uvodu, že každé vozi-
dlo obsahuje veličinu rychlosti a polohy. Výjimka nastává u posledńıho vozidla, který má
pouze veličinu rychlosti. Obecně bude použ́ıváno pro systém s N vstupy a 2N−1 výstupy
představuj́ıćı rychlost a polohu [9]. Výstupńı rovnice (15) je popsána p̊usobeńım vstupu
na výstupu, možným měřeńım stav̊u a posledně vektorem stavu a ř́ızeńı. Každopádně,
matice D je pro daný model nulová a je o velikosti p×m pro m vozidel a p měřených
stav̊u. To znamená, že model nemá žádné p̊usobeńı vstupu na výstup. Výstupńı rovnice
tak záviśı pouze na stavu a výstupńı matici C, která určuje možnosti měřeńı stav̊u sen-
zorem. Velikost této výstupńı matice je n× p. Vstupńı matice B stavové rovnice škáluje
jednotlivé signály přivedené na vstup. Taková matice obsahuje reálná č́ısla a velikost této
matice je n×m, kde m odpov́ıdá počtu vozidel neboli počtu aplikovaných sil. Posledně
matice dynamiky systému A je složena z reálných č́ısel a jej́ı rozměr je n× n [39].
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2.1.8.1 Obecný model kolony

Pr̊uběh chováńı stavového modelu definuj́ı matice A, B, C a D. Tyto matice kompletně
popisuj́ı chováńı systému spolu s vektorem stavu a vstup̊u stavovou i výstupńı rovnici.
Jak je zmı́něno dř́ıve, model má N vstup̊u. Každému vozidlu nálež́ı jeden vstup, pomoćı
kterého může být dané vozidlo ř́ızeno. Počet stavových proměnných odpov́ıdá n = 2N−1
při podélné koloně. Pro N vozidel je sestrojeno pomoćı n diferenciálńıch odchylkových rov-
nic matice dynamiky A pro celou kolonu. Následně z diferenciálńıch rovnic převedeńım je
źıskána i vstupńı matice B pro celý systém kolony. Pro danou úlohu bude využit převážně
tento popis určený stavovou rovnićı. Tento stavový model je zapsán následovně. Z d̊uvodu
zjednodušeńı a zkráceńı výpisu budou odchylkové veličiny uvnitř modelu následně psány
bez časové závislosti.

d

dt



δy1
δw1

δy2
δw2

δy3
δw3
...

δyN


︸ ︷︷ ︸

ẋ(t)

=



− α1

m1
0 0 0 0 0 . . .

1 0 −1 0 0 0 . . .
0 0 − α2

m2
0 0 0 . . .

0 0 1 0 −1 0 . . .
0 0 0 0 − α3

m3
0 . . .

0 0 0 0 1 0 . . .
...

...
...

...
...

...
. . .


︸ ︷︷ ︸

A



δy1
δw1

δy2
δw2

δy3
δw3
...

δyN


︸ ︷︷ ︸

x(t)

+



1
m1

0 0 . . .

0 0 0 . . .
0 1

m2
0 . . .

0 0 0 . . .
0 0 1

m3
. . .

0 0 0 . . .
...

...
...

. . .


︸ ︷︷ ︸

B


δf1
δf2
δf3
...

δfN


︸ ︷︷ ︸

u(t)

Z obecného modelu podélné kolony vozidel lze vidět, že je složen stále shodnými prvky.
Model je tedy po bloćıch shodný pro veškerá vozidla s výjimkou diagonálńıch prvk̊u
na lichých indexech. Takové indexy obsahuj́ı prvky αk

mk
, které mohou definovat r̊uzné

vlastnosti jednotlivých vozidel. Pro r̊uzné volby těchto prvk̊u tak je možno doćılit r̊uzných
dynamik vozidel v koloně. Naopak při shodné volbě všech vozidel je zaručena shodná
dynamika každého vozidla. Dále se v práci bere ohled právě na shodnou volbu dynamik a
představeńı možných definic určuj́ıćı typ kolon v (2.1.8.2). Pomoćı následně předvedené
definice je zavedeno zjednodušeńı do problematiky ř́ızeńı kolony vozidel spoč́ıvaj́ıćı ve
shodnosti dynamik vozidel.

2.1.8.2 Typy kolony vozidel

Kolona vozidel je obecně složena z vozidel r̊uzných typ̊u, řad či r̊uzných automobi-
lek. Nicméně, je možno i seskupit kolonu pro identická vozidla či zavést zjednodušeńı k
doćıleńı shodných dynamik vozidel v koloně. V práci proběhne zaměřeńı na kolonou s
identickou dynamikou vozidel, kde se využije zjednodušeńı zaváděj́ıćı shodnost dynamiky
každého vozidla. Pro zjednodušeńı práce bude využit pojem homogenity kolony. Homo-
genńı kolona je určena dle následuj́ıćı definice homogenity kolony viz definice (2.2). V
opačném př́ıpadě vozidel s r̊uznou dynamikou vozidel by se jednalo o kolonu heterogenńı
definovanou následovně viz definice (2.1).

Definice 2.1 Je dána ”heterogenńı”kolona vozidel. Potom kolona muśı obsahovat mi-
nimálně jedno vozidlo zařazené v dané libovolně dlouhé koloně odlǐsnou dynamiku vzhle-
dem k ostatńım vozidl̊um. [12]

Definice 2.2 Je dána ”homogenńı”kolona vozidel. Potom muśı platit, že každé vozidlo
zařazené do této kolony má stejnou dynamiku. Potom lze dynamiku kolony vozidel nazvat
jako kolonu vozidel s identickou dynamikou. [12]
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2.1.8.3 Zjednodušený obecný model kolony

Pro model je využita definice (2.2). T́ım je doćıleno shodné dynamiky pro každé vo-
zidlo. To znamená, že bude nutno zavést shodné hmotnosti jednotlivých vozidel mk a
taktéž zaručit shodné linearizačńı koeficienty αk pro k = 1, . . . , N . V práci budou využity
následné volby těchto koeficient̊u:

mk = m1 = m2 = · · · = mN = 1, (18)

αk = α1 = α2 = · · · = αN = 1. (19)

Takovou volbou těchto koeficient̊u je dosaženo poměrně jednoduchého modelu. Dosazeńım
koeficient̊u (18, 19) do obecného modelu, je źıskán následný zjednodušený model pro
homogenńı kolonu vozidel (20).

d

dt



δy1
δw1

δy2
δw2

δy3
δw3
...

δyN


︸ ︷︷ ︸

ẋ(t)

=



−1 0 0 0 0 0 . . .
1 0 −1 0 0 0 . . .
0 0 −1 0 0 0 . . .
0 0 1 0 −1 0 . . .
0 0 0 0 −1 0 . . .
0 0 0 0 1 0 . . .
...

...
...

...
...

...
. . .


︸ ︷︷ ︸

A



δy1
δw1

δy2
δw2

δy3
δw3
...

δyN


︸ ︷︷ ︸

x(t)

+



1 0 0 . . .
0 0 0 . . .
0 1 0 . . .
0 0 0 . . .
0 0 1 . . .
0 0 0 . . .
...

...
...

. . .


︸ ︷︷ ︸

B


δf1
δf2
δf3
...

δfN


︸ ︷︷ ︸

u(t)

(20)

Zjednodušený model pro homogenńı podélnou kolonu vozidel je možno využ́ıt pro libo-
volnou délku kolony zahrnuj́ıćı právě N vozidel [31].

2.1.9 Vlastnosti systému

Nejd̊uležitěǰśı vlastnosti problematiky kolony představuj́ı stabilitu a řiditelnost daného
systému. Jak bylo dř́ıve zmı́něno, daná problematika se zabývá dvěma druhy stability
systému. Jedná se o obecnou stabilitu systému určenou vlastńımi č́ısly systému a daľśı
silněǰśı podmı́nkou stability - řetězovou stabilitou.

2.1.9.1 Obecná stabilita

O stabilitě systému je možno rozhodnout z vlastńıch č́ısel či pól̊u systému. Póly
systému představuj́ı dostatečnou informaci o určeńı stability daného systému. Pro určeńı
těchto pól̊u stač́ı využ́ıt pouze matice dynamiky A a dosadit do vztahu:

det(λI − A) = 0, (21)

kde I je jednotkovou matici (diagonálńı matice složená z jedniček) a matice dynamiky A
muśı být čtvercovou matićı. Řešeńım budou vlastńı č́ısla (póly) systému, značené λ. Póly
určuj́ı taktéž kromě stability systému i jeho agresivitu [39]. Úpravou vlastńıch č́ısel lze
doćılit stabilizace systému mnoha metodami. V práci se budou upravovat systému vlastńı
č́ısla, pomoćı metody přǐrazeńı pól̊u. Dále taktéž bude odzkoušen i symetrický návrh
lineárńıho kvadratického regulátoru. Taková řešeńı povedou na stavovou zpětnou vazbu.
Vhodné volby přǐrazovaných vlastńıch č́ısel odpov́ıdaj́ı hodnotám v levé komplexńı
polorovině pro spojité systémy. Pro diskrétńı systémy se takové pravidlo upravuje a póly
diskrétńıho systému muśı náležet jednotkové kružnici v komplexńı polorovině.
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Pro kolonu, složenou ze tř́ı vozidel zařazených za sebe, je využit model (20). Z
daného modelu je využita matice dynamiky A a rovnice (21). Pro N = 3 vozidla je
obdrženo n = 2N − 1 = 5 stavových proměnných, a tedy vlastńıch č́ısel. Pro tento př́ıpad
je obdržen vektor vlastńıch č́ısel λ = [0, 0,−1,−1,−1]T . Pro takovou volbu jsou źıskány
dvě vlastńı č́ısla pro odchylky poloh na mezi stability a tři stabilńı vlastńı č́ısla odchylek
rychlost́ı. Pro zvyšuj́ıćı počet vozidel v koloně obdrž́ıme vždy danou strukturu vlastńıch
č́ısel. Z čehož je źıskáno N stabilńıch vlastńıch č́ısel odchylek rychlost́ı odpov́ıdaj́ıćı
hodnotě −1 a N − 1 vlastńıch č́ısel odchylek poloh na mezi stability, tedy s reálnou
hodnotou nula a libovolně posunutou po imaginárńı ose.

2.1.9.2 Řiditelnost systému

Nejd̊uležitěǰśı požadavek, k úpravě dynamiky systému, představuje jeho řiditelnost.
Zaručeńı požadavku neńı vždy nutné, ale pro ř́ızeńı je nutno zaručit stabilizaci systému.
Aby bylo možno zaručit stabilizaci systému je nutno zaručit zápornost veškerých vlastńıch
č́ısel systému. Nestabilńı a řiditelný systém lze stabilizovat. U nestabilńıho systému s
neřiditelnými a nestabilńımi vlastńımi č́ısly však nelze systém stabilizovat. Pokud by
nestabilńı vlastńı č́ısla byla řiditelná, stabilizace systému by byla možná. Pojem řiditelnost
systému je možno zaručit při splněńı definice (2.3).

Definice 2.3 Systém je ”řiditelný”, pokud pro všechny počátečńı nenulové stavy x(t0),
existuje ř́ızeńı u(t) na konečném časovém intervalu t ∈ [t0, t1] převáděj́ıćı systém z
počátečńıho stavu do jeho koncového stavu x(t1) v počátku stavového prostoru.

Pro ověřeńı řiditelnosti systému je možno využ́ıt věty o řiditelnosti. Systém je řiditelný,
pokud hodnost matice řiditelnosti Qr se shoduje s dimenźı vektoru stavu x(t) ∈ Rn×1

[39], a tedy:
h[Qr] = [B,A1B,A2B, . . . , An−1B] = dim x(t) = n. (22)

Vztah (22) je odzkoušen k ověřeńı řiditelnosti homogenńıho modelu (20). Pro rozš́ı̌rený
stav o posledńı odchylku polohy a následně vhodnou úpravu matic je taktéž odzkoušena
kontrola řiditelnosti kruhové kolony. U lineárńı kolony je dle (22) zaručena řiditelnost
systému. Nicméně, pro kruhovou kolonu je systém neřiditelný. Stabilizaci je možno provést
pouze pro systém, u kterého se nacháźı neřiditelná vlastńı č́ısla ve stabilńı levé komplexńı
polorovině.

2.1.9.3 Řetězová stabilita

Řetězová nestabilita představuje hlavńı problém řešený u podélné kolony vozidel. Zajǐstěńı
dostatečného bezpeč́ı spoč́ıvá ve splněńı podmı́nky řetězové stability (ŘS). Jedná se o
problém š́ı̌reńı poruchy libovolného signálu mezi vozidly. Porucha z aplikovaného vozidla
se přenáš́ı celou kolonou a š́ı̌reńım se může tato porucha postupně zvyšovat. Růst poruchy
na vozidlech nastává v řetězově nestabilńım př́ıpadě. Chybu či aplikovanou poruchu může
představovat např́ıklad př́ıpadné zrychleńı vozidla. Řetězovou stabilitu lze popsat mnoha
definicemi, které jsou následně zmı́něny.

Definice 2.4 Systém je ”řetězově stabilńı”, pokud nejsou poruchy zesilovány š́ıřeńım
mezi vozidly dané kolony [12].

Definice 2.4 představuje východisko pro mnoho daľśıch definic, kde některé z nich jsou
dále zmı́něny. Hlavńı a nejčastěji použ́ıvanou definici představuje následuj́ıćı podmı́nka
řetězové stability. Je dán přenos v odchylkových proměnných pro dvě soused́ıćı vozidla
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k a (k + 1). Přenosové funkce z poruchy na odchylkové veličiny jsou označeny jako Pk a
Pk+1 pro ∀k < N − 1. Přenos z poruchy p̊usob́ıćı na k-té vozidlo vzhledem k odchylce od
polohy (př́ıpadně rychlosti) je definován následovně:

Pk =
δwk

dk
, (23)

dále přenos z poruchy k-tého vozidla p̊usob́ıćı na vozidlo za ńım, je definován jako:

Pk+1 =
δwk+1

dk
. (24)

Následně je vyšetřována podmı́nka nazvaná jako silná řetězová stabilita ve frekvenčńı
oblasti (SFSS - Strong Frequency-Domain String Stability). Tato podmı́nka je využ́ıvána
pro topologii následováńı předchoźıho vozidla (PF - 3.3) [16]. Podmı́nku řetězové stability
je možno aplikovat na odchylkové veličiny polohy i rychlosti. V praćıch [16, 40, 41] jsou
ukázány modifikace podmı́nky SFSS a použit́ı i pro daľśı typy topologie. Pro soused́ıćı
vozidla je zaručeno splněńı podmı́nky řetězové stability za podmı́nky:∣∣∣∣Pk+1(jω)

Pk(jω)

∣∣∣∣ = ∣∣Qk,k+1(jω)
∣∣ ≤ 1, ∀ω,∀k < N − 1, (25)

kde přenos Qk,k+1(jω) udává poměr odchylkových přenos̊u soused́ıćıch vozidel ve frek-
venčńı oblasti. Poměru přenosových funkćı (25), z poruchy na odchylku od poloh, nesmı́
nar̊ustat hodnota na všech frekvenćıch ω a pro veškerá vozidla. Přenos poruch libovolného
tvaru se pr̊uchodem kolonou nezesiluje, a tedy hodnota muśı být menš́ı nebo rovna jedné
[34, 41, 42]. Zmı́něná definice odpov́ıdá H∞ normě a lze ji přepsat a upravit do tvaru [43]:

∥Qk,k+1(jω)∥∞ = sup
ω

|Qk,k+1(jω)| ≤ 1, ∀ω,∀k < N − 1. (26)

Pro přenosové funkce (23, 24) z aplikovaných poruch na odchylky poloh dvou soused́ıćıch
vozidel je určen poměrový člen dle vztahu (25) [41]. Úpravou je źıskáno:

Pk+1(jω)

Pk(jω)
=

δWk+1(jω)

δWk(jω)
, ∀k < N − 1. (27)

Vyjádřené přenosové funkce (23,24,25,26,27) budou dále využity a určeny v následuj́ıćıch
částech při návrhu ř́ızeńı. V těchto vztaźıch je zavedeno omezeńı k < N−1, které plat́ı pro
odchylky od poloh daného modelu viz (20). V př́ıpadě, že bude řešena i řetězová stabilita
odchylek od rychlosti, omezeńı bude platit pro k < N . To z d̊uvodu, že v modelu (20) se
nevyskytuje právě N -tá odchylka od polohy.

Varianty řetězové stability

Použit́ı zmı́něné definice řetězové stability je možné pouze v př́ıpadě lineárně časově
invariantńıho (LTI) systému [43]. Definice řetězové stability lze provést v́ıce zp̊usoby. Daľśı
možné definice řetězové stability představuj́ı např́ıklad striktńı, semi-striktńı a mnoho
daľśıch definic [16, 43]. Pro zaručeńı semi-striktńı řetězové stability, taktéž slabé řetězové
stability, je nutno splnit definici (2.5). Pro striktńı řetězovou stabilitu je nutno vyhovět
definici (2.6).

Definice 2.5 Jakékoliv vozidlo s výjimkou vedoućıho vozidla z ř́ızené kolony by nemělo
zesilovat odchylku od polohy (př́ıpadně rychlosti) vedoućıho vozidla pro splněńı podmı́nky
semi-striktńı řetězově stability.
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Definici (2.5) lze převést do frekvenčńı oblasti využ́ıvaj́ıćı tvar s frekvenčńımi přenosy:

|Pk(jω)|L2

|P1(jω)|L2

≤ 1, ∀ω > 0, 1 < k < N,

kde Pk(jω) odpov́ıdá přenosu z poruchy na odchylku polohy ve frekvenčńı oblasti pro
k-té vozidlo a Lp představuje p-normu (2-normu). Obdobně jako u semi-striktńı defi-
nice řetězové stability lze zformulovat definici striktńı řetězové stability. Každopádně,
podmı́nka již neńı kontrolována vždy s vedoućım prvkem kolony jako v definici 2.5.

Definice 2.6 Pro veškerá vozidla z kolony muśı platit, že nesmı́ zesilovat odchylku od
polohy (př́ıpadně rychlosti) jejich okamžitého následovńıka k zaručeńı striktńı řetězově
stability.

Zformulovanou definici (2.6) obdobně lze přepsat do frekvenčńı oblasti využ́ıvaj́ıćı tvar s
frekvenčńımi přenosy:

|Pk(jω)|L2

|Pk−1(jω)|L2

≤ 1, ∀ω > 0, 1 < k < N − 1,

kde je kontrolována řetězová stabilita k-tého vzhledem ke k − 1-tému vozidlu [43].

2.2 Symetrické systémy

V této sekci bude představena teorie symetrických systémů. Stručně bude naznačena
reprezentace teorie v reálném světě. Dále budou zmı́něny některé užit́ı a poté bude popsán
př́ıstup dané teorie pro kolonu vozidel. Teorie symetrických systémů bude představovat
pro danou práci hlavńı východisko a v následuj́ıćıch částech proběhne návrh zpětné
vazby. Pro navrženou stavovou zpětnou vazbu a vstupně symetrický systém proběhne
kontrola, aby stavová zpětná vazba byla taktéž symetrická. Teorie symetrických systémů
je představena v [44] a bude využita k daľśımu zjednodušeńı homogenńıho modelu kolony
(20).

Shodné vlastnosti či chováńı v reálných návrźıch lze požadovat ve velkém množstv́ı
systémů, pro které je žádáno právě shodného ř́ızeńı. Jedná se např́ıklad o:

• shodné ř́ızeńı vrtuĺı dron̊u využit́ım symetrické zpětné vazby [45],

• řadu prvk̊u, pro které je sńımána teplota s topnými tělesy na jej́ıch konćıch a osou sy-
metrie uprostřed této řady,

• stabilizaci jednonohého robota se třemi nezávislými lineárńımi voice coil aktuátory a
dvouosým náklonoměrem [46].

Názorných př́ıklad̊u použit́ı, představuj́ıćıch symetrický systém, je mnohem v́ıce a
jedńım z nich je i ř́ızeńı distribuovaných systémů. Prvně je taktéž využita teorie
symetrických systémů právě na kolonu vozidel V předchoźı práci [9]. Použit́ı teorie je
využ́ıváno převážně k zavedeńı zjednodušeńı či sńıžeńı časových nárok̊u na výpočet [44].
Tato práce se bude zabývat pokusem o zjednodušeńı systému kolony vozidel, kterému
je žádáno zavést shodnost algoritmu ř́ızeńı každého vozidla. Každé vozidlo v koloně tak
bude mı́t zavedeno ř́ızeńı, které bude nezávislé na jeho pořad́ı v tomto uspořádáńı. Dále
budou definovány potřebné podmı́nky k zaručeńı symetrie systému.
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2.2.1 Podḿınky symetrie systému

V dané části jsou ukázány nutné požadavky zaručuj́ıćı symetrii systému. Systém muśı
být lineárně-časově-invariantńı dynamický systém s odpov́ıdaj́ıćı stavovou rovnićı:

ẋ(t) = Ax(t) +Bu(t), (28)

s matićı dynamiky A ∈ Rn×n pro n stavových proměnných, dále vstupńı matićı B ∈ Rm×m

pro m vstup̊u a se zavedeńım následuj́ıćı definice symetrie systému.

Definice 2.7 Systém s dvojićı matic (A,B) je vstupně symetrický, jestlǐze ∃T : |T | ̸= 0,
pro který plat́ı následuj́ıćı podmı́nky při požadované plné hodnosti matice B [44]:

TA = AT, (29)

TB = BG. (30)

Pro plnou hodnost matice B zapsanou jako rank B = m lze definovat transformačńı
matici symetrie T, která zaručuje pro [b1, . . . , bm] přechody odpov́ıdaj́ıćı [44]:

Tbi = bi+1, i = 1, . . . ,m− 1,

kde pro posledńı prvek: Tbm = b1. Matice G v (30), představuje předem definovanou
cirkulačńı matici, která může odpov́ıdat tvaru:

G =


0 0 0 0 1
1 0 0 0 0
0 1 0 0 0
0 0 1 0 0
0 0 0 1 0

 . (31)

Odpov́ıdá cirkulačńı matici, která po hlavńı diagonále obsahuje shodné nulové prvky či
bloky a pod hlavńı diagonálou jedničky. Zároveň, tato matice, má v pravém horńım rohu
jedničku. Představeńım těchto potřebných podmı́nek a jim př́ıslušným matićım, lze už́ıt
a definovat následuj́ıćı větu z [44].

Věta 2.1 Necht’ dvojice matic (A,B) je vstupně symetrický systém, dále je řiditelný, má
plnou hodnost matice B rank B = m, s matićı symetrie T, potom plat́ı [44]:

Tm = In = I ∈ Rn×n.

2.2.2 Určeńı matice symetrie

K určeńı symetrie systému je nutno už́ıt zmı́něných podmı́nek symetrie (29,30) vedoućı
na určeńı matice symetrie T. Odvozeńı vztahu matice symetrie vycháźı taktéž z matice
řiditelnosti celého systému a Kroneckerova produktu jednotkové matice a cirkulačńı ma-
tićı G. Názorné použit́ı Kroneckerova produktu lze zobrazit na následuj́ıćım př́ıkladu.
Provád́ı se součin všech prvk̊u prvńı matice s druhou matićı. Použit́ı Kroneckerova pro-
duktu znázorńıme na čtvercové matici A1 ∈ R2×2 a čtvercové matici A2 ∈ R2×2, využit́ı
Kroneckerovo produktu vypadá následovně.

[
1 2
0 1

]
︸ ︷︷ ︸

A1

⊗
[
1 2
0 3

]
︸ ︷︷ ︸

A2

=

[
1A2 2A2

0A2 1A2

]
︸ ︷︷ ︸

A1⊗A2

=


1 2 2 4
0 3 0 6
0 0 1 2
0 0 0 3
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Z názorné ukázky použit́ı Kroneckerova produktu lze ř́ıct, že násobeńı jednotkové a cir-
kulačńı matice (31) shodných velikost́ı, vznikne součin jedniček na diagonále těchto matic.
Tento součin bude použit k finálńıch úpravách výpočtu matice symetrie, viz matice v rov-
nici (33). Je dán systém s dvojićı (A,B), kde A ∈ Rn×n a B ∈ Rm×m. Pro daný systém
urč́ıme matici řiditelnosti složenou ve tvaru:

R = [B,AB, . . . , An−1B]. (32)

Vynásobeńım vztahu (32) matićı symetrie zleva a dosazeńım podmı́nek symetrie (29,30),
je určen tvar:

TR = [TB, TAB, . . . , TAn−1B] = [BG,ABG, . . . , An−1BG].

Pro následnou úpravu rovnice využijeme Kroneckerova produktu jednotkové a cirkulačńı
matice:

TR = R(In ⊗G) = [B,AB, . . . , An−1B]


G 0 · · · 0
0 G · · · 0
...

...
. . .

...
0 0 · · · G

 . (33)

Źıskaný tvar lze vynásobit transponovanou matićı řiditelnosti zprava. Z čehož je obdržen
následuj́ıćı předpis.

TRRT = R(In ⊗G)RT

Poté, převedeńım RRT inverźı na druhou část rovnice je obdržen finálńı vztah. Vzorec
výpočtu matice symetrie T je definován ve tvaru:

T = R(In ⊗G)RT (RRT )−1. (34)

Pomoćı matice symetrie je možno rozhodnout o platnosti zmı́něných podmı́nek syme-
trie (29,30). Pro splněné podmı́nky je možno ř́ıct, že systém je vstupně symetrickým
systémem. Tyto podmı́nky a matice symetrie je využita v daľśı kapitole k ověřeńı, že
systém kolony vozidel splňuje podmı́nky symetrie. Teorie bude dále použita k návrhu
symetrického ř́ızeńı. V nadcházej́ıćıch kapitolách proběhne návrh centrálně orientovaného
ř́ızeńı využ́ıvaj́ıćı symetrické stavové zpětné vazby. Pro nalezené řešeńı proběhnou ex-
perimenty, které zaruč́ı návrh symetrických zpětných vazeb pro obecný počet vozidel.
Nalezené symetrické zpětné vazby bude nutno předem navrhovat dle zvolených pól̊u.
Při návrhu proběhnou experimenty, pomoćı kterých bude d̊uraz kladen na parametri-
zaci všech možných struktur přǐrazované formy. Experimenty jsou zaměřeny na nalezeńı
možnosti návrhu pro libovolný počet vozidel s co nejrozsáhleǰśı možnou volbou vlastńıch
č́ısel. Dále proběhne snaha provést omezeńı některých prvk̊u zpětnovazebńı matice v na-
lezených zpětných vazbách. Omezeńım prvk̊u je omezována dynamika a potřeba vozidel
kooperovat s nežádoućımi vozidly. Tyto omezeńı mohou spoč́ıvat právě v úpravách na
některé požadované informačńı topologie.

2.2.3 Vstupně symetrická kolona vozidel

V dané části bude předvedeno, že kolona vozidel tvoř́ı vstupně symetrický systém, a
tedy splňuje potřebné podmı́nky definice (2.7). Je dán definovaný homogenńı model pro
kolonu obecného počtu vozidel (20). Pro účely ověřeńı vstupńı symetrie je použit model
pro tři vozidla. Následně proběhna kontrola k ověřeńı výsledk̊u i pro v́ıce vozidel, která
bude pouze zmı́něna.
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Je nutno použ́ıt matici dynamiky A a vstupńı matici B, které odpov́ıdaj́ı model̊um pro
tři vozidla dle (20). Matice jsou definovány následovně:

A =


−1 0 0 0 0
1 0 −1 0 0
0 0 −1 0 0
0 0 1 0 −1
0 0 0 0 −1

 , B =


1 0 0
0 0 0
0 1 0
0 0 0
0 0 1

 . (35)

Dále bude nutno určit matici symetrie T pro odpov́ıdaj́ıćı počet vozidel, zde konkrétně
pro tři vozidla. K tomu je nutno určit matici řiditelnosti (22) a cirkulačńı matici vhodných
rozměr̊u G dle ukázky v (31). Dosazeńım do vztahu matice symetrie (34) a výpočtem je
źıskáno:

T =


0 0 0 0 1
0 −1 0 −1 0
1 0 0 0 0
0 1 0 0 0
0 0 1 0 0

 . (36)

Definované matice (35, 36) jsou dosazeny do podmı́nek (29, 30). Z čehož jsou podmı́nky
upravené do následuj́ıćıho tvaru:

TA− AT
!
= 0, TB −BG

!
= 0. (37)

Pro upravené podmı́nky (37) muśı platit, že po odečteńı jsou obě matice nulové. Źıskáńım
nulové matice je zaručeno, že systém je vstupně symetrický, a tedy:

TA− AT = 05×5,

TB −BG = 05×3.

Výsledná matice z rozd́ıl̊u těchto dvou podmı́nek tak vycháźı nulová v obou př́ıpadech.
Nulovost matice tak ověřila, že systém kolony je opravdu vstupně symetrický. Ověřeńı
proběhlo i pro vyšš́ı volbu vozidel v koloně a pro veškeré volby tak je zaručeno splněńı
podmı́nek. Pro vstupně symetrický systém je umožněno se v následuj́ıćıch kapitolách
zabývat návrhem všech symetrických stavových zpětných vazeb.
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3 Ř́ızeńı rychlosti a rozestup̊u vozidel

Daná sekce se zaměřuje na př́ıstupy využ́ıvané pro ř́ızeńı požadovaných rozestup̊u
a udržováńı požadované rychlosti podélné kolony vozidel. Př́ıstupy se daj́ı rozdělit na
dva základńı typy, tedy centrálńı orientované ř́ızeńı a distribuované ř́ızeńı. Př́ıstupy je
taktéž možno definovat v podobě ř́ızeńı s kompletńı a omezenou strukturou či informaćı.
Centrálńı a distribuované ř́ızeńı je možno použ́ıt jak pro kompletńı tak i pro omeze-
nou strukturu volbou komunikace vozidel. Při ř́ızeńı podélného pohybu kolony vozidel
je kĺıčové se zabývat vhodnou volbou topologie informačńıho toku, typem rozestup̊u a
posledně návrhem ř́ıdićıch prvk̊u [32].

Definice 3.1 Je dáno ”centrálńı ř́ızeńı”kolony vozidel. Základ této strategie spoč́ıvá ve
využit́ı centrálńıho objektu. Centrálńı objekt m̊uže být obsažen v infrastruktuře vozovky či
v některém z vozidel kolony, nejčastěji ve vedoućım vozidle. Centrálńı ř́ızeńı tak sjednocuje
veškeré výpočty algoritmu do jediného ř́ıdićıho prvku.

Definice 3.2 Je dáno ”distribuované ř́ızeńı”kolony vozidel. Pro toto ř́ızeńı prob́ıhá snaha
potlačit komunikaci všech vozidel mezi sebou. Centrálńı objekt je eliminován a jednotlivá
vozidla komunikuj́ı mezi sebou dle definované informačńı topologie. Distribuované ř́ızeńı
tak rozmist’uje algoritmus do v́ıce vozidel, což zaručuje funkčnost minimálně lokálńıch část́ı
kolony i při selháńı.

Centrální regulátor

1.2.N.

Obrázek 5: Komunikace centrálně orientovaného ř́ızeńı

1.2.N.

Regulátor
1

Regulátor
2

Regulátor
N

Obrázek 6: Komunikace distribuovaného ř́ızeńı
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Zmı́něné strategie ř́ızeńı, konkrétně distribuované a centrálně orientované (centrálńı),
vyžaduj́ı odlǐsný př́ıstup ř́ızeńı. Při distribuovaných strategíıch ř́ızeńı má každé vozidlo
v koloně sv̊uj vlastńı ř́ıdićı prvek a komunikuje př́ımo s vlastńımi předcházej́ıćımi,
následuj́ıćımi sousedy či odlǐsnou libovolnou informačńı topologíı. Zat́ımco při strategíıch
centrálńıho ř́ızeńı může být centrálńı ř́ıdićı prvek všech vozidel umı́stěn na jednom
z vozidel kolony (typicky vedoućı v̊uz) nebo na nějakém jiném hromadném objektu
(infrastruktura silnice) [47]. Na obrázćıch (5, 6) jsou zobrazeny obě možnosti ř́ızeńı
pro homogenńı model kolony vozidel z (20). Na obrázku (5) lze vidět názornou ukázku
centrálńıho ř́ızeńı, které využ́ıvá společný ř́ıdićı prvek. Algoritmus ř́ızeńı tak prob́ıhá v
něm a každé vozidlo mu dodává své př́ıstupné stavy. Centrálńı ř́ıdićı prvek hromadně
vypoč́ıtá z těchto všech źıskaných stav̊u vhodné ř́ızeńı každého vozidla v podobě
vstupńıch sil. Distribuované ř́ızeńı je zobrazeno na obrázku (6), kde mı́sto jednoho
centrálńıho regulátoru, je právě N regulátor̊u pro každé vozidlo. Každé vozidlo opětovně,
jako u centrálńıho ř́ızeńı, zaśılá své stavy svému regulátoru. Každopádně mezi vozidly
prob́ıhá libovolně volitelná komunikace, která umožňuje regulátoru poč́ıtat adekvátńı
ř́ızeńı daného vozidla. Algoritmus je tak rozmı́stěn do N ř́ıdićıch prvk̊u, u kterých
vypoč́ıtá vhodnou ř́ıdićı śılu pro dané vozidlo v koloně [34]. Na daném obrázku je využita
komunikace s oběma soused́ıćımi vozidly, tedy obousměrná.

Každá ze strategíı přináš́ı své výhody či nevýhody. Automatické ř́ızeńı v automo-
bilovém pr̊umyslu (konkrétně kolony vozidel) může být bez d̊ukladného prozkoumáńı
nebezpečným nástrojem pro lidstvo. Z daného d̊uvodu je nutno splňovat veškeré
standardy a podobně k možnému uvedeńı do provozu [1, 2]. Z d̊uvodu, že se jedná
o automatické ovládáńı je jedna z hlavńıch nevýhod komunikace prvk̊u mezi sebou
pro obě strategie ř́ızeńı. V okamžiku kdy tato komunikace jakkoliv selže, muśı být
dostatečně ošetřena. Taktéž je nutno zavést kvalitńı komunikaci bez možných výpadk̊u.
Bez jakýchkoliv bezpečnostńıch opatřeńım by tak mohlo hrozit nejhorš́ım situaćım [32].
Jednou z daľśıch obecných problémů bezdrátové komunikace je nutnost zaručeńı ochrany
proti možným kybernetickým útok̊um. Kromě těchto nevýhod se zaměřme na výhody či
nevýhody konkrétně u zmı́něných strategíı.

3.1 Výhody strategíı

Mnoho výhod centrálńı strategie vycháźı zejména z jednoho společného centrálńıho
objektu. V daném objektu se tak vykonává vše potřebné k určeńı následuj́ıćıho pohybu vo-
zidel. Každopádně převedeńı na distribuovanou metodu přináš́ı plno výhod v praktickém
pohledu, tedy např́ıklad využit́ı zaručuj́ıćı i levněǰśı náklady. Následně jsou v tabulkách
zmı́něny pro obě strategie některé výhody (1) i nevýhody (2).

Tabulka 1: Výhody centrálńı a distribuované strategie

Centrálńı strategie Distribuovaná strategie

znalost veličin všech vozidel usnadněńı komunikace vozidel
výpočty v centrálńım objektu nižš́ı výpočetńı nároky

přesněǰśı výpočty nefunkčnost → lokálńı selháńı

3.2 Nevýhody strategíı

Volbu strategie je nutno d̊ukladně promyslet, jelikož je vždy nutno učinit kompromis.
Strategie s sebou přináš́ı i mnoho nedostatk̊u o proti té opačné a je nutno si promyslet,
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zda tyto nedostatky lze dopustit. V tabulce (2) jsou zobrazeny nevýhody obou strategíı.

Tabulka 2: Nevýhody centrálńı a distribuované strategie

Centrálńı strategie Distribuovaná strategie

kvantita dat nižš́ı přesnost výpočt̊u
přet́ıžeńı komunikace nutná kvalitńı komunikace

nefunkčnost → kompletńı selháńı ztráta informace

3.3 Komunikace mezi vozidly

Volba topologie informačńıho toku má velmi d̊uležitou roli a vliv na zaručeńı řetězové
stability. Mezi nejčastěji použ́ıvané topologie lze zařadit sledováńı: pouze předchoźıho sou-
sed́ıćıho a nebo pouze předchoźıho soused́ıćıho zároveň s informaćı od vedoućıho vozidla.
Z d̊uvodu jednoduchosti implementace a analýzy bývaj́ı tyto informačńı topologie často
použ́ıvány ve velkém množstv́ı výzkumných praćıch. Centrálńı i distribuované strategie
ř́ızeńı mohou využ́ıvat jakýkoliv typ informačńı topologie. Může se jednat o informačńı to-
pologie využ́ıvaj́ıćı informaci předchoźıch vozidel, následuj́ıćıch vozidel a nebo př́ıpadnou
kombinaćı. Taktéž je možné využ́ıvat informačńı topologie źıskávaj́ıćı informaci z libo-
volného počtu v́ıce předchoźıch či následuj́ıćıch vozidel s př́ıpadně opětovnou možnost́ı
na jejich kombinace. K těmto možnostem je také možno přidat v př́ıpadě potřeby vazbu
na vedoućı vozidlo kolony či na v́ıce předcházej́ıćıch vozidel. Posledńı a poté výpočetně
nejnáročněǰśı volbou je topologie typu všichni se všemi, tedy veškerá vozidla kolony by
vyśılala a přij́ımala velká kvanta dat [32]. Některé z těchto informačńıch topologíıch jsou
zobrazeny na obrázku (7). Jedná se o předáváńı informace od předchoźıch vozidel (1.),
následuj́ıćıch vozidel (2.) a kombinaci těchto dvou, tedy obousměrné (3.). U přenášeńı
od předch̊udc̊u (1.) tedy plat́ı, že např́ıklad druhé vozidlo využ́ıvá své stavy a stavy
jeho předchoźıho souseda, tedy prvńıho vozidla. Stavy jednotlivých vozidel jsou źıskávány
měřeńım, pomoćı senzor̊u a jsou přenášeny pomoćı bezdrátové komunikace. Pomoćı těchto
stav̊u je vypočten, hromadně či jednotlivě pro každé vozidlo dle strategie ř́ızeńı, vhodný
akčńı zásah v podobě požadovaného vstupu.

2.

1.

3.

12N-1N

Obrázek 7: Topologie informačńıho toku - předáváńı informace mezi vozidly

Definujme si již zmı́něné a některé daľśı informačńı topologie použ́ıvané u ř́ızeńı kolony
vozidel. Nejčastěǰśı a nejznáměǰśı topologie definujme následovně sledováńı:
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• předch̊udce (Predecessors - Following = PF),

• předch̊udce a v̊udce (Predecessors - Leader - Following = PLF),

• obousměrné (BiDirectional = BD),

• obousměrné a v̊udce (BiDirectional - Leader = BDL),

• dvou předch̊udc̊u (Two - Predecessors - Following = TPF),

• dvou předch̊udc̊u a v̊udce (Two - Predecessors - Leader Following = TPLF).

Definováńım těchto topologíı je doćıleno potlačeńı komunikace mezi vozidly, č́ımž
je sńıžena náročnost výpočt̊u [12]. Volbu topologíı je možno využ́ıt u obou stra-
tegíı. Každopádně, sńıžeńım zisku informace od zbylých vozidel kolony je doćıleno i
nepřesněǰśıch výpočt̊u. Nicméně, v reálných aplikaćıch je kĺıčové zaručit dostatečně
rychlého výpočtu, jelikož v př́ıpadě opožděných přenos̊u dat je možno doćılit kritické
situace. Nejmenš́ı možná komunikace mezi vozidla by tak mohla představovat topologii
PF, využ́ıvaj́ıćı pouze informace vlastńıho a následovaného vozidla.

3.4 Př́ıstupy centrálńıho ř́ızeńı

V této části budou popsány metody centrálńıho ř́ızeńı, které je možno využ́ıt u
kolony vozidel. U těchto metod bude vysvětlen hlavně princip ř́ızeńı podélného pohybu
vozidel. Mimo podélného ř́ızeńı existuje i mnoho daľśıch možnost́ı, které se zabývaj́ı
problematikou kolony vozidel. Některé z těchto problematik byly nast́ıněny v úvodu této
práce i s některými možnými metodami.

V následuj́ıćıch částech budou popsány jednotlivé metody jejich princip návrhu a
zkrácené shrnut́ı. U některých metod je možno postupovat odlǐsně k doćıleńı finálńıho
návrhu metodou. Přestože návrh je možno provést v́ıce postupy, bude popsán pouze
jedńım z nich. Ř́ızeńı kolony vozidel za využit́ı centrálńıch strategíı je d̊ukladně pro-
zkoumáno, ale mnoho vědc̊u se převážně zabývá distribuovanou strategíı. Nicméně,
mnoho metod je uvedeno a vyzkoušeno pro využit́ı centrálńıho př́ıstupu. Pro centrálńı
strategii je tedy možno využ́ıt následuj́ıćıch metod:

• stavová zpětná vazba [9, 48],

• symetrické ř́ızeńı [9],

• lineárńı kvadratický regulátor [9, 49, 50],

• symetrické LQR,

• adaptivńı ř́ızeńı [8],

• prediktivńı ř́ızeńı [47, 51, 52],

• proporcionálně-derivačńı regulace [32],

28



pro zmı́něné př́ıstupy budou popsány základńı principy a naznačen návrh ř́ızeńı
zmı́něných metod.

3.4.1 Stavová zpětná vazba

Návrh stavové zpětné vazby představuje ř́ızeńı s největš́ı znalost́ı systému. To z
d̊uvodu, že ve stavové zpětné vazbě je využ́ıváno veškerých stav̊u systému. V dané
metodě je navržena zpětnovazebńı matice F, pomoćı které je umožněno měnit vlastnosti
dynamiky systému. Návrh zpětnovazebńı matice je možný provést úplným či částečným
přǐrazeńım pól̊u za využit́ı Jordanovy formy L. V př́ıpadě úplného přǐrazeńı pól̊u se
změńı veškerá vlastńı č́ısla matice dynamiky uzavřené smyčky. Při neúplném přǐrazeńı
Jordanovy formy se zbylá vlastńı č́ısla taktéž změńı, ale již ne podle požadavku. K
doćıleńı správného návrhu je nutné zaručit podobnost mezi matićı dynamiky uzavřené
smyčky a právě definované Jordanovy formy matice L.

Je dán LTI systém popsaný stavovou rovnićı definovaný dř́ıve v (14). Zákon ř́ızeńı
využ́ıvaný pro stavovou zpětnou vazbu je následuj́ıćı:

u(t) = Fx(t), (38)

kde u(t) ∈ Rm je vektor m vstup̊u, x(t) ∈ Rn je vektor n stav̊u a F ∈ Rm×n je
zpětnovazebńı matice. Jedná se o statický zákon ř́ızeńı, který škáluje stavy systému k
dosažeńı vhodných vstup̊u systému. Zákon ř́ızeńı se dá taktéž upravit do daľśıch forem
zápisu, kde lze využ́ıt taktéž vněǰśıho vstupu do systému dodáńım daľśı veličiny v(t) s
vhodnými rozměry. Dosazeńım zákonu ř́ızeńı (38) do stavové rovnice LTI systému (14) je
źıskána dynamika autonomńıho systému uzavřené smyčky:

ẋ(t) = Ax(t) +B Fx(t)︸ ︷︷ ︸
u(t)

= (A+BF )︸ ︷︷ ︸
Az

x(t),

kde Az představuje matici dynamiky uzavřené smyčky. Vhodným návrhem zpětnovazebńı
matice F je nutno doćılit, že matice dynamiky uzavřené smyčky je podobná předem
definovanému Jordanovu tvaru matice L, tedy:

(A+BF )︸ ︷︷ ︸
Az

∼
[
L ∗
0 ∗

]
, L ∈ Rs×s.

Jordan̊uv tvar matice L tak je požadavkem uzavřené smyčky na přesnou volbu vlastńıch
č́ısel a ∗ představuje libovolnou reálnou matici vhodných rozměr̊u. Jak již je zmı́něno,
může se jednat o úplné přǐrazeńı pól̊u nebo částečné. Pokud s = n, jedná se o úplné
přǐrazeńı a lze volit libovolně veškerá vlastńı č́ısla. V př́ıpadě, že s < n, jedná se o neúplné
přǐrazeńı a provád́ı se volba pouze s vlastńıch č́ısel. Je nutno zmı́nit, že přǐrazovaná
vlastńı č́ısla muśı být taktéž řiditelná. Volba Jordanovy formy může nabývat r̊uzných
struktur a hodnot, proto vhodnost volby lze ověřit pomoćı stupně nekonstantńıch
invariantńıch faktor̊u a index̊u řiditelnosti. Využit́ım zmı́něných př́ıstup̊u je možno
rozhodnout, zda je Jordanova forma L přǐraditelná stavovou zpětnou vazbou [53]. V práci
[53] jsou taktéž ukázány některé volby Jordanovy formy a postup ověřeńı přǐraditelnosti
této matice systému.

Přǐrazeńı pól̊u stavovou zpětnou vazbou bude představovat v práci hlavńı východisko
návrhu ř́ızeńı, kterým se budeme zabývat. Pro tento návrh ř́ızeńı dále bude využito
zjednodušeńı v podobě symetrických systémů a symetrické stavové zpětné vazby.
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3.4.2 Symetrické ř́ızeńı

Návrh symetrického ř́ızeńı vycháźı ze stavové zpětné vazby. Jedná se o možnost
zjednodušeńı problematiky, která zavád́ı ihned několik výhod. Symetrické ř́ızeńı s
sebou přináš́ı eliminaci potřebných r̊uzných algoritmů, kdy každé vozidlo by mohlo mı́t
odlǐsnosti v algoritmech dle pořad́ı vozidel. Symetrická kolona tak je nezávislá na pořad́ı
a pro každé vozidlo v ńı zařazené tak využije shodného algoritmu ř́ızeńı. Při realizaci
je nutno zavést znalost veličin mezi prvńım a posledńım vozidlem. T́ımto zavedeńım je
dodána do kolony struktura představuj́ıćı ř́ızeńı kruhové kolony, která je bez použit́ı této
teorie neřiditelná.

Zákon ř́ızeńı všech vozidel symetrického ř́ızeńı odpov́ıdá stavové zpětné vazby. Zákon
ř́ızeńı je dán tvarem ve tvaru:

u(t) = Fx(t),

kde u odpov́ıdá vektoru vstup̊u neboli ř́ızeńı, x je vektor stav̊u a posledně F je neznámá
konstantńı symetrická zpětnovazebńı matice ześıleńı. Dosazeńım zákonu ř́ızeńı do stavové
rovnice (28) a následnou úpravou je źıskán tvar:

ẋ(t) = Ax(t) +BFx(t) = (A+BF )x(t) = Azx(t), (39)

kde Az = (A+BF ) a matice Az je matici dynamiky uzavřené smyčky se stavovou zpětnou
vazbou. Upravený předpis (39) je využit k ověřeńı symetrické zpětné vazby. K zaručeńı,
že se jedná znovu o symetrický systém s navrženým zpětnovazebńım ř́ızeńım je nutno
opětovně splnit podmı́nky symetrie systému (2.7). Dané podmı́nky jsou upraveny a do-
sazeńım matice dynamiky uzavřené smyčky do (29) je źıskán tvar:

T (A+BF ) = (A+BF )T,

TB = BG.

Upravené vztahy jsou roznásobeny a provede se odvozeńı kontroly návrhu symetrie zpětné
vazby. Roznásobeńım je źıskán tvar:

TA+ TBF = AT +BFT.

Pro TA− AT = 0 a dosazeńım druhé podmı́nky je obdrženo:

BGF = BFT.

Vynásobeńım inverźı matice B je obdržen předpis pro zákon symetrické zpětné vazby:

GF = FT,

F = GFT−1. (40)

Z takto vyjádřeného předpisu je možno ověřit, zda daná zpětná vazba s cirkulačńı matićı
G a matićı symetrie T je symetrickou zpětnou vazbou, pokud rozd́ıl (40) je nulový, tedy
GF − FT = 0.

3.4.3 Lineárńı kvadratický optimálńı regulátor

Návrh regulátoru dané metody představuje optimalizačńı úlohu. Návrh spoč́ıvá v
minimalizaci kvadratického kritéria a zaručuje nalezeńı optimálńıho řešeńı pro lineárńı
kvadratický regulátor (LQR). Ř́ızeńı využit́ım LQR tak pro každý pr̊uběh hledá nej-
vhodněǰśı akčńı zásah do systému. Nicméně, optimalita zásah̊u velmi záviśı na správném
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a přesném modelu. To převážně z d̊uvodu, že optimálńı ř́ızeńı může udržovat systém
velmi bĺızko meze stability. Proto poruchy a nepřesnosti mohou uvést systém i do
nestability v kritických situaćıch. V praćıch [9, 49] je metoda LQR využita i odzkoušena
na centrálńı ř́ızeńı kolony vozidel. V práci [54] je vyzkoušeno modifikovat model na
jednotlivé subsystémy, představuj́ıćı agenty, a pro ně využ́ıt návrhu pomoćı algoritmu
strukturálně-dekomponovaného LQR. T́ımto algoritmem je možno převést centrálńı
ř́ızeńı i na distribuované ř́ızeńı kolony vozidel.

Metoda využ́ıvá návrhového požadavku J, který představuje kvadratické kritérium
ve tvaru:

J =
1

2

∫ ∞

0

[
x(t)QxT (t) + u(t)RuT (t)

]
dt. (41)

Daná funkce znázorňuje cenové náklady ř́ızeńı systému pro aktuálńı návrh ř́ızeńı.
Návrhové parametry jsou v podobě váhových matic Q ∈ Rn×n a R ∈ RN×N , kde n
odpov́ıdá počtu stav̊u a N počtu vstup̊u dle (20). Váhové matice maj́ı daľśı dodatečný
požadavek na jejich vlastnosti. Matice stav̊u Q muśı být pozitivně semi-definitńı a matice
ř́ızeńı R muśı být pozitivně definitńı. Požadavky na volbu váhových matic muśı být tedy
následuj́ıćı:

Q ⪰ 0, Q = CTC,

R ≻ 0. (42)

Matice umožňuj́ı upravit váhu jednotlivých stav̊u a vstup̊u neboli ř́ızeńı systému.
Metodou je vypoč́ıtáno optimálńı ř́ızeńı při minimalizaci cenové náročnosti, tedy kritéria
J . Optimálńı návrh a cena ř́ızeńı je určena metodou v závislosti na vektoru stav̊u,
vektoru vstup̊u a libovolně vhodně zvolených váhových matic Q a R [31, 49, 50].

Při návrhu je řešena Algebraická Riccatiova Rovnice (ARE) ve tvaru:

ATP + PA− PBR−1BTP +Q = 0. (43)

Optimálńı řešeńı P nalezené užit́ım rovnice (43) slouž́ı k určeńı optimálńıch akčńıch
zásah̊u do systému u(t). Nalezené optimálńı zásahy jsou určovány minimalizaćı předem
definovaného návrhového kritéria [49, 50]. Z nalezeného řešeńı lze určit předpis pro
zpětnovazebńı matici F ∈ RN×n ześıleńı ve tvaru:

F = −R−1BTP. (44)

Tento předpis definuje konstantńı matici, která je využ́ıvána v zákonu ř́ızeńı. Zavedeńı
vztahu (44) ukazuje, že je źıskán zákon ř́ızeńı ve tvaru stavové zpětné vazby, tedy:
u(t) = Fx(t) [49].

Jedná se o velmi jednoduchý návrh ř́ızeńı. To zejména z d̊uvodu, že metoda je
rozsáhle známá, tud́ıž potřebné výpočty jsou již implementovány v mnoha výpočetńıch
prostřed́ıch. V práci [49] je doćıleno sńıžeńı spotřeby paliva při aplikaci automatického
ř́ızeńı vozidel s LQR. Dále v práci [50] je ukázáno, že došlo ke sńıžeńı odporu vzduchu
mezi vozidly pro udržováńı těsných rozestup̊u mezi vozidly. Metoda LQR je obecně
jednoduchá pro návrh ř́ızeńı a implementaci. Nicméně, jak je zmı́něno, optimalizačńı
úlohy hledaj́ı často řešeńı u meze stability.
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3.4.4 Symetrické LQR

Jedna z metod, která využ́ıvá opětovně rozš́ı̌reńı symetrických systémů představuje
modifikace úlohy LQR. V této práci bude navrženo centrálńı symetrické LQR ř́ızeńı
využ́ıvaj́ıćı kompletńı znalosti informaćı o jednotlivých vozidlech kolony. Numerickým
řešeńım algebraické Riccatiovi rovnice bude určeno řešeńı, z kterého se provedou
experimenty potlačeńı informace ve zpětnovazebńı matici. Dané experimenty budou
vyzkoušeny na nižš́ım počtu vozidel v koloně.

Symetrické LQR vycháźı opětovně z požadavk̊u na kritérium J (41), definovaného
dř́ıve. Pomoćı minimalizace ceny ř́ızeńı jsou źıskány taktéž optimálńı akčńı zásahy. Akčńı
zásahy jsou určeny z řešeńı algebraické Riccatiovi rovnice (43). Řešeńım ARE je obdržen
předpis k určeńı zpětnovazebńı matice (44). Teorie symetrických systémů dodává do
p̊uvodńıho LQR dodatečných podmı́nek. Tyto podmı́nky představuj́ı omezeńı na volbu
váhových matic Q a R [45].

Pro návrh symetrického LQR je nutno uvést následuj́ıćı větu (3.1), která definuje
omezeńı kladené na matice Q a R. Takové omezeńı zaruč́ı symetrickou volbu matic Q a
R, pomoćı kterých je následně určeno řešeńı ARE a obdrženo symetrické zpětnovazebńı
matice ześıleńı. Dosazeńım zpětnovazebńı matice do zákona ř́ızeńı je źıskáno stabilizuj́ıćı
symetrické stavové zpětné vazby systému.

Věta 3.1 Necht’ (A,B) je stabilizovatelná a vstupně symetrická dvojice s maticemi syme-
trie T a G, necht’ pro matice Q a R plat́ı:

T TQT = Q, Q = CTC, (45)

GTRG = R, R ≻ 0, (46)

kde R je symetrická a dále necht’ je dvojice (C,A) detekovatelná, potom zpětnovazebńı
matice ześıleńı odpov́ıdá vztahu:

Fs = −R−1BTPs,

kde Ps je stabilizuj́ıćı řešeńı ARE z (43) a Fs je symetrická zpětnovazebńı matice pro
symetrickou stavovou zpětnou vazbu s maticemi symetrie Q a R.

Mimo jiné lze i ř́ıct, že dosazeńım zpětnovazebńı matice symetrie Fs do zákonu ř́ızeńı
(38) je obdržena dvojice matic (A−BFs, B) představuj́ıćı vstupně symetrickou dvojici s
maticemi symetrie Q a G [55].

Podmı́nky volby matic symetrie Q a R (45, 46) jsou využity k návrhu v daľśıch
částech. Symbolicky bude odvozena volba struktury těchto matic, aby se zaručilo návrhu
symetrické stavové zpětné vazby a vstupně symetrického uzavřeného systému.

V koloně vozidel je velmi d̊uležité pořad́ı vozidel. Z daného d̊uvodu má každé vo-
zidlo tomu upravený algoritmus výpočtu v závislosti na pozici vozidla. Zjednodušeńı
symetrických systémů zavád́ı do kolony vozidel nezávislost na umı́stěńı v koloně, č́ımž
zjednodušuje a zrychluje algoritmus výpočtu. Zavedeńı symetrických systémů, a tedy
ř́ızeńı symetrickou zpětnou vazbou v problematice ř́ızeńı kolon vozidel, představuje
vhodný a zjednodušuj́ıćı př́ıstup. Algoritmus je závislý pouze na velikosti kolony vozidel
a volbě komunikace. Dle zvolené informačńı topologie může docházet ke komplikaćım
u vozidel nacházej́ıćıch se u počátku či u konce kolony. To z d̊uvodu, že zavedeńım
symetrického ř́ızeńı se převád́ı př́ıčná kolona do podoby funguj́ıćı v kruhu.

32



3.4.5 Adaptivńı ř́ızeńı

Adaptivńı ř́ızeńı bývá využ́ıváno v situaćıch, kdy neznáme přesně model a nebo se
model v čase může měnit. Jedná se tedy o využit́ı z d̊uvodu parametrických nepřesnost́ı,
které odpov́ıdaj́ı koeficientu odporu vzduchu či koeficientu třeńı kol o vozovku [8].

V práci [8] je využit model složený z diferenciálńı rovnice druhého řádu obsahuj́ıćı
koeficienty odporu vzduchu, kol a hustoty vzduchu. Diferenciálńı rovnice druhého řádu
je ve tvaru:

miẍi = ui − (c0,i + c1,iẋi)− 0.5cDi
ρAiẋ

2
i , (47)

kde xi, vi,mi a ui jsou pozice, rychlost, hmotnost a ř́ızeńı odpov́ıdaj́ıćı i-tému vozidlu, dále
koeficienty c0,i, c1,i odpov́ıdaj́ı odporu kol, ρ, cD a Ai jsou koeficienty hustoty vzduchu,

odporu vzduchu a dopřednou oblast́ı i-tého vozidla. Úkolem ř́ızeńı vyšš́ı vrstvy ui dané
úlohy je určit požadované zrychleńı vozidla, pomoćı kterého nižš́ı ř́ıdićı vrstva vytvář́ı śılu
odpov́ıdaj́ıćı ř́ızeńı ui. Taková śıla generuje požadovanou hodnotu zrychleńı. Definovaný
model (47) je vhodné upravit do tvaru:

ẍi = ui +ΦT
i θi, (48)

kde jsou provedeny úpravy ui = ui

mi
, Φi = [−1,−ẋi,−ẋ2

i ]
T představuj́ıćı vektor regre-

sor̊u a posledně vektor odhadovaných parametr̊u θi = [c0,i, c1,i, ρcDi,i/2]
T s parametry

odpov́ıdaj́ıćımi parametr̊um (47), vydělenými hmotnost́ı vozidla. Následně je převedena
diferenciálńı rovnice druhého řádu na dvě diferenciálńı rovnice prvńıho řádu v proměnných
z, pro které se dále provád́ı poměrně složitá analýza stability a konvergence algoritmu
pro topologii PF. V prvńı řadě je odvozena definice zákonu ř́ızeńı a adaptačńıho zákonu
(vycházej́ıćı z Teorému 1 v práci [8]). Následnými úpravami je vyjádřena dynamika
uzavřené smyčky každého vozidla stavových proměnných Z = [z1, z2]

T ve tvaru:

Ż = AZ+BΦ
T

i θ̃i

s odpov́ıdaj́ıćı matićı dynamiky a vstupńı matićı A =

[
0 1
−α −β

]
, B =

[
0
1

]
a př́ıslušej́ıćımi

reálnými konstantami α, β, dále s rozd́ılem parametr̊u a odhadovaných parametr̊u od-
pov́ıdaj́ıćı chybě odhadu θ̃ = θi − θ̂i a posledně upravený vektor regresor̊u Φi = [1, ẋi +
hẍi, ẋ

2
i +hẋiẍi] s odpov́ıdaj́ıćı konstantou časového rozestupu vozidel h. Provedeńı analýzy

stability spoč́ıvá v definici Ljapunovovy funkce ve tvaru:

V = ZTPZ+ θ̃
T

i Γ
−1
i θ̃i, (49)

kde Γi je pozitivně definitńı matice a derivaćı (49) a složitými úpravami jsou zavedeny
podmı́nky konvergence parametr̊u topologie PF. Posledně je provedena analýza a
vyjádřeńı řetězové stability, která je zaručena pro volbu β ≥

√
2α. Analýza stability

je provedena pro tři typy informačńı topologie, pro které se zákony ř́ızeńı a adaptačńı
zákony lǐśı. Využité typy informačńı topologie odpov́ıdaj́ı: PF, BDL a TPF (3.3). Pro tyto
topologie je taktéž zavedeno adaptačńıch zákon̊u, zákon̊u ř́ızeńı, podmı́nek konvergence
parametr̊u a podmı́nky zaručeńı řetězové stability [8].

V práci [8] jsou zavedeny tři zp̊usoby adaptivńıho ř́ızeńı kooperativńı kolony vozi-
del v závislosti na informačńı topologii. Metoda přináš́ı dobré výsledky a je vhodné
využ́ıt v př́ıpadě, že v modelu je nějaká neurčitost. Každopádně, metoda je poměrně
složitá pro samotný návrh.
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3.4.6 Prediktivńı ř́ızeńı modelu

Daľśı možnou metodou využ́ıvanou pro centrálńı strategii představuje prediktivńı
ř́ızeńı. Prediktivńı ř́ızeńı modelu spoč́ıvá na iterativńım řešeńı optimálńıho ř́ızeńı
založeném na predikovaném stavu systému. Pomoćı iterativńıho řešeńı je možno
dopoč́ıtat vstupńı signál optimálńıho ř́ızeńı [52]. V práci [51] je navrženo a implemen-
továno centrálńı ř́ızeńı vycházej́ıćı z dř́ıve navrženého distribuovaného ř́ızeńı taktéž za
využit́ı prediktivńı metody. Metoda využ́ıvá diskretizovaný model popisuj́ıćı podélnou
dynamiku vozidla se stavem rychlosti v a polohy s vozidla. Ř́ızeńı modelu je zavedeno
pomoćı zrychleńı pro každé vozidlo. K využit́ı prediktivńıho ř́ızeńı je nutné si zavést
požadovaná kritéria (cost function) pro sledováńı optimálńı referenčńı rychlosti, časových
rozestup̊u a odchylek. Pomoćı sumy těchto zmı́něných kritéríı se urč́ı celková kritérium
ceny. Zadaná kritéria jsou kvadratická a poč́ıtaj́ı se na zvoleném konečném horizontu
H. Princip prediktivńıho ř́ızeńı spoč́ıvá v minimalizaci tohoto kritéria v podobě cenové
funkce. Minimalizaćı je obdržen optimálńı vektor ř́ızeńı z kterého se použije pouze prvńı
hodnota dané iterace algoritmu. Nejd̊uležitěǰśı kritérium pro podélné ř́ızeńı představuje
cenu časových rozestup̊u.

Kritérium sledováńı časových rozestup̊u

Pro centrálńı ř́ızeńı se využ́ıvá kritérium časových rozestup̊u, která se určuje ze
stejných okamžik̊u. Stav odpov́ıdá poloze a rychlosti vozidla, tedy xi = [si, vi]. Definice
funkce vycháźı z:

τ =
si(tj)− si−1(tj)

vi−1(tj)
.

Funkce je zvolena následovně:

J i
rozestup(tk) =

{
0, i = 1,∑j=k+H−1

j=k ∥si(tj)− si−1(tj)− τvi−1(tj)∥2ζQ , i = 2, . . . ,M,

kde ζ představuje parametr laděńı, Q je matice určuj́ıćı vliv odchylek od poloh a rychlost́ı
a norma je definována jako ∥x∥2S = xTSx.

Kritérium sledováńı referenčńı rychlosti

Hodnota referenčńı rychlosti vref
(
s(t)

)
je určována. Je nutné tedy dopoč́ıtávat a zavést

následuj́ıćı referenčńı hodnoty v každém kroku:

si(tj) =

{
si(tj), j ≤ k,

si(tj − 1) + ∆tvrefsi(tj − 1), k < j ≤ k +H − 1,

vi(tj) = vrefsi(tj),

ai(tj) =
vi(tj + 1)− vi(tj)

∆t

,

kde ∆t je diskretizačńı interval. Pro stav xi(tj) =
[
vi(tj), si(tj)

]T
je možné dopoč́ıtávat

cenovou funkci sledováńı referenčńı rychlosti:

J i
rychlost(tk) =

j=k+H−1∑
j=k

∥xi − xi(tj)∥2(1−ζ)Q + ∥ai(tj)− ai(tj)∥2R .

Posledně je zavedeno kritérium chyb k zaručeńı co nejmenš́ıch odchylek. Pro prvńı vozidlo
je cena určena pouze z chyb rychlost́ı a ke zbylým vozidl̊um se přidává i chyba poloh.
Následně je v práci zavedeno posledńı kritérium představuj́ıćı volnost omezeńı.
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Kritérium volnosti omezeńı

K zaručeńı ńızkých hodnot omezeńı je nutno minimalizovat volnost těchto
proměnných. Kritérium je definováno:

J i
omezeni(tk) =

{∑j=k+H−1
j=k ∥ϵvi (tj)∥

2
Pv

, i = 1,∑j=k+H−1
j=k ∥ϵvi (tj)∥

2
Pv

+ ∥εsi (tj)∥
2
Ps
, i = 2, . . . ,M.

Matice Ps, Pv jsou voleny poměrně vysoké vzhledem k ostatńım váhovým matićım. Ta-
ková volba zaručuje volnost v odchylkách co nejmenš́ı. Při návrhu je taktéž nutno zavést
omezeńı pro zrychleńı, rychlost a bezpečné rozestupy. Při těchto omezeńıch se tak využij́ı
proměnné ϵs, ϵv omezuj́ıćı vzdálenost a rychlost vozidel. Minimalizaćı těchto tř́ı kritéríı
je určen optimálńı vektor ř́ızeńı dané iterace. Optimálńı ř́ızeńı dané iterace je následně
vybráno z prvńıho prvku vektoru. Algoritmus pokračuje daľśı iteraćı shodně [47, 51, 52].

3.4.7 Proporcionálně-Derivačńı regulace

Obdobně jako bude zmı́něno v návrhu distribuovaného ř́ızeńı viz sekce (3.5.1), lze
využ́ıt proporcionálně-derivačńı (PD) ř́ızeńı dynamickým regulátorem i pro centrálńı stra-
tegii. V práci [32] jsou zmı́něny obě varianty návrhu, centrálńı i distribuované. Postup
návrhu je podobný a finálńı změny se lǐśı hlavně v zákonu ř́ızeńı. V rovnici (51) je defi-
nován vztah distribuovaného zákonu ř́ızeńı pro PD regulaci, který je možno upravit do
tvaru pro centrálńı ř́ızeńı:

ai,w(s) = ρrc,ie
−ϑrc,is

(
ρtr,iufb,i(s)δwi(s)e

−ϑtr,is + ρtr,iuff,i(s)ai−1(s)e
−ϑtr,is

)
, (50)

kde jsou v zákonu ř́ızeńı přidány veličiny ρrc,i, ϑrc,i odpov́ıdaj́ıćı ztrátě informace a jej́ı
kvalitě při přenosu informace z centrálńıho objektu k vozidl̊um. Jelikož ř́ıdićı prvek se již
nevyskytuje v souvislosti s vozidlem, je nutno zavést této komunikaci jisté chováńı defi-
nované právě zmı́něnými parametry. Dále ai,w je požadované zrychleńı vozidla, ufb,i, uff,i

je zpětnovazebńı a př́ımovazebńı zákon ř́ızeńı a δwi je definovaná odchylka polohy mezi
vozidly. Porovnáńım zákonu ř́ızeńı centrálńıho (50) a distribuovaného (51) ř́ızeńı lze vidět,
že u centrálńıho ř́ızeńı docháźı ke škálováńı kvalitou přenášeného signálu k centrálńımu
objektu. Mezit́ım u distribuovaného ř́ızeńı se znevýhodňuje pouhá část zákonu ř́ızeńı
a zbylá část je źıskána měřeńım z kamer. Je nutné zmı́nit, že centrálńı objekt v práci
[32] odpov́ıdá infrastruktuře vozovky, tedy stanićım na vozovce. V pr̊uběhu testovaćı
dráhy jsou rozmı́stěny stanice, na které se vedoućı prvek kolony připoj́ı. Je možné se
připojit na v́ıce možných stanic s následným rozhodnut́ım, kterou nejbližš́ı stanici vozidlo
využije. Vedoućı prvek si vybere stanici a danou stanici sd́ıĺı s jeho následuj́ıćım vozidlem.

V práci [32] je dokázáno, že centrálńı strategie si vyžaduje větš́ı volbu časového
rozestupu mezi vozidly. Pro vhodnou volbu časového rozestupy před vozidlem lze
zaručit splněńı řetězové stability. Návrh a ověřeńı byly odzkoušeno u obou strategíı
pro shodnou informačńı topologii, tedy PF. Zároveň u centrálńı strategie, na rozd́ıl od
distribuované strategie, docháźı k ovlivněńı vnitřńı stability kvalitou komunikace. To z
d̊uvodu, že prob́ıhá komunikace všech vozidel s centrálńım objektem na vozovce, která u
distribuovaného ř́ızeńı neprob́ıhá.

3.5 Př́ıstupy distribuovaného ř́ızeńı

Mnoho vědc̊u se v nedávné době zaměřuje převážně na analýzu a rozš́ı̌reńı možných
metod distribuovaného ř́ızeńı. Množstv́ı již vyzkoušených a uvedených př́ıstup̊u distribu-
ovaného ř́ızeńı je tedy značně větš́ı, než u centrálńıho ř́ızeńı. Mezi ně tedy patř́ı:
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• proporcionálně-derivačńı regulace [32, 34],

• proporcionálně-integračně-derivačńı regulace [41, 56, 57],

• pole umělého potenciálu [25, 26],

• lineárńı kvadratický regulátor [54, 58–62],

• prediktivńı ř́ızeńı [51, 52, 63, 64],

• robustńı ř́ızeńı [65–67],

• adaptivńı ř́ızeńı [8, 68–70]

• vlnové ř́ızeńı [71, 72],

• strojové učeńı [73, 74],

kde pro jednotlivé př́ıstupy budou následně taktéž popsány základńı principy a
naznačen návrh ř́ızeńı těchto metod.

3.5.1 Proporcionálně-Derivačńı regulace

Návrh dynamického regulátoru, proporcionálně-derivačńıho (PD) regulátoru, je
možno využ́ıt pro distribuovaný návrh ř́ızeńı kolony vozidel. V práci [34] se využ́ıvá
model třet́ıho řádu s dostatečnou malou hodnotou dopravńıho zpožděńı. U daného mo-
delu se taktéž předpokládá zahrnut́ı ńızko úrovňového (low-level) regulátoru k ovládáńı
plynového a brzdového pedálu. Prvně je navrženo ńızko úrovňové adaptivńı ř́ızeńı (ACC),
které následně slouž́ı k návrhu vysoko úrovňového kooperativńıho ř́ızeńı (CACC). U
adaptivńıho tempomatu je zavedena pouze informace o poloze sledovaného vozidla, která
je źıskávána pomoćı radar̊u. Pro kooperativńı ř́ızeńı je již nutné zavést bezdrátovou
komunikaci, pomoćı které dodává každému vozidlu informace o zrychleńı sledovaného
vozidla. Při selháńı bezdrátové komunikace je zaručeno funkčnosti adaptivńıho režimu
vozidel, č́ımž je zamezeno nebezpečným situaćım [32, 34].

Zpětnovazebńı proporcionálně-derivačńı regulátoru má tvar:

KPD,i(s) = kP,i + kD,is, i ≥ 1.

Takový zákon ř́ızeńı zahrnuj́ıćı derivačńı složku bývá často nahrazován filtrem dolńı pro-
pusti neboli filtrovanou derivaćı jako v práci [32]. V práci [34] je dále zavedena rovnost:
kP,i = k2

D,i = ω2
K,i, kterou se převedl tvar regulátoru:

KPD,i(s) = ωK,i [ωK,i + s] , i ≥ 1.

Určeńı konstant regulátoru spoč́ıvalo v určeńı, kde amplituda přenosu otevřené smyčky
procháźı 0 dB s požadovanou bezpečnost́ı ve fázi. Využit́ı ńızko úrovňového ř́ızeńı
zajǐst’uje sledováńı požadované hodnoty zrychleńı skrze ovládáńı plynového a brz-
dového systému. Zavedeńım CACC, je nutno zaručit bezdrátovou komunikaci vozidel.
Bezdrátovou komunikaćı budou předávány veličiny zrychleńı, a tedy veškerá vozidla maj́ı
př́ıstup ke zrychleńım svého a předchoźıho vozidla [34].
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Pro převedeńı problému z ACC do CACC se přenáš́ı po komunikaci zrychleńı předchoźıho
vozidla. V praćıch [32, 34] se tak využ́ıvá zpětná i př́ımá vazba v zákonu ř́ızeńı. Přenášená
informace z předcházej́ıćıho vozidla tak tvoř́ı dopředné ř́ızeńı. K návrhu CACC je
potřebné upravit schéma, derivaćı určit zrychleńı a pro dané zrychleńı navrhnout
vhodnou dopřednou vazbu, která p̊usob́ı na vozidlo za aktuálńım vozidlem s dopravńım
zpožděńım. V práci [32] je popsán distribuovaný zákon ř́ızeńı vyšš́ı vrstvy následovně:

ai,w(s) = ufb,i(s)δwi(s) + ρtr,i
(
uff,i(s)ai−1(s)e

−ϑtr,is
)
, (51)

kde ai,w představuje požadované zrychleńı i-tého vozidla, ufb,i, uff,i definuj́ı zpětnovazebńı
a př́ımovazebńı zákon ř́ızeńı, δwi je již definovaná odchylka poloh daného vozidla a
ρtr,i, ϑtr,i jsou parametry pro ztrátu informace a kvality signálu bezdrátové komunikace
mezi vozidly [32, 34]. Př́ıstup distribuovaného proporcionálně-derivačńıho ř́ızeńı, je
možno úpravou vztahu (51), převést na centrálńı ř́ızeńı [32].

3.5.2 Proporcionálně-Integračně-Derivačńı regulace

V praćıch [56, 57] je využito proporcionálně-integračně-derivačńı (PID) regulace k
distribuovanému ř́ızeńı podélného, ale zároveň i postranńıho pohybu. Pomoćı dynamiky
a kinematiky k vytvořeńı stavového popisu, který je složen z podélné a rotačńı části. Je
řečeno a ukázáno, že tento model pro aktuálńı vozidlo je možno dekomponovat a rozdělit
ho tak právě na jednotlivé pohyby, tedy podélný a rotačńı. V této části nás zaj́ımá hlavně
model podélné dynamiky, který odpov́ıdá druhému řádu. Dekomponovaný model i-tého
vozidla je ve tvaru:

d

dt

[
∆Ri

∆vi

]
=

[
0 −1
0 − b

m

] [
∆Ri

∆vi

]
+

[
0
1
m

]
∆fi +

[
1
0

]
∆vi−1, (52)

kde Ri, vi, fi jsou veličiny odpov́ıdaj́ıćı relativńı vzdálenosti, rychlosti a vstupńı tažné
śıle i-tého vozidla, dále konstanty b,m představuj́ı odpor vzduchu a hmotnost vozidla.
Posledně je nutno zmı́nit, že se v modelu vyskytuje exterńı vstup rychlosti z předchoźıho
vozidla. Daný model (52) je složen ze stavové rovnice s dodatečným exterńım vstupem
od předchoźıho vozidla.

Implementace distribuovaného PID zákonu ř́ızeńı je dána ve tvaru:

fi =
(
Pi +

Ii
s
+Dis

)(
Ri(s)−Rref(s)

)
, i = 2, 3, . . . , N, (53)

pro N vozidel v koloně a konstanty regulátoru Pi, Ii, Di s relativńı a požadovanou
vzdálenost́ı R. Je zmı́něno, že k zaručeńı omezené stability (BIBO) a řetězové stability,
pro rychlost a relativńı vzdálenost, je nutno aktualizovat hodnoty PID regulátoru
vzhledem ke vztaženému indexu vozidla dle:

Ii = I0 > 0,

Pi = P0 + αi, α ≥ 0,

Di = D0 + βi, β ≥ 0, i = 2, 3, . . . , N,

kde parametry je nutno volit následovně: β ≥ mα
b
, pro dř́ıve zmı́něnou hmotnost m a

odpor vzduchu b. Pro vhodnou volbu parametr̊u PID regulátoru splňuj́ıćı [P0, I0, D0] ≥ 0
a následným dosazeńım zákonu ř́ızeńı (53) do (52), regulátor stabilizuje vedoućı vozidlo
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kolony. T́ım je doćıleno rychlé odezvy bez oscilaćı [56, 57]. Dosazeńım je taktéž možno
určit přenosové funkce spojené s relativńı vzdálenost́ı mezi vozidly a rychlost́ı vozidel:

Ri(s)

Ri−1(s)
=

Di−1s
2 + Pi−1s+ Ii−1

s2(ms+ b) + (Dis2 + Pis+ Ii)
, i = 3, 4, . . . , N,

vi(s)

vi−1(s)
=

(Dis
2 + Pis+ Ii)

s2(ms+ b) + (Dis2 + Pis+ Ii)
, i = 2, 3, . . . , N.

Daný př́ıstup je odzkoušen na simulaci s 200 vozidly, při které udržuj́ı minimálńı
rozestupy a zaručuj́ı splněńı podmı́nky řetězové stability. Tomu je doćıleno i při
udržováńı téměř shodných rychlost́ı jednotlivých vozidel [56, 57]. Daľśı využit́ı ř́ızeńı
pomoćı PID je použito v práci [41], kde je zaručeno obdobných výsledk̊u.

3.5.3 Pole umělého potenciálu

Jak je již zmı́něno v úvodńı části práce (1.2.1.3), v práci [21] je zařazen př́ıstup k
plánováńı a rozvrhováńı kolon. Každopádně, využit́ı spoč́ıvá převážně v distribuovaném
ř́ızeńı kolony podélného pohybu. Hlavńım východiskem metody je zákon ř́ızeńı v podobě
PD regulace. Danou metodou se řeš́ı funkcionalita udržováńı mezer mezi vozidly a
zabráněńı koliźım pro CACC.

V práci [25] je využit model třet́ıho řádu v podobě:

d

dt

sivi
ai


︸ ︷︷ ︸
x(t)

=

0 1 0
0 0 1
0 0 − 1

τ


︸ ︷︷ ︸

A

sivi
ai


︸ ︷︷ ︸
x(t)

+

00
1
τ


︸︷︷︸

B

ui(t),

kde ui(t) je vstupńı signál. Převedeńım modelu na chybové veličiny je źıskán nový tvar
modelu i zákonu ř́ızeńı.

Pro zaručeńı udržováńı bezpečných mezer a protekce kolize vozidel je nutno dále
zavést funkce potenciálńıho pole jak bylo zmı́něno a vysvětleno dř́ıve (1.2.1.3). Pomoćı
těchto funkcionalit je možno zařadit vozidlo ve větš́ı vzdálenosti těsně za vedoućı vozidlo.
Při této situaci jede vedoućı vozidlo konstantńı rychlost́ı a druhé vozidlo se s poměrně
velkou rychlost́ı přibližuje k vedoućımu vozidlu. Mezit́ım vedoućı prvek v reakci začne
zpomalovat a přibližovat se k druhému vozidlu. V práci je posledně porovnán př́ıstup
samotného PD ř́ızeńı kolony s daným př́ıstupem ř́ızeńı. Porovnáńım je zmı́něno, že ř́ızeńı
s potenciálńı funkćı se dokáže přibližovat ke sledovanému vozidlo s menš́ı agresivitou, ale
pomaleji oproti PD regulaci. Taktéž je ukázáno dodržováńı značně větš́ıch bezpečných
rozestup̊u metodou potenciálńı funkce, což vede na menš́ı možný výskyt koliźı v př́ıpadě
neočekávaně prudkého brzděńı [25].

3.5.4 Lineárńı kvadratický optimálńı regulátor

Metoda LQR je v mnoha výzkumech převedena a odzkoušena do podoby distribuo-
vaného ř́ızeńı kolony vozidel. K možnému použit́ı je nutno provést dekompozici systému
na jednotlivé subsystémy, u kterých je znám model. Taková dekompozice rozděĺı vozidla
na jednotlivé agenty, kteř́ı budou znát vlastńı veličiny a veličiny jednoho ze sousedńıch
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vozidel, typicky každé vozidlo zná veličiny předchoźıho vozidla PF. Mimo PF topologii
je samozřejmě možné zavést i jinou komunikaci vozidel, tedy např́ıklad obousměrné
předáváńı informace BD. Pro jednotlivé dekomponované systémy je poté navržen lokálńı
optimálńı či sub-optimálńı regulátor [54, 58–60, 62].

V práci [54] je popsán postup návrhu distribuovaného řešeńı pomoćı LQR, který
je obdobný jako u centrálńıho ř́ızeńı definovaného dř́ıve (3.4.3). Jediný rozd́ıl v návrhu,
který se vyskytuje spoč́ıvá v rozděleńı celého modelu kolony na jednotlivé subsystémy.
Model je obdobně definovaný jako v této práci (20) s výjimkou některých nezanedbaných
prvk̊u. Rozděleńı modelu spoč́ıvá ve vytvořeńı blok̊u o velikosti 3 × 3, s výjimkou
vedoućıho vozidla v kolony s blokem o velikosti 1 × 1. Pro každého agenta v koloně jsou
źıskány tři rovnice popisuj́ıćı kooperativńı chováńı s jeho předcházej́ıćım vozidlem. Pro
vedoućı a i-té vozidlo kolony jsou obdrženy stavové popisy ve tvaru:

d

dt
∆y1 = A1∆v1 +B1∆f1,

d

dt

∆yi−1

∆wi−1

∆yi

 = Âi

∆yi−1

∆wi−1

∆yi

+Bi∆fi,

kde matice odpov́ıdá Âi = Ai − [bi−1, 0, 0]
T K̂i−1 a je složena z blok̊u matice dynamiky

Ai, součinu vektoru ześıleńı předchoźıho vozidla K̂i−1 a vstupu předchoźıho agenta bi−1,
stavové proměnné definované jako v (20) a posledně vstupńı matićı pro daný subsystém.
Pro tyto subsystémy se postupně urč́ı zpětnovazebńı matice minimalizaćı kritéria (41)
a řešeńım ARE (43), č́ımž je poté možno složit kompletńı zpětnovazebńı matici stavové
zpětné vazby [54].

3.5.5 Prediktivńı ř́ızeńı modelu

Návrh a princip prediktivńıho ř́ızeńı je již v práci uveden (3.4.6), ale pro centrálńı
strategii. V práci [51] je ukázáno, že je možné využ́ıt metody pro oba typy strategíı.
Je zmı́něno, že návrh distribuované strategie vzhledem k centrálńı strategii je rozd́ılný
pouze v jediném kritériu.

Kritéria jsou volena opětovně shodně jako při centrálńı strategie. Jediné odlǐsně
volitelné kritérium je zaměřené na rozestupy.

J i
rozestup(tk) =

{
0, i = 1,∑j=k+H−1

j=k ∥xi(tj)− x̂i−1(tj − τ)∥2ζQ , i = 2, . . . ,M,

kde každé vozidlo, s výjimkou vedoućıho, sleduje předchoźı vozidlo s časovým rozestupem
τ . Časový rozestup posouvá sledováńı stavu k předchoźımu vozidlu právě o zmı́něné
časové zpožděńı τ . Dále x̂ představuje převzatý stav složený z minulých a predikovaných
stav̊u od předchoźıho vozidla. Takový stav tedy představuje veličinu či stav obdržený
kooperaćı jednotlivých vozidel a stav x je složen z rychlosti a polohy aktuálńıho vozidla.

Optimálńıho ř́ızeńı, neboli optimálńı vstup, je opětovně možno źıskat iterativńım
řešeńı [52]. Kvadratická kritéria jsou poč́ıtány na zvoleném konečném horizontu H
a minimalizaćı je źıskán optimálńı vektor ř́ızeńı dané iterace. Z optimálńıho vektoru
je vybrán prvńı prvek, který je následně použit a poté začne daľśı iterace algoritmu.
Distribuovaná strategie prediktivńıho ř́ızeńı zaručuje nižš́ı nároky na výpočet zejména z
d̊uvodu, že je sńıžena potřebná komunikace mezi vozidly a vyšš́ımi vrstvy [51].
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3.5.6 Ř́ızeńı s dohodou

Metoda zabývaj́ıćı se ř́ızeńım s dohodou bývá využ́ıvána v oblasti distribuovaných
strategíı. Ř́ızeńı s dohodou, neboli konsensus ř́ızeńı, využ́ıvá kooperativńıch agent̊u v
śıti, kteř́ı maj́ı společný zájem a ćıl. Společného ćıle je dosaženo vzhledem k jednotlivým
stav̊um veškerých agent̊u. Distribuovaný algoritmus konsensu je navržený tak, aby
vnucoval veškerým agent̊um kolony vozidel podobnou dynamiku. Při vhodné komunikaci
agent̊u je možno modelovat aktualizováńı stav̊u vozidel pomoćı diferenciálńıch rovnic [75].

Nejčastěji použ́ıvaný algoritmus pro spojité ř́ızeńı s dohodou využ́ıvá algoritmus se
samotným integrátorem a lze ho zapsat ve tvaru:

ẋ(t) = −
N∑
j=1

ai,j(t)
(
xi(t)− xj(t)

)
, i = 1, . . . , N, (54)

kde ai,j je (i, j)-tý prvek matice sousednosti př́ıslušej́ıćı komunikačńımu grafu systému
v čase t, dále xi odpov́ıdá informačńımu stavu i-tého agenta. Pro informačńı stav i-
tého agenta přibližuj́ıćı se stav̊um ostatńıch soused́ıćıch agent̊u, je dosaženo konsensu.
Algoritmus se samostatným integrátorem (54) je možno dále rozš́ı̌rit na algoritmus s
dvěma integrátory, umožňuj́ıćı modelovat dynamiku agent̊u pro kooperativńı adaptivńı
ř́ızeńı kolony. Algoritmus s dvojitým integrátorem distribuovaného ř́ızeńı s dohodou je
popsaný rovnićı:

ẍ(t) = −
N∑
j=1

ai,j(t)
[(
xi(t)− xj(t)

)
+ γ

(
ẋi(t)− ẋj(t)

)]
, i = 1, . . . , N, (55)

kde γ > 0 je lad́ıćım parametrem, označuj́ıćı závislost vazby mezi derivacemi vektoru
stavu. Dohoda je zaručena při splněńı pozičńıch, ale i rychlostńıch rozd́ıl̊u agent̊u. Mezi
daľśı časté algoritmy využ́ıvané pro kooperativńı ř́ızeńı vozidel lze zařadit algoritmy s
dopravńım zpožděńım, které je běžné v dopravńıch situaćıch. Taková diferenciálńı rovnice
je obdržena nahrazeńım stav̊u pravé strany rovnice v (55) za časově opožděné stavy a
jejich derivace o časové zpožděńı τ . Zmı́něné algoritmy ř́ızeńı je možno využ́ıt pro ř́ızeńı
podélného, ale i okrajového pohybu vozidel [75].

Mnoho daľśıch algoritmů daného zp̊usobu ř́ızeńı je navrženo. Nicméně, přináš́ı s
sebou plno nevýhod, které představuj́ı problém s nelinearitami a omezeńımi při návrhu.
Pro takové př́ıpady je možno využ́ıt př́ıstupu optimálńıho ř́ızeńı [75].

3.5.7 Robustńı ř́ızeńı

Robustńı ř́ızeńı je žádáno v situaćıch, když pro nominálńı systém je známa existence
některé jeho neurčitosti. Neurčitost může představovat např́ıklad nepřesnosti v dynamice
systému. Robustńı ř́ızeńı je možno použ́ıt v distribuovaných strategíıch, kdy jednotlivá
vozidla jsou svoj́ı dynamikou podobná [65].

V praćıch [65–67] je využit robustńı návrh ř́ızeńı pro systém kolony vozidel, po-
moćı H∞ normy či geometrického př́ıstupu. V práci [65] je využit model druhého řádu,
který je ř́ızen stavovou zpětnou vazbou zaměřenou pouze na lokálńı části kolony. K
umožněńı syntézy regulátoru pomoćı H∞ normy je model převeden pomoćı lineárńı
částečné transformace. Transformaćı je model dekomponován do tvaru určuj́ıćı nominálńı
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a neurčitou část modelu:

pi(s) =
1

s2
P (s)ui(s) +

1

s2
wi(s),

zi(s) = Ω(s)P (s)ui(s),

wi(s) = ∆izi(s), i = 1, . . . , N, (56)

kde wi(s), zi(s) představuj́ı poruchový a normalizovaný budićı signál, Ω(s),∆i jsou
váhovou funkćı a parametrem normalizované neurčitosti i-tého vozidla s podmı́nkou
∥∆i∥∞ ≤ 1, posledně P (s), ui(s) představuj́ı nominálńı model všech vozidel a vstup
systému. Následně je zavedena nová chybová proměnná: ei(t) = pi(t) − p0(t), pro který
je zákon ř́ızen následovný:

ui(s) = K(s)
∑
k∈Ni

(
ei(s)− ek(s)

)
, (57)

pro K(s) = Kp +Kvs+Kas
2. Z čehož při dosazeńı (56,57) je źıskán model:

E(s) =
1

s2
P (s)U(s) +

1

s2
W(s)− 1Np0(s)−

1

s
Γ0,

Z(s) = Ω(s)P (s)U(s),

W(s) = ∆Z(s),

kde E(s) = [e1(s), . . . , eN(s)]
T je vektor přenosových funkćı chybových veličin, U(s) =

[u1(s), . . . , uN(s)]
T je vektor přenosových funkćı vstup̊u, Γ0(s) = [d10(s), . . . , dN0(s)]

T

je vektor přenosových funkćı rozestup̊u vozidel, W(s) = [w1(s), . . . , wN(s)]
T odpov́ıdá

vektoru přenosových funkćı poruch, Z(s) = [z1(s), . . . , zN(s)]
T je vektor přenosových

funkćı normalizovaných budićıch signál̊u a Γ = diag(∆1, . . . ,∆N) je diagonálńı matici
složenou z normalizovaných neurčitost́ı jednotlivých vozidel [65].

Pro H∞ ř́ızeńı je systém v práci [65] dále strukturálně rozdělen. Pro jednotlivé
rozdělené subsystémy tak je možno navrhnout distribuovaný H∞ regulátor. K návrhu je
využita věta o malém zisku. Tato věta ř́ıká, pokud existuje zpětnovazebńı matice ześıleńı
K s vhodně zvolenými kladnými konstantami α, γ takovými, že jsou splněny podmı́nky:

∥Ω(s)P (s)K(s)Λiτ d(Λi)∥∞ ≤ γ,

∥Wp(s)τ d(Λi)∥∞ ≤ α, i = 1, . . . , N,

poté je dekomponovaný systém robustně stabilńı, kde Wp(s) představuje váhovou
funkci výkonnosti, Λi je matićı složenou z vlastńıch č́ısel, γ je návrhovým parametrem a
posledně τ d(Λi) = [s2I− P (s)K(s)Λi]

−1.

Návrh ř́ızeńı zaručuje distribuovaný a robustně stabilńı systém. V práci [65] je
tedy ukázáno, že je možno pro distribuované strategie využ́ıt i stavové zpětné vazby.
Taktéž je ukázáno, že robustńı H∞ ř́ızeńı s využit́ım BD topologie přináš́ı značně lepš́ıch
výsledk̊u při poruchách, o proti nerobustńımu ř́ızeńı ve tvaru stavové zpětné vazby.

3.5.8 Vlnové ř́ızeńı

Návrh ř́ızeńı kolony vozidel je možno provést pomoćı vlnového ř́ızeńı. Metoda vycháźı
z oblasti flexibilńıch mechanických struktur a je využita pro distribuovanou strategii.
Vlnové ř́ızeńı je založeno na takzvané vlnové přenosové funkci, která popisuje pr̊uchod
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vlny systémem, tedy kolonou vozidel. Hlavńı princip metody spoč́ıvá ve vygenerováńı
vlny na počátku kolony, kde se nacháźı aktuátor přidružený některému vozidlu, typicky
vedoućı vozidlo. Vygenerovaná vlna se š́ı̌ŕı kolonou až k jej́ımu konci, kde se odraźı, a
poté postupuje zpětně ke zmı́něnému aktuátoru na počátku kolony. Na počátku kolony
je odražená vlna absorbována aktuátorem [71].

V práci [71] je uvažováno využit́ı symetrického obousměrného regulátoru, je zde
tedy využita topologie BD, s úkolem zaručit ekvivalentńı rozestupy mezi vozidly v lokálńı
oblasti. Využit́ım topologie BD jsou určeny přenosové funkce pro i-té a pro posledńı
vozidlo N -té vozidlo následovně:

Xi(s) =
1

α(s)

(
Xn−1(s)−Xn+1(s)

)
, XN(s) =

1

α(s)− 1

(
Xn−1(s)−Dref(s)

)
,

kde přenosová funkce posledńıho vozidla je definována pro PF topologii, s je kom-
plexńı proměnná přenosové funkce, Dref je referenčńım rozestupem mezi vozidly a
α(s) = 1

P (s)C(s)
+ 2 pro P (s) odpov́ıdaj́ıćı přenosové funkci dynamiky systému a C(s)

přenosové funkci symetrického BD regulátoru. Dynamika vozidla je popsána dvojitým
integrátorem s koeficientem třeńı a symetrický BD regulátor vycháźı ze vztahu pro PI
regulátor: C(s) = kp + ki/s. Koeficienty regulátoru kp, ki představuj́ı proporcionálńı a
integračńı zisk PI regulátoru, který je zvolen z d̊uvodu jednoduché struktury modelu
vozidla [71, 72].

Následně je nutno definovat vlnové funkce, které jsou v práci [71] definovány. Vl-
novou rovnici je možno rozdělit na komponenty An(s), Bn(s), taktéž vlnové proměnné.
Odvozeńım je źıskán model podélného pohybu kolony vozidel pro nekonečný počet
vozidel:

Xn = An +Bn,

G1 = G−1
2 ,

An+1 = G1An,

Bn = G2Bn−1, (58)

kde rovnice (58) popisuj́ı pr̊uběh vlnových promměných š́ı̌reńım kolonou a G1, G2 jsou
vlnové přenosové funkce definovány následovně:

G1(s) =
α

2
− 1

2

√
α2 − 4, G2(s) =

α

2
+

1

2

√
α2 − 4.

Při reálných aplikaćıch je nutno zavést konečný počet vozidel a t́ım je nutno upravit
předpisy, podmı́nky a omezeńı. V praćıch [71, 72] jsou dále popsány r̊uzné možnosti
návrhu regulátoru absorbuj́ıćı odražené vlny.

V práci [71] je zaručeno, že při splněńı některých podmı́nek do sebe vozidla nemo-
hou nabourat při zrychlováńı kolony. Zároveň je řečeno, že v počátku zrychlováńı jsou
rozestupy navyšovány, což vede na bezpečněǰśı j́ızdu. Nicméně, je nutno vhodně upravit
impulsńı odezvu, aby nedocházelo k nevyhovuj́ıćım podkmit̊um. Každopádně, hlavńı
zaměřeńı metody spoč́ıvá v ř́ızeńı na počátku či na obou konćıch kolony k aktivńımu
potlačeńı vln polohových změn. Regulátor absorbuj́ıćı vlny s sebou přináš́ı významné
výhody, které odstraňuj́ı potřebnou znalost či použit́ı: bezdrátové komunikace, velikosti
kolony, znalosti umı́stěńı vozidla v koloně a posledně znalosti referenčńıho rozestupu a
rychlosti. Největš́ı problematika metody spoč́ıvá v nalezeńı zmı́něné impulzńı odezvy
vlnové přenosové funkce [71, 72].
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3.5.9 Adaptivńı ř́ızeńı

Návrh adaptivńıho ř́ızeńı je možný pro centrálńı i distribuovanou strategii. V práci [8]
jsou provedeny analýzy stability uzavřené smyčky a řetězové stability při využit́ı adap-
tivńıho ř́ızeńı s r̊uznými informačńımi topologiemi. V dř́ıvěǰśı části je popsán a naznačen
návrh centrálńıho adaptivńıho ř́ızeńı a v této části bude nast́ıněn návrh distribuovaného
adaptivńıho ř́ızeńı. V praćıch [68, 69] je ukázáno, že lze využ́ıt i adaptivńı ř́ızeńı s
klouzavým režimem (sliding mode control), které je navrženo taktéž pro distribuovanou
strategii.

Jeden z možných návrh̊u adaptivńıho ř́ızeńı vycháźı z práce [8], kde je provedena
analýza stability při topologii TPF (3.3). Dynamika jednotlivých vozidel je definována
chybovým modelem ve tvaru shodném jako v (48), ale je možno vyjádřit chybu
následovně: ë = ẍ. Při předpokladu:

ξ = He, ξ = H ė, (59)

kde H ≻ 0 je reálnou a kladnou matićı a dle (59) je možno převést dynamiku kolony
vozidel do tvaru:

ξ̇ = ζ,

ζ̇ = H(u+ΦTθ), (60)

kde u = [u1, . . . , uN ]
T , Φ = diag(Φ1, . . . ,ΦN) je diagonálńı matićı jednotlivých regresor̊u

a vektor parametr̊u θ = [θ1, . . . ,θN ]
T . Použit́ım zákonu ř́ızeńı v podobě:

u = αξ − βζ −ΦT θ̂, (61)

kde α, β jsou reálné kladné konstanty. Dosazeńım zákonu ř́ızeńı (61) do modelu kolony
(60) je źıskán odchylkový tvar:

ε̇ = Eε+∆,

kde vektor stavu odpov́ıdá ε = [ξ, ζ]T , matice dynamiky E =

[
0 I

−αH −βH

]
a vstupńı

vektor θ = [0, HΦT θ̃]T . Adaptačńı zákon pro odhad parametr̊u a omezeńı jsou dány
vztahy:

θ̇ = −ΓΦHT (e− ė), (62)

β >
λmax(Z)

αλmin(HT +H)
− 2, (63)

kde Z = (αH + βHT + βI)(H +HT )−1(αHT + βH + βI) a λ představuje maximálńı či
minimálńı vlastńı č́ıslo matice H. Pro zákon ř́ızeńı (61), adaptačńı zákon (62) a omezuj́ıćı
podmı́nku (63) je dle definované věty v práci [8] zaručeno vnitřńı stability pro systém
kolony vozidel. Taktéž je zde proveden d̊ukaz vnitřńı stability a řetězové stability, která
je zaručena při volbě β ≥

√
2α [8].

V práci [8] jsou provedeny simulace ř́ızeńı rozestup̊u a rychlost́ı jednotlivých návrh̊u s
r̊uznými topologiemi adaptivńıho ř́ızeńı. Je ukázáno, že při ř́ızeńı systému je dodrženo
řetězové stability s minimálńı chybou rozestupu při aktivńı poruše.
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3.5.10 Strojové učeńı

Metody umělé inteligence se v nedávné době velmi často aplikuj́ı do téměř každé
oblasti. U těchto metod prob́ıhá snaha o naučeńı dané problematiky a následné využit́ı
naučených zkušenost́ı pro širš́ı a obecněǰśı př́ıpady. Z naučených dat tak je žádáno
generalizovat využit́ı pro širš́ı, ale podobné použit́ı. Pro ř́ızeńı kolony vozidel, podélné či
postranńı, je možno využ́ıt metod umělé inteligence pro distribuované strategie. Tento
př́ıstup využ́ıvá technik aproximováńı funkćı spolu s uč́ıćım algoritmem gradientńıho
sestupu k úpravě ř́ıdićıho př́ıstupu k optimalizováńı výkonnosti [73]. V práci [74] je
řečeno, že posilovaćı učeńı je možno provést i pro centrálńı strategii, ale návrh bývá
velmi náročný až nepraktický. Z daného d̊uvodu bude představena metoda pouze pro
distribuovanou strategii.

V práci [73] je zmı́něno, že vhodnou metodou strojového učeńı pro kolonu vozidel
je např́ıklad metoda posilovaćıho učeńı (reinforcement learning = RL). Pomoćı metody
prob́ıhá postupné učeńı možnost́ı ovládáńı vozidel a svým chováńım má velmi bĺızko k
př́ıstupu adaptivńıho ř́ızeńı systémů. Návrh regulátoru pro RL spoč́ıvá v algoritmech
gradientńıch metod. Jednotlivá vozidla jsou rozdělena na agenty, kteř́ı maj́ı za úkol po-
moćı možných interakćı maximalizovat kumulativńı odměnu R. Předpoklad kumulativńı
odměny je definován jako hodnota V π∗

(s) = E[R|s0 = s] stavu s vzhledem k př́ıstupu
π. Je dáno, že existuje stacionárńı a deterministický př́ıstup π∗, pro který je V π∗

(s)
optimálńı v každém stavu s. Ćılem celého systému je maximalizovat odměny aktuálńıho
odhadu V (st) stavu źıskaného z maxa∈AQ(st, a), kde a je akce změny stavu, A představuje
množinu akćı pro změny stav̊u s a Q je odhad výnosu spojený s každou možnou akćı a.
Daľśım možným př́ıstupem k návrhu ř́ıdićıho prvku spoč́ıvá v gradientńıch metodách.
Výhodou oproti klasickým RL je, že gradientńı metody zaručuj́ı konvergenci. Posledńı
zmı́něný algoritmus, zabývaj́ıćı se př́ıstupem gradientńıch metod, spoč́ıvá ve využit́ı
algoritmu zpětné propagace chyby neuronových śıt́ıch. Př́ıstupy gradientńıch algoritmů
jsou využity např́ıklad v autonomńım ř́ızeńı letu helikoptér, ř́ızeńı podvodńıch vozidel a
podobně. V práci [73] je ukázáno, že dané metody je možno použ́ıt i pro podélné ř́ızeńı
kolony vozidel.

Při návrhu je využito neuronové śıtě s dvěma vstupy, tedy rozestupem a jeho de-
rivaćı. Tyto vstupy jsou přivedeny na skrytou vrstvu s dvaceti neurony a výstupem
skryté vrstvy jsou tři aproximované výstupy. Na výstupy je využita funkce SOFT-MAX
určuj́ıćı pravděpodobnost akćı. Rozestup Hw a derivace rozestupu ∆Hw jsou definovány
vztahy:

Hw =
zL − zi

vi
, ∆Hw = Hwt −Hwt−1,

kde zL, zi představuj́ı pozici vedoućıho prvku L a jeho následovńıka i a v je rychlost
následovńıka. Stav je složen jako S = {Hw,∆Hw,Acc}, kde Acc je množinou možných
akceleraćı s možnostmi: brzdy, plynu a žádné akce. Stav s možnými akcemi představuje
výstupy neuronové śıtě zmı́něné dř́ıve [73].
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4 Návrh ř́ıdićıch strategíı

V této části proběhne návrh a analýza centrálńıho ř́ızeńı. Prvně se bude řešit návrh
pomoćı LQR, u kterého se bude klást d̊uraz na nalezeńı struktur váhových matic vedoućıch
na symetrické řešeńı. Pro váhové matice bude nutno nalézt takové řešeńı, které vede
na symetrické ř́ızeńı a zároveň na zaručeńı vlastnost́ı váhových matic v podobě semi-
definitnosti a definitnosti. Budou prob́ırány situace, kdy se vycháźı z výstupńı matice
C a volba struktury výstupńı matice vycháźı pouze z př́ımých vazeb veličin. Dále bude
problém rozš́ı̌ren o nalezeńı symetrického ř́ızeńı v př́ıpadě, že se nevycháźı z př́ımých vazeb.
To znamená, že se jedná o tvary, které nemuśı vést na požadované vlastnosti. Dále bude
řešen problém přǐrazeńı pól̊u pomoćı Jordanovy formy. V matici Jordanovy formy budou
voleny obecná vlastńı č́ısla, pomoćı kterých je určeno řešeńı stavové zpětné vazby. Jedná
se o symbolické výpočty k nalezeńı obecných tvar̊u požadovaných struktur Jordanovy
formy. Pro symbolické výpočty bude představeno několik nalezených obecných tvar̊u,
které zaručuj́ı možnost libovolné volby vlastńıch č́ısel při některé z definovaných struktur.
Každopádně, nároky na výpočet jsou pro obecněǰśı předpoklady př́ılǐs náročné. Posledně
je představen postup diskretizace systému. V reálných situaćıch budou vozidla ř́ızeny
poč́ıtačově, a proto je nutno převést spojitý systém na jeho diskrétńı podobu. Několik
možných zp̊usob̊u převodu bude představeno. Taktéž je dále představen symetrický návrh
stavové zpětné vazby pro diskrétńı model. Předpokladem je, že spojitý systém, který
je vstupně symetrický, by měl být taktéž vstupně symetrický v jeho diskrétńı podobě.
Ověřeńı tohoto předpokladu je ukázáno i s d̊ukazem platnosti. Jedńım častým zp̊usobem
ř́ızeńı diskrétńıch systémů představuje ř́ızeńı s konečným počtem krok̊u, a proto je takový
př́ıstup názorně ukázán. Je ukázáno, že ř́ızeńı s konečným počtem krok̊u lze provést i
za teorie symetrických systémů, a tedy je představena lemma o symetrizaci stavových
zpětných vazeb s účelem zavést symetrické konečně krokové ř́ızeńı.

4.1 LQR

Návrh a analýza zp̊usobu volby váhových matic potřebných k návrhu LQR proběhne
v dané části. Nejprve proběhne vhodná volba výstupńıch matic C. Volba výstupńı matice
může být vybrána z několika variant, dle možnosti měřeńı stav̊u či detekovatelnosti
dvojice matice dynamiky a výstupńı matice. Jedná se o př́ıpady, kde budou zadány
pouze př́ımé vazby stav̊u výstupńı matice, nikoliv i vzájemné vazby rozestup̊u a rychlost́ı.
Př́ımé vazby odpov́ıdaj́ı veškerým prvk̊um na diagonále. Proběhne tak analýza těchto
situaćıch, pomoćı kterých bude ovlivněna volba výstupńı matice C. Prvky na diagonále
představuj́ı škálováńı hodnot rozestup̊u a rychlost́ı. Každopádně, při ponecháńı pouze
hodnot lichých řádk̊u, by se doćılilo porušeńı vlastnosti detekovatelné dvojice matic
(C,A). Možné př́ıpady, vycházej́ıćı z diagonálńıch a detekovatelných př́ıpad̊u, budou
uvažovat měřeńı:

• 1. pouze odchylek od polohy - rozestup̊u,

• 2. veškerých stav̊u - rozestup̊u i rychlost́ı.

Analýza těchto zmı́něných př́ıpad̊u, vycházej́ıćıch z volby výstupńı matice, je pro-
vedena pro menš́ı počet vozidel. Při analýza se využije symbolických výpočt̊u, pomoćı
kterých proběhne snaha nalézt veškerá možná řešeńı. Symbolickými výpočty je doćıleno
parametrizace všech možných řešeńı, a tedy je źıskán obecný tvar pro volbu matic C, Q
a R, které jsou potřebné při využit́ı metody LQR.
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4.1.1 Volba matic C

Pro libovolný počet vozidel je možno měřit až n stav̊u. Volbou prvk̊u výstupńı matice
C je určeno, které stavy z vektoru stavu je možné měřit senzorem i s př́ıpadnými vazbami
mezi stavy. Vzájemné vazby mezi stavy odpov́ıdaj́ı prvk̊um výstupńı matice mimo hlavńı
diagonálu. Na hlavńı diagonále se nacházej́ı pouze př́ımé vazby stav̊u. Analýza bude pro-
vedena, v této části, se zaměřeńım na př́ımé vazby měřeńı a bude se tak zabývat pouze
volbou diagonálńıch prvk̊u. Pro libovolný počet N vozidel je tvar matice následovný:

C =


c1 0 . . . 0
0 c2 . . . 0
...

...
. . .

...
0 0 . . . cN

 . (64)

Z diagonálńı matice (64) je možno zavést dř́ıve zmı́něné možnosti měřeńı stav̊u. Prvně
bude řešena situace s třemi vozidly v koloně při daných možnostech. Pro definovaný vektor
stavu x(t) (16) z př́ıslušného modelu (20), jednotlivé př́ıpady měřeńı definuj́ı výstupńı
matice ve tvarech:

C1 =


0 0 0 0 0
0 c2 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 c4 0
0 0 0 0 0

 , C2 =


c1 0 0 0 0
0 c2 0 0 0
0 0 c3 0 0
0 0 0 c4 0
0 0 0 0 c5

 , (65)

kde index j = {1, 2} výstupńıch matic Cj představuje definované př́ıpady, dále na lichých
prvćıch diagonály výstupńı matice se vyskytuj́ı hodnoty násob́ıćı odchylky od rychlosti a
na sudých prvćıch diagonály jsou hodnoty násob́ıćı odchylky od polohy. Je nutno zmı́nit,
že definováńım výstupńı matice je ovlivněna i volba váhové matice stav̊u Q viz požadavky
(42).

4.1.2 Určeńı váhových matic

Matice Q muśı být pozitivně semi-definitńı. Tato vlastnost je zaručena při vhodné
volbě výstupńıch matic z požadavk̊u (42), matice je zvolena následovně:

Q = CTC.

Z vycházej́ıćıho obecného diagonálńıho tvaru (64) je určen obecný tvar váhové matice
stav̊u:

Q =


c21 0 . . . 0
0 c22 . . . 0
...

...
. . .

...
0 0 . . . c2N

 .

Z obecného tvaru vycházej́ıćıho z rovnice (64) je vidět, že se prvky diagonály pouze
umocńı. Pro volbu tř́ı vozidel a zavedeného požadavku tvaru matice Q je možno určit
možné varianty jej́ı volby, využit́ım jednotlivých matic C (65). Dosazeńım do vztahu (42)
jsou určeny vyhovuj́ıćı semi-definitńı tvary váhových matic stav̊u:

Q1 =


0 0 0 0 0
0 c22 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 c24 0
0 0 0 0 0

 , Q2 =


c21 0 0 0 0
0 c22 0 0 0
0 0 c23 0 0
0 0 0 c24 0
0 0 0 0 c25

 . (66)
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Pro znázorněńı, v [31] je taktéž volba matic Q představena v obdobné podobě pro obecný
tvar matice Q2:

Q3 =


p1 0 0 0 0
0 q1 0 0 0
0 0 p2 0 0
0 0 0 q2 0
0 0 0 0 p3

 ,

kde liché prvky pi jsou váhy penalizuj́ıćı odchylky od požadovaných rychlost́ı a sudé prvky
qi jsou váhy penalizuj́ıćı rozestupy i-tého vozidla. To znamená, že pro dostatečně bĺızké
rozestupy či opačně př́ılǐs velké rozestupy se zvyšuje hodnota definovaného kvadratického
kritéria (41).

Posledně je nutno zavést penalizaci vektoru ř́ızeńı, pomoćı matice R. Jediná podmı́nka ve
volbě matice R spoč́ıvá v zaručeńı pozitivńı definitnosti. Nejjednodušš́ı možnost́ı je zvolit
diagonálńı prvky kladně a zbylé prvky nulově. T́ım je zaručeno pozitivńı definitnosti
a zároveň vážeńı pouze př́ımých vazeb vektoru ř́ızeńı. Matice R je v obecném tvaru
následovná:

R =


r1 0 . . . 0
0 r2 . . . 0
...

...
. . .

...
0 0 . . . rN

 .

Pro tři vozidla je źıskána matice ve tvaru:

R =

r1 0 0
0 r2 0
0 0 r3

 . (67)

4.1.3 Určeńı řešeńı LQR

Z definovaných matic (66,67), vektoru stavu (16) a vektoru ř́ızeńı (17) je následně
možno vypoč́ıtat kvadratické kritérium a zpětnovazebńı zisk F. Minimalizaćı kvadra-
tického kritéria (41) je možno určit optimálńı ř́ızeńı, které zaručuje nejmenš́ı penalizace
stav̊u a ř́ızeńı. Zákon ř́ızeńı minimalizuj́ıćı hodnotu kritéria je ve tvaru stavové zpětné
vazby a zpětnovazebńı zisk F je možno určit řešeńım ARE (43). Výpočet ARE je již
nutno provést v numerickém tvaru. Dosazeńım kladných hodnot do volných parametr̊u
matic Q a R lze dopoč́ıtat výslednou zpětnovazebńı matici F. Řešeńım ARE je źıskána
matice P, pomoćı které lze určit zpětnovazebńı zisk:

F = −R−1BTP.

4.2 Převedeńı na symetrické LQR

Symetrické LQR dodává daľśı omezeńı na váhové matice potřebné k řešeńı ARE (43).
Hlavńı východisko spoč́ıvá v určeńı matice symetrie systému T, využit́ım vzorce (34). Daľśı
krok se zaměřuje na ověřeńı podmı́nky vstupńı symetrie, která je zaručena při splněných
podmı́nkách (29,30). Dodatečné podmı́nky omezuj́ıćı volbu matic Q a R jsou definovány
v (45,46), a tedy:

T TQT −Q = 0, Q = CTC,

GTRG−R = 0, R ≻ 0.
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4.2.1 Př́ınos symetrických systémů v koloně

V předešlé práci [9] je ukázáno, že při použit́ı teorie symetrických systémů a návrhu
symetrické stavové zpětné vazby je zaručeno jistých předpoklad̊u na přenosové funkce
systému. Je předvedena hypotéza, která taktéž zaručuje splněńı podmı́nky řetězové stabi-
lity při symetrickém ř́ızeńı. To zejména z d̊uvodu, že vlivem poruchy na některém z vozidel
je vybuzena odezva tohoto vozidla. Nicméně, š́ı̌reńı této poruchy je přeneseno pouze na
odchylku od polohy prvńıho předešlého vozidla a odchylky od polohy ostatńıch vozidel
se neměńı pro aplikovanou poruchu. Z přenos̊u je ukázáno, že při vstupńı poruše reaguje
vozidlo v koloně dominantńım skokem rychlosti M a veškerá zbylá vozidla reaguj́ı nižš́ı
odezvou m, ale shodnou se všemi zbylými vozidly.

4.2.2 Úprava výstupńıch matic

Pro definované tvary výstupńıch (64) a váhových (66) matic, jsou využita dodatečná
omezeńı matic. Opětovně je tato část řešena pomoćı symbolických výpočt̊u k nalezeńı
obecného řešeńı. Aplikace symetrických systémů taktéž s sebou přináš́ı, p̊uvodně vyne-
chaný, posledńı rozestup. Jak je již zmı́něno, systém se chová, jako kdyby fungoval v
kruhu. T́ım má prvńı vozidlo znalost vzdálenosti posledńıho vozidla a naopak. Z toho
d̊uvodu, je nutno, upravit výstupńı matice a poč́ıtat tak s t́ımto rozestupem. Upravené
matice vycházej́ıćı z (65) jsou pro tři vozidla ve tvaru:

C1 =


0 0 0 0 0 0
0 c2 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 c4 0 0
0 0 0 0 0 0
0 −c2 0 −c4 0 0

 , C2 =


c1 0 0 0 0 0
0 c2 0 0 0 0
0 0 c3 0 0 0
0 0 0 c4 0 0
0 0 0 0 c5 0
0 −c2 0 −c4 0 0

 . (68)

4.2.3 Určeńı váhových matic

Z upravených tvar̊u výstupńıch matic, v dř́ıvěǰśı části, jsou opětovně zvoleny váhové
matice stav̊u:

Q1 =


0 0 0 0 0 0
0 2c22 0 c2c4 0 0
0 0 0 0 0 0
0 c2c4 0 2c24 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0

 , Q2 =


c21 0 0 0 0 0
0 2c22 0 c2c4 0 0
0 0 c23 0 0 0
0 c2c4 0 2c24 0 0
0 0 0 0 c25 0
0 0 0 0 0 0

 . (69)

Z úprav v (69) je vidět výskytu vzájemných vazeb, tedy prvk̊u i mimo hlavńı dia-
gonálu. Později bude výskyt těchto vazeb ukázán i pro větš́ı množstv́ı vozidel. Následně je
zavedena váhová matice vstup̊u, která muśı být pozitivně definitńı. Pro tuto matici, neńı
nutno žádné změny a odpov́ıdá (67). Dále je nezbytné upravit dimenzi matice symetrie
T či rozš́ı̌rených váhových matic Q. To zejména z d̊uvodu, že následuj́ıćı matematické
operace si vyžaduj́ı shodné dimenze těchto matic. Rozš́ı̌reným váhovým matićım Q se při
předchoźı úpravě přidal nulový sloupec i řádek na posledńım indexu a d̊uležité úpravy
jsou provedeny mimo tyto indexy. Proto jsou z váhových matic zvoleny sub-matice mimo
posledńıho indexu sloupce i řádku.

Pro symetrické LQR je potřebné zavést dodatečný krok, který parametrizuje veškerá
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symetrická řešeńı. Omezeńı spoč́ıvá ve využit́ı podmı́nek (45,46). Aplikováńım na defino-
vané váhové matice v obecném tvaru je źıskána soustava rovnic. Řešeńım soustavy rovnic
jsou obdrženy parametry určuj́ıćı volnost váhových matic. Nalezená řešeńı definuj́ı, že
veškeré liché prvky hlavńı diagonály jsou shodné. Sudé prvky hlavńı diagonály jsou taktéž
shodné, ale dvojnásobné oproti vzniklým vzájemným vazbám mimo hlavńı diagonálu.
Řešeńı zaručuj́ıćı symetrické matice:

[q1 = q = c2 = c4], (70)

[p2 = p = c1 = c3 = c5, q3 = q = c2 = c4], (71)

[r = r1 = r2 = r3], (72)

přičemž indexy prvk̊u p, q představuj́ı definované možnosti měřeńı, které vycháźı z tvar̊u
výstupńıch matic (65). Nicméně, řešeńı jsou shodná a dle rozd́ıl̊u výstupńı matice se měńı
pouze typ parametr̊u. Je možno pro jednotlivé volby zvolit p, q bez index̊u. Využit́ım
definovaných váhových matic (69) a dosazeńım nalezených řešeńı (70,71,72), jsou źıskány
tvary symetrických váhových matic s obecným řešeńım:

Q1 =


0 0 0 0 0
0 2q2 0 q2 0
0 0 0 0 0
0 q2 0 2q2 0
0 0 0 0 0

 , Q2 =


p2 0 0 0 0
0 2q2 0 q2 0
0 0 p2 0 0
0 q2 0 2q2 0
0 0 0 0 p2

 , R =

r 0 0
0 r 0
0 0 r

 . (73)

V porovnáńı symetrických (73) a obyčejných (66) váhových matic lze vidět rozd́ıl na
sudých prvćıch diagonály a na sudých prvćıch vedleǰśı diagonály. Dále bude provedena
analýza pro v́ıce vozidel k ověřeńı a určeńı zp̊usobu výskytu vzájemných vazeb.

4.2.4 Určeńı symetrického řešeńı

Definice obecných tvar̊u výstupńıch a váhových matic jsou využity k určeńı řešeńı
ARE (43), č́ımž je doćıleno matice P. Řešeńı P je následně možno využ́ıt k výpočtu
zpětnovazebńı, symetrické a stabilizuj́ıćı matice ześıleńı. Určeńı zpětnovazebńı matice je
zaručeno pro veškeré varianty, tedy zavedeńı měřeńı rozestup̊u a kombinaćı i s rychlost́ı.
Váhová matice vstup̊u R je volena shodně pro všechny př́ıpady v diagonálńı podobě.
Váhové matice stav̊u Qi jsou určeny z výstupńıch matic Ci v (68). Pro tři vozidla a
veškerá nalezená symetrická řešeńı (70,71,72) je doćıleno:

F1 =

−1.818 −3.464 0.702 −1.732 0.702
0.702 1.732 −1.818 −1.732 0.702
0.702 1.732 0.702 3.464 −1.818

 , (74)

F2 =

−1.391 −2.449 0.583 −1.225 0.583
0.583 1.225 −1.391 −1.225 0.583
0.583 1.225 0.583 2.449 −1.391

 , (75)

pro zvolené parametry [p = 1, q = 3, r = 1] dosazené do tvar̊u (73). Je doćıleno struktury
využ́ıvaj́ıćı veškerých stav̊u, které je vhodné využ́ıt pro centrálńı ř́ızeńı. Ze źıskaných tvar̊u
zpětnovazebńıch matic (74,75) lze zpozorovat symetrického tvaru matice. Tyto matice
využ́ıvaj́ı vždy shodných ześıleńı u odchylek rychlost́ı daných vozidel. Na lichých sloupćıch
se vyskytuj́ı ześıleńı všech rychlostńıch odchylek. Taktéž je vidět shodné závislosti i-tého
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vozidla na rychlostńıch odchylkách zbylých vozidel, a tedy 0.702 v př́ıpadě měřeńı pouze
rozestup̊u a 0.583 při měřeńı všech odchylek. Následně je možno spatřit závislosti na
sudých prvćıch, kde nastávaj́ı dva př́ıpady. Každé auto využ́ıvá kladných hodnot polo-
hových odchylek předchoźıch vozidel a záporných odchylek následuj́ıćıch vozidel. Vzda-
lováńım vozidel od aktuálńıho vozidla docháźı absolutně k postupnému poklesu hodnot
polohových odchylek.

4.2.5 Symetrické LQR pro v́ıce vozidel

Dále budou prob́ırány pouze prvńı a třet́ı situace, tedy měřeńı rozestup̊u a veškerých
stav̊u. Měřeńı pouhých rychlost́ı je vynecháno. Výpočet symetrické matice Q je proveden
a odzkoušen pro v́ıce vozidel kolony. U všech možnost́ı volby vozidel je doćıleno stejné
struktury váhové matice stav̊u. Výsledná struktura bude představena v koloně pěti
vozidel.

Pro pět vozidel je upravena výstupńı matice C z p̊uvodńıho tvaru (64) na aktuálńı:

C1 =



0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 c2 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 c4 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 c6 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 c8 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 −c2 0 −c4 0 −c6 0 −c8 0 0


, (76)

C3 =



c1 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 c2 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 c3 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 c4 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 c5 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 c6 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 c7 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 c8 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 c9 0
0 −c2 0 −c4 0 −c6 0 −c8 0 0


. (77)

Využit́ım výstupńıch matic (76,77) jsou určeny váhové matice. Využit́ım podmı́nek pro
zaručeńı symetrických váhových matic, převedeńım do soustavy rovnic a vyřešeńım je
źıskán obecný tvar volby symetrických váhových matic stav̊u a ř́ızeńı:

Q1 =



0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 2c22 0 c22 0 c22 0 c22 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 c22 0 2c22 0 c22 0 c22 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 c22 0 c22 0 2c22 0 c22 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 c22 0 c22 0 c22 0 2c22 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0


, (78)
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Q3 =



c21 0 0 0 0 0 0 0 0
0 2c22 0 c22 0 c22 0 c22 0
0 0 c21 0 0 0 0 0 0
0 c22 0 2c22 0 c22 0 c22 0
0 0 0 0 c21 0 0 0 0
0 c22 0 c22 0 2c22 0 c22 0
0 0 0 0 0 0 c21 0 0
0 c22 0 c22 0 c22 0 2c22 0
0 0 0 0 0 0 0 0 c21


. (79)

Z tvar̊u váhových matic pro pět vozidel (78,79) a pro tři vozidla lze vidět, že pro
zvyšuj́ıćı počet vozidel, vznikaj́ı vazby mezi jednotlivými rozestupy váhových matic. Kva-
dratické kritérium (41) pro měřeńı rozestup̊u u pěti vozidel je možno následovně rozepsat
a vyjádřit:

J3 =
1

2

∫ ∞

0



δy1
δw1

δy2
δw2

δy3


T 

0 0 0 0 0
0 2q2 0 q2 0
0 0 0 0 0
0 q2 0 2q2 0
0 0 0 0 0



δy1
δw1

δy2
δw2

δy3

+

δf1δf2
δf3

T r 0 0
0 r 0
0 0 r

δf1δf2
δf3


 dt =

1

2

∫ ∞

0

[
(2δw1 + δw2)q

2δw1 + (δw1 + 2δw2)q
2δw2 +

(
δf 2

1 + δf 2
2 + δf 2

3

)
r
]
dt.

Pro vzr̊ustaj́ıćı počet vozidel se měńı pouze prvńı část kvadratického kritéria, váž́ıćı stavy
vozidel. Aktuálńı odchylka je vždy dvojnásobná a kvadratická. Pro libovolný počet N
vozidel je kritérium obecně zapsáno v následovném tvaru:

JN =
1

2

∫ ∞

0

[(
(2δw1 + δw2 + · · ·+ δwN−1)δw1 + (δw1 + 2δw2 + · · ·+ δwN−1)δw2+

+ · · ·+ (δw1 + δw2 + · · ·+ 2δwN−1)δwN−1

)
q2 +

(
δf 2

1 + δf 2
2 + · · ·+ δf 2

N

)
r
]
dt. (80)

Kritérium (80) je převedeno do symetrického tvaru, ve kterém jsou veškeré stavy penali-
zovány shodným koeficientem q a veškeré vstupy jsou penalizovány koeficientem r.

4.2.6 Vývoj vlastńıch č́ısel

Pro symetrické LQR je nutné využ́ıt předchoźıch symetrických váhových matic.
Využit́ım definovaných matic pro návrhy, které vycháźı z definováńı výstupńı matice
je nutné určit pouze tři parametry, a tedy p, q, r. Návrh se omezuje definováńım tř́ı
parametr̊u pro libovolný počet N -ti vozidel. V sekci (4.2.4) jsou parametry definovány
jako p = 1, q = 3, r = 1. Vývoj vlastńıch č́ısel pro tři až deset vozidel je zobrazen na
obrázku (8). Vývoj vlastńıch č́ısel při odlǐsné volbě těchto parametr̊u je zobrazen na
obrázćıch (9,10,11).
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Obrázek 8: Pr̊uběh vlastńıch č́ısel uzavřené smyčky využit́ım symetrického LQR při volbě
parametr̊u p = 1, q = 3, r = 1

-3.5 -3 -2.5 -2 -1.5 -1 -0.5

Re(z)

-0.8

-0.6

-0.4

-0.2

0

0.2

0.4

0.6

0.8

Im
(z

)

N = 3
N = 4
N = 5
N = 6
N = 7
N = 8
N = 9
N = 10

Obrázek 9: Pr̊uběh vlastńıch č́ısel uzavřené smyčky využit́ım symetrického LQR při volbě
parametr̊u p = 3, q = 3, r = 1

Z obrázku (8) lze vidět, že shodnou volbou parametr̊u, jako dř́ıve v (4.2.4), je źıskáno
pro tři až deset vozidel vlastńıch č́ısel, které se umist’uj́ı na dvou téměř lineárńıch útvarech.
Mimo tento téměř lineárńı útvar se u každého vozidla vyskytuje vlastńı č́ıslo na hodnotě
přibližně −1.4. Při shodné volbě parametr̊u stav̊u, a tedy např́ıklad p = 3, q = 3, je
doćıleno přǐrazeńı vlastńıch č́ısel převážně ne nulové imaginárńı složce viz obrázek (9).
Experimenty je odzkoušeno, že libovolná volba těchto parametr̊u stabilizuje systém a
zaruč́ı symetrickou stavovou zpětnou vazbu.
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Obrázek 10: Pr̊uběh vlastńıch č́ısel uzavřené smyčky využit́ım symetrického LQR při volbě
parametr̊u p = 1, q = 10, r = 1
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Obrázek 11: Pr̊uběh vlastńıch č́ısel uzavřené smyčky využit́ım symetrického LQR při volbě
parametr̊u p = 10, q = 1, r = 1

Pomoćı návrhu symetrického LQR je doćıleno pouze symetrických tvar̊u váhových
matic, ale je vhodné volit parametry p, q, r rozumně. Pro velké rozd́ıly hodnot jsou vlastńı
č́ısla přǐrazeny velmi bĺızko imaginárńı osy. Pro zvyšuj́ıćı se hodnotu parametru q jsou
vlastńı č́ısla přǐrazovaný na lineárńı útvar okolo reálné osy. Experimenty je možno se
domńıvat, že pokud je q > p tak jsou vlastńı č́ısla komplexně sdružená a v levé polorovině.
Takový př́ıpad pro p = 1, q = 10, r = 1 je zobrazen na obrázku (10). V př́ıpadě nesplněńı
této podmı́nky budou přǐrazená vlastńı č́ısla uzavřené smyčky umı́stěny taktéž ve stabilńı
polorovině, ale pouze s reálnou složkou viz obrázek (11). Póly jsou tedy přǐrazeny pouze na
reálné ose či s velmi malou zanedbatelnou hodnotou imaginárńı složky. Nicméně, některé
z nich jsou velmi bĺızko počátku. Při zvyšuj́ıćı se hodnotě p se póly bĺıž́ı počátku a bĺıž́ı se
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tak k mezi stability. Při dostatečně velké Volbě parametru r může být doćıleno obdobného
chováńı, a tedy posunut́ı některých pól̊u bĺızko imaginárńı osy.

4.2.7 Daľśı možnosti výstupńı matice

V předchoźıch sekćıch se řeš́ı možnost určeńı matic Q z výstupńıch matic, které
využ́ıvaj́ı pouze př́ımých vazeb stav̊u. Každopádně, je možno řešit i situace, kdy výstupńı
matice je složena i z prvk̊u mimo hlavńı diagonálu. Nejrozsáhleǰśı př́ıpad představuje,
že výstupńı matice je plná a nebude se tedy vyskytovat žádný nulový prvek uvnitř matice.

Situace, které mohou být brány v potaz, představuj́ı plnou výstupńı či váhovou
matici C, Q a dále ještě plnou váhovou matici vstup̊u R. Takové situace je nutno vyřešit
a při nich zajistit splněńı vlastnost́ı pozitivńı (semi-)definitnosti váhových matic. Pro tři
vozidla jsou určeny plné symbolické váhové matice Q a R následovně:

Q =


q1,1 q1,2 q1,3 q1,4 q1,5
q1,2 q2,2 q2,3 q2,4 q2,5
q1,3 q2,3 q3,3 q3,4 q3,5
q1,4 q2,4 q3,4 q4,4 q4,5
q1,5 q2,5 q3,5 q4,5 q5,5

 , R =

r1,1 r1,2 r1,3
r1,2 r2,2 r2,3
r1,3 r2,3 r3,3

 . (81)

Opětovně stejným postupem, tedy využit́ım podmı́nek (45,46), převedeńım na soustavu
rovnic a jej́ım vyřeš́ım, jsou źıskány obecné tvary pro volbu symetrických váhových matic
Q a R. Dosazeńım nalezeného řešeńı lze upravit matice (81) do následovného tvaru:

Q =


q5,5 −q4,5 q3,5 −q3,4 − q4,5 q3,5
−q4,5 2q2,4 q3,4 + q4,5 q2,4 −q3,4
q3,5 q3,4 + q4,5 q5,5 q3,4 q3,5

−q3,4 − q4,5 q2,4 q3,4 2q2,4 q4,5
q3,5 −q3,4 q3,5 q4,5 q5,5

 , (82)

R =

r3,3 r2,3 r2,3
r2,3 r3,3 r2,3
r2,3 r2,3 r3,3

 . (83)

kde lze vidět, že matice již nemaj́ı žádné nulové prvky. Takový tvar zaručuje při libo-
volné volbě zbylých parametr̊u matic symetrický návrh. Každopádně, neńı uvažováno
zaručeńı vlastnost́ı pozitivńı (semi-)definitnosti. Je nutno prozkoumat, které volby zaruč́ı
tyto žádané vlastnosti. V prvńı řadě je nutno zmı́nit, že diagonálńı prvky muśı být nenu-
lové, t́ım budou zaručeny p̊uvodńı tvary matic (73). Experimenty je odzkoušeno, že prvky
q3,4, q4,5 jsou nevyhovuj́ıćımi a ke splněńı vlastnosti semi-definitnosti matice Q, je nutno,
je zvolit nulové. Dosazeńım úpravy do váhová matice (82) je źıskán jeden daľśı možný
tvar této matice:

Q =


q5,5 0 q3,5 0 q3,5
0 2q2,4 0 q2,4 0
q3,5 0 q5,5 0 q3,5
0 q2,4 0 2q2,4 0
q3,5 0 q3,5 0 q5,5

 . (84)

Źıskáńım struktury matice (84) je vidět, že se lǐśı vzhledem k (66) o jediný parametr q3,5.
V př́ıpadě, že bude žádáno zvolit nulovou hodnotu prvk̊u q5,5, aby bylo stále zaručeno
vlastnosti pozitivńı definitnosti váhové matice, je nutno vynulovat i prvek q3,5. Danou
úpravou je doćıleno, již dř́ıve zmı́něné, prvńı variantě váhové matice v (73), která vycháźı
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z výstupńı matice určuj́ıćı pouze měřeńı odchylek.

Pro druhou váhovou matici (83) je nutno se zabývat vlastnost́ı pozitivńı definit-
nosti. Experimenty je zaručeno, že matice může být plná, ale je nutno zvolit prvky mimo
diagonálu nižš́ı vzhledem k prvk̊um na diagonále. Definitnost matice je určena např́ıklad
z determinant̊u hlavńıch minor̊u, kteř́ı muśı být, v tomto př́ıpadě, kladné. Při výpočtu
determinantu prvńıho hlavńıho minoru o velikosti 2× 2 je řešena rovnice:

det

([
r3,3 r2,3
r2,3 r3,3

])
= r23,3 − r22,3 > 0︸ ︷︷ ︸

r23,3>r22,3

. (85)

Minory matice shodně odpov́ıdaj́ı libovolnému minoru hlavńı diagonály matice R. Je
tedy nutno zavést prvk̊um z (83,85) na diagonálńıch pozićıch, v aktuálńım př́ıpadě r3,3,
libovolně vyšš́ı hodnotu než prvk̊um mimo hlavńı diagonálu r2,3.

Řešeńı pro v́ıce vozidel prob́ıhá obdobně, ale experimenty je zjǐstěno, že se vysky-
tuje v́ıce volných prvk̊u. Pro čtyři vozidla vznikaj́ı na sudých prvćıch hlavńı diagonály
dva rozd́ılné prvky. Je možno tedy určovat libovolněji hodnoty odchylek od polohy.
Symetrický tvar váhové matice stav̊u pro čtyři vozidla odpov́ıdá následně definované
matici.

q7,7 −q6,7 q5,7 −q5,6 − q6,7 q3,7 q4,7 − q6,7 q5,7
−q6,7 q6,6 −q4,7 + q6,7 q4,6 q5,6 + q4,7 q6,6 − q4,6 −q5,6

q5,7 −q4,7 + q6,7 q7,7 −q4,7 q5,7 −q5,6 − q4,7 q3,7
−q5,6 − q6,7 q4,6 −q4,7 2q4,6 q5,6 + q6,7 q4,6 q4,7

q3,7 q5,6 + q4,7 q5,7 q5,6 + q6,7 q7,7 q5,6 q5,7
q4,7 − q6,7 q6,6 − q4,6 −q5,6 − q4,7 q4,6 q5,6 q6,6 q6,7

q5,7 −q5,6 q3,7 q4,7 q5,7 q6,7 q7,7


Z čehož je vidět, že člen z hlavńı diagonály q6,6, př́ıslušej́ıćı odchylkám od poloh, muśı
být větš́ı než q4,6 k zaručeńı rovnosti. Źıskáńım tohoto tvaru je odzkoušeno, že lze volit
r̊uzných penalizaćı odchylek od poloh s podmı́nkou: q6,6 > q4,6, q3,7, q5,7 = 0 a nulovost́ı
nežádoućıch prvk̊u q4,7, q6,7, q5,6 = 0. Toto řešeńı je obdobné jako v předchoźıch částech,
kde se vycházelo z měřeńı odchylek od poloh a rychlost́ı. V opačném př́ıpadě dojde k
chybě při výpočtu řešeńı ARE.

Pro nalezená řešeńı je v tomto př́ıpadě možnost určit v́ıce semi-definitńıch tvar̊u
předchoźı matice Q. V každém z možných př́ıpad̊u je nutno zvolit nežádoućı prvky
[q4,7, q6,7, q5,6]

T = 03×1. V opačném př́ıpadě, volba nenulových hodnot prvk̊u vede na
konflikt s žádanou vlastnost́ı semi-definitńı matice. Symetrická matice s dosazenými
nulovými prvky je ve tvaru:

Q =



q7,7 0 q5,7 0 q3,7 0 q5,7
0 q6,6 0 q4,6 0 q6,6 − q4,6 0
q5,7 0 q7,7 0 q5,7 0 q3,7
0 q4,6 0 2q4,6 0 q4,6 0
q3,7 0 q5,7 0 q7,7 0 q5,7
0 q6,6 − q4,6 0 q4,6 0 q6,6 0
q5,7 0 q3,7 0 q5,7 0 q7,7


. (86)

Při vhodné volbě zbylých parametr̊u je možno nalézt daľśı možné symetrické pozitivně
semi-definitńı tvary. V dř́ıvěǰśı analýze, kde se vycháźı z výstupńıch matic C, nebylo možné
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źıskat i tyto struktury matice. Prvky matice q7,7, q6,6, q4,6 představuj́ı penalizace rozestup̊u
a rychlost́ı a jsou součást́ı hlavńı diagonály. Z toho d̊uvodu jsou nutnými nenulovými
prvky. Každopádně, jak je řečeno, muśı platit: q6,6 > q4,6. Daľśı možné pozitivně semi-
definitńı tvary, zaručuj́ıćı symetrickou váhovou matici, jsou obdrženy při volbě prvk̊u
0 < q3,7 ≤ q7,7 a q5,7 = 0, č́ımž je rozš́ı̌ren předchoźı tvar (86):

Q =



q7,7 0 0 0 q3,7 0 0
0 q6,6 0 q4,6 0 q6,6 − q4,6 0
0 0 q7,7 0 0 0 q3,7
0 q4,6 0 2q4,6 0 q4,6 0
q3,7 0 0 0 q7,7 0 0
0 q6,6 − q4,6 0 q4,6 0 q6,6 0
0 0 q3,7 0 0 0 q7,7


, (87)

kde pro libovolnou volbu splňuj́ıćı zmı́něné podmı́nky je obdrženo žádaných vlastnost́ı
symetrické váhové matice (87). Symetrická pozitivně semi-definitńı matice tvaru (87) je
možno zvolit např́ıklad následovně:

q4,7 = 0, q5,7 = 0, q6,7 = 0, q5,6 = 0,

q3,7 = 2, q7,7 = 2, q4,6 = 1, q6,6 = 1.1,

Q =



2 0 0 0 2 0 0
0 1.1 0 1 0 0.1 0
0 0 2 0 0 0 2
0 1 0 2 0 1 0
2 0 0 0 2 0 0
0 0.1 0 1 0 1.1 0
0 0 2 0 0 0 2


.

Na sudých prvćıch hlavńı diagonály je možno vidět zmı́něných r̊uzných vah pro odchylky
od polohy.

Následně nalezený tvar spoč́ıvá v nenulové volbě prvku q5,7. Dodatečným zaručeńım
nenulovosti tohoto prvku je źıskán tvar, který je v obdobném tvaru źıskán i v př́ıpadě
s třemi vozidly (84). Z váhové matice (86) je možno źıskat tvar, který má dodatečné
pravidlo oproti předchoźı matici (87). Je zde přidán nový prvek q5,7 a je nutno zmı́nit, že
rovnost mezi prvky q3,7, q7,7 neplat́ı. Pro volbu prvk̊u muśı platit p̊uvodńı a dodatečná
podmı́nka:

[q4,7, q6,7, q5,6]
T = 03×1, 0 ≤ q5,7 ≤ q3,7 < q7,7. (88)

Libovolná vhodná volba parametr̊u q, která odpov́ıdá podmı́nkám (88), je možno uvést
např́ıklad ve tvaru:

q4,7 = 0, q5,6 = 0, q6,7 = 0,

q5,7 = 1.2, q3,7 = 1.3, q7,7 = 1.4,

q4,6 = 1, q6,6 = 1.1,

kde volbou těchto parametr̊u je źıskána váhová matice ve tvaru:

Q =



1.4 0 1.2 0 1.3 0 1.2
0 1.1 0 1 0 0.1 0
1.2 0 1.4 0 1.2 0 1.3
0 1 0 2 0 1 0
1.3 0 1.2 0 1.4 0 1.2
0 0.1 0 1 0 1.1 0
1.2 0 1.3 0 1.2 0 1.4


.
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Daný tvar představuje rozš́ı̌reńı předchoźıch tvar̊u a vhodnou volbou parametr̊u q3,7, q5,7,
tedy nulovou, je možno tvar převést do předešlých tvar̊u.

Experimenty je zjǐstěno, že tento tvar váhové matice je možno dále rozš́ı̌rit do-
statečně malou a vhodnou kombinaćı dř́ıve nulových parametr̊u. T́ım je možno matici
dále vyplnit a určit tak daľśı možné tvary symetrické váhové matice, které splňuj́ı
vlastnost semi-definitnosti. Každopádně, vliv některých kombinaćı je př́ılǐs složitý a neńı
možno ho popsat matematicky. Nalezené semi-definitńı tvary matice Q jsou např́ıklad
při p̊uvodně zvolených parametrech, ale při úpravě prvk̊u: q4,7 = 0.2, q6,7 = 0.1, q5,6 = 0.1.
Daľśımi kombinacemi lze doćılit obdobných tvar̊u. Každopádně, veškeré tyto tvary
jsou př́ılǐs složité a zpětné určeńı výstupńıch matic C zaruč́ı velmi náročných struktur.
Vhodněǰśı volbu představuj́ı p̊uvodně zmı́něné tvary, které vycháźı pouze z př́ımých vazeb
veličin. To znamená, že jsou součást́ı diagonálńıch prvk̊u. Jediná výjimka představuje
prvky mimo hlavńı diagonálu u posledńı vozidla, který využ́ıvá dopočtené odchylky od
polohy.

U čtyř vozidel je nalezena i větš́ı volnost ve váhové matici, která váž́ı vektor ř́ızeńı.
Symetrická matice má tři volné parametry a je následovná:

R =


r4,4 r3,4 r2,4 r3,4
r3,4 r4,4 r3,4 r2,4
r2,4 r3,4 r4,4 r3,4
r3,4 r2,4 r3,4 r4,4

 .

Je nutno, aby tato matice splňovala vlastnost pozitivńı definitnosti. Experimenty je
zjǐstěno, že volba parametr̊u muśı splňovat následuj́ıćı podmı́nku:

r4,4 > r2,4 ≥ r3,4 ≥ 0.

To znamená, že matici je nutno zvolit minimálně v diagonálńım tvaru s nenulovými
prvky na diagonále a př́ıpadně s prvky mimo ńı s menš́ımi hodnotami. Takovou volbou
je zaručena žádaná vlastnost. Názorný př́ıklad volby a výsledného tvaru je následovný:

r2,4 = 0.9, r3,4 = 0.8, r4,4 = 1,

R =


1 0.8 0.9 0.8
0.8 1 0.8 0.9
0.9 0.8 1 0.8
0.8 0.9 0.8 1

 .

Daľśı možnost́ı představuje volba, kde prvky mimo hlavńı diagonálu jsou shodné, ale
menš́ı než zbylé prvky. Taková varianta může představovat i nulové prvky, č́ımž je
zaručeno dř́ıve uvažovaného tvaru.

Pro analýzu pěti vozidel je možné očekávat opětovně zisk obdobných či shodných
tvar̊u matic. Každopádně, je nutno zmı́nit, že lze očekávat exponenciálńı nar̊ust počtu
možných symetrických tvar̊u. Což je ukázáno v situaćıch tř́ı a čtyř vozidel, kde při
zvýšeném počtu o jediné vozidlo bylo možno nalézt ihned několikanásobně v́ıce možných
variant vyhovuj́ıćıch vlastnostem semi-definitnosti. Daľśım problém představuje náročnost
výpočt̊u, která se při vzr̊ustaj́ıćım počtu vozidel taktéž navyšuje.

4.3 Symetrická stavová zpětná vazba

V této části proběhne prvně návrh veškerých možných stavových zpětných vazeb
přǐrazeńım požadovaných pól̊u. Je nutno zmı́nit, že se bude jednat opětovně o symbo-
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lické výpočty. Pomoćı symbolických výpočt̊u je umožněno nalézt obecného řešeńı, kterým
jsou źıskány veškeré možné stavové zpětné vazby. Pro vhodné řešeńı je dále provedeno do-
datečné omezeńı, určuj́ıćı veškerá symetrická řešeńı. Ze źıskaných řešeńı bude provedena
analýza k nalezeńı obecných tvar̊u určeńı symetrické stavové zpětné vazby pro libovolný
počet.

4.3.1 Nalezeńı stavové zpětné vazby

V dř́ıvěǰśı části (3.4.1) je postup návrhu již popsán. Návrh se zabývá úplným
přǐrazeńım pól̊u podle předem definované matice L. Matice L je složena z Jordanových
blok̊u, které obsahuj́ı požadovaná vlastńı č́ısla dynamiky uzavřené smyčky. V práci se
budou řešit hlavně situace, kde požadovaná vlastńı č́ısla budou voleny v bloćıch o velikost
1×1 či 2×2. Budou volena jednoduchá a př́ıpadně dvojitá vlastńı č́ısla. Jsou tedy řešeny
situace s nulovou imaginárńı část́ı. To zejména z d̊uvodu, že se zvyšuj́ıćı se náročnost́ı
volby Jordanových blok̊u je zvyšována i náročnost výpočtu stavových zpětných vazeb.

Možnost́ı struktury přǐrazuj́ıćı dynamiku matice uzavřené smyčce může představovat
velké množstv́ı. Zvolené struktury je možno ověřit Rosenbrockovo větou. Pro úplné
přǐrazeńı pól̊u je věta definována následovně.

Věta 4.1 Necht’ µ(A,B) = {µi}mi=1 jsou indexy řiditelnosti dvojice matice (A,B) a ν(L) =
{νi}ki=1 představuj́ı stupně nekonstantńıch invariantńıch polynom̊u matice L, poté je možno
nalézt neprázdnou množinu stavových zpětných vazeb s danou strukturou matice L právě
tehdy, když k ≤ m, a pro i = 1, 2, . . . , k plat́ı [76]:

j∑
i=1

(νi − µi) ≥ 0. (89)

.

Při neúplném přǐrazeńı pól̊u je rovnice (89) rozš́ı̌rena o rozd́ıl (n−s) představuj́ıćı celkový
počet vlastńıch č́ısel a počet přǐrazovaných vlastńıch č́ısel.

4.3.1.1 Přǐrazovaná matice L

Symbolickými proměnnými je určen požadovaný tvar přǐrazované dynamiky uzavřené
smyčce. Proběhnou experimenty k nalezeńı co nejv́ıce možných struktur Jordanových
matic, pomoćı kterých je možno nalézt symetrická řešeńı. Nejjednodušš́ı př́ıpad spoč́ıvá
v př́ıpadě volby všech shodných vlastńıch č́ısel. Prvně je nutno se zaměřit na situaci tř́ı
vozidel. V př́ıpadě nalezeńı řešeńı je možno se pokusit zvýšit nalézt řešeńı i pro v́ıce
vozidel a př́ıpadně nalézt obecné řešeńı pro libovolný počet vozidel v koloně.

Pro N = 3 vozidla je obdrženo n = 2N − 1 = 5 stav̊u, a tedy je možno přǐradit
pět vlastńıch č́ısel. Je nutno zmı́nit, že při řešeńı je kladen d̊uraz na nalezeńı největš́ıho
množstv́ı struktur Jordanových matic. K źıskáńı r̊uzných Jordanových matic je možno
upravovat Jordanových blok̊u. Každopádně, je nutno volit takové bloky, které jsou v
souladu s Rosenbrockovou větou [76]. Z této věty a výpočetńı náročnosti při řešeńı
symbolických výpočt̊u je možno se zabývat pouze menš́ım množstv́ım žádaných struktur
Jordanovy matice. V práci se tak řeš́ı tři možné zp̊usoby struktury přǐrazované matice
vlastńıch č́ısel, které vedou na nalezeńı obecného tvaru. Tyto tvary je možno popsat
následovně:
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• 1. varianta: shodná vlastńı č́ısla,

• 2. varianta: shodná vlastńı č́ısla s výjimkou jediného,

• 3. varianta: dvě skupiny shodných N a N − 1 vlastńıch č́ısel.

Třet́ı varianta představuje možnost, kde např́ıklad pro N = 3 vozidla jsou źıskány
právě tři vlastńı č́ısla odpov́ıdaj́ıćı odchylkám od rychlost́ı a dvě vlastńı č́ısla odpov́ıdaj́ıćı
odchylkám od poloh. Ćılem parametrizace řešeńı je mı́t možnost určit stavovou zpětnou
vazbu pro libovolný počet vozidel. V př́ıpadě, že bude znám počet vozidel v koloně, je
možno využ́ıt algoritmus výpočtu stavové zpětné vazby. Určené stavové zpětné vazby je
poté možno aplikovat centrálńım ř́ıdićım prvkem.

Zmı́něné varianty je možno definovat pomoćı Jordanových blok̊u, které jsou umı́stěný na
hlavńı diagonále matice. Je nutno zmı́nit, že pod pojmem veškerá shodná vlastńı č́ısla
je možno využ́ıt r̊uzných struktur Jordanových blok̊u. Z čehož je nutno si představit
struktury blok̊u, které jsou pod těmito formulacemi zamýšleny.

Prvńı analyzovaná varianta představuje symbolickou volbu struktury Jordanových
blok̊u, kde se vyskytuj́ı veškerá vlastńı č́ısla. V bloćıch diagonály jsou prvky voleny jako
záporné hodnoty vlastńıch č́ısel, a tedy je nutno zvolit kladnou hodnotu vlastńıho č́ısla k
doćıleńı stabilńı volby vlastńıch č́ısel. Každopádně, předpokládá se situace, kde struktura
je složena následovně:

L = diag

([
−λ 1
0 −λ

]
, . . . ,

[
−λ 1
0 −λ

]
,
[
−λ

])
,

kde diag představuje diagonálńı matici a matice uvnitř pojmu diag jsou vloženy na hlavńı
diagonálu přǐrazované matice. Jedná se tedy o N − 1 blok̊u dvojitých vlastńıch č́ısel λ a
jediným jednoduchým blokem taktéž vlastńıho č́ısla λ. Z d̊usledku Rosenbrockovy věty
(89) plyne, že v situaci shodných vlastńıch č́ısel je nutno zvolit maximálně právě N blok̊u.
Ilustračńı volby diagonálńıch matic jsou zobrazeny pro tři až pět vozidel:

L1,3 =


−λ 1 0 0 0
0 −λ 0 0 0
0 0 −λ 1 0
0 0 0 −λ 0
0 0 0 0 −λ

 , L1,4 =



−λ 1 0 0 0 0 0
0 −λ 0 0 0 0 0
0 0 −λ 1 0 0 0
0 0 0 −λ 0 0 0
0 0 0 0 −λ 1 0
0 0 0 0 0 −λ 0
0 0 0 0 0 0 −λ


,

L1,5 =



−λ 1 0 0 0 0 0 0 0
0 −λ 0 0 0 0 0 0 0
0 0 −λ 1 0 0 0 0 0
0 0 0 −λ 0 0 0 0 0
0 0 0 0 −λ 1 0 0 0
0 0 0 0 0 −λ 0 0 0
0 0 0 0 0 0 −λ 1 0
0 0 0 0 0 0 0 −λ 0
0 0 0 0 0 0 0 0 −λ


, (90)

kde matice Li,j určuje požadované umı́stěńı pól̊u uzavřené smyčky, index i značńı dř́ıve
definovanou variantu a indexem j je značen počet vozidel v koloně.
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Druhá varianta je obdobná prvńı variantě. Nicméně, rozd́ıl nastává u p̊uvodně po-
sledńıho jednotného vlastńıho č́ısla, které je nyńı uvažováno jako odlǐsné, tedy ν.
Struktura matice je shodná a tato varianta je zobrazena následovně:

L = diag

([
−λ 1
0 −λ

]
, . . . ,

[
−λ 1
0 −λ

]
,
[
−ν

])
.

Každým dodáńım r̊uzných vlastńıch č́ısel, zvětšeńım struktury Jordanových blok̊u vedoućı
na vlastńı č́ısla dvojitá, trojitá a podobně, je zaručeno i zvýšeńı výpočetńıch nárok̊u při
symbolických výpočtech. Pro obecný př́ıpad se tedy jedná opětovně o (N − 1) blok̊u
složených z dvojitých vlastńıch č́ısel λ a posledně z bloku jednotného vlastńıho č́ısla ν.
Názorné diagonálńı matice jsou zobrazeny pro př́ıpad tř́ı a čtyř vozidel:

L2,3 =


−λ 1 0 0 0
0 −λ 0 0 0
0 0 −λ 1 0
0 0 0 −λ 0
0 0 0 0 −ν

 , L2,4 =



−λ 1 0 0 0 0 0
0 −λ 0 0 0 0 0
0 0 −λ 1 0 0 0
0 0 0 −λ 0 0 0
0 0 0 0 −λ 1 0
0 0 0 0 0 −λ 0
0 0 0 0 0 0 −ν


, (91)

kde indexy matice Li,j opětovně znač́ı definovanou variantu a počet vozidel v koloně.

Posledńı, tedy třet́ı, zkoumaná varianta představuje složeńı dvou rozd́ılných jedno-
duchých vlastńıch č́ısel. Pro N vozidel je zaručeno právě n vlastńıch č́ısel. Je źıskáno N
vlastńıch č́ısel λ pro odchylky od rychlosti a N − 1 vlastńıch č́ısel ν pro odchylky od
polohy. Taková struktura je v obecném tvaru složena pouze z jednotných vlastńıch č́ısel
a odpov́ıdá:

L = diag
([
−λ

]
,
[
−λ

]
, . . . ,

[
−λ

]
,
[
−ν

]
, . . . ,

[
−ν

])
.

Očekávané diagonálńı matice, např́ıklad pro tři až čtyři vozidla, jsou zobrazeny
následovně:

L3,3 =


−λ 0 0 0 0
0 −λ 0 0 0
0 0 −λ 0 0
0 0 0 −ν 0
0 0 0 0 −ν

 , L3,4 =



−λ 0 0 0 0 0 0
0 −λ 0 0 0 0 0
0 0 −λ 0 0 0 0
0 0 0 −λ 0 0 0
0 0 0 0 −ν 0 0
0 0 0 0 0 −ν 0
0 0 0 0 0 0 −ν


, (92)

kde indexy matice představuj́ı definovanou variantu a počet vozidel v koloně. Z tvar̊u
(92) je vidět, že při každým zvýšeńım počtu vozidel v koloně je přidána dvojice (λ, ν).
Ze zkoumaných variant (90,91,92) je třet́ı varianta nejrozš́ı̌reněǰśı variantou vzhledem k
počtu obsazeńı r̊uzných vlastńıch č́ısel. Každopádně, ideálńı situace představuje volbu
veškerých r̊uzných vlastńıch č́ısel, tedy n r̊uzných a jednotných vlastńıch č́ısel. Nicméně,
tato volba je vyzkoušena, ale výpočetně př́ılǐs složitá k źıskáńı jakýchkoliv výsledk̊u.

4.3.1.2 Návrh stavových zpětných vazeb

Parametrizace všech stavových zpětných vazeb je provedena v prostřed́ı Maple a za
využit́ı symbolických výpočt̊u. Pomoćı symbolických výpočt̊u je možno zobecnit některé
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předpisy a př́ıpadným zobecněńım lze doćılit i vztah̊u, kterých by nemohlo být doćıleno
klasickými výpočty. Určeńı stavové zpětné vazby spoč́ıvá v přǐrazeńı, dř́ıve definovaných
(90,91,92), žádaných matic dynamice uzavřené smyčky. Následným převedeńım na
soustavu rovnic, úpravou a řešeńım soustavy je źıskán tvar obecné zpětnovazebńı matice
F (α), která je parametrizována indexovanými parametry α. Parametry α a vlastńı č́ısla
představuj́ı veškerou volnost stavové zpětné vazby. Volnými parametry je možno r̊uzně
upravovat stavovou zpětnou vazbu, např́ıklad slouž́ıćı i k nulováńım některých prvk̊u.
Nulováńı prvk̊u je využito v předchoźı práci [9], a tedy je možno použ́ıt k úpravě,
potlačeńı či eliminaci informace použ́ıvané od zbylých veličin systému. V této práci
veličiny představuj́ı informace jednotlivých vozidel a potlačeńım některých vazeb mezi
nimi je doćıleno omezeńı topologie, která určuje komunikaci mezi vozidly.

Prvńı definovaná varianta z (4.3.1.1) se třemi vozidly, popsána matićı L1,3 z (90)
zaručuje zpětnovazebńı matici F (α) v následovném tvaru: Zpětnovazebńı matice
představuj́ıćı např́ıklad prvńı variantu se třemi vozidly , popsanou diagonálńı matićı , je
vypočtena v parametrickém tvaru následovně:
(−α1−2α2+2)λ+α1+α2−1

α1+α2−1
−λ2(α2−1)

α1+α2−1
λα2

α1+α2−1
λ2

α1+α2−1
− λ

α1+α2−1
λα1

α1+α2−1
λ2α1

α1+α2−1
(−2α1−α2+2)λ+α1+α2−1

α1+α2−1
λ2

α1+α2−1
− λ

α1+α2−1
λα1

α1+α2−1
λ2α1

α1+α2−1
λα2

α1+α2−1
λ2(α1+α2)
α1+α2−1

(−2α1−2α2+1)λ+α1+α2−1
α1+α2−1

 ,

kde je možno vidět dvou volných parametr̊u α1, α2 a následně obecného vlastńıho č́ısla λ,
které muśı být kladné. Daľśı varianty v takto obecném tvaru již neńı možno zobrazit z
d̊uvodu složitosti jejich tvaru a obsahu prvk̊u uvnitř jednotlivých matic. Dosazeńım libo-
volných hodnot veškerých parametr̊u obecné matice se doćıĺı určeńı jednoho konkrétńıho
tvaru stavové zpětné vazby. Dále je využito dodatečného omezeńı pro nalezenou množinu
stavových zpětných vazeb.

4.3.2 Podḿınky symetrické stavové zpětné vazby

Pro veškeré nalezené stavové zpětné vazby, parametrizované volnost́ı α, je možno
využ́ıt omezeńı dle zvážeńı. Omezeńı v práci budu představovat podmı́nky návrhu sy-
metrické stavové zpětné vazby z (40). Źıskáńı parametrické stavové zpětné vazby by mělo
vést na nesymetrickou matici, ale volnými parametry je možno převést nesymetrickou
stavovou zpětnou vazbu na symetrickou. Aplikováńım podmı́nky GF = FT je źıskána
matice, která bude velmi pravděpodobně nenulová. Nenulovou matici, źıskanou užit́ım
zmı́něné podmı́nky, je možno převést na soustavu rovnic. Řešeńım soustavy rovnic lze
źıskat parametry α. Źıskané parametry převáděj́ı stavovou zpětnou vazbu do symetrického
tvaru. Taktéž se mohou dále vyskytovat některé volné parametry, které je možno určit
libovolně. Dosazeńım nalezeného řešeńı a opětovným provedeńım podmı́nky symetrické
stavové zpětné vazby (40) je již zaručeno źıskáńı nulové matice.

4.3.2.1 Struktura se shodnými vlastńımi č́ısly

V předchoźı části (4.3.1.2) je uveden tvar parametrizované stavové zpětné vazby, který
vycháźı z volby shodných vlastńıch č́ısel (90). V prvńı řadě je adekvátńı se zabývat situaćı s
třemi vozidly v koloně. Nalezené a vhodné řešeńı soustavy rovnic pro tři vozidla odpov́ıdá:

λ > 0, α1 = −1, α2 = −1, (93)

kde dosazeńım tohoto řešeńı do zmı́něné zpětnovazebńı matice z (4.3.1.2) je źıskána sy-
metrická stavová zpětná vazba. Každopádně, pro źıskáńı symetrické matice bylo potřebné
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využ́ıt pouze koeficient̊u α a vlastńı č́ıslo je stále možno volit libovolně kladné. Dosazeńım
řešeńı (93) do zpětnovazebńı matice z (4.3.1.2) je tvar zjednodušen následovně:

F1,3 =

−5λ
3
+ 1 −2λ2

3
λ
3

−λ2

3
λ
3

λ
3

λ2

3
−5λ

3
+ 1 −λ2

3
λ
3

λ
3

λ2

3
λ
3

2λ2

3
−5λ

3
+ 1

 , (94)

kde indexy (1, 3) dané matice je opětovně značena prvńı varianta a počet tř́ı vozidel v
koloně. Pro nalezenou strukturu zpětnovazebńı matice je možno vynulovat pouze členy
−5λ

3
+ 1. Potlačeńı aktuálńıho prvku je doćıleno volbou λ = 3

5
, č́ımž je odstraněna vazba

odchylky od rychlosti vždy pro aktuálńı vozidlo. Pokud neńı žádáno potlačit tuto vazbu,
daľśı výhodu přináš́ı libovolné určeńı tohoto vlastńıho č́ısla. Zvětšeńım hodnoty vlastńıho
č́ısla se doćıĺı zvýšeńı agresivity systému.

Pro návrh ř́ızeńı pro v́ıce, tedy čtyř a pěti, vozidel je postup obdobný. Stále se
jedná o prvńı variantu využ́ıvaj́ıćı přǐrazovanou matici se shodnými vlastńımi č́ısly a
shodnou strukturou Jordanových blok̊u. Jak je již zmı́něno, rozd́ıl nastane pouze v přidáńı
vhodného počtu Jordanových blok̊u s dvojitým vlastńım č́ıslem. Prvně je tedy potřebné
zvolit požadovanou matici uzavřené smyčky, která je definována dř́ıve v (90). Následně se
provede návrh parametrizované stavové zpětné vazby, dále použit́ım podmı́nek proběhne
kontrola symetrické zpětné vazby. V př́ıpadě nenulové matice se tato matice převede na
soustavu rovnic a vyřeš́ı se nutná volba volných parametr̊u, která zaručuje symetrický
tvar zpětné vazby a splňuje potřebné podmı́nky. Využit́ım nalezených a vhodných řešeńı
čtyř vozidel, jsou obdrženy následovné tvary zpětnovazebńı matice:

F1,4 =


−7λ

4
+ 1 −3λ2

4
λ
4

−λ2

2
λ
4

−λ2

4
λ
4

λ
4

λ2

4
−7λ

4
+ 1 −λ2

2
λ
4

−λ2

4
λ
4

λ
4

λ2

4
λ
4

λ2

2
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4
+ 1 −λ2

4
λ
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λ2

4
λ
4
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2
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4

3λ2

4
−7λ

4
+ 1

 . (95)

Pro pět vozidel je zpětnovazebńı matice F1,5:
−9λ
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 , (96)

kde ve všech př́ıpadech je nutno volit kladnou hodnotu vlastńıho č́ısla λ k přǐrazováńı
stabilńıch vlastńıch č́ısel dle (90). Porovnáńım těchto zpětnovazebńıch matic (94,95,96)
lze vidět téměř shodných struktur, které jsou viditelně závislé na počtu vozidel. Při
zvyšováńı počtu vozidel je matice vynásobena počtem vozidel, dále možné vidět závislost
na sudých prvćıch každého řádku. Zde se vyskytuje vždy kladná či záporná posloupnost
celých č́ısel násob́ıćı vlastńı č́ıslo λ2. Každému vozidlu s indexem i př́ısluš́ı právě i-tý
řádek zpětnovazebńı matice. Zároveň stavy, které odpov́ıdaj́ı vždy aktuálńımu vozidlu
s indexem i jsou na prvćıch 2i − 1 a 2i, kde posledńı vozidla má pouze jeden stav.
Pokud je tedy sudý prvek, neboli odchylka polohy, před stavy i-tého vozidla, po sudých
prvćıch před ńım je kladná posloupnost jq = j(λ/N) pro j = 1, . . . , N − 1 a konč́ı v
hodnotě λ/N . V opačném př́ıpadě se vyskytuje záporná posloupnost konč́ıćı v −λ/N .
Na lichých prvćıch matice je závislost, která nabývá dvou hodnot. Hodnoty jsou bud’

P = − (2N−1)λ
N

+ 1 na prvćıch odpov́ıdaj́ıćıch odchylkám od rychlosti aktuálńıho vozidla.
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Na všech zbylých se vyskytuje hodnota p = λ/N .

Pro zvyšuj́ıćı se počet vozidel roste náročnost i tohoto nejjednodušš́ıho tvaru, který
přǐrazuje dynamice uzavřené smyčky stejná vlastńı č́ısla. Proto je velmi d̊uležité naj́ıt
obecný tvar výpočtu zpětnovazebńı matice stavové zpětné vazby. Nalezený obecný tvar
je nejprve zobrazen v pro kolonu pěti vozidel (97). Obecná zpětnovazebńı matice N = 5
vozidel odpov́ıdá:

F1,N=5 =


P −4q p −3q p −2q p −q p
p q P −3q p −2q p −q p
p q p 2q P −2q p −q p
p q p 2q p 3q P −q p
p q p 2q p 3q p 4q P

 , (97)

kde prvky představuj́ı dř́ıve zmı́něné vztahy určené parametry N, λ. Prvky z (97) je možno
obecně zapsat jako:

P = −(2N − 1)λ

N
+ 1, p =

λ

N
, q =

λ2

N
, (98)

kde dosazeńım za N = 5 lze dostat vhodného tvaru pro aktuálńı počet vozidel. Z určeného
obecného tvaru pěti vozidel (97) a obecných tvar̊u (98) je možno sepsat obecný tvar, po-
moćı kterého je možno určit symetrickou stavovou zpětnou vazbu s libovolným počtem vo-
zidel (99). Důležitost obecného tvaru zpětnovazebńı matice je kĺıčová v př́ıpadě aplikováńı
algoritmu do reálného světa. V reálném světě je nutno, aby výpočty byly dostatečně rychlé
k zamezeńı časově opožděných komunikaćı s informaćı. Obecný tvar při volbě shodných
vlastńıch č́ısel je ve tvaru:

F1,N =



P −(N − 1)q p −(N − 2)q p . . . −2q p −q p
p q P −(N − 2)q p . . . −2q p −q p
p q p 2q P . . . −2q p −q p
...

...
...

... . . . . . .
. . . . . .

...
...

p q p 2q p . . . 3q P −q p
p q p 2q p . . . 3q p 4q P


. (99)

Určeńı tohoto tvaru (99) zaručuje možnost rychlého určeńı vhodného tvaru zpětnovazebńı
matice a neńı již nutno provádět symbolických výpočt̊u k zaručeńı dané struktury. Taktéž
je zaručeno konkrétńı struktury vlastńıch č́ısel a stač́ı již pouze zvolit libovolné kladné
vlastńı č́ıslo λ. Nicméně, jedná se o strukturu zpětnovazebńı matice, které je doćıleno vol-
bou shodných vlastńıch č́ısel. Vhodněǰśı situace představuje větš́ı volnost volby vlastńıch
č́ısel. Jelikož se jedná o návrh symetrické zpětné vazby, pravděpodobně ani nep̊ujde
doćılit situace všech rozd́ılných vlastńıch č́ısel. Takové experimenty jsou provedeny, ale bez
jakéhokoliv př́ınosu. Daľśı situace možných struktur jsou představeny v daľśıch částech.

4.3.2.2 Struktura s jedńım odlǐsným vlastńım č́ıslem

V této části jsou provedeny úpravy, které vedou k mı́rným změnám d̊uležitých
výsledných tvar̊u (98,99). Tato struktura je představena v (4.3.1.1) či dle Jordanových
blok̊u žádané matice (91). Pro tuto variantu již neńı možno vypsat parametrizované
stavové zpětné vazby s parametry α a to ani pro tři vozidla. Proto budou zobrazeny
pouze tvary zpětnovazebńı po jej́ım dosazeńı. Postup návrhu je opětovně stejný. Jediná
výjimka nastává v r̊uzné počátečńı volbě přǐrazované matice L. Z nalezených řešeńı
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soustavy rovnic jsou dosazeny vhodné parametry, pomoćı kterých je stavová zpětná vazba
převedena na jej́ı symetrickou podobu. Zbylou volnost poté představuj́ı parametry N − 1
vlastńıch č́ısel, tedy v aktuálńım př́ıpadě N − 2 vlastńıch č́ısel λ a jedno vlastńı č́ıslo ν.
Žádaným krokem je nalézt tvary zpětnovazebńıch matic, analyzovat je a pokud to bude
možno tak provést jejich zobecněńı. Č́ımž bude źıskán univerzálńı tvar zpětnovazebńı
matice pro libovolný počet vozidel. Pro tři vozidla je źıskán tvar zpětnovazebńı matice:

F2,3 =

−4λ
3
− ν

3
+ 1 −2λ2

3
2λ
3
− ν

3
−λ2

3
2λ
3
− ν

3
2λ
3
− ν

3
λ2

3
−4λ

3
− ν

3
+ 1 −λ2

3
2λ
3
− ν

3
2λ
3
− ν

3
λ2

3
2λ
3
− ν

3
2λ2

3
−4λ

3
− ν

3
+ 1

 , (100)

kde libovolně kladná volba vlastńıch č́ısel λ, ν zaruč́ı stabilizaci dynamiky uzavřené
smyčky. Je vidět, že jednotlivé prvky zpětnovazebńı matice (100) se v dané variantě
lehce měńı vzhledem k prvńı variantě (94). To je zavedena jediná a nejjednodušš́ı úprava.
Každopádně závislosti je stále možno dohledat. Určeńım matic pro v́ıce vozidel potvrzuj́ı
předpoklady obecného tvaru této varianty. Pro čtyři vozidla je zpětnovazebńı matice F2,4:
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4
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2
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 . (101)

Zpětnovazebńı matice dané varianty pro pět vozidel je již př́ılǐs obsáhlá, a proto nebude
zobrazena. Každopádně, je možno vidět, že struktura (100,101,122) je opětovně obdobná
jako v prvńı variantě (94). Z čehož je možno ř́ıct, že obecná struktura lze zapsat shodně,
ale s menš́ı úpravou prvk̊u. Zpětnovazebńı matici lze zapsat ve tvaru (99) či konkrétně v
př́ıpadě pěti vozidel (97). Každopádně, jednotlivé prvky je nutno upravit do následovného
tvaru: (98)

P = −(2N − 2)λ

N
− ν

N
+ 1, p =

2λ

N
− ν

N
, q =

λ2

N
. (102)

Pozorováńım vztah̊u pro prvky (98,102) je možno zpozorovat, že dosazeńım ν = λ nastává
rovnost v těchto předpisech. Pokud zmı́něné dosazeńı nebude použito, bude zaručeno dvou
odlǐsných vlastńıch č́ısel. Libovolnou kladnou volbou vlastńıch č́ısel je taktéž stabilizována
uzavřená smyčka.

4.3.2.3 Struktura rozdělená na vlastńı č́ısla odchylek rychlost́ı a poloh

Tato struktura představuje třet́ı variantu vycházej́ıćı z části (4.3.1.1), a tedy konkrétně
z (92). Návrh prob́ıhá shodným zp̊usobem s výjimkou tvaru přǐrazovatelné žádané dyna-
mice. Řešeńım je zaručen symetrický tvar stavové zpětné vazby. Stavová zpětná vazba
zaručuje pól̊um uzavřené smyčky N shodných jednotných vlastńıch č́ısel odchylek od
rychlost́ı λ a N − 1 shodných jednotných vlastńıch č́ısel odchylek od polohy ν. Takto
definovaný tvar zaručuje největš́ı volnost ve volbě parametr̊u. Přǐrazeńı vlastńıch č́ısel
dvěma skupinám, které mohou být odlǐsné od sebe, umožňuje vhodně upravit agresivitu
těchto veličin. Tvar je nutno zobecnit pro libovolný počet vozidel. K tomu jsou určeny
zpětnovazebńı matice tř́ı až pěti vozidel. Pro tři vozidla je tvar následovný:

F3,3 =

−λ− 2ν
3
+ 1 −2λν

3
ν
3

−λν
3

ν
3

ν
3

λν
3

−λ− 2ν
3
+ 1 −λν

3
ν
3

ν
3

λν
3

ν
3

2λν
3

−λ− 2ν
3
+ 1

 . (103)
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Pro čtyři vozidla je zpětnovazebńı matice F3,4 ve tvaru:
−λ− 3ν
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4
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 . (104)

Matice pro pět vozidel je již př́ılǐs velká. Každopádně, tvar je opětovně obdobný a je
zobrazena v př́ılohách viz (123). Pomoćı těchto tvar̊u (103,104,123) je možno tuto variantu
taktéž převést do vztahu k určeńı obecné zpětnovazebńı matice s libovolným počtem N -ti
vozidel. Znovu, lze využ́ıt tvaru (99). Prvky P, p, q této matice jsou upraveny:

P = −λ− (N − 1)ν

N
+ 1, p =

ν

N
, q =

λν

N
, (105)

kde jediná značná změna nastává u vztahu prvku p. V předchoźıch variantách představuje
tento prvek vždy vlastńı č́ısla, kterých je značně v́ıce v přǐrazované matici. V druhé
variantě (102) je proveden rozd́ıl od dominantńıho počtu vlastńıch č́ısel. Každopádně, při
volbě λ = ν je zaručena shodnost se zbylými variantami. Prvek q je rozložen na součin
vlastńıch č́ısel, což při zavedeńı shodnosti udává stejný tvar s předchoźımi variantami.

Pro libovolnou kladnou volbu vlastńıch č́ısel prvk̊u (105) je doćıleno stabilizace
systému kolony vozidel. Tuto nejrozš́ı̌reněǰśı volbu r̊uzných vlastńıch č́ısel by bylo vhodné
rozš́ı̌rit do tvaru s veškerými r̊uznými vlastńımi č́ısly. Přestože jsou źıskány tři obecné
tvary zaručuj́ıćı r̊uzných struktur přǐrazovaných matic, neńı možno dohledat obecněǰśı
volbu vlastńıch č́ısel při symetrickém návrhu. To zejména z d̊uvodu, že veškeré návrhy v
reálném oboru určuj́ı řešeńı s maximálně dvěma rozd́ılnými vlastńımi č́ısly. Experimenty
k nalezeńı tř́ı rozd́ılných vlastńıch č́ısel jsou provedeny, ale nalezené symetrické řešeńı
převád́ı tvary do kvadratických tvar̊u. Tyto tvary vedou na řešeńı s komplexńımi výrazy
ve zpětnovazebńı matici a je velmi složité některý z těchto tvar̊u rozš́ı̌rit do obecné
podoby.

4.3.2.4 Porovnáńı nalezených tvar̊u

Pozorováńım prvk̊u veškerých variant (98,102,105) je možno si všimnout, že prvek P
je definován vždy obdobným zp̊usobem. V každé variantě prvek odpov́ıdá počtu vlastńıch
č́ısel λ v čitateli a ve jmenovateli počet vozidelN . Zbylá vlastńı č́ısla tvoř́ı obdobný zlomek,
kde v čitateli se vyskytuje počet daných vlastńıch č́ısel a ve jmenovateli počet vozidel.
Je možno předpokládat, že v př́ıpadě zobecněńı na r̊uznost veškerých vlastńıch č́ısel by
tvar mohl být složen z takového součtu. Nejrozsáhleǰśı struktura by tedy představovala
možnost dynamice s dimenźı n přǐradit právě n vlastńıch č́ısel. Což v př́ıpadě např́ıklad tř́ı
vozidel vede na pět r̊uzných vlastńıch č́ısel. Prvek P by měl být, při předpokladu r̊uzných
vlastńıch č́ısel, v obecném tvaru následovný:

P = 1−
N∑
j=1

λj

N
,

kde λi představuj́ı r̊uzná vlastńı č́ısla (např́ıklad λ, ν a podobně). Taková struktura prvku
odpov́ıdá všem nalezeným strukturám. K výjimkám tak docháźı u následuj́ıćıch prvk̊u.

Pro prvńı a druhou variantu je obdobná i volba prvku p. Dominantńı počet vlastńıch č́ısel
pravděpodobně směruje na prvky nacházej́ıćı se na lichých prvćıch, s výjimkou prvku
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P . Tyto členy matice představuj́ı závislost odchylek rychlost́ı veškerých vozidel kolony.
Pokud se tedy nejedná o prvek P , který popisuje závislost odchylky od rychlosti daného
vozidla. V prvńı a druhé variantě se ve vztahu prvku p vyskytuje kladné vlastńı č́ıslo
λ. Při zavedeńı druhého rozd́ılného vlastńıho č́ısla je vlastńı č́ıslo dvojnásobné a vzniká
rozd́ıl s druhým vlastńım č́ıslem, tedy dle (98,102). Dalo by se očekávat, že obdobným
zp̊usobem by se mohl nalézt obecný tvar. Nicméně, razantńı rozd́ıl nastává v třet́ı situaci,
kde vztah je nyńı tvořen vlastńım č́ıslem polohových odchylek ν. Ve všech variantách
se vyskytuje v Jordanovo matićıch dominantńı počet vlastńıch č́ısel λ. Každopádně v
této variantě již prvek p neńı v̊ubec tvořen vlastńım č́ıslem λ. T́ım pádem je zavedena
zcela jiná situace, kterou dle předchoźıch variant neńı možno lehce zobecnit. Jediná
shoda nastává v př́ıpadě, že je zavedena rovnost vlastńıch č́ısel. Poté jsou si prvky rovny.
Rozš́ı̌reńı na v́ıce r̊uzných vlastńıch č́ısel již neńı možno provést symbolicky z výpočetńıch
d̊uvod̊u.

Třet́ı prvek odpov́ıdá v každém př́ıpadě součinu vlastńıch č́ısel viz (98,102,105).
Každopádně, je nutno zmı́nit, že součin vždy tvoř́ı maximálně druhou mocninu vlastńıch
č́ısel. Tedy při dosazeńı λ = ν je źıskán prvek λ2. Tento člen je možno odzkoušet pouze
pro strukturu Jordanovy matice s maximálně dvěma vlastńımi č́ısly. Z toho d̊uvodu je
možno tuto volbu pouze diskutovat. Dvě možnosti by tak mohly představovat řešeńı.
Prvek q tak může být složen ze součin̊u r̊uzných vlastńıch č́ısel. Daľśı řešeńı by mohlo
představovat rozložeńı vlastńıch č́ısel v tomto součinu, aby při dosazeńı λ = λi, ∀i vedlo
na maximálně druhou mocninu vlastńıho č́ısla, a tedy λ2. Tud́ıž mimo vlastńıho č́ısla λ
je nutno zavést ostatńım vlastńım č́ısl̊um nějakou hodnotu odmocniny. Např́ıklad pro pět
vozidel je obdrženo pět vlastńıch č́ısel. Jedno z nich představuje právě λ a zbylá vlastńı
č́ısla by dosazeńım λ měly být ve tvaru čtvrté odmocniny. T́ım by byla zaručena rovnost
λ2
1 = λ1

4√
λ2

4√
λ3

4√
λ4

4√
λ5, kde λi = λ1. Nicméně, jedná se pouze o předpoklad, který

neńı potvrzen a výsledný obecný tvar neńı nalezen.

Dodatečnými experimenty a zkoumáńım třet́ı varianty (105) se povedlo naj́ıt některé
struktury, pomoćı kterých je umožněno přǐradit tři rozd́ılná vlastńı č́ısla. Jordanovy
bloky jsou tedy tvořeny jednotnými vlastńımi č́ısly:

diag
([
−λ

]
,
[
−λ

]
,
[
−λ

]
,
[
−ν

]
,
[
−µ

])
.

Přǐrazovaná matice L má tvar:
−λ 0 0 0 0
0 −λ 0 0 0
0 0 −λ 0 0
0 0 0 −ν 0
0 0 0 0 −µ

 . (106)

Každopádně, řešeńı již neńı v oboru reálných č́ısel, ale jedná se o komplexńı složité
tvary. Pro tři vozidla je nalezen tvar využ́ıvaj́ıćı komplexńıho zápisu, který je zobrazen
v př́ılohách viz (124). Na sudých prvćıch již nedocháźı pouze k posloupnosti č́ısel, které
násob́ı jeden určitý tvar. Aktuálně k tomu tvaru bývá ještě přičtena imaginárńı složka.
Při řešeńı je zároveň nutno pracovat s kvadratickými rovnicemi, které zaručuj́ı větš́ı
množstv́ı výsledk̊u. Z toho d̊uvodu je možno ř́ıct, že forma je bez řešeńı.

Posledńı tvar je źıskán pro čtyři vozidla, pomoćı kterého proběhla snaha určit
obecný tvar zpětné vazby. Každopádně pro zvyšuj́ıćı se počet vozidel je nutno zavést
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daľśıch dvou vlastńıch č́ısel, což lehce uprav́ı předchoźı tvar Jordanových blok̊u v matici
(106). Dodáńım daľśıch blok̊u:

diag
([
−λ

]
,
[
−λ

]
,
[
−λ

]
,
[
−λ

]
,
[
−ν

]
,
[
−ν

]
,
[
−µ

])
.

je sestrojena Jordanova matice L:

−λ 0 0 0 0 0 0
0 −λ 0 0 0 0 0
0 0 −λ 0 0 0 0
0 0 0 −λ 0 0 0
0 0 0 0 −ν 0 0
0 0 0 0 0 −ν 0
0 0 0 0 0 0 −µ


,

kde se nyńı nacháźı dvě shodné vlastńı č́ısla ν. Obdobným zp̊usobem je nalezeno řešeńı,
které v aktuálńım př́ıpadě nevede na kvadratické rovnice. To znamená, že je obdržen tvar,
který nevyuž́ıvá imaginárńıch část́ı a představuje tak reálné řešeńı. Matice F pro čtyři
vozidla má tvar:
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(107)
kde lze vidět již poměrně jiného chováńı. Z dř́ıvěǰśıch variant je vyjádřen obecný tvar
matice (99), který v těchto př́ıpadech je odlǐsný. Na sudých prvćıch již docháźı k osci-
laci znamének a změně hodnot viz prvky (3,2) a (3,4) či (2,4) a (2,6) z matice (107).
Každopádně, dosazeńım rovnosti všech vlastńıch č́ısel s λ je zaručeno shodného tvaru dle
(99). Pro libovolně kladná vlastńı č́ısla je taktéž zaručeno vhodného tvaru stabilizuj́ıćı
uzavřenou smyčku. Ověřeńı tohoto tvaru již nelze ověřit v př́ıpadě pěti či v́ıce vozidel,
jelikož řešeńı využ́ıvá kubických rovnic či i rovnic vyšš́ıch řád̊u. Vyřešeńım těchto rov-
nic a určeńım zpětnovazebńıch matic jsou jejich tvary nepřehledné a př́ılǐs rozsáhlé k
jakémukoliv závěru.

4.4 Diskrétńı model

Vozidla mohou takovéto algoritmy využ́ıvat skrze poč́ıtače, které jsou v těchto
konstrukćıch zabudovány. Pro ty je ale nutno převést algoritmy ř́ızeńı do diskrétńı
oblasti. V pr̊uběhu ř́ızeńı se tak bude poč́ıtačem ovládat vozidlo v nějakých časových
okamžićıch, které budou určeny vzorkovaćı periodou Ts. Např́ıklad každou vteřinu může
být určen vyhovuj́ıćı akčńı zásah danému vozidlu.

Diskrétńı stavový popis je dán diskretizaćı spojitého stavového popisu (14). Diskrétńı
tvar:

xk+1 = Adxk +Bduk, (108)

kde matice Ad, Bd jsou diskrétńı matićı dynamiky a vstupńı diskrétńı matićı a výstupńı
diskrétńı rovnice je dána ve tvaru:

yk = Cdxk +Dduk.

s diskrétńımi maticemi Cd, Dd. Převedeńı spojitého popisu na diskrétńı popis je možno
provést několika možnými transformacemi. Transformace mohou být provedeny pro
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frekvenčńı či časovou oblast. V práci je využit stavový popis, a proto bude využita
transformace v časové oblasti. Jednotlivé převody časové oblasti, které zaručuj́ı diskrétńı
model lze provést např́ıklad následovně [39]:

• obdélńıkovou dopřednou transformaćı,

• obdélńıkovou zpětnou transformaćı,

• lichoběžńıkovou transformaćı,

• tvarovačem nultého řádu (ZOH),

• tvarovačem prvńıho řádu (FOH),

kde vztahy metod budou uvedeny pouze pro použitý zp̊usob převodu. V práci
proběhne diskretizace systému pomoćı ZOH. Převedeńı spoč́ıvá v určeńı matic z diskrétńı
stavové rovnice (108). Vztahy mezi maticemi jsou následovné:

Ad = eATs ,

Bd = A−1(eATs − I)B,

Cd = C,

Dd = D, (109)

kde matice výstupńı rovnice z̊ustávaj́ı shodné, matice stavové rovnice jsou upraveny a
matice I je jednotkovou matićı vhodných rozměr̊u. Vstupńı matice je určena řešeńım
integrálu z vývoje stavu v čase viz (112). Jelikož je práce zaměřena převážně na symetrický
návrh ř́ızeńı, je nutno ověřit vstupńı symetrii diskrétńıho tvaru. Výpočet matic symetrie
a cirkulačńı matice z̊ustává shodný viz (34,31). Určeńım matic diskrétńı stavové rovnice
je možno ověřit podmı́nky vstupńı symetrie (29,30). Pro př́ıpad tř́ı vozidel jsou źıskány
diskrétńı matice v podobě:

Ad =


0.368 0.000 0.000 0.000 0.000
0.632 1.000 −0.632 0.000 0.000
0.000 0.000 0.368 0.000 0.000
0.000 0.000 0.632 1.000 −0.632
0.000 0.000 0.000 0.000 0.368

 ,

Bd =


0.632 0.000 0.000
0.368 −0.368 0.000
0.000 0.632 0.000
0.000 0.368 −0.368
0.000 0.000 0.632

 , (110)

kde pro diskretizaci (4.4) je zvolena vzorkovaćı perioda Ts = 1[s].

4.4.1 Ově̌reńı vstupně symetrického diskrétńıho modelu

Diskretizovaný model muśı opětovně splňovat podmı́nky vstupně symetrického
systému. Ve spojitém př́ıpadě je ukázána kontrola pro konkrétně tři vozidla, kde je
využita matice symetrie (36) a matice dynamiky i vstupńı matice z (35). Posledně je
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zavedena cirkulačńı matice, která je opětovně shodná a je ve tvaru:

G =

0 0 1
1 0 0
0 1 0

 .

Dosazeńım matice symetrie, cirkulačńı matice a diskrétńıch matic stavové rovnice (110) je
možno ověřit, že převedeńım spojitého modelu do diskrétńı oblasti je vlastnost zachována.
Podmı́nky vstupńı symetrie s diskrétńımi maticemi:

TAd − AdT
!
= 0, TBd −BdG

!
= 0. (111)

Dosazeńım do podmı́nek je opětovně zaručeno źıskáńı nulových matic. Nicméně, dosa-
zeńım matic do vztah̊u převád́ı maticovou rovnici do př́ılǐs rozsáhlého tvaru. Podmı́nky
vstupńı symetrie diskrétńıho systému jsou pro názornou ukázku dodány do př́ıloh práce,
ale jedná se o zaokrouhlené tvary na jedno desetinné mı́sto viz (125,126). Ověřeńı je
provedeno i pro větš́ı počet vozidel, pro které je taktéž zaručeno splněńı obou podmı́nek.
Toto tvrzeńı tak potvrzuje, že pokud je systém vstupně symetrický v časové oblasti,
systém představuje vstupně symetrický systém i v diskrétńı oblasti. Tvrzeńı o zaručeńı
vstupńı symetrie spojitého a zároveň diskrétńıho systému je možno podložit d̊ukazem.

Důkaz: Necht’ je dána stavová rovnice spojitého systému (14) a diskrétńıho systému
(108) s periodou vzorkováńı Ts. Necht’ je dvojice (Ad, Bd) vstupně symetrická pro matici
symetrie T, pokud plat́ı podmı́nky vstupně symetrického systému (29,30) ve spojité
oblasti a vývoj stavového vektoru LTI systému je dán rovnićı:

x(t) = eAtx0 +

∫ t

0

eA(t−τ)Bu(τ)dτ, (112)

kde rovnice diskrétńıho systému je možno źıskat dosazeńım vzorkovaćı periody, a tedy
t = Ts je źıskána rovnice:

x(Ts) = eATsx0 +

∫ Ts

0

eA(Ts−τ)Bu(τ)dτ,

kde Ad = eATs a Bd = eATs
∫ Ts

0
e−AτdτB či z (4.4). Poté pro podmı́nku (29) plat́ı, že:

TAd = TeATs = T
(
I + ATs +

1

2!
(ATs)

2 + . . .
)
=

(
I + ATs +

1

2!
(ATs)

2 + . . .
)
T = eATsT︸ ︷︷ ︸

AdT

,

kde exponenciálńı člen je možno rozvést do Taylorovy řady a využit́ım podmı́nek (29) je
možné ho přesunout na pravou stranu exponenciálńıho členu. Dále je možno obdobným
zp̊usobem provést podmı́nku (30) a plat́ı:

TBd = T eATs︸︷︷︸
(I+ATs+... )︸ ︷︷ ︸
eATsT

∫ Ts

0

e−Aτ︸︷︷︸
(I−Aτ+... )

dτB = eATs

∫ Ts

0

e−Aτdτ TB︸︷︷︸
BG

= BdG,

kde integrace je složena z dvou Taylorových řad a matice symetrii je možno využit́ım
podmı́nek (29) převést na druhou stranu řadu. T́ım je d̊ukaz proveden pro obě nutné
podmı́nky vstupně symetrického diskrétńıho systému.
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Převedeńı systému z časové do diskrétńı oblasti je zaručeno a podloženo d̊ukazem.
To umožňuje se dále zabývat návrhem symetrického ř́ızeńı založeném na stavové zpětné
vazbě. Předchoźı nalezené symetrické stavové zpětné vazby je tedy možno využ́ıt na
dynamiku vozidla. Po zavedeńı tohoto zákonu ř́ızeńı s předem zvolenou strukturou
přǐrazovaných pól̊u je možno tuto uzavřenou ř́ızenou smyčku převést do diskrétńı podoby.
Zároveň, lze převést prvně systém do diskrétńı podoby a poté pro něj určovat žádané
tvary přǐrazovaných pól̊u. Každopádně, diskrétńı systémy maj́ı odlǐsné požadavky na
volbu vlastńıch č́ısel. Proto je nezbytné se zabývat vhodným přǐrazeńım pól̊u.

4.4.2 Stabilita diskrétńıho systému

U spojitých systémů je řešeno umı́stěńı pól̊u v pravé polorovině komplexńı roviny.
Veškerá vlastńı č́ısla nacházej́ıćı se vlevo od imaginárńı osy představuj́ı stabilńı pól
systému. U diskrétńıch systémů je tento problém přenesen do jednotkové kružnice v
okoĺı počátku komplexńı poloroviny. Pomoćı změny umı́stěńı pólu uvnitř jednotkové
kružnice v počátku je možno určit odezvu. Vlivem jeho umı́stěńı je možno doćılit
konverguj́ıćıch, harmonických, kmitavých či osciluj́ıćıch odezev. Taktéž velmi častý
požadavek představuje odezvu v konečném počtu krok̊u. Taková situace představuje
umı́stěńı pól̊u do počátku. Pokud jsou póly umı́stěny mimo tuto jednotkovou kružnici,
nastávaj́ı nestabilńı odezvy [39].

4.4.3 Ř́ızeńı s konečným počtem krok̊u

Jak již je řečeno, ř́ızeńı s konečným počtem krok̊u (dead-beat control) bývá častým
požadavkem při ř́ızeńı diskrétńıch systémů. Takové ř́ızeńı přináš́ı výhody, že regulačńı
odchylka dokáže konvergovat k nule v konečném počtu kroku. Počet těchto krok̊u za jak
dlouho se systém ustáĺı představuje vzorkovaćı okamžiky, za které bude regulačńı odchylka
a jejich počet odpov́ıdá řádu systému. Ř́ızeńı spoč́ıvá v návrhu stavové zpětné vazby.
Nalezeńı zpětnovazebńı matice je možno realizovat přǐrazeńım pól̊u pomoćı Jordanových
blok̊u.

4.4.3.1 Přǐrazovaná matice L

Požadované umı́stěńı pól̊u je přǐrazeno dynamice uzavřené smyčky dle zvolené Jorda-
novy matice L. Pro ř́ızeńı s konečným počtem krok̊u je nutno zavést právě tolik pól̊u do
zpětné vazby, kolikátého řádu je systém. Přǐrazovaná matice muśı obsahovat nilpotentńı
bloky, kde jejich násobnost je určena indexy řiditelnosti. Pro N vozidel je źıskáno právě N
blok̊u, kde součet velikost́ı blok̊u muśı být roven počtu stav̊u, a tedy n. Pro obecný počet
vozidel v koloně je odzkoušeno, že pro dvojici matic (A,B) indexy řiditelnosti odpov́ıdaj́ı:
µ(A,B) = 2, . . . , 2, 1. Nilpotentńı matice jsou ve tvaru:

Ji =


0 1

. . . . . .
. . . 1

0


µi×µi

,

kde na hlavńı diagonále jsou nulová násobná vlastńı č́ısla a nad hlavńı diagonálou se
nacházej́ı jedničky. Mimo těchto dvou diagonál se všude vyskytuj́ı nulové hodnoty a veli-
kost každého bloku je určena z index̊u řiditelnosti. Jordanova matice je složena z N − 1
blok̊u o velikosti 2×2 a jediného bloku o velikosti 1×1. Veškerá vlastńı č́ısla muśı být vo-
leny nulově k zaručeńı žádané konvergence regulované odchylky k nule. Tvar přǐrazované
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Jordanovy matice:

L =

Ji . . .

JN

 , (113)

kde na hlavńı diagonále se vyskytuj́ı definované nilpotentńı bloky a mimo ńı jsou nulové
prvky. Pro Jordanovu matici již lze navrhnout stavovou zpětnou vazbu.

4.4.3.2 Návrh stavové zpětné vazby

Z definovaného tvaru určuj́ıćı požadované přǐrazeńı pól̊u do nulových hodnot je źıskána
stavová zpětná vazba. Pro návrh stavové zpětné vazby je nutné zavést Jordanovu formu
se všemi nulovými vlastńımi č́ısly. Žádaná Jordanova forma pro model s třemi vozidly je
ve tvaru:

L =


0 1 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 1 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

 ,

z čehož lze vidět dva dvojnásobné bloky a jeden jednotný Jordan̊uv blok s nulovými póly.
Stavová zpětná vazba pro tři vozidla přǐrazuj́ıćı žádanou Jordanovu formu je ve tvaru:

F =

−0.582 0.000 0.661 1.582 −0.661
0.661 1.582 −0.582 1.582 −0.661
0.661 1.582 0.661 3.164 −1.905

 . (114)

Dále bude ukázáno, že pro libovolnou stavovou zpětnou vazbu je umožněno provést jej́ı
symetrizace.

4.4.3.3 Symetrické ř́ızeńı s konečným počtem krok̊u

Pro nalezenou stavovou zpětnou vazbu je možno nalézt jejich symetrických tvar̊u.
K tomu je nutno zavést následuj́ıćı lemma o symetrizaci stavové zpětné vazby
F0 ∈ F(A,B,L), kde F0 představuje libovolnou stavovou zpětnou vazbu a F(A,B,L) je
množinou stavových zpětných vazeb přǐrazených uzavřené smyčce s matićı L. Je nutno
zmı́nit, že Jordanova matice muśı být složena z nilpotentńıch blok̊u, které maj́ı velikost
odpov́ıdaj́ıćı index̊um řiditelnosti dle (4.4.3.1).

Lemma 4.1 Necht’ (A,B) pro A ∈ Rn×n, B = [B1, . . . , Bm] ∈ Rn×mq s dimenźı matice
rank B = mq, je řiditelná vstupně symetrická dvojice s matićı symetrie T ∈ Rn×n o
dimenzi rank T = n, a necht’ F0 ∈ Rmq×n a F0 ∈ F(A,B,L), potom plat́ı:

Fk = Gk
mqF0T

−k ∈ F(A,B,L), ∀k = 1, 2, . . . ,m− 1, (115)

F =
1

m

m−1∑
i=0

Fi, (116)

kde F je symetrickou stavovou zpětnou vazbou.

Nalezenou zpětnovazebńı matici (114) je možno symetrizovat využit́ım vztah̊u (115,116).
Každopádně, je nutno poznamenat, že matice F z (4.1) neńı obecně prvkem množiny
F ∈ (A,B,L), to znamená, že nepřǐrazuje matici (A+BF ) Jordanovu formu L. Nicméně,
následně definovaná věta již ukazuje, že pro speciálńı př́ıpad tomu tak je.
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Věta 4.2 Necht’ (A,B) pro A ∈ Rn×n, B = [B1, . . . , Bm] ∈ Rn×m s dimenźı matice
rank B = m, je řiditelná vstupně symetrická dvojice s indexy řiditelnosti µ(A,B) =
µ1, µ2, . . . , µm a s matićı symetrie T ∈ Rn×n o dimenzi rank T = n. Dále necht’ matice
L ∈ Rn×n je ve tvaru:

L = diag(J1(λ), J2(λ), . . . , Jm(λ)),

kde

Ji =


λ 1

. . . . . .
. . . 1

λ

 ∈ Rµi×µi , i = 1, 2, . . . ,m,

je Jordan̊uv blok př́ıslušný reálnému vlastńımu č́ıslu λ ∈ R, které odpov́ıdá nulovým hod-
notám k zaručeńı nilpotentńıch matic. Dále necht’ F0 ∈ F(A,B,L) je libovolná stavová
zpětná vazba. Pro ńı̌z jsou definovány vztahy:

Fk = Gk
m1F0T

−k, k = 1, 2, . . . ,m− 1, (117)

F =
1

m

m−1∑
i=0

Fi, (118)

potom matice F je symetrická stavová zpětná vazba a dodatečně plat́ı F ∈ F(A,B,L).

Jedná se o rozš́ı̌reńı předchoźıho lemmatu (4.1). Nyńı je tedy možno, aby nalezená
symetrická vazba byla obecně prvkem množiny F . Větou (4.2) je zaručeno přǐrazeńı
dynamice uzavřené smyčky požadovaných pól̊u definovaných Jordanovou formou. Důkaz
věty (4.2) je proveden v disertačńı práci [76].

Je možno zvolit libovolnou zpětnovazebńı matici ve tvaru:

F = F0 + β1(F1 − F0) + · · ·+ βm−1(Fm−1 − F0), (119)

kde koeficienty β1, . . . , βm−1 jsou libovolné reálné hodnoty, které patř́ı do množiny
F(A,B,L). Symetrické zpětné vazby lze doćılit volbou shodnout koeficient̊u, a tedy
βi =

1
m
, i = 1, . . . ,m− 1. T́ım je doćıleno:

F = F =
1

m

m−1∑
i=0

Fi.

Pro definované vztahy nezbytné k výpočtu je možno pro libovolnou stavovou zpětnou
vazbu určit symetrické ř́ızeńı s konečným počtem krok̊u. Libovolná stavová zpětná vazba
je zvolena v (114) a bude dále označena jako F0. Tato zpětnovazebńı matice je dále
dosazena do vztahu (117), z čehož je źıskána množina symetrických stavových vazeb.
Využit́ım vztahu (118) je źıskán finálńı tvar symetrické stavové zpětné vazby ve tvaru:

F =

−1.534 −1.582 0.331 −0.791 0.331
0.331 0.791 −1.534 −0.791 0.331
0.331 0.791 0.331 1.582 −1.534

 ,

což vede na řešeńı s plnou matićı. Symetrické řešeńı tedy nevede na možnost omezeńı in-
formačńı vazby mezi prvky zpětnovazebńı matice. Taktéž při výpočtu symetrické zpětné
vazby je provedena diskretizace spojitého systému vzorkovačem nultého řádu. Diskreti-
zace vede na zaokrouhlovaćı chyby a vlivem nepřesnosti neńı možné použ́ıt tento postup.
Nicméně, pokud neńı žádán symetrický př́ıstup, je možné realizovat návrh nesymetrické
zpětné vazby obdobným zp̊usobem. Pro nesymetrický návrh je tak možné zavést určitých
omezeńı v informačńı topologii.
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4.4.3.4 Omezeńı struktury stavovou zpětnou vazbou

Při použit́ı ř́ızeńı s konečným počtem krok̊u lze doćılit symetrického ř́ızeńı u
veškerých vozidel. Nicméně, dodatečná omezeńı jsou kladeny i na potlačeńı některých
složek zpětnovazebńı matice, což neńı umožněno v př́ıpadě symetrického ř́ızeńı. Pro tento
tvar se vycháźı z libovolné zpětné vazby, a tedy např́ıklad z (114). Pro tuto matici je
možno využ́ıt vztahu, který je definován v dř́ıvěǰśı části (117). Dosazeńım nalezených
zpětných vazeb do vztahu (119) je źıskána nesymetrická matice, která je parametrizována
volnými parametry βi, i = 1, 2, . . . ,m− 1. K zaručeńı symetrické zpětné vazby je nutno
položit tyto parametry βi = 1/m. Nicméně, pokud se tato rovnost nezavede, jedná se
o nesymetrickou zpětnou vazbu. Pro ńıž je možno dodat takových omezeńı na některé
prvky zpětnovazebńı matice F , které vedou na potlačeńı některých informačńıch vazeb.
Nalezeńım vyhovuj́ıćıho tvaru zpětnovazebńı matice je źıskán finálńı tvar stavové zpětné
vazby, pomoćı které je možno ř́ıdit systém v konečném počtu krok̊u. V př́ıpadě N = 3
vozidel jsou źıskány celkově tři stavové zpětné vazby a dva parametry β. Parametrizovaná
stavová zpětná vazba je zobrazena pro přehled v př́ılohách viz (127). Volnými parametry
β je možno dopoč́ıtat některá možná omezeńı, ale v př́ıpadě malého počtu vozidel neńı
př́ılǐs velká volnost. V př́ıpadě omezeńı prvk̊u na pozićıch (1,5), (3,1) a (3,2) je źıskán
tvar zpětnovazebńı matice při ř́ızeńı v konečném počtu krok̊u:

Fdb,3 =

−1.243 −1.582 0.661 0.000 0.000
0.000 0.000 −0.582 0.000 0.000
0.000 0.000 0.661 1.582 −1.243

 . (120)

Tato volba směřuje na omezeńı struktury k doćıleńı topologie BD, ale některé prvky
matice jsou omezené dodatečně. Např́ıklad na druhém řádku, tedy pro druhé vozidlo je
omezena informace kompletně, s výjimkou vlastńı rychlosti. Ověřeńım je taktéž zaručena
řiditelnost systému uzavřené smyčky ř́ızené stavovou zpětnou vazbou z (120). Dále je
proveden návrh konečně krokového ř́ızeńı pro čtyři vozidla obdobným zp̊usobem. V Jor-
danova forma obsahuje jeden nilpotentńı blok nav́ıc vzhledem k situaci s třemi vozidly.
Stejným postupem je dopočtena zpětnovazebńı matice pro čtyři vozidla:

Fdb,4 =


−0.582 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000
0.661 1.582 −1.243 0.000 0.000 0.000 0.000
0.661 1.582 0.000 1.582 −1.243 0.000 0.000
0.661 1.582 0.000 1.582 0.000 1.582 −1.243

 , (121)

ze které je možno vidět omezené informačńı vazby mezi vozidly. Vozidla využ́ıvaj́ı pouze
vlastńı rychlosti vozidla a dodatečně libovolných veličin všech předcházej́ıćıch vozidel. Při
návrhu konečně krokového ř́ızeńı dle vztahu (119) je možno doćılit v́ıce r̊uzných tvar̊u,
které omezuj́ı odlǐsným zp̊usobem informačńı vazby. Následné simulace jsou zobrazeny v
daľśı části.
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5 Simulace navržených metod pro ř́ızeńı kolony

V dané části bude vytvořen model kolony vozidel v Simulinku, který vycháźı z předešlé
práce [9]. Nicméně, model je dále rozš́ı̌ren o možnost nastaveńı požadovaných hodnot jed-
notlivých stav̊u (set-point̊u). Z daného modelu budou představeny výsledky navržených
ř́ızeńı. Na vozidla z kolony bude odzkoušeny přidané poruchy, r̊uzná volba počátečńıch
podmı́nek a změna požadovaných rozestup̊u mezi vozidly či rychlosti celé kolony. Dále
proběhne návrh aplikace, která bude sloužit k ověřeńı některých navržených řešeńı. Vy-
tvořeńı aplikace je provedeno pomoćı rozš́ı̌reńı v MATLABu. Konkrétně se jedná o App
Designer, který umožňuje zavést vizualizaci či i interakci s uživatelem. App Designer
představuje integrované prostřed́ı, které slouž́ı jako grafické uživatelské rozhrańı a zavád́ı
chováńı programovatelné aplikace [77]. Virtuálńı model, vytvořený v App Designeru, pra-
cuje v reálném čase a slouž́ı jako simulátor pro kolonu vozidel.

5.1 Simulace navržených metod

Model kolony vozidel je vytvořen v Simulinku na obrázku (12). Tento model využ́ıvá
ř́ızeńı v podobě stavové zpětné vazby, u kterého je možno upravovat referenčńı hodnoty
odchylek. Zavedeńım odchylky stav̊u a žádaných hodnot je doćıleno, že vozidla dodržuj́ı
definované rozestupy při potřebné rychlosti. Nicméně, je nutno žádané odchylky od rych-
losti vynásobit vhodným ześıleńı, aby rychlost́ı odchylky byly ř́ızeny na žádanou hodnotu.

vstupní	poruchy

Řízený	stavový	model

vektor	setpointů	w_ref

změna	požadovaných	hodnot	po	10s

Stavová	zpětná	vazba	se	setpointy

1

d1

+

+

1

d2

1

d3

+
−
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structure

y

	>	0

	>=	10
2

Obrázek 12: Schéma ř́ızeného modelu kolony s třemi vozidly pomoćı stavové zpětné vazby

Pro ř́ızeńı v́ıce vozidel je model shodný až na množstv́ı vstupńıch poruch. Pro libovolný
počet vozidel je možno zavést shodný počet vstupńıch signál̊u. Z tohoto d̊uvodu je
zobrazena pouze jediná situace, a tedy pro tři vozidla. Pro každou z nalezených variant
jsou provedeny simulace, které představuj́ı vliv počátečńıch podmı́nek, vstupńı poruchy
a změnu set-point̊u.

Simulačńı model (12) je složen z blok̊u stavového popisu, zisku v podobě zpětné
vazby, zisk̊u dopoč́ıtávaj́ıćı veškeré výstupńı veličiny a konstant inputDist, setpoints,
pomoćı kterých je nastaveno, zda je žádán vstup poruch či vstup změn požadovaných
hodnot. V př́ıpadě žádaného ř́ızeńı se vstupńımi poruchy je hodnota v inputDist kladná.
V tomto př́ıpadě jsou na vstup systému přivedeny pulzové poruchy pro každé vozidlo
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s rozestupem přibližně dvaceti vteřin. V př́ıpadě, že set-pointy nejsou žádány, hodnota
bloku odpov́ıdá nulovému vektoru s vhodnou dimenźı. Pro umožněńı změnit požadované
hodnoty je nezbytné zvolit některé hodnoty tohoto vektoru nenulově. V tom př́ıpadě
je v modelu zavedeno, že po deseti vteřinách se požadované hodnoty zdvojnásob́ı. K
zaručeńı přesného sledováńı rychlostńıch odchylek je nutné zavést kompenzačńıho ześıleńı
v MATLAB funkci bloku s názvem Pgain. Do této MATLAB funkce je dále dodána
informace o použitém ř́ızeńı (pomoćı bloku s hodnotou structure) a jeho parametr̊u (v
bloku s hodnotou eigenvals). Konstantńı blok s hodnotou eigenvals představuje pro
symetrické stavové zpětné vazby jeho vlastńı č́ısla a pro symetrické LQR potřebné
parametry návrhu váhových matic p, q, r.

Pro každou nalezenou obecnou symetrickou stavovou zpětnou vazbu bylo řečeno,
že lze libovolně volit vlastńı č́ısla k doćıleńı stabilizace systému. Experimenty je toto tvr-
zeńı odzkoušeno a potvrzeno. Nicméně, k zaručeńı přesného dosledováńı společné žádané
rychlosti kolony pro veškerá vozidla je nutno dbát na splněńı nutných předpoklad̊u.
Stavové zpětné vazby jsou źıskány parametrizaćı veškerých stavových vazeb. Je tedy
nutno dbát na dodržeńı podmı́nky, že:

σ(A) ∩ σ(L) = ∅,

kde σ(.) představuje spektrum matice neboli množinu vlastńıch č́ısel. To znamená, že
přǐrazované vlastńı č́ıslo se nesmı́ shodovat s vlastńım č́ıslem matice dynamiky. Z toho
d̊uvodu, nesmı́ být přǐrazovány vlastńı č́ısla s hodnotou −1. Mimo této podmı́nky je
nutné volit vlastńı č́ısla, aby byly přǐrazeny do levé komplexńı poloroviny. Při splněńı
těchto podmı́nek a zavedeńım vhodného ześıleńı žádané rychlosti kolony lze dosáhnout
sledováńı veškerých set-point̊u.

5.1.1 Symetrické LQR

Simulace proběhnou pro zpětnovazebńı ř́ızeńı vycházej́ıćıho z části (4.2). V této části
jsou provedeny návrhy, které vycháźı z výstupńıch matic a matic obecných. Simulace
je provedena pro př́ıpad, že se měř́ı pouze př́ımé vazby veličin, a tedy z diagonálńıch
prvk̊u výstupńıch matic. Pro shodnou volbu prvk̊u p, q, r, které v př́ıpadě nalezených
symetrických stavových zpětných vazeb (74,75) odpov́ıdaj́ı hodnotám: p = 1, q = 3, r = 1.
Dř́ıve byl zobrazen vývoj vlastńıch č́ısel pro zvyšuj́ıćı se počet vozidel viz (4.2.6). Nyńı
se zobraźı pr̊uběh ř́ızených stav̊u pomoćı navrženého symetrického LQR. K této metodě
ř́ızeńı jsou již navržené zpětnovazebńı matice viz (74,75) vycházej́ıćı z možnost́ı měřeńı
pouze polohových odchylek či všech odchylek. Porovnáńı ř́ızeńı rychlostńıch a polohových
odchylek pro stejně zadané parametry váhových matic jsou zobrazeny odchylky od poloh
na obrázćıch (13a, 13b) a odchylky od rychlost́ı na (14a, 14b).

Z obrázk̊u (14a,14b) lze vidět, že v druhé variantě nastává větš́ıho překmitu, ale nastávaj́ı
plynuleǰśı přechody. Pro zaručeńı nižš́ıch překmit̊u je tedy možné zavést větš́ı hodnotu
parametru q a zároveň při dosazeńım větš́ıch hodnot je zaručeno přechodových děj̊u, které
ke konci regulace nemaj́ı překmity do druhé polarity. Nicméně, vyšš́ı volba parametru q
doprováźı deľśı pr̊uběh odregulováńı poruchy v odchylkách od poloh viz obrázek (13b).
Naopak, vyšš́ı volbou parametru q je doćıleno rychleǰśıho odregulováńı poruch při nižš́ıch
výkyvech. Každopádně, hlavńı př́ınos symetrického ř́ızeńı je zobrazen na těchto grafech.
Je vidět, že aplikováńım poruchy na jakékoliv vozidlo nastane nár̊ust odchylek od poloh
pouze u daného vozidla, což představuje rozestup mezi daným a jeho následuj́ıćım
vozidlem. Vlivem, že se vozidlo posune o nějaké dočasné hodnoty dopředu vede na to,
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(a) Ř́ızeńı odchylek od polohy kolony pro
p = 1, q = 3, r = 1

(b) Ř́ızeńı odchylek od polohy kolony
p = 3, q = 1, r = 1

Obrázek 13: Pr̊uběh ř́ızeńı polohových odchylek kolony tř́ı vozidel pomoćı symetrické
zpětné vazby s aplikovanými poruchami

(a) Ř́ızeńı odchylek od rychlosti kolony
p = 1, q = 3, r = 1

(b) Ř́ızeńı odchylek od rychlosti kolony
p = 3, q = 1, r = 1

Obrázek 14: Pr̊uběh ř́ızeńı rychlostńıch odchylek kolony tř́ı vozidel pomoćı symetrické
zpětné vazby s aplikovanými poruchami

že o tyto hodnoty zkrát́ı rozestup mezi jeho předešlým vozidlem. Aplikovaná porucha
se dále mimo tuto lokalitu neš́ı̌ŕı. T́ımto je možné ř́ıct, že porucha se odř́ıd́ı v lokálńım
prostoru. Úpravou rozestup̊u vznikne vliv maximálně na rychlosti kolony vozidel. Vozidlo
reaguje na poruchu prudkým nár̊ustem rychlosti, č́ımž i posune rozestupy mezi vozidly.
Zbylá vozidla v koloně dále reaguj́ı pouze dodatečným přidáńım rychlost́ı, které je u
všech vozidel s výjimkou poruchového vozidla stejné.

Dodatečnými experimenty a zkoumáńım řetězové stability je odzkoušeno, že para-
metr p je vhodné volit rozumném poměru s parametrem q. Převážně je vhodnou volbou
určit parametr: p > 1. Zároveň je vhodné zvyšovat v nějakém poměru tento parametr
vzhledem ke zvyšováńı parametru q. V př́ıpadě, že tento parametr odpov́ıdá např́ıklad
hodnotě p < 1 a parametr q > 10, pr̊uběhy ř́ızeńı vycházej́ı řetězově nestabilńı v
odchylkách od rychlosti. V odchylkách od polohy je řetězové stabilitě zaručeno vždy. Na
rozd́ıl od symetrické stavové zpětné vazby, která bude uvedena dále, je v této metodě
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nutno stále kontrolovat vhodnost těchto parametr̊u. Při dostatečně ńızkých hodnotách
parametru q, a tedy např́ıklad q = 2 je možno volit parametr p libovolně kladně.

Obdobný problém nastává i u prvńı nalezené struktury symetrických váhových
matic, která vycháźı z měřeńı pouze polohových veličin. Zde se parametr p nevyskytuje
v̊ubec, a tedy návrh spoč́ıvá pouze v parametrech q, r. Volbou parametru q je doćıleno
řetězově stabilńıho systému pro odchylky od poloh a při rozumné volbě i rychlostńıch
odchylek. Nicméně, při př́ılǐs velké hodnotě penalizaćı odchylek od poloh je doćıleno
opětovně řetězové nestability v odchylkách od rychlost́ı. Takové chováńı je možné
zpozorovat při volbě p = 1, q = 20, r = 1 a je zobrazeno na obrázćıch (15a,15b).
Na daných obrázćıch lze zpozorovat, že pr̊uběhy odchylek odpov́ıdaj́ı dle předpokladu
symetrických systémů, a tedy problém š́ı̌reńı poruch poz̊ustává pouze v lokalitě dvou
vozidel. Nicméně, u odchylek rychlost́ı je možno zpozorovat, že pro aplikovanou poruchu
na prvńı vozidlo jsou zbylé odchylky od rychlost́ı s vyšš́ı maximálńı amplitudou. Což
při kontrole řetězové stability nesplňuje podmı́nku. Přestože je následuj́ıćı rychlostńı
odchylka vyšš́ı, veškeré zbylé odchylky jsou již shodné a dále se nezvyšuj́ı. Což v jistém
zp̊usobu š́ı̌ŕı poruchu dále, ale po prvńım přechodu k daľśımu vozidlu se již nebude
zvětšovat.

(a) Ř́ızeńı odchylek od polohy kolony
p = 1, q = 20, r = 1

(b) Ř́ızeńı odchylek od rychlosti kolony
p = 1, q = 20, r = 1

Obrázek 15: Pr̊uběh ř́ızeńı odchylek kolony tř́ı vozidel pomoćı symetrické zpětné vazby s
aplikovanou poruchou na prvńım vozidle

Taktéž je možné určovat set-pointy k zaručeńı žádaných odchylek. Pro odchylky od po-
loh je přesně sledováńı zaručeno. Nicméně, pro přesně sledováńı rychlostńıch odchylek je
nezbytné dodat potřebný zisk v podobě dopředné vazby. Tento zisk je navržen pouze v
př́ıpadě, že váhová matice ř́ızeńı R je jednotková. Pokud matice neńı jednotkovou ma-
tićı, rychlostńı odchylky při set-pointech nebudou tyto požadavky přesně sledovat. Ex-
perimenty je odzkoušeno, že vliv parametru q neńı závislý na set-pointech od rychlost́ı.
Nicméně, zbylé dva parametry jsou závislé. Pr̊uběh ř́ızeńı na požadované hodnoty je na
obrázćıch (16a,16b).

5.1.2 Struktura se shodnými vlastńımi č́ısly

Pro danou variantu je navržena symetrická stavová zpětná vazba v části (4.3.2.1). Jak
je již zmı́něno, zobecněný tvar symetrické zpětné vazby dovoluje libovolně určovat vlastńı
č́ısla uzavřené smyčky. Nicméně, k zaručeńı sledováńı je nutno určit vhodný zisk, aby
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(a) Ř́ızeńı odchylek od polohy kolony
p = 4, q = 10, r = 1

(b) Ř́ızeńı odchylek od rychlosti kolony
p = 4, q = 10, r = 1

Obrázek 16: Pr̊uběh ř́ızeńı odchylek na požadované hodnoty kolony tř́ı vozidel pomoćı
symetrické zpětné vazby

systém dosledoval správnou hodnotu žádaných odchylek. V této variantě je zisk určen
jako λ/(λ− 1). Zavedeńım zisku je doćıleno správného sledováńı rychlost́ı, které předt́ım
nedosahovalo správných hodnot.

(a) Ř́ızeńı odchylek od polohy kolony (b) Ř́ızeńı odchylek od rychlosti kolony

Obrázek 17: Pr̊uběh ř́ızeńı odchylek kolony tř́ı vozidel symetrickou zpětnou vazbou s
vektorem počátečńıch podmı́nek x0 = [1, 0, 3, 0, 5]T a vlastńımi č́ısly λ = 0.5

Z obrázk̊u (17a,17b) je možno vidět pr̊uběh ř́ızeńı kolony s vlivem počátečńıch podmı́nek.
Počátečńı podmı́nky jsou zvoleny r̊uzně na odchylky od rychlost́ı jednotlivých vozidel.
Je ukázáno, že vlivem r̊uzných rychlost́ı veškerá vozidla udělaj́ı manévr, č́ımž se sńıž́ı
postupně rozestupy mezi vozidly. Následně vlivem manévru se vozidla ř́ıd́ı na nulové
odchylky.

Dále je provedena simulace vozidel dané zpětné vazby při aplikované poruše po-
stupně na jednotlivá vozidla. Jsou zvoleny dvě r̊uzná vlastńı č́ısla λ k porovnáńı
odlǐsnosti odchylek od poloh a rychlost́ı viz obrázky (18,19). Na obrázćıch (18a,18b) jsou
zobrazeny odchylky od poloh pro volbu λ1 = 0.5, λ2 = 4. Přibližně po 15-20 vteřinách
jsou vybuzeny vstupńı poruchy p̊usob́ıćı na vozidla. V prvńım intervalu je tedy aplikována
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porucha na prvńı vozidlo, v druhém intervalu na druhé a podobně. Na obrázćıch lze
vidět, že vyšš́ı volbou vlastńıho č́ısla je samozřejmě dodána agresivita systému. Poruchy
tak nezp̊usob́ı přebytečných překmit̊u a může tak být dostatečně potlačena v rychleǰśım
čase.

Odezva rychlostńıch odchylek je obdobná jako u polohových. Vlivem struktury
přǐrazené Jordanovy matice je možnost volit pouze shodná vlastńı č́ısla. Může být
vhodněǰśı mı́t větš́ı volnost ve volbě vlastńıch č́ısel, a proto budou představeny simulace
i daľśıch struktur. Odezvy odchylek od rychlosti jsou zobrazeny na obrázćıch (18a,18b),
kde jsou porovnávány dvě r̊uzné hodnoty dosazených vlastńıch č́ısel. Opětovně je možné
ř́ıct, že je vyšš́ı vlastńı č́ıslo lepš́ı. Nicméně, mělo by se zohlednit jaké akčńı zásahy je
nezbytné zavést do systému a doj́ıt ke kompromisu.

(a) Ř́ızeńı odchylek od polohy kolony pro λ = 0.5 (b) Ř́ızeńı odchylek od polohy kolony pro λ = 4

Obrázek 18: Pr̊uběh ř́ızeńı polohových odchylek kolony tř́ı vozidel symetrickou zpětnou
vazbou s aplikovanými poruchami při volbě vlastńıch č́ısel λ = [0.5, 4]

(a) Ř́ızeńı odchylek od rychlosti kolony pro λ = 0.5 (b) Ř́ızeńı odchylek od rychlosti kolony pro λ = 4

Obrázek 19: Pr̊uběh ř́ızeńı rychlostńıch odchylek kolony tř́ı vozidel symetrickou zpětnou
vazbou s aplikovanými poruchami při volbě vlastńıch č́ısel λ = [0.5, 4]

Posledńı zobrazeńı je provedeno pro sledováńı žádaných odchylek. Nastaveńı
požadovaných hodnot je v praxi běžným požadavkem. Tomu tak je i v platoo-
ningu a ř́ızeńı těchto kolon vozidel. Je nutno umožnit nastavovat požadované rozestupy
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a rychlosti celé kolony. Na obrázćıch (20,21) jsou zobrazeny pr̊uběhy ř́ızeńı jednotlivých
odchylek na zadané set-pointy. V pr̊uběhu obrázk̊u je p̊uvodńı set-point zvětšen na
dvojnásobnou hodnotu. Zákon ř́ızeńı pro set-pointy při ř́ızeńı stavovou zpětnou vazbou
je definován:

u = K(x−wref ),

kdewref jsou požadované hodnoty stav̊u a použitý zákon ř́ızeńı je možné vidět ve schématu
v Simulinku viz (12).

(a) Ř́ızeńı odchylek od polohy kolony pro λ = 0.5 (b) Ř́ızeńı odchylek od polohy kolony pro λ = 4

Obrázek 20: Pr̊uběh ř́ızeńı polohových odchylek kolony tř́ı vozidel symetrickou zpětnou
vazbou při volbě vlastńıch č́ısel λ = [0.5, 4] a zadaných setpointech

(a) Ř́ızeńı odchylek od rychlosti kolony pro λ = 0.5 (b) Ř́ızeńı odchylek od rychlosti kolony pro λ = 4

Obrázek 21: Pr̊uběh ř́ızeńı rychlostńıch odchylek kolony tř́ı vozidel symetrickou zpětnou
vazbou při volbě vlastńıch č́ısel λ = [0.5, 4] a zadaných setpointech

Na obrázćıch (21a,21b) jsou zobrazeny pr̊uběhy odchylek, které jsou ř́ızeny na požadované
hodnoty. V prvńı variantě je zvoleno vlastńı č́ıslo λ1 = 0.5 a v druhé variantě je vlastńı
č́ıslo λ2 = 4. Jednoznačně je př́ıpustné opětovně ř́ıct, že při agresivněǰśı stavové zpětné
vazbě je doćıleno požadované hodnoty značně rychleji, a tedy až pětkrát rychleji. Pr̊uběhy
rychlostńıch odchylek již nejsou shodné a vozidla využ́ıvaj́ı postupně nižš́ıch rychlost́ı dle
jejich indexu v koloně viz obrázky (21a,21b). Je vidět, že na prvńım obrázku je, vlivem
volby malého vlastńıho č́ısla, zaručen poměrně zdlouhavý regulačńı proces, u kterého
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systém nestihne dosledovat žádanou hodnotu. Druhá varianta má mı́rně agresivněǰśı
volbu vlastńıho č́ısla, pomoćı které je možno tento regulačńı pr̊uběh urychlit. Přestože
jsou překmity v odchylkách rychlosti značně větš́ı, toto řešeńı představuje vhodněǰśı volbu.

Z předešlých simulaćı je adekvátńı ř́ıct, že je žádáno využ́ıvat struktury zpětné
vazby s možnost́ı r̊uzně volit v́ıce vlastńıch č́ısel. Takové situace budou odsimulovány
následovně.

5.1.3 Struktura s jediným r̊uzným vlastńım č́ıslem

Návrh zpětné vazby je proveden v kapitole (4.3.2.2). Pro přesné sledováńı hodnot
je žádoućı určit vhodný zisk násobićı set-pointy rychlost́ı a je ve tvaru: ν/(ν − 1).
Touto volbou je doćıleno, že pro jakoukoliv kombinaci vlastńıch č́ısel λ, ν je vysledován
žádoućıch hodnot rychlosti. Přestože je struktura rozš́ı̌rena pouze minimálně vzhledem
k předešlé struktuře, ř́ızeńı je dodána dodatečná minimálńı volnost. Simulace při
nenulových počátečńıch podmı́nkách je zobrazena následovně na obrázćıch (22). V této
části již nebudou porovnávány volby r̊uzné volby vlastńıch č́ısel, ale budou zobrazeny
pouze některé vhodné volby.

(a) Ř́ızeńı odchylek od polohy kolony (b) Ř́ızeńı odchylek od rychlosti kolony

Obrázek 22: Pr̊uběh ř́ızeńı odchylek kolony tř́ı vozidel symetrickou zpětnou vazbou s
vektorem počátečńıch podmı́nek x0 = [1, 0, 3, 0, 5]T a vlastńımi č́ısly λ = 3, ν = 4

Na obrázćıch (22a,22b) jsou zobrazeny situace, kde maj́ı vozidla r̊uzné počátečńı rychlosti.
Vlivem této počátečńı chyby muśı vozidla reagovat a postupně konverguj́ı k počátečńı
hodnotě. Počátečńı vliv nenulových hodnot má obdobnou odezvu na odchylky jako v
předchoźı části.

Aplikované poruchy na jednotlivá vozidla jsou v simulaćıch postupně zavedeny. Na
obrázćıch (23) jsou zobrazeny odezvy odchylek na zp̊usobené poruchy, které jsou po
intervalech aplikovány na jednotlivá vozidla. Zp̊usobená porucha na nějaké vozidlo se
poté š́ı̌ŕı kolonou a potvrzuje chováńı symetrického ř́ızeńı, které je zmı́něno dř́ıve v (4.2.1).
Na obrázku (23a) je zobrazen vliv postupných poruch u každého vozidla. Lze taktéž
zpozorovat zmı́něné chováńı symetrických systémů, kde v př́ıpadě aplikováńı poruchy na
vozidlo nastane změna pouze v rozestupech daného a předešlého vozidla. Mimo těchto
změn nastanou odezvy i u rychlost́ı veškerých vozidel. Nicméně, pro rychlosti vozidel
nastanou u všech vozidel stejné odezvy s výjimkou vozidla, kde porucha nastala. U
tohoto vozidla nastane razantněǰśı odezva než u zbylých viz obrázek (23b).
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(a) Ř́ızeńı odchylek od polohy kolony pro
λ = 3, ν = 4

(b) Ř́ızeńı odchylek od rychlosti kolony pro
λ = 3, ν = 4

Obrázek 23: Pr̊uběh ř́ızeńı polohových odchylek kolony tř́ı vozidel symetrickou zpětnou
vazbou s aplikovanými poruchami při volbě vlastńıch č́ısel λ = 3, ν = 4

Na obrázćıch (24) jsou zobrazeny pr̊uběhy ř́ızeńı veličin na požadované hodnoty. U
těchto pr̊uběh̊u je ukázáno shodných vlastnost́ı jako u předešlé varianty.

(a) Ř́ızeńı odchylek od polohy kolony pro
λ = 3, ν = 4

(b) Ř́ızeńı odchylek od rychlosti kolony pro
λ = 3, ν = 4

Obrázek 24: Pr̊uběh ř́ızeńı odchylek kolony tř́ı vozidel symetrickou zpětnou vazbou při
volbě vlastńıch č́ısel λ = 3, ν = 4 a zadaných setpointech

5.1.4 Struktura ze shodných rychlostńıch a polohových vlastńıch č́ısel

Symetrický návrh stavové zpětné vazby je proveden v sekci (4.3.2.3). Určeńı ześıleńı je
nezbytné zavést pro dva př́ıpady, a tedy při shodnosti vlastńıch č́ısel a jejich r̊uznosti. Při
shodnosti těchto č́ısel je zaveden zisk: (λ+ ν)/(λ+ ν − 2) a pro r̊uznost vlastńıch č́ısel je
nutno zavést zisk: λ/(λ− 1). V této části bude opětovně zobrazeno ř́ızeńı při nenulových
počátečńıch podmı́nkách, vstupńıch poruchách a sledováńı požadovaných hodnot. Tato
varianta umožňuje libovolně volit dva typy vlastńıch č́ısel. Je možno rozd́ılně zvolit N
vlastńıch č́ısel λ a (N − 1) vlastńıch č́ısel ν. V dané části jsou provedeny simulace při
volbě vlastńıch č́ısel λ = 3, ν = 4. Ř́ızeńı při vlivu počátečńıch podmı́nek je zobrazeno
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na obrázćıch (25a) pro odchylky od polohy a pro odchylky rychlosti (25b).

(a) Ř́ızeńı odchylek od polohy kolony (b) Ř́ızeńı odchylek od rychlosti kolony

Obrázek 25: Pr̊uběh ř́ızeńı odchylek kolony tř́ı vozidel symetrickou zpětnou vazbou s
vektorem počátečńıch podmı́nek x0 = [1, 0, 3, 0, 5]T a vlastńımi č́ısly λ = 3, ν = 4

Na obrázćıch (26a,26b) je možno vidět odezvy veličin zp̊usobené aplikovanou poruchou,
které odpov́ıdaj́ı symetrickému chováńı. Experimenty je odzkoušeno, že při vyšš́ı volbě
vlastńıch č́ısel je zaručeno zvyšuj́ıćı se odchylky od rychlost́ı. Pro dostatečně velkou hod-
notu vlastńıch č́ısel λ je možno doćılit, že odchylky od rychlost́ı dosahuj́ı shodných hodnot.
Nicméně, stále je možno rozlǐsit, na kterém vozidle je porucha zavedena. Pro zbylá vo-
zidla je odezva shodná a nikdy tyto odchylky nedosahuj́ı vyšš́ıch hodnot, než maximálńı
hodnota odchylky vozidla s aplikovanou poruchou.

(a) Ř́ızeńı odchylek od polohy kolony pro
λ = 3, ν = 4

(b) Ř́ızeńı odchylek od rychlosti kolony pro
λ = 3, ν = 4

Obrázek 26: Pr̊uběh ř́ızeńı polohových odchylek kolony tř́ı vozidel symetrickou zpětnou
vazbou s aplikovanými poruchami při volbě vlastńıch č́ısel λ = 3, ν = 4

V grafech (27a,27b) jsou zobrazeny pr̊uběhy sledováńı požadovaných rozestup̊u. Expe-
rimenty je odzkoušeno, že při vyšš́ı volbě vlastńıch č́ısel je zaručeno kratš́ı doba k do-
sledováńı požadovaných hodnot. Nicméně, rychleǰśı doba dosledováńı s sebou ovlivňuje
velikost překmitu rychlostńıch odchylek. U polohových odchylek je doćıleno rychleǰśıho
dosledováńı bez překmit̊u, a tedy je nutno dbát pouze na adekvátńı a realizovatelné akčńı
zásahy.
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(a) Ř́ızeńı odchylek od polohy kolony pro
λ = 3, ν = 4

(b) Ř́ızeńı odchylek od rychlosti kolony pro
λ = 3, ν = 4

Obrázek 27: Pr̊uběh ř́ızeńı odchylek kolony tř́ı vozidel symetrickou zpětnou vazbou při
volbě vlastńıch č́ısel λ = 3, ν = 4 a zadaných setpointech

5.1.5 Konečně krokové ř́ızeńı

V části (4.4.3) je proveden návrh konečně krokového ř́ızeńı. Pro tyto návrhy je
zmı́něn možný zp̊usob symetrického návrhu k zaručeńı regulace v konečném počtu
krok̊u. Nicméně, návrh je velmi citlivý na přesnosti ve výpočtech, které vedou na
možnost využit́ı nalezených symetrických zpětných vazeb. Každopádně, nalezeńı konečně
krokového ř́ızeńı diskrétńıho systému je provedeno pro libovolnou stavovou zpětnou
vazbu. Pro nesymetrickou stavovou zpětnou vazbu jsou nalezeny zpětnovazebńı matice
pro tři (120) a čtyři (121) vozidla, které obsahuj́ı omezeńı informačńıch vazeb, a tedy
některé prvky matice jsou nulové.

Simulačńı schéma spojitého systému viz (12) je nezbytné upravit. Úprava spoč́ıvá
pouze v nahrazeńı spojitého stavového popisu jeho diskrétńı podobou.

V př́ıpadě tř́ı vozidel je źıskán tvar zpětnovazebńı matice s omezeńım (120), kde
druhé vozidlo využ́ıvá pouze vlastńı rychlosti a vozidla okolo tohoto vozidla se jemu
přizp̊usobuj́ı. To znamená, že prvńı vozidlo využ́ıvá i stav̊u tohoto následuj́ıćıho a třet́ı
vozidlo využ́ıvá taktéž své stavy i vozidla předcházej́ıćıho. Pro tento nalezený tvar je
zobrazen pr̊uběh ř́ızeńı polohových a rychlostńıch odchylek při aplikovaných vstupńıch
poruchách na obrázku (28).

Z obrázku (28a) je možno vidět pr̊uběh konečně krokového ř́ızeńı polohových od-
chylek. Pro diskretizovaný systém lze vypozorovat, že při aplikované poruše se vozidla
odchýĺı od p̊uvodńıho ustáleného pr̊uběhu. Po vybuzeném skoku se odchylka vrát́ı do
ustáleného stavu ve třech skoćıch. V tomto př́ıpadě je doćıleno shodné velikosti skok̊u,
a proto je řetězová stabilita splněna. Na obrázku (28b) je zobrazen pr̊uběh konečně
krokového ř́ızeńı rychlostńıch odchylek, na které je postupně přivedena porucha každého
vozidla. Je nutno zmı́nit, že druhé vozidlo využ́ıvá pouze vlastńı rychlost, a proto neńı
nijak ovlivněno zbylými vozidly. Nicméně, aplikováńım poruchy na prvńı vozidlo vznikne
rychlostńı skok pouze prvńıho vozidla, který se ve třech kroćıch vrát́ı do p̊uvodně
ustáleného stavu. Obdobně tomu tak je i u třet́ı vozidla. Při zavedeńı pulzové poruchy na
druhé vozidlo nastane již reakci i zbylých dvou vozidel. Veškerá vozidla se dostanou na
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p̊uvodně ustálenou hodnotu ve dvou kroćıch. Je taktéž možno spatřit, že oproti zbylým
děj̊um nenastane skok do záporné hodnoty. Zároveň ostatńı vozidla zareaguj́ı na poruchu
v časovém zpožděńı jedné vzorkovaćı periody.

(a) Ř́ızeńı s konečným počtem krok̊u odchylek od
polohy diskretizovaného modelu kolony

(b) Ř́ızeńı s konečným počtem krok̊u odchylek od
rychlosti diskretizovaného modelu kolony

Obrázek 28: Pr̊uběh konečně krokového ř́ızeńı odchylek diskretizovaného modelu kolony
tř́ı vozidel při vstupńıch poruchách a s omezenou strukturou zpětnovazebńı matice

Následně je provedena simulace ř́ızeńı čtyř vozidel s konečným počtem krok̊u. V tomto
ř́ızeńı je odzkoušen tvar zpětnovazebńı matice, který je omezen informačńı vazbou
vycházej́ıćı z topologie PF. Každopádně jsou vždy využity informace veškerých vozidel
před aktuálńım vozidlem. Konkrétně matice (121) využ́ıvá veličin pouze vlastńıho vozidla
a k tomu jednoho či obou stav̊u všech předcházej́ıćıch vozidel. Taková topologie je
reprezentována v podobě topologie n-PF, kde n představuje počet od kolika vozidel před
aktuálńım je źıskávána informace. V konkrétńım př́ıpadě čtyř vozidel je n = 3, a tedy
posledńı čtvrté vozidlo využ́ıvá své a některé stavy tř́ı vozidel před ńım.

(a) Ř́ızeńı s konečným počtem krok̊u odchylek od
polohy diskretizovaného modelu kolony

(b) Ř́ızeńı s konečným počtem krok̊u odchylek od
rychlosti diskretizovaného modelu kolony

Obrázek 29: Pr̊uběh konečně krokového ř́ızeńı odchylek diskretizovaného modelu kolony
čtyř vozidel při vstupńıch poruchách a s omezenou strukturou n-PF zpětnovazebńı matice

Pr̊uběh ř́ızeńı polohových odchylek je shodný s ř́ızeńım tř́ı vozidel viz (28a). Nicméně,
vlivem odlǐsného omezeńı ve zpětnovazebńım ześıleńı jsou upraveny některé odezvy rych-
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lostńıch odchylek. Na obrázku (29b) je možno vidět, že při poruše prvńıho vozidla se
veškeré zbylé odezvy rychlostńıch odchylek shoduj́ı, jsou posunuty o jeden časový okamžik
vzorkovaćı periody a poruchy jsou eliminovány ve dvou kroćıch. Nicméně, vzniklou poru-
chou u veškerých zbylých vozidel je doćıleno shodného chováńı, a tedy reakce rychlostńıch
odchylek pouze daného vozidla, kde porucha vznikla.

5.2 Simulátor kolony

Simulátor zavád́ı z problematiky ř́ızeńı podélné kolony virtuálńı model, který zobra-
zuje funkčnost symetrického ř́ızeńı kolony v kruhu. Ke správné funkčnosti je nezbytné
spojitý model diskretizovat a pomoćı jeho diskrétńı podoby jsou určovány rozestupy
mezi vozidly v kruhu. Při počátečńım spuštěńı aplikace je zobrazena možnost výběru
navržených symetrických metod. Tyto metody představuj́ı symetrickou stavovou zpětnou
vazbu a symetrické LQR. Při zvolené možnosti je zobrazena tabulka s výběrem vlastńıch
č́ısel v př́ıpadě symetrické stavové zpětné vazby či parametr̊u p, q, r pro symetrické LQR.
Vybráńım vhodných parametr̊u či vlastńıch č́ısel jsou tabulky odstraněny a v simulátoru
je zobrazena možnost volby počtu vozidel a následně požadovaných hodnot. Zvoleńım
počtu vozidel, počátečńıch požadovaných hodnot a zahájeńım simulace jsou vytvořeny
prvky zobrazuj́ıćı pohyb v kruhu indexovaných vozidel. Stisknut́ım tlač́ıtka Zahájit si-
mulaci umožňuje aplikovat poruchy na jakékoliv vozidlo. Simulátor v daném kroku je
zobrazen na obrázku (30).

Obrázek 30: Navržený simulátor kolony vozidel zobrazuj́ıćı symetrická ř́ızeńı v kruhové
koloně

V pr̊uběhu simulace je umožněno nadále měnit požadované rozestupy vozidel, rychlosti
vozidel či zavést poruchu na vozidla. Úpravou požadovaných rychlost́ı je upravena rych-
lost vykreslováńı pohybu vozidel. Zvyšováńım požadovaných rychlosti tak budou nastávat
nižš́ı časové ”pauzy”mezi vykreslováńım. Vykreslováńı prvk̊u je provedeno př́ıkazem dra-
wnow a kontrolou časovače v daných intervalech definovaných i dle set-point̊u rychlosti

86



vede tento př́ıkaz ke zrychleńı vykreslováńı. Veškeré pr̊uběhy udržováńı rozestup̊u a rych-
lost́ı jsou zobrazovány na grafech v simulátoru pro každé vozidlo. V obou grafech je dodán
set-point odchylek na nultém indexu.

5.3 Budoućı práce a vylepšeńı

V této části jsou zmı́něny a představeny některé možné vylepšeńı či daľśı zp̊usoby
rozš́ı̌reńı dané práce.

Hlavńı ćıle zaměřeńı práce jsou zaměřeny na prozkoumáńı možnost́ı návrhu symet-
rického zpětnovazebńıho ř́ızeńı libovolného počtu vozidel kolony. Obecné zp̊usoby návrhu
jsou nalezeny pro některou množinu možných struktur Jordanovy formy. Nicméně,
ideálńı př́ıpad by mohl představovat možnost libovolně r̊uzně určovat veškerá vlastńı
č́ısla př́ıslušej́ıćı této koloně. Dvě takové varianty jsou představeny pro r̊uznou volbu tř́ı
vlastńıch č́ısel, ale jejich nalezený tvar je velmi složitý. Z d̊uvodu Složitosti nalezených
tvar̊u tak nebylo umožněno tvary dále rozš́ı̌rit. V budoućı práci by se mohlo na tyto
tvary zaměřit a pokusit se z třech rozd́ılných vlastńıch č́ısel rozš́ı̌rit strukturu do podoby
s odlǐsnými vlastńımi č́ısly.

Návrh konečně krokového ř́ızeńı je v práci proveden pro diskretizovaný model ko-
lony vozidel. Obdobně jako dř́ıve je výhodné nalézt obecný tvar zpětnovazebńı matice. V
této matice jsou zavedeny volné parametry β, kterými je možné omezit strukturu této
matice. Vhodným řešeńım do budoucna představuje takové řešeńı, které dokáže určit
zpětnovazebńı matici s omezeńım některých prvk̊u pro libovolný počet vozidel v koloně.

Navržený simulátor zobrazuje pohyb ř́ızených vozidel v koloně, která je ukázána v
kruhu. Vozidla se tak pohybuj́ı neustále po kružnici se shodným poloměrem. V budoućı
práci by bylo vhodné simulátor rozšǐrovat a zlepšovat např́ıklad zavedeńım nových
ř́ıdićıch metod a odstraněńım občasného zasekáváńı při vizualizaci.

Opětovně, jako v předešlé práci [9], je využito zjednodušeńı v podobě homogenńı
kolony viz (2.2). Představeńı definice heterogenńı kolony je provedeno v (2.1). Pro
heterogenńı kolonu je nutno zavést r̊uzných dynamik vozidl̊um. To vede na náročněǰśı
návrh ř́ızeńı jednotlivých vozidel, ale zároveň je tak možné se přibĺıžit reálným situaćım.

Posledně je zavedena možnost sledováńı požadovaných rozestup̊u a rychlost́ı v ko-
loně. Sledováńı požadovaných rozestup̊u je zaručeno v každém př́ıpadě. Přestože je
zavedena požadovaná rychlost kolony, neńı dostatečně dosledována. Proto je nezbytné
zavést u každé metody dopřednou vazbu u každého ř́ızeńı. U zobecněných symetrických
stavových zpětných vazeb je tento zisk nalezen a vycháźı z obecné volby vlastńıch č́ısel.
Nicméně, pro metody symetrického LQR tento dopředný zisk neńı nalezen, a proto je
žádané ho v budoućı práci nalézt a navrhnout.
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6 Závěr

Ćıl práce spoč́ıvá převážně v centrálńım návrhu symetrických strategíı a nalezeńı
některých obecných forem zpětnovazebńıch matic. Hledáńı těchto obecných tvar̊u spoč́ıvá
ve využit́ı symbolických výpočt̊u pro nižš́ı počty vozidel a tyto řešeńı generalizovat.
Generalizace výsledk̊u umožňuje určovat symetrické stavové zpětné vazby v závislosti
na žádaných vlastńıch č́ısel. Obecné tvary zpětnovazebńıch matic zajǐst’uj́ıćı symetrické
řešeńı jsou nalezeny ve třech tvarech. Taktéž jsou nalezeny daľśı možné výsledky, které ale
nevedou na jednoduché zobecněńı. Mimo jiné je d̊uraz kladen na ř́ızeńı a analýzu pomoćı
symetrického LQR, u kterého je řešena obecná struktura váhových matic vedoućıch
k zaručeńı symetrické zpětnovazebńı matice. Dále opětovně proběhly experimenty k
omezeńı zpětnovazebńıch matic při symetrickém ř́ızeńı, ale bez jakéhokoliv výsledku. V
př́ıpadě, že neńı žádáno symetrické ř́ızeńı je ukázáno použit́ı nesymetrického konečně
krokového ř́ızeńı diskrétńıho systému. Nesymetrickým ř́ızeńım je ukázána možnost
návrhu zpětnovazebńı matice s omezenou strukturou viz sekce (4.4.3.4).

Prvńı část práce se zabývá uvedeńım do problematiky, a tedy představuje potřebné
diferenciálńı odchylkové rovnice, požadovaná zjednodušeńı kolony v podobě homogenity
a dále odvozeńı matematického modelu z diferenciálńıch rovnic vedoućı na model použitý
v práci v sekci (20). Kromě daného modelu jsou zmı́něny i některé daľśı možné modely.
Následně jsou zmı́něny některé základńı vlastnosti systémů, jako je obecná stabilita a
řiditelnost. Z požadavku stability systému se odv́ıj́ı v problematice kolony i požadavek na
řetězovou stabilitu, který je v této části popsán. Posledně je představen př́ıstup, na který
je práce zaměřena. Jedná se o teorii symetrických systémů, pomoćı které je ukázáno, že
kolona představuje vstupně symetrický systém a lze tak navrhnout symetrickou zpětnou
vazbu. Využit́ı symetrických systémů při návrhu symetrické stavové zpětné vazby taktéž
dle předešlé práce zaručuje splněńı řetězové stability [9]. A to zejména z d̊uvodu, že při
aplikaci poruchy na některé z vozidel vznikne odezva ze vstupńıch poruch na veškeré
odchylkové veličiny. Odpov́ıdaj́ıćı odchylka od polohy i rychlosti nabývá dominantńı
hodnoty vzhledem k ostatńım odchylkám. Taktéž je možno tvrdit, že odezvy zbylých
vozidel nikdy tyto dominantńı odezvy nepřekroč́ı. V této práci je zmı́něn př́ıpad s
dostatečně velkou volbou vlastńıch č́ısel, která přǐrazuje hodnoty N vlastńım č́ısl̊um.
Takovým přǐrazeńım je možné doćılit, že veškeré odezvy budou mı́t shodnou maximálńı
hodnotu odezev v odchylkách od rychlosti viz (5.1.4).

Druhá část práce je věnována pr̊uzkumu a rešerši ř́ıdićıch strategíı k udržováńı
rychlost́ı a rozestup̊u kolony vozidel. V prvńı řadě je představena centrálńı a distri-
buovaná strategie a poté i jejich výhody či nevýhody. Následně jsou zmı́něny některé
informačńı topologie mezi vozidly určuj́ıćı zp̊usob výměny dat kooperaćı vozidel. Posledně
jsou stručně popsány existuj́ıćı metody řešeńı pro centrálńı a distribuovanou strategii.
Mezi centrálńı strategii jsou zařazeny i metody, které jsou prováděny v této práci, a tedy
symetrický návrh zpětné vazby či symetrické LQR.

Třet́ı část se zabývá návrhy zpětnovazebńıho ř́ızeńı. Převážně je kladen d̊uraz na
návrh a analýzu symetrických metod ř́ızeńı, u kterých je žádáno nalézt obecné tvary
zpětnovazebńıch matic. Prvně je řešena situace se symetrickým LQR v sekci (4.2). U
symetrického LQR je hledána volba váhových matic, která zaručuje źıskáńı symetrické
zpětnovazebńı matice. Je řešena situace, kde se vycháźı z výstupńı matice, která je
složena z př́ımých vazeb na odchylkové proměnné. Dále je tato situace rozš́ı̌rena i na
plnou symbolickou matici. Řešeńım jsou źıskány symetrické tvary váhových matic Q a R.

88



Rozš́ı̌reńım řešeńı o symbolickou plnou matici je dodáno některých daľśıch vyhovuj́ıćıch
tvar̊u symetrických váhových matic. Z nalezených symetrických LQR ř́ızeńı je ukázáno,
že pokud se vycháźı z výstupńıch matic s př́ımými vazbami na veličiny modelu, tak lze
zvolit váhové matice dle parametr̊u p, q, r viz (4.2.4). Postupným návrhem symetrického
LQR pro zvyšuj́ıćı se počet vozidel je zobrazen vývoj vlastńıch č́ısel kolon s r̊uznou
délkou kolony v sekci (4.2.6). Je ukázán př́ıpad, kdy vlastńı č́ısla jsou přǐrazeny pouze na
reálnou osu. Taktéž je uveden př́ıklad volby parametr̊u, kde vlastńı č́ısla jsou komplexně
sdružená a udržuj́ı se na dvou téměř lineárńıch útvarech a vždy jediné vlastńı č́ısla pro
libovolný počet vozidel je umı́stěno do jednoho shodného bodu levé komplexńı poloroviny.
Následně se tato část zaměřuje na návrh a analýzu symetrické stavové zpětné vazby,
pro kterou je žádáno nalézt obecné tvary pro libovolný počet vozidel v koloně. Nalezeńı
takových obecných tvar̊u umožńı algoritmům navrhovat potřebné stavové zpětné vazby
dle libovolně kladné volby vlastńıch č́ısel. Nalezené tvary vycháźı z r̊uzně definovaných
Jordanových blok̊u pro nalezené varianty. Pro zadané Jordanovy bloky se podařilo nalézt
tři obecné tvary zpětnovazebńıch matic, které lze určit nezávisle na počtu vozidel v
koloně viz sekce (4.3.1.1). Zobecněné tvary zaručuj́ı stabilizaci kolony vozidel a zároveň
vlivem symetrických systémů je zaručeno splněńı podmı́nky řetězové stability. V posledńı
řadě je převeden spojitý model do jeho diskrétńı podoby, což umožňuje zavést ř́ızeńı
představuj́ıćı konečně krokového ř́ızeńı. Pro diskrétńı systémy je ukázáno a dokázáno, že
vstupně symetrický spojitý systém je vstupně symetrický i v jeho diskrétńı podobě viz
(4.4.1). Pro diskrétńı systém je následně předveden návrh symetrického i nesymetrického
konečně krokového ř́ızeńı. Nesymetrickým návrhem konečně krokového ř́ızeńı je ukázáno,
že je možné omezovat strukturu zpětnovazebńı matice. Dvě varianty omezuj́ıćı informačńı
vazby zpětnovazebńı matice konečně krokového ř́ızeńı jsou k závěru kapitoly navrženy.

Čtvrtá část se zaměřuje na vytvořeńı virtuálńıho simulátoru kolony, zaměřeného
na symetrické ř́ızeńı pracuj́ıćı v kruhu, a dále na simulace navržených a zobecněných
řešeńı z dř́ıvěǰśı části. Navržená řešeńı jsou odsimulovány v MATLABu/Simulinku za
využit́ı simulačńıho schématu (12). Toto schéma umožňuje přidávat vstupńı poruchy na
jednotlivá vozidla bloky di. Taktéž je umožněno koloně vozidel nastavovat požadované
hodnoty, které budou udržovány pomoćı bloku setpoints. Nalezeńım vhodných ześıleńı
je doćıleno přesného sledováńı požadovaných hodnot. Kompenzačńı ześıleńı je nezbytné
zavést z d̊uvodu, že rychlostńı odchylky nesleduj́ı správně požadované hodnoty na rozd́ıl
od polohových odchylek. Následně jsou zobrazeny a diskutovány simulace symetrických
návrh̊u, a tedy symetrické LQR a symetrické stavové zpětné vazby. Simulacemi je
ukázáno, že metodou symetrického LQR je možné doćılit řetězově nestabilńıho návrhu
nevhodnou volbou parametr̊u p, q, r váhových matic Q a R. Jedná se o př́ıpad, který
vycháźı z výstupńıch matic C. Dostatečně rozd́ılná volba parametr̊u p a q při aplikované
poruše na k-té vozidlo vede na situaci, kdy se porucha přenese na zbylá vozidla a jejich
odezvy dosahuj́ı vyšš́ıch maximálńıch hodnot. T́ım je dosaženo nesplněńı podmı́nky
řetězové stability pro př́ıpad, kdy je zvolena př́ılǐs malá penalizace rychlostńıch odchylek
p a př́ılǐs velká penalizace polohových odchylek parametrem q. Tento př́ıpad nastal
např́ıklad při p = 2, q = 130, r = 1 či při p = 0.5, q = 106, r = 1. Experimenty je
odzkoušeno, že při návrhem LQR s využit́ım symetrických matic jsou źıskávány dvě
komplexně sdružená vlastńı č́ısla a jedno samostatné vlastńı č́ıslo. Pro zvyšuj́ıćı se volbu
parametru p je razantněji zvětšováno právě samostatné vlastńı č́ıslo. V př́ıpadě, že má
obdobnou reálnou hodnotu jako zbylá komplexně sdružená vlastńı č́ısla, stabilizuj́ıćı ř́ızeńı
vede taktéž na řetězově stabilńı ř́ızeńı. Při volbě p > q je přǐrazeno právě N vlastńıch č́ısel
s velmi podobnou hodnotou. Taktéž se jedná o reálná jednotná či dvojitá vlastńı č́ısla.
Takovou volbou je doćıleno, že zbylé odezvy v čase nikdy nepřekroč́ı rychlostńı odezvu

89



poruchového vozidla. Z čehož lze soudit, že tato volba vede na obecně i řetězově stabilńı
návrh. Nicméně, je nutno dbát na možnost realizace akčńıch zásah̊u. Proto je vhodné volit
parametry p, q obdobné. Každopádně, z praktického hlediska úlohy je žádáno penalizovat
převážně polohové odchylky. Z toho d̊uvodu, je rozumné volit např́ıklad p = q/10, což
vede na obecně a řetězově stabilńı návrh a uzavřené smyčce jsou přǐrazeny vlastńı č́ısla
s podobnými hodnotami. Dále jsou provedeny simulace symetrické stavové zpětné vazby
vycházej́ıćıch z r̊uzných Jordanových forem. Je odzkoušeno, že r̊uznou volbou vlastńıch
č́ısel r̊uzných struktur zpětnovazebńıch matic jsou źıskány pr̊uběhy, které v polohových i
rychlostńıch odchylkách vždy zaručuj́ı řetězovou stabilitu. Při aplikované poruše na k-té
vozidlo je vybuzena kladná odezva polohové odchylky a na danou poruchu se v polohách
sńıž́ı pouze odchylka předešlého vozidla o shodnou, ale opačnou odchylku. Reakce všech
vozidel spoč́ıvá v rychlostńıch odchylkách. Poruchové vozidlo vybud́ı dominantńı odezvu
v rychlosti. Reakćı ve změně polohy veškerá zbylá vozidla taktéž přidaj́ı rychlost, ale
odlǐsně než poruchové vozidlo. Nicméně, odezva těchto zbylých vozidel je totožná.
Následně jsou provedeny simulace konečně krokového ř́ızeńı diskretizovaného modelu
s periodou vzorkováńı Ts = 1[s] a omezenými informačńımi vazbami. Pro tři vozidla
je navržena omezená zpětnovazebńı matice, kde druhé vozidlo využ́ıvá pouze vlastńı
rychlost a zbylá vozidla využ́ıvaj́ı svých stav̊u a některých stav̊u druhého vozidla viz
(28). Omezeńı informačńıch vazeb představuje topologie, které využ́ıvaj́ı např́ıklad
informaćı veškerých předešlých vozidel u čtyř vozidel viz (29). Taková řešeńı zobrazuj́ı
pr̊uběhy ř́ızeńı, že při vzniklé poruše některá vozidla ani nemusej́ı reagovat. Dále jsou
odsimulovány situace ř́ızeńı na požadované hodnoty a vliv počátečńıch podmı́nek kolony
vozidel. Posledně je popsána, představena a zobrazena vytvořená aplikace simulátoru
kolony vozidel v App Designeru z MATLABu.
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5 Komunikace centrálně orientovaného ř́ızeńı . . . . . . . . . . . . . . . . . . 25
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s aplikovanou poruchou na prvńım vozidle . . . . . . . . . . . . . . . . . . 77
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vazbou při volbě vlastńıch č́ısel λ = [0.5, 4] a zadaných setpointech . . . . . 80
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volbě vlastńıch č́ısel λ = 3, ν = 4 a zadaných setpointech . . . . . . . . . . 82

91
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Bohemia in Pilsen, čvn. 2018). http://hdl.handle.net/11025/31770.
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7 Př́ılohy

Veškeré použité scripty, programy, simulačńı modely a model simulátoru použité při
řešeńı práce jsou uloženy na úložǐsti GitHub. Veškeré scripty a programy jsou provedeny
v MAPLE či MATLABu/Simulinku a aplikace je vytvořena v App Designeru prostřed́ı
MATLAB.

Odkaz na úložǐstě veškerých script̊u použitých v diplomové práci je zobrazen ńıže.

Odkaz na GitHub úložǐstě: https://github.com/radekpastyrik/RP DP KolonaVozidel
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