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Uvop

S pojmem soustava rovnic se setkal ve svém Zivoté asi kazdy ¢lovék zpravidla jiz na zakladni
Skole. Co se vSak tyce soustav rovnic polynomickych, s témi se jiz setkal malokdo. Ani na
bakalarském studiu vysoké Skoly na toto téma obvykle nezbyva cas, a tak jedina skupina,
kterd se s témito soustavami mulZe béziné setkat, jsou feSitelé matematické olympiady

(MO).

Cilem prace bylo predstavit a shrnout nékteré metody reSeni soustav polynomialnich
rovnic, a to jak aplikovanim ,,ruc¢niho” pfistupu pocitani v podobé vyuziti elementarnich
metod feseni, tak i s pouZitim modernich matematickych programd Mathematica a Maple.
Dalsim zamérem bylo predstavit pojem rezultant a ukazat, jak ho lze vyuzit k feSeni soustav

algebraickych rovnic.

Prace je rozdélena do tfi velkych celk(. Prvni z nich je vénovdn elementarnim metodam
feSeni, demonstrovanych na prikladech drovné MO. Kazda z metod je predstavena,
ukazdna na nékolika pfikladech a nasledné jsou metody mezi sebou komparovany a jsou

zdUraznény jejich nedostatky ¢i prednosti.

Druhy celek této prace je vénovan témér cely pojmu rezultant. Pfed samotnym zavedenim
definice rezultantu je jesté naznacena kratka motivace k uvedeni tohoto pojmu. Dalsi
nedilnou soucdsti je pak jiz vypocet rezultantu, predevSim ale predstaveni rlznych
algoritm@ pro jeho efektivnéjsi a rychlejsi vypocet, a to opét jak pomoci pocitacovych

program, tak i aplikovani algoritmu na ,,ru¢ni“ pocitani.

Posledni celek se vénuje vyuZiti rezultantu pro vypocet soustav polynomidlnic rovnic. Jsou
zde na prikladech predstaveny rlizna vyuZiti rezultantu, at uz pro nalezeni parametru, pro
ktery maji polynomy spole¢ny koren, feSeni soustavy s obecnym parametrem, nebo
k FeSeni klasickych soustav dvou, pripadné tfi algebraickych rovnic vhodné doplnénych
o vytvorené geometrické znazornéni téchto konkrétnich priklad(i pro lepsi pfedstavu toho,

co vlastné pocitame.



1 ELEMENTARNIi METODY RESENI

Uvodem této kapitoly si vymezme, jakymi typy soustav algebraickych rovnic se budeme
v praci zabyvat. Oprostime se od feSeni soustav ryze linedrnich rovnic, se kterymi se
muzZeme setkat jiZz na 2. stupni zakladni Skoly a pozdéji i na nékterych stfednich Skolach,
obvykle v podobé soustavy tfi linearnich rovnic o tfech neznamych, feSené napfiklad
Gaussovou eliminacni metodou. Tyto metody pro feSeni soustav linearnich rovnic jsou

velmi znamé a rozsifené, a proto se jimi v praci nebudeme dale zaobirat.

Mnohem zajimavéjsi pro nds tedy budou soustavy, v nichZ alespon jedna z rovnic bude
nelinearni. S témito typy soustav se jako bézny zak na stfedni Skole nesetkdme, a mlize se
zdat, Ze pro jejich feSeni nemame dostateCné znalosti, a neobejdeme se bez pouziti
pocitacového programu nebo jinych modernich technologii. My si vSak v této kapitole
ukazeme, Ze nékteré soustavy rovnic, obsahujici i nelinedrni rovnice, mohou jit vyresit
i ,yucné” pouze pomoci elementarnich metod reSeni a zapojenim kreativniho mysleni. Kdo
se naopak s témito soustavami setkat mUze, jsou resitelé matematické olympiady (MO),
kde jsou tvlrci ndpady a mysleni nezbytny predpoklad pro Uspéch. Pravé na prikladech
urovné MO si proto nékteré elementarni metody feSeni soustav rovnic s nelinedrnimi ¢leny

demonstrujeme.

Definice 1.1: Soustavou m polynomickych rovnic o n neznamych v anulovaném tvaru

rozumime zapis ve tvaru:

fl(xl,xz, ...,xn) - O,

fZ(leer '"'xn) = 0'

fn (X1, %5, e, x,) =0,

kde fi, f2, ---, fin jSOU polynomy n proménnych x4, x5, ..., X,, s redlnymi, popf. komplexnimi

koeficienty. [1]

V prikladech se budeme, pokud mozZno, snazit vyuZivat vyhradné ekvivalentni Upravy,
abychom se vyhnuli nutnosti provadét zkousku, k ¢emuz bychom jinak byli nuceni.
V pfipadé, Ze vyuZijeme pouze ekvivalentni Upravy, bude mit upravend soustava rovnic

tatdz reseni jako soustava plivodni.



Véta 1: Dvé soustavy polynomickych rovnic s realnymi koeficienty jsou ekvivalentni, jestlize

jednu z nich dostaneme z druhé nékterou z téchto ekvivalentnich uprav:
[J Zaménime poradi rovnic v soustavé.
[] Vynasobime nékterou rovnici soustavy nenulovym redlnym cislem.
[] K nékteré rovnici soustavy pfi¢teme linearni kombinaci ostatnich rovnic soustavy.
{1 Vynechame rovnici soustavy, ktera je linearni kombinaci ostatnich rovnic soustavy.

{1 Nahradime nékterou rovnici soustavy linearni kombinaci vSech rovnic soustavy. [2]
1.1 METODA ELIMINACE
Jako prvni mozZnost feSeni se podivdme na eliminacni metodu, kterd bude nejspise
nezkuSenému resiteli nejpfirozenéjsi a napadne ho jako prvni mozny zpusob feseni. Jak jiz
samotny nazev metody napovida, pijde ndm o postupnou eliminaci nezndmych tak, aby

nam na konci zbyla pouze jedna rovnice o jedné neznamé, kterou bychom jiz méli byt

schopni vyresit. Zadani priklad( v této kapitole ziskano z [3] a [4].

Priklad 1.1.1: V oboru realnych Cisel reSte soustavu rovnic
x2+1=2y,
y2+1=2x.

Poznamka: MUZeme si vS§imnout, Ze se jednd o cyklickou soustavu, ktera se vyznacuje tim,

Ze jednotlivé rovnice se od sebe lisi pouze cyklickou zaménou proménnych.

Reeni: Z druhé rovnice vyjadiime proménnou x a dostaneme
1 2
X = 5(1 + y?).

] . , y , Lo 1 . -
Do prvni rovnice dosadime za proménnou x ziskany vyraz S (1 + y?) a ziskdme rovnici

(1 +y?)?

22 +1=2y.

Snadnymi Upravami nakonec dospéjeme k rovnici ve tvaru

y*+2y? -8y +5=0.



Dostavame rovnici Ctvrtého stupné, kterou vSak neumime obecné vyreSit. Pouhym
pohledem zkusenéjSiho fesitele rovnic vSsak miZeme snadno odhalit, Ze jejim kofenem
bude y = 1. Vydélime cely polynom pfislusSnym korfenovym cinitelem a ziskame polynom
tretiho stupné ve tvaru

y +y*+3y—-5=0.

| u této rovnice Ize vcelku jednoduse pouhym pohledem zjistit, Ze jejim kofenem bude opét
y = 1. Udélame analogicky Uplné stejny postup jako v predchozim kroku a dostaneme jiz

pouze kvadratickou rovnici
y2+2y+5=0.
Jeji diskriminant bude D = -16, tudiz tato kvadratickd rovnice nebude mit v oboru redlnych
&isel zadné Fedeni. Rovnice y* + 2y2 — 8y + 5 = 0 ma tedy jeden reélny dvojndsobny
kofen y = 1. Dosazenim tohoto kofenu do rovnice x = g(l + y?) vyjadFujici proménnou
x dostaneme hodnotu x = 1. Soustava ma tedy jediné feeni,ato P = [1;1].
Priklad 1.1.2: V oboru realnych Cisel reSte soustavu rovnic
x% + y? =25,
xy = 12.
Redeni: Z druhé rovnice si vyjadfime nezndmou x a dostaneme x = % Tento vyraz
dosadime za x do prvni rovnice a po drobné Upravé ziskdme rovnici
y* —25y%2 + 144 = 0.

Dostdvame bikvadratickou rovnici, ¢imz rozumime kazidou rovnici, kterd se da pomoci
ekvivalentnich Uprav pfevést na tvar ax* + bx? + ¢ = 0, kde x je nezndmd a a,b,c € R.
Tu vyfeSime tak, Ze pouZijeme substituci y? = z. Po aplikace této substituce ziskdme

kvadratickou rovnici
z?> — 25z + 144 = 0.

Tu jiz umime snadno vyresit a dostaneme z; = 9, z, = 16. Nyni musime vratit substituci,
dosazenim zpét do y = ++z ziskdme y, =3, y, = —3,y; = 4, y, = —4. Tyto Ctyfi

v . cev v .7y , 12 .
hodnoty postupné dosadime do jiz na zac¢atku vyjadfeného vztahu x = 5 tim dostaneme



pfislusné hodnoty x, tedy x; = 4,x, = —4,x3; = 3,x, = —3. Dana soustava rovnic ma
Ctyfi feSeni: P = {[4; 3], [—4; —3], [3; 4], [-3; —4]}.
Priklad 1.1.3: V oboru realnych Cisel reSte soustavu rovnic
x*+y*+x+y=8,
x+y+xy=>5.
Redeni: Z druhé rovnice soustavy vyjadiime x = i;—z Tento vyraz dosadime za x do rovnice

prvni a dostaneme

5 -y)? 5-y
— = +y?+——+y=8.
(1+7v) 1+y

Po zbaveni rovnice zlomk(, umocnéni zdvorek a secteni prislusnych stejnych koeficient(

nakonec dostaneme rovnici ve tvaru
y*+3y3 -5y —-21y+22=0.

Dostavame opét rovnici Ctvrtého stupné. K jejimu rfeSeni budeme potiebovat bud dobry
napad nebo uhdadnout néjaky kofen. Zkusmo rychle pfijdeme na to, Ze jednim z kofenl(
bude y = 1. Po vydéleni polynomu (y* + 3y3 — 5y% — 21y + 22) pF¥islusnym koFenovym
Cinitelem (y — 1) ziskdme rovnici tfetiho stupné

y3 +4y2 —y—-22=0.

U této kubické rovnice by ndm mohl pomoci dobry napad. Rovnici si m{izeme ekvivalentné

prepsat na tvar, ze kterého by mohl jit jeden z kofend nasledné vytknout.
y3 —2y? +6y? — 12y + 11y — 22 = 0.

Zde mGzeme postupné vytykat vyraz (y — 2), coz bude nas druhy kofen, a tuto rovnici tedy

muzZeme po vytknuti pfepsat na tvar
(y—2)(y*+6y+11) =0.

Rychle Ize pfijit na to, Ze zbyla kvadraticka rovnice bude mit zaporny diskriminant cili
nebude mit v oboru reélnych &isel Zddné Fe3eni. Rovnice y* + 3y3 — 5y%2 — 21y + 22 =0

tedy bude mit dva redlné korfeny, atoy; = 1ay, = 2.S ohledem na pouzity vztah x = i;—z

dostaneme, Ze x; = 2,x, = 1. Dand soustava rovnic ma dvé feseni: P = {[2; 1], [1; 2]}.



MUzZeme si povsimnout, Ze jiz v pfipadé, kdy madme v soustavé rovnice druhého stupné,
musime nasledné fesit rovnici stupné Ctvrtého, coz je obecné velmi narocné a pracné. Proto
tato metoda nejspise nenajde obecné univerzalni vyuZiti pro feseni soustav polynomialnich
rovnic, jelikoz pfi dalSich vysSich stupnich rovnic bychom jiz dostavali polynomialni rovnice
velmi vysokych stupn(, které bychom jiz nedokdzali pomoci stfedoskolské matematiky
jednoduse vyresit. Nicméné nam muze poslouZzit jako dobrd motivace pro pozdéjsi zavedeni

dalSich metod pro vypocet soustav polynomickych rovnic, které jiz budou sofistikovanéjsi

a univerzalngjsi.

1.2 METODA CTVERCU

Jako dal$i mozny zplsob feSeni soustav polynomidlnich rovnice si prfedstavime metodu
Ctverc(, jejiz hlavni myslenka bude po Upravach dostat jednu rovnici obsahujici vSechny
proménné doplnéné na Ctverec, z ¢ehoz pak jiz velmi snadno ziskame vSechny kofeny dané
soustavy. Budeme postupovat tak, Ze nejdrive seCteme vSechny rovnice dané soustavy
a nasledné se pokusime ziskany vyraz upravit na soucet ¢tverct. Musime si vSak dat pozor
na to, Ze dle véty 1 secteni dvou nebo vice rovnic soustavy nepatfi mezi ekvivalentni Gpravy,
ale mezi Upravy dusledkové, a proto bude muset byt nutnou soucasti reseni i zkouska.
Nékdy nemusi byt doplnéni na ¢tverec na prvni pohled zfejmé a bude potfeba si nékteré
Cleny ,vyrobit”, ovsem vzdy tak, abychom dany vyraz nezménili. Tato metoda se nejvice
hodi na soustavy cyklické, ve kterych se vyskytuji sudé mocniny. Tento specificky tvar
soustav je také nedilnou soucasti prikladd MO. Zadni ptiklad( v této kapitole ziskana z [4]

a [5].

Priklad 1.2.1: V oboru realnych Cisel reSte soustavu rovnic
x?+1=2y,
y2+1=2x.

Redeni: VyuZijeme znovu zadani pfikladu 1.1.1, oviem tentokrat ho vyfeime pomoci

metody ¢tvercd, abychom ziskali porovnani mezi jednotlivymi metodami.

Jako prvni seéteme obé rovnice a po prevedeni viech vyrazli na levou stranu rovnice

dostaneme
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(x2=2x+1)+@y?—-2y+1)=0.
Z tohoto tvaru jiz mGZeme rovnou provést doplnéni na ¢tverec a ziskdme
(x—1)?%+(y—-1)?=0.

Z této rovnice plyne, ze x = y = 1. JelikoZ jsme na zacatku vyuzili neekvivalentni Gpravu,
nesmime zapomenout na provedeni zkousky. Pomoci ni se vsak rychle presvédcime, ze
dand soustava ma skuteéné jedno feSeni, a to P = [1;1]. Coz ndm sedi s vysledkem, ke
kterému jsme dosli pomoci metody eliminace. MUzZeme vidét, Ze metodou ctverci bylo
feSeni podstatné jednodussi, a hlavné jsme se vyhnuli feSeni polynomidlni rovnice ¢tvrtého

stupné.
Priklad 1.2.2: V oboru realnych Cisel reSte soustavu rovnic
x*+vy%+4=>5yz
y*+ 22+ 4 =5zx,
z* + x% + 4 = 5xy.
Redeni: NeZ zaéneme se s&itanim rovnic, upravme si rovnice do tvaru
(x* —4x? + 4) + 4x% + y? = 5yz,
(y* — 4y? + 4) + 4y? + 7% = 5zx,
(z* — 4z% + 4) + 4z% + x? = 5xy.
Tato Uprava rovnice nezmeénila, avSak diky ni jiz ziskavdme v zdvorkach vyrazy, které pGjdou
doplnit na ctverce. Nyni secteme vSechny 3 rovnice a prevedeme vSechny vyrazy na levou
stranu rovnice, abychom ji méli v anulovaném tvaru
(x2—2)2 4+ (> —2)? + (2> — 2)®> + 5x? + 5y? + 5z% — 5xy — 5yz — 5zx = 0.
Prvni ¢ast jiz doplnénou na Ctverec mame a nyni musime na tento tvar upravit i zbytek
rovnice. Zacneme tim, Ze ze vSech zbyvajicich ¢lenl vytkneme pétku
5(x%2—xy+y*—xz+2z%—yz)=0.

Vyraz, ktery nam vznikl v zévorce, ndm jiz pomalu muze zadit pfipominat vzorec (a — b)?,
chybi nam v ném vsak nékteré cleny. Ty bychom ale mohli ziskat tak, Zze celou zavorku
vynasobime dvéma a chytre si vyrazy rozepiSeme tak, aby byly ve tvaru, ktery jiz dokazeme

doplnit na ¢tverec
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5((x?=2xy+vy?) + (y?—2yz+2z%) + (2% — 2xz + x?)) = 0.

Nyni jiz mame tvar, ktery jsme chtéli ziskat, a mGZeme Upravu na ¢tverce provést. Nesmime
ale zapomenout, Ze jsme cely Citatel nasobili dvéma, tudiz ho musime zarovernn dvéma
i vydélit, abychom dany vyraz nezménili. Po provedeni téchto uUprav a pfiCteni kjiz na

zacatku doplnénym ¢tvercliim tedy nakonec ziskame rovnici ve tvaru
5
=2+ =2+ =2+ (=) + -2+ (-0 =0.

Z trojice ¢tverch ((x — y)? + (y — 2)? + (z — x)?) nutné vyplyva, Ze x = y = z. Ze zbylé
trojice pak snadno dostaneme, Ze hodnota téchto proménnych, které jsou si vsechny rovny,

bude +v?2. Zjistili jsme tedy, Ze dana soustava rovnic ma dvé reseni, a to
P ={[VZVZV2],[-VZ V2, 2]}

Provedenim zkousky, ktera je vtomto pfikladu nutnosti, zjistime, Ze tyto dvé trojice jsou

skutecné reSenim dané soustavy.
Priklad 1.2.3: V oboru realnych Cisel reSte soustavu rovnic
x?—-3y+3 =z
y2—3z+3=x,
z2—3x+3=y.
Redeni: Se¢tenim viech t¥i rovnic soustavy ziskdme po drobné Upravé rovnici
X2 —4x+y>—4y+2z2—42z+9=0.

Dostavame témér tvar, ktery bychom uméli doplnit na ¢tverec. MGzeme si vsak ke kazdé
proménné pricist a zaroven odecist Cislo ¢tyri, ¢imZz dosahneme toho, Ze budeme moci
celou rovnici jiz prepsat na soucet ¢tvercl. Konstantu, ktera ndm po secteni Ctvercl zbyla,

pfevedeme na druhou stranu rovnice a prevedeme téz na tvar druhé mocniny
(x =22+ (y—2)2+ (z—2)? = (V3)2
Pokud se na tuto rovnici podivdame z pohledu analytické geometrie, zjistime, Ze se jedna

o rovnici kulové plochy se sttedem S = [2,2,2] a polomérem r = /3. MnoZina feseni je

tedy nekonecna (pfesnéji nespocetnd). JelikoZ jsme opét provedli na zacatku neekvivalentni
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upravu, jsem nuceni provést zkousku. Ta je vSak v tomto pripadé prakticky neproveditelna,

tudiz nejsme schopni pomoci metody ¢tvercl urcit feSeni této soustavy. [4]

Z uvedenych ptikladu bychom mohli usuzovat, Ze metoda ctvercu jiz vypada sofistikovanéji
nez predchozi uvedena eliminacni metoda. | pfi vy$Sich mocninach v zadanych rovnicich
soustavy jsme ve vysledku museli pocitat nejvySe kvadratické rovnice, coz nam necinilo, na
rozdil od polynomu ¢tvrtého stupné ziskanych za pouziti eliminacni metody, Zzadny problém.
Velky nedostatek metody ctverct jsme vsak odhalili v prikladu 1.2.3. A to ten, Ze metoda
opét nema univerzalni uplatnéni a jeji pouZiti je omezeno zadanymi Ciselnymi parametry.
Tim mulzeme fict, Ze metoda neplijde obecné vyuzit, pokud ndm po vytvoreni Ctvercl

nezlstane na pravé strané rovnice nula.

1.3 METODA FAKTORIZACE

Jako posledni ze zpUsob fesSeni polynomidlnich rovnic ,ru¢né” se podivdme na metodu
faktorizace. Myslenkou této metody bude vidy ponechat jednu z rovnic soustavy beze
zmény a postupné k ni obvykle odecitat jisté nasobky rovnic zbylych. Cilem byva vyuzit
zndmych vzorct pro rozklady rozdilu ¢tvercd, pFipadné vyraz( tvaru u — v3 a podobné.
Tyto Upravy budou navic vidy ekvivalentni, tudiZ se jiz na rozdil od metody ctvercl
nebudeme muset zabyvat zkouskou. Takto vzniklé rovnice poté budeme schopni pomoci
elementdrnich uprav prevést na faktorizovany (téz soucinovy) tvar, ze kterého ndasledné za
pomoci vyhodnoceni vzniklych podminek pro rovnost ziskdame vSechna feSeni zadané

soustavy. Zadani prikladu ziskana z [4] a ze stranek Matematické olympiady.
Priklad 1.3.1: V oboru realnych Cisel reSte soustavu rovnic

x?+1=2y,

Redeni: Jako modelovy pfiklad opét vyuZijeme zadani pfikladu 1.1.1 a opét ho vyFesime

jinym zplsobem, tentokrat tedy metodou faktorizace.

Druhou rovnici soustavy vynasobime Cislem minus jedna a pficteme k rovnici prvni. Po

prevedeni viech ¢lenl na levou stranu rovnice dostaneme ekvivalentni soustavu
2 —
x“+1=2y,

x?—y?+2x—2y=0.
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Z druhé rovnice jiz ziskdame faktorizovany tvar jednoduse, pouhym vytknutim
x?+1=2y,
x—y)x+y+2)=0.
Nyni zfejmé musi platit jedna z podminek A nebo B, kde A:y —x =0aB:x+y+2 = 0.
A) x—y=0

Z této podminky rovnou vidime x = y. Dosadime tedy tuto podminku do prvni
rovnice soustavy, dostaneme y? + 1 = 2y, tj. (y — 1) = 0. Tato rovnice md tedy
jeden dvojnasobny koren, a to y = 1. Jelikoz y = x, z této podminky tedy ziskame

jedno feseni P = [1,1].
B) x+y+2=0

Vyjadfime x = —y — 2 a opét dosadime do prvni rovnice, po umocnéni zavorky a
drobné Upravé ziskdme rovnici ve tvaru y? + 2y + 5 = 0. Ta v3ak nemd v oboru
redlnych Cisel Zadné reseni.

Danéd soustava ma tedy jedno feSeni, a to P = [1,1]. CoZ opét odpovida vysledku

ziskanému pomoci predeslych metod.

Priklad 1.3.2: V oboru realnych Cisel reSte soustavu rovnic

x2+y+z=2,
y24+z+x=2,
zZZ+x+y=2.

Redeni: Druhou i tfeti rovnici vynasobime €islem minus jedna a postupné obé pfi¢teme

k rovnici prvni. Ziskame soustavu
x2+y+z=2,
x2—y*—x+y=0,
x*—z*—x+z=0.

Snadnymi Upravami obou rovnic a naslednym vytknutim nakonec dospéjeme k soustavé,

kterd bude ekvivalentni se soustavou zadanou
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x*+y+z=2,
x=—y)x-y—-1)=0,

(x—2)((x—z—-1)=0.

Z poslednich dvou rovnic soustavy vidime, Ze mohou nastat celkem ¢tyfi pfipady A, B, Ca D,

kdeA:(x —y=0)A(x—2z—-1=0),B:(x—z=0A(x—y—1=0),
Ch—y=0)A(x—z=0abD:(x+y—-1=0)A(x+2z—-1=0).

Rozborem a naslednym sjednocenim vysledk(l téchto Ctyr pfipadl a dosazenim do prvni

nezménéné rovnice dostaneme vSechna feseni dané soustavy.
A) x—y=0)A(x—2z—-1=0)

Z prvni podminky y = x a ze druhé z = 1 — x. Tyto podminky budeme dosazovat
do prvni nezménéné rovnice soustavy a dostaneme vzdy kvadratickou rovnici o
jedné neznamé, kterou jiz snadno vyreSime. Vtomto pripadé tedy dostaneme
rovnici: x> +x+ (1 —x) —2 =0, po upravé x2 —1 = 0. Tato rovnice ma dva
realné koreny x; =1 a x, = —1. Dosazenim do vyse vyjadienych podminek
ziskame prvni dvé feSeni soustavy, a to usporadané trojice ve tvaru
(x1,¥1,21) = (1,1,0) a (x2,¥2,2,) = (=1,-1,2).
B) (x—z=0)A(x—y—1=0)

Z prvni podminky mame z = x a ze druhé y = 1 — x. Dosadime tyto podminky do
prvni rovnice soustavy a mlizeme si vS§imnout, Ze dostaneme stejnou rovnici jako
v pfedchozim pfipadé, mlizeme tedy rovnou psat x3 = 1 a x, = —1. Jediny rozdil
oproti pfedchozimu pfipadu je v tom, Ze jsou prohozeny podminky pro y a z, budou
tedy zaménény i hodnoty y a z v obou feSenich. Dostavame tedy dalsi dvé feseni,

a to usporadané trojice (x3,y3,2z3) = (1,0,1) a (x4, Y4, 24) = (—1,2,—1).
C) x—y=0A(x—2z=0)

Pokud maji tyto dvé podminky nastat soucasné, musi nutné platit x =y = z.

Dosazenim do prvni nezménéné rovnice soustavy pak dostaneme kvadratickou

rovnici ve tvaru: x2 + 2x —2 = 0, kterd ma dva redlné kofeny xc = —1 + V3
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Aaxg=—1-— V3. Vzhledem k tomu, e plati x = y = z, mUZeme ihned psat dalsi
dvé FeSeni dané soustavy rovnic: (xs,¥s,25) = (—1++3,—1++3,—-1++3)
a(xs,ys,25) = (—1 —+/3,-1-+/3,-1— \/§)

D) (x+y—1=0)A(x+2z—-1=0)

Z prvni podminky dostaneme y = 1 — x a ze druhé z = 1 — x. Opét dosadime do
prvni rovnice soustavy a dostaneme rovnici: x2 + (1 —x)+ (1 —x)—2 =0, po
Upravé x(x — 2) = 0. Ta ma opét dva redlné kofeny x, = 0 a xg = 2. Opétovnym
dosazenim do vyjadfenych podminek pak ziskame posledni dvé feSeni soustavy, a to

usporadané trojice (x;,y-,2,) = (0,1,1) a (xg,vg,25) = (2,—1,—1).
Zadana soustava rovnic ma tedy celkem 8 feSeni, ve tvaru:

b {[1,1,0], [-1,-1,2],[1,0,1],[-1,2,-1], [ -1 +V3,-1+V3,-1 + \/§],}
B [-1-+3,-1-+3,-1-+3],[0,1,1],[2, -1, 1] '

Ve Skolnim kole kategorie A 53. rocniku MO, konaném 2. prosince 2003, byla zadana

nasledujici uloha.

Priklad 1.3.3: V oboru redlnych Cisel feSte soustavu rovnic
x2+2yz=6(y+z—2),
y2 +2zx = 6(z+x —2),
z2+2xy=6(x+y—2).

Redeni: Prvni rovnici soustavy ponechdme beze zmény a opét ji odeéteme od druhé
a nasledné treti rovnice. TotoZnym postupem jako v predchozim pfikladu ziskame

soustavu, ktera bude se zadanou soustavou ekvivalentni
x2+2yz=6(y+z—2),
x—y)x+y—-2z+6) =0,
x—2)(x+z—-2y+6)=0.

Nyni mUZeme feSeni rozdélit na Ctyfi ptipady, které mohou nastat. Oznacime je A, B, C, D,
kde A: (x—y=0A(x+z—-2y+6=0), B: (x—z=0A(x+y—2z4+6=0),
Cx—y=0A(x—z=0)aD:(x+y—-2z+6=0)A(x+z—-2y+6=0).
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Rozborem téchto ptipadd bychom vidy po Upravach dostali kvadratickou rovnici v jedné
proménné a pak by jiz nebylo obtiZné najit vSechna ¢tyfi feSeni soustavy. Vzhledem k tomu,
Ze tento totozZny postup byl jiz demonstrovan v pfedchozim reSeném prikladu, nebudeme

ho znovu dlouze opakovat, ale vyfeSime si ho pro srovnani jinak, a to pomoci pocitace. [3]

Jako pocitaCovy software zde vyuZijeme program Mathematica. Pro samotny vypocet
pouZzijeme pfikaz s dvéma parametry Solve, kde prvnim parametrem jsou samotné rovnice
a druhym proménné, pro které chceme soustavu resit. Do programu tedy zadame pfikaz ve
tvaru: Solve[{x"2+2*y*z==6%(y+2-2), yA2+2*z*x==6%(z+x-2), z"2+2*x*y==6%*(x+y-2)},
{xy,z}1

Dostavame: {{x->-2, y->4, z->4}, {x->2, y->2, z->2}, {x->4, y->-2, z->4}, {x->4, y->4, z->-2}}.

Pomoci jednoho pfikazu jsme tak zjistili, Ze dana soustava rovnic ma v oboru realnych Cisel
Ctyfi feSeni, vypsana vyse.

V porovnani s predchozimi prezentovanymi metodami nam metoda faktorizace nejspise
vyjde, hlavné pro fesSeni cyklickych soustav rovnic, jako nejuniverzalnéjsi z nich. Pokazdé
mulzeme postupovat v podstaté stejné, a v konecném dlsledku vidy dostdvame nejvyse
kvadratickou rovnici, kterou jiZ s jistotou dokazeme vyfesit. Z uvedenych pfiklad( se nabizi
myslenka, Ze by pro tento postup mohl existovat i algoritmus a dal by se tak velmi efektivné
zautomatizovat. To je vSak zatim pouhy naznak této problematiky a hlubSim vyuzitim
pocitacovych programd a algoritm(l se budeme dopodrobna zaobirat v nasledujicich

kapitolach prace.
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2 REZULTANTY

Ne kazda soustava polynomidlnich rovnic vSak bude tak pfivétivé zadand, aby se dala
pocitat pouze za pomoci elementarnich metod reseni jako v prvni kapitole. Pokud bychom
v zadani dostali polynomy vyssich stuprnil a soustava by nebyla napfiklad cyklickd nebo jinak
vhodné predpfipravena, ,,rucni“ pfistup by jiz zajisté selhal. Proto si v této druhé kapitole

prace predstavime, jak pfi feSeni soustav algebraickych rovnic vyuzit tzv. rezultantu.

2.1 SPOLECNY DELITEL DVOU POLYNOMU

Pfedtim, neZ se dostaneme k pojmu samotného rezultantu, zkusme si nejdfive jako
motivaci k jeho zavedeni vyFesit jeden problém, ktery ma i samostatnou daleZitost. Ukolem
je nalézt nutnou a postacujici podminku pro to, aby dva polynomy byly délitelné
nekonstantnim spole¢nym faktorem. Neboli se ptame, kdy maji dva polynomy spolecny
kofen. Samozifejmé nebudeme postupovat tak, ze bychom nasli vSechny kofeny obou
polynomd, jelikoZ na feseni polynomu vyssSich stupii nemame Zadnou obecnou formuli.
Jak bychom tedy mohli sjistotou fict, jsou-li dva polynomy délitelné nekonstantnim

spolec¢nym faktorem, aniz bychom znali jejich koreny?
Méjme dva polynomy f(x) a g(x). Pokud maji tato dva polynomy spolecny délitel, musi

g(x), kde a je spolecny kofen obou polynom. Oznaéme nyni

nutné platit f (x) % = [

x—a
gx) . v o v « v f(x)
Ejako polynom r(x), kde zfejmé stuper polynomu r(x) < g(x). Obdobné oznacime T
jako s(x), kde opét stupen polynomu s(x) < f(x). Dostaneme tedy tvar f(x)r(x) =
= s(x)g(x), znéhoz mizeme formulovat nasledujici Lemma.

Lemma 2.1.1: Polynomy f(x) a g(x), kde stupen f(x) =n € N, stupenn g(x) =m €N,

jsou délitelné nekonstantnim spole¢nym faktorem praveé tehdy, kdyz plati rovnost
fOr(x) = s(x)g ),

pficemz pro stupné polynoma r(x), g(x) platistr(x) <m—1,sts(x) <n—1.[3]

Pozndmka: Jedna se o nutnou a zaroven postacujici podminku.

Ackoliv nam tato podminka muzZe zprvu pfipadat jako neuZzite¢nd, vychazi z ni dalsi teorie
spojena s pojmy Sylvesterova matice a rezultant, které jsou jednim z vyznamnych prispévku

Jamese Josepha Sylvestera, kterého si nyni kratce predstavime.
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2.2 ]JAMES JOSEPH SYLVESTER

James Joseph Sylvester byl vyznamnym britskym matematikem 19. stoleti, narozenym
v roce 1814 v Londyné. Pochazel z Zidovské rodiny a byl vychovavan v zidovskeé vife, coz mu
pozdéji v jeho Zivoté prineslo problémy. Jeho studia byla také velmi komplikovana, at uz
kvGli naféeni z napadeni jiného studenta nebo pozdéji kvlli zdlouhavym nemocem.
Nakonec v roce 1837 slozZil zavérecné zkousky na Univerzité svatého Jana v Cambridge, kde
v jeho ro¢nikll pUsobili pozdéji také velmi slavni matematici Duncan Gregory a George
Green. Sylvester v zavérecné zkousce sice uspél, avsak z divodu svého nabozenstvi odmitl
podepsat tzv. tficet-devét ¢ldnku, coz byl soubor doktrin a praktik anglikanské cirkve, a tak
mu titul oficialné udélen nebyl. | pfesto se stal vysokoSkolskym profesorem a vysokoskolsky
titul mu byl udélen az v roce 1841 na Trinity College v Dublinu. Tato univerzita totiz mohla

udé&lovat tituly i Fimskym katolikdim, tedy i Zidam.

Pozdéji, ve svych 27 letech, byl jmenovan profesorem na University of Virginia v USA. Jeho
zadost o prijeti na tuto pozici byla podporena napfiklad i dalSim znamym matematikem této
doby, De Morganem, ktery napsal: ,V tomto staté neni Zddnd osoba s vétsi reputaci nez
pan Sylvester jako plvodni matematik, ani nenabizi vyhlidky na rozsifeni presnych véd svou
praci. Z vlastni zkuSenosti s tim, co dokazal, mohu bezpecné fici, Ze je to matematik velké
sily, dobfe obeznameny s nejmodernéjsimi formami védy a velmi horlivy ve vysetfovani
svych dotaz(." Avsak jeho pUsobeni na univerzité skondilo velmi rychle a neslavné.
Podrobnéji jsou uddlosti jeho rezignace a odchodu popsany vélanku L. S. Feuera
dostupného z [6]. V USA se mu ani poté nedafilo a vratil se tak zpét do Anglie. Po nékolika
neuspésnych pokusech na jinych univerzitach se stal profesorem matematiky na Royal
Military Academy ve Woolwichi. Pozdéji v jeho Zivoté se opét vratil do USA, kde jiz jeho

pusobeni bylo Uspésnéjsi nez to prvni. James Joseph Sylvester nakonec umird 15. bfezna

1897.

James Joseph Sylvester prispél k mnoha oblastem matematiky a jeho objevy mély hluboky
dopad na vyvoj této védy. UCinil objevy v teorii Cisel, kde miZeme jmenovat napfiklad
nadefinovani jeho vlastni Sylvestrovy posloupnosti. Ta je definovana tak, ze kazdy prvek
posloupnosti je soucinem prvkd predchazejicich plus jedna. Dalsi oblasti, které se vénoval,
byla teorie invariantU. Tato teorie se zabyva studiem objekt(, jenz z(istdvaji neménné vici

uréitym transformacim. Diky jeho vyzkumuUm v této oblasti napfiklad vime, jak pomoci
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determinantu urcit vlastni ¢isla matice. Pro tuto praci nejvyznamnéjsi jsou pak jeho objevy
v algebre. V nizavedl pojmy jako rezultant, s nimz je Uzce spojen i pojem determinant, ktery
je klicovy nejen pro pocitani rezultantu, ale také pro celou linearni algebru, které je

nedilnou soucasti. [7]

Sylvester se zabyval studiem polynomidlnich rovnic a jejich kofena. Jednim z klicovych
probléma, které resil, bylo zjisténi podminek, za kterych maji dva polynomy spolecné
kofeny. Jeho motivaci bylo nalézt efektivni zplsob k zjisténi téchto podminek, a pokud by
spolecny kofen mély, jak tyto kofeny najit. Byl inspirovan praci jinych matematiku své doby,
jako byl naptiklad Carl Friedrich Gauss, zabyvajici se teorii rovnic a algebrou nebo Evariste
Galois. Sylvester vytvofil novy matematicky nastroj nazvany rezultant, ktery efektivni
nalezeni kofend polynomialnich rovnice umoziuje. Nékdy se mu také fika eliminant, jelikoz

ze soustavy algebraickych rovnic o dvou neznamych vzdy jednu eliminuje.

2.3 DETERMINANT
Pro vypocet samotnych rezultantu jeSté bude potfeba definovat pojem determinant.

Determinant je predpis, ktery kazdé Ctvercové matici pfifadi jisté Cislo.
Vypocet determinantu provadime podle fadu jeho matice nasledovné:

A) Determinant matice radu 2. Méjme

A= (a11 a12)'
az1  dzp
pak
det(4) = ay1a5; — az1a45.
B) Determinant matice radu 3.

Zde mame na vybér dvé moznosti. Bud' mGZeme vyuZit Sarrusovo pravidlo nebo

Laplaceiv rozvoj.

Sarrusovo pravidlo: MiZeme vyuZit pouze pro determinant matice fadu 3.
a1 A1z aq;
det a21 a22 a23 = a11a22a33 + a12a32a13+a31a12a23 -

asz; dszp; dsz

—0130220317 — Ap3032011 — A330A1205.
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Laplacetiv rozvoj: Jedna se o rozvoj podle j-tého sloupce nebo i-tého fadku.
Pro Ctvercovou matici A fadu n plati:

1 rozvoj podle j-tého sloupce pokud detA = Y7, (—1)"*/ q;; detA;;,

1 rozvoj podle i-tého fadku pokud det A = ¥7_;(=1)"*/ a;; det 4y,

kde matice A;; vznikne vynechanim j-tého sloupce a i-tého fadku. [11]
C) Matice fadu 4 a vyssi.

Pro tyto matice neexistuje pro vypocet determinantu zadné efektivni univerzalni
pravidlo a budeme nuceni vidy vyuZit Laplaceiv rozvoj. Radek nebo sloupec podle
kterého budeme rozvoj provadét vybereme prihodné podle toho, ktery bude mit
pro pocitani ,nejprihodnéjsi“ Cisla. V pfipadé potreby si tato Cisla (obvykle nuly)
muUzZeme umeéle v matici vytvofit. Pfi tom vSak musime myslet na to, Ze nemlzeme
provadét veskeré Upravy, které nas napadnou. Budeme vyuZivat pouze pricteni
libovolného nasobku daného radku (sloupce) k jinému fadku (sloupci) matice. Jiné
Upravy by nam totiz hodnotu determinantu zménili, coz by bylo v pfipadé, kdy s jeho

pomoci budeme poditat soustavy polynomidlnich rovnic, dosti nestastné.

2.4 REZULTANT
Definice 2.3.1: Necht f(x) =ax"+a,_x" 1+ + a;x+a, a gx) =b,x™+
+ by x™ 1+ .-+ byx + by jsou dva polynomy z T[x], kde T je komutativni téleso.

Sylvesterovou matici dvou polynom( f(x) a g(x) pak nezveme matici

ap QAn-1 .. Qo
aTL an_l aO
a an_l aO
ED =y b,
bm bm—l bO
bm by, b,

Jedna se o Ctvercovou matici typu m + n X m + n majici v prvnich m radcich koeficienty
a,i=nmn-1,---,0, vdalSich n fadcich pak koeficienty b;,,i =m,m—1,---,0 a ve

»Zbyvajicich” mistech se pisi nuly.
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Piiklad 2.3.2: Dle vyloZené teorie sestrojte Sylvesterovu matici polynom0 f(x) = 2x? +

+3x+4ag(x) = x3+ 2x?+3x +5.

Reseni:

Syl(f,g) =

O RO O
_ NO NW
N WN Wb
W u1tw H»H O
U1 O OO

Definice 2.3.3: Rezultantem res(f(x),g(x)) dvou polynoml f(x) a g(x) nazyvame

determinant jejich Sylvesterovy matice.

Véta 2.3.4 (Sylvesterovo kritérium): Necht f (x), g(x) € T[x] jsou dva polynomy kladnych

stupnd. Polynomy f(x), g(x) jsou délitelné nekonstantnim spole¢nym délitelem pravé

tehdy, kdyz res(f(x), g(x)) = 0.[3]

Pozndmka: Sylvesterovo kritérium bezprostfedné vyplyva z ivahy provedené v Lemmatu
2.1.1 a je s nim ekvivalentni. Jednd se v podstaté jen o preformulované a do algoritmu
prevedené lemma 2.1.1, avsak jiz mnohem uZite¢néjsi a explicitni.

Piiklad 2.3.5: Zjistéte, zdali jsou polynomy f(x) =x?+x—6 a g(x) =x? —3x + 2

délitelné spole¢nym faktorem ¢ (x).

Redeni: Budeme tedy poditat rezultant téchto dvou polynomd

(1) } _16 _06 1 1 -6 |1 -6 0
res(f(x),g(x))z 1 -3 2 0|~ -3 2 o|+f1 1 -6
0 1 3 1 -3 21 hh -3 2

=4—-54+12+6+2+36—-18+12=0.

Zvolili jsme rozvoj podle prvniho sloupce, jelikoZ se v ném nachazeji dvé nuly a zbyla Cisla
jsou jednicky, tudiz jsme nemuseli jednotlivé subdeterminanty ni¢im ndsobit. Determinant
nam vysSel nulovy, tudiz mGzeme diky Sylvesterovu kritériu s jistotou fict, Ze dané dva
polynomy jsou délitelné spole¢nym faktorem cili maji spolecny kofen. U polynomu takto

nizkého stupné bychom navic velmi rychle pfisli na to, Ze onim faktorem je p(x) = x — 2.
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Piiklad 2.3.6: Zjistéte, zdali jsou polynomy f(x) = x3 +2x?2 —2x—4a g(x) = x* —

— x% — 6 délitelné spole¢nym faktorem ¢ (x).

Reseni: Jako prvni krok si sestrojime Sylvesterovu matici

1 2 -2 =4 0 0 0
01 2 -2 -4 0 0
00 1 2 -2 —4 0
Syl(f(x),gx)=]0 0 0 1 2 -2 —4
10 1 0 -6 0 0
01 0 1 0 -6 0
00 1 0 1 0 -6

Nyni bychom méli spocitat jeji determinant a zjistit, zdali je nulovy nebo ne. Pocitat
determinant 7 X 7 vSak nebude efektivni a zabralo by to pfili§ mnoho ¢asu a Usili. MGZzeme
se vSak zamyslet, zda bychom nemohli k feSeni dospét i jinou, jednodussi, cestou. Nasim
cilem je pouze ovéfit, zdali je determinant této matice nulovy, v opa¢ném pfipadé nds jeho
konkrétni hodnota vsak jiz nezajima. Pozornéjsi ctendr jiz mlze tusit, kam témito dvahami
mifim. Z vlastnosti determinantu vime, Ze determinant matice se rovna nule, paklize matice
obsahuje jeden nebo vice linearné zavislych radkd. Tudiz by nam mohlo k feSeni stacit se
pouze pokusit nasi Sylvesterovu matici odstupnovat a pokud objevime néjaky linearné

zavisly radek, mGzeme s jistotou prohldsit, Ze determinant této matice je roven nule.

ZaCneme tim, Ze prvni fadek matice vynasobime Cislem minus jedna a pric¢teme ho k fadku

patému, dostavame matici ve tvaru

1 2 -2 -4 0 0 0
0 1 2 =2 -4 0 0
0 O 1 2 =2 -4 0
0 O 0 1 2 =2 -4
0 -2 3 4 -6 0 0
0 1 0 1 0 -6 0
0 O 1 0 1 0 -6

Déle bychom pokracovali obdobnym zplsobem v odstupriovani této matice postupnym
eliminovanim cisel pod hlavni diagondlou. Po nékolika takovychto jednoduchych Upravach

bychom nakonec dostali matici
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1 2 -2 -4 0 0 0
01 2 -2 -4 0 0
0 0 1 2 =2 -4 0
0 0 O 1 2 =2 -4
0 0 0 -14 O 28 0
0 0 O 7 0 -14 0
oo o -2 3 4 -6

MUzZeme si vSimnout, Ze paty fadek je minus dva ndsobkem rfadku Sestého, tudiz jsou nutné
linedrné zavislé. Diky vlastnostem determinantu tedy muUZeme sjistotou fict, Ze
determinant nasi Sylvesterovy matice je roven nule. Polynomy f(x) a g(x) jsou tedy

délitelné spolecnym faktorem ¢ (x). Snadno se pak zjisti, Ze timto faktorem je @(x) =

=x% - 2.

2.5 TECHNIKY PRO EFEKTIVN{ VYPOCET REZULTANTU

Pokud bychom si v pfechozim prikladu nepomohli znalostmi linedrni algebry, respektive
znalosti vlastnosti determinantu, zabral by ndm vypocet daného determinantu jiz vice ¢asu
a takovyto postup by nebyl efektivni. Navic jsme tohoto , triku“ mohli vyuZit pouze proto,
Ze nam stacilo pouze ovéfit, je-li hodnota determinantu nulova a v opacném pripadé jsme
jiz nepotrebovali znat jeho presnou hodnotu. Tento postup by vsak jiz nebylo mozné vyuzit
pozdéji u samotného feseni soustav polynomidlnich rovnic za vyuZiti rezultantu, jelikoZ tam
presnou hodnotu determinantu potfebovat budeme. Vice o této problematice vsak az

v nasledujici kapitole.

Bylo by tedy pro nas vyhodné znat néjaky zplsob, jak si vypocet determinantu Sylvesterovy
matice ulehcit. Pokud se podivdme na specifickou strukturu Sylvesterovy matice, miZeme
si velmi rychle vSimnout, Ze se v ni nachazi velké mnozstvi nul. Vzhledem k tomuto zjisténi
se tak nabizi myslenka, zda by vypocet determinantu stupné m + n neSel prevést na
vypocet jiného determinantu, ktery by byl stupné nizSiho a tim padem podstatné

jednodussi na vypocet.

2.5.1 BEZOUTUV DETERMINANT

Touto problematikou se zabyval ji7 v 18. stoleti Etienne Bézout. Ten ukazal, Ze vypocet takto
»déravého” determinantu lze prevést na vypocet determinantu jisté jiné matice, dnes
nazyvané Bézoutova matice, jejiz stupen tvofi jiz jen max (m, n). Nebudeme se v této préci

tvorbou této matice zabyvat, ale podivame se pro zajimavost jen na ndzornou ukazku, jak
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by ndm mohla usnadnit préci pfi ,,ruénim“ pocitani rezultantd. Na pomoc si tak tentokrat

vezmeme pocitacovy program Maple, jenz ndm s konstrukci Bézoutovy matice pomuze.

Priklad 2.5.1.7: Pomoci Bézoutova determinantu spocitejte rezultant dvou polynom.
Vyuzijeme zadani prikladu 2.3.6, abychom mohli ziskané determinanty porovnat a ndazorné

tak ukazat efektivitu pouziti Bézoutovy matice pro feSeni rezultantd.

Redeni: V programu Maple existuje pfimo funkce BezoutMatrix, kterou si uloZime nap¥iklad
do proménné B a kde nam bude stacit jako jeji dva parametry zadat nase dva polynomy
f(x) a g(x). Zadané prikazy (Cerné) a nasledné vystupy (modie) programu pak budou

vypadat nasledovné:
>fi=x3+2x*-2x—4
f=x34+2x>—-2x—4
>g:=x*+x2-6
g=x*+x*-6
> B := LinearAlgebra|BezoutMatrix|

-4 6 8 —12
-3 -6 6 12
b= 2 -3 -4 6
1 2 =2 -4

MdUzeme tedy vidét, Ze ,nova“ matice je skute¢né stupné pouze max (m, n) neboli v nasem
pripadé Ctyfi, coZ je v porovnani se standardni Sylvesterovou matici téchto dvou polynom{
nezanedbatelny rozdil. Pokusme se nyni tento determinant klasickou cestou vypocitat

a ovérit tak, Ze vyjde stejny jako determinant pUvodni Sylvesterovy matice.

Aniz bychom vsak néco poditali, jiz ztohoto tvaru Bézoutovy matice je na prvni pohled
patrné, Ze druhy rfadek je minus tfi nasobkem radku Ctvrtého, tudiz diky vlastnostem
determinantu mGzZeme bez jakéhokoliv pocitdni fict, Ze determinant této matice je roven
nule. Coz nam souhlasi s vysledkem, ktery jsme obdrzeli vypoctem pomoci determinantu
standardni Sylvesterovy matice. Je viak zfejmé, Ze i v pfipadé nenalezeni Zadnych linearné
zavislych radkd by nam vypocet determinantu typu 4 X 4 zabral podstatné méné ¢asu nez

determinant typu 7 X 7 Sylvesterovy matice.
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2.5.2 DALSI MOZNY ALGORITMUS
Podivejme se nyni jesté na jeden algoritmus pro efektivnéjsi vypocet rezultantu, tentokrat
vsak jiz i s konstrukci redukované matice a jeho vysvétlenim, jelikoZ je oproti Bézoutovo

matici snaze pochopitelny a nazorné;jsi na ukazku. Princip algoritmu jsem ziskal z [8]

Algoritmus jsem si pro ucel ukdzky v této praci zprovoznil v programu Maple. Samotny kod

v programu pak obecné vypada nasledovné:
res := resultant(a, b, x);
[a, b jsou polynomy pouZité algoritmy:
rem(b, a, x) — zbytek po déleni polynom b polynomem a,
degree(a) — stupen polynomu a,
lcoef f (a) — vedouci koeficient polynomu a.]
n = degree(a);
m = degree(b);
if n>mthenres = (—1)"" resultant(a, b, x);
else lc == lcoef f(a);
if n=0thenres = Ilc™,;
elser :=rem(b, a, x);
if r=0thenres = 0;
else p = degree(r);
res := lc™ 7P resultant(a,r, x);
fi
fi
fi.
Algoritmus funguje tak, Ze postupné nahrazuje v Sylvesterové matici radky z koeficient(

polynomu b fadky z koeficientd zbytku rem(b, a, x), které jsou dany linedrni kombinaci

radka ptvodni matice.
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Po takovémto nahrazeni ndm vznikne matice, ktera ma v prvnich m — p sloupcich pod
diagondlou nuly a na diagonale lc. Blok této matice skladajici se z poslednich n — p rfadku
a poslednich n — p sloupcl je potom Sylvesterovou matici polynom( a a r. V pfipadé
splnéni podminek v algoritmu, tj. algoritmus se ,,prokouse” vSemi vétvemi cyklu a zastavi
se az u posledniho ptikazu res := Ic™ P resultant(a,r,x), nikoliv nékde v pribéhu

vétvenych cykld if, mGZzeme misto standardniho resultantu vyuZzit vzorec
[c™™P resultant(a,r, x). [8]

Priklad 2.5.2.8: Pomoci vySe vyloZeného algoritmu spocitejte rezultant dvou polynom.

Abychom mohli algoritmy nasledné porovnat, opét vyuZijeme zadani prikladu 2.3.6.

Redeni: Nejprve si tento pfiklad vypocitejme pomoci poéitate, abychom vidéli, Ze vyse

uvedeny vzorec skute¢né funguje.
Kod v programu Maple by mohl vypadat takto:
>a=x342x%—2x —4;
a=x3+2x*-2x—4
> b= x*+x% - 6;
b=x*+x*>—-6

> res = resultant(a, b, x);

res =0
> n = degree(a);
n:=3
> m = degree(b);
m:=4
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> if n>mthenres == (—1)"" resultant(a, b, x);
else lc == lcoeff(a);
if n=0thenres = Ic™;
elser :=rem(b,a, x);
if r=0thenres := 0;
elsep = degree(r);
res := lc™ 7P resultant(a,r, x);
fi
fi
fi
lc=1
> rezultant(a(x), r(x)) = lc"(m — p) resultant(a,r, x);
rezultant(a(x),r(x)) =0

Vidime tedy, Ze i pfi vypoctu timto algoritmem se nam vysledek opét shoduje s tim, ktery
nam vysel z determinantu standardni Sylvesterovy matice. Tento algoritmus jsem vybral
predevsim proto, Ze ackoliv existuji i efektivnéjsi algoritmy pro zjednoduseni vypoctu
rezultantu, je tento oproti nim trochu jednodussi na pochopeni a zajisté by se dal
univerzalné vyuzit i pfi reSeni slozitéjSich soustav polynomialnich rovnic bez pouziti
pocitace, tedy ,ru¢né”. Algoritmus je vSak psany spiSe jako ukazka a dlkaz toho, Ze
prezentovany vzorec funguje, a proto nevypisuje vSechny kroky, které ve skuteCnosti
provadi. Mohli bychom si ho samoziejmé upravit tak, aby vsechny proménné a funkce
vypisoval, to by nam ovsem pfi pokusu o jeho ,ru¢ni aplikaci pfili§ nepomohlo. Co vsak
udélat midZzeme, je vyuzit algoritmus jako navod a pomoci ného si redukovany tvar
Sylvesterovy matice sami sestrojit. Tim navic ndzorné ukazeme, jak dany algoritmus presné
funguje, takze jeho princip pochopi i nékdo, kdo se pocitatovym programim, a

programovani obecné, nevénuje.
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Je zfejmé, Ze n neboli stupen polynomu a bude 3 a obdobné m bude 4. Nyni jiz mizZeme

prejit k celému hlavnimu cyklu a postupné si projit jeho podminky.

Prvni podminku (if n > m) mGZeme rovnou preskocit, protoze zjevné neplati. Tim padem
se tedy do proménné Ic uloZi hodnota koeficientu u vedouciho prvku polynomu a, coz je
v nasem pripadé jedna. Dalsi podminka nastane tehdy, pokud je n nula, coZz opét neni nas
pripad. V dlsledku toho se nam nasledné do proménné r uloZi zbytek po déleni polynomu
b polynomem a [(rem(b, a, x)]. To si mdZzeme snadno sami vypocitat a vyslo by ndam r =
7x2 — 14. Posledni podminka (if r = 0) také evidentné neplati, a tak by cyklus vykonal ve
co je zadano pod ni (za else). To by znamenalo, Ze do proménné p dostaneme stupen
polynomu 7 (ili dva. Jako posledni krok by nam jiz stacilo dosadit do vysledného

prezentovaného vzorce. Pokusme se nyni o to. Pro pfipomenuti vzorec je ve tvaru
Ic™ P resultant(a,r, x).

Pokud dosadime za Ilc, m a p, vyjde nam jedna na druhou neboli jedna. Touto &asti vzorce
se tedy nemusime dale zabyvat, jelikoZz nam vysledny rezultant neovlivni. Nyni ndm tedy
stadi jen spoditat rezultant polynom@ia ar, kdea = x3 + 2x?2 —2x —4ar = 7x% — 14.
NeZ zatneme konstruovat Sylvesterovu matici, miZeme jesté predtim znovu vyuZit znalosti
vlastnosti determinantd. A to tak, Ze polynom r upravime na tvar r = 7(x2 — 2). Vzniklou
sedmicku pred zavorkou pak nasledné muzeme vytknout pred cely determinant a ziskdme
tim privétivé;si Cisla pro vypocet samotného determinantu. Po provedeni této Upravy tedy

dostaneme rezultant ve tvaru

res(a(x),r(x)) =7

oo RrOoORr
oOrOoORrRN
I
N
o
o

Provedeme rozvoj podle prvniho sloupce, jelikoz se vném nachazi vyhradné nuly
a jednicky, coz se ndm presné hodi. Nasledné budeme cely proces rozvoje opakovat pro
vhodné fadky nebo sloupce, az se dostaneme k jednotlivym determinantim fadu 3 X 3,
které jiz umime obecné spocitat pomoci Sarrusova pravidla. Nesmime vsak u vSech
subdeterminantli zapomenout na sedmicku, kterou mame vytknutou pred celym

determinantem.
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1 2 =2 -4 2 =2 —4 0
0 -2 0 0 1 2 -2 —4]_
71 0 -2 0 +71 0 -2 of
0o 1 0 =2 0o 1 0 =2
1 -2 —4 -2 -4 0 2 =2 0
=—14|1 -2 0|+7|2 -2 —-4|-14[1 2 —-4|=
0 0 =2 1 0 =2 0 1 =2

=0+ 7(—8) — 14(—4) = =56 + 56 = 0

Jak mlZeme vidét, vysledek ndm opét souhlasi stim, ktery jsme ziskali predeslymi

metodami vypoctu.

Pokud bychom méli prezentované algoritmy porovnat, musime pfi tom zvazit vice faktord.
Co mlzeme vidét na prvni pohled je fakt, Ze pomoci Bézoutova determinantu jsme ziskali
redukovanou matici typu 4 X 4 (oproti plivodni 7 X 7), zatimco druhym algoritmem jsme
dostali matici typu 5 X 5. AvSak pokud se bavime o efektivitu obou algoritmu, méli bychom
brat v potaz i to, Ze konstrukce Bézoutovy matice je o dost komplikovanéjsi nez provedeni
postupu konstrukce redukované matice z algoritmu druhého. Kazda ma tedy sva pro a
proti, a je tedy na kazdém, ktery ze dvou algoritmu se mu libi vice a ktery si zvoli. Jedno
vsak maji oba algoritmy spole¢né, oba ndm vypocet rezultantu podstatné zjednodusili a

vskutku se prokazali jako efektivni.

Poznamka: Abychom jesté vice demonstrovali Ucinnost algoritmu, tak vyuzitim druhého
prezentovaného algoritmu jsme nakonec museli pocitat pouze tfi determinanty fadu 3 X 3,
coz nam necinilo zadny problém. Pokud bychom vsak Zadny algoritmus nevyutzili, a navic
ani chytre nevyuzili vlastnosti determinantu, museli bychom vypocitat determinant
Sylvesterovy matice typu 7 X 7 a dostali bychom takovychto determinantd fadu 3 X 3

tficet, coZ je desetkrat tolik, a to jiz vskutku neni zanedbatelny rozdil.

Nékdo by mohl namitat, Ze v dnesni dobé, kdy uz za nas vétSinu matematickych problém
dokaze velmi rychle vyresit pocita¢, neni tfeba tyto postupy ani algoritmy zndt, protoze
stali zadat pocitaci jeden pfikaz a ihned dostaneme poZzadovany vysledek. Ja jsem vSak toho
nazoru, Zze neni nikdy na Skodu védét, jak bychom postupovali bez pocitace nebo jakymi

kroky vlasté pocitac k poZzadovanému vysledku dojde.
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3 RESENIi SOUSTAV POLYNOMIALNICH ROVNIC S VYUZITIM REZULTANTU

V této kapitole si ukazeme na pfikladech hlavni funkci rezultantu, kterou je feSeni soustav
polynomialnich rovnic. Nemusime se vSak omezovat pouze na standardni soustavy, které
jsme fesili vprvni kapitole, nebot spojenim vyloZené teorie miZeme napfiklad diky
rezultantu najit spolecny kofen dvou polynom( na zakladé néjakého parametru nebo pfimo

feSit soustavy s parametrem.

3.1 SOUSTAVY S PARAMETREM

Prvnim typem soustav, které mlZeme spomoci rezultantu fesit, jsou soustavy
polynomialnich rovnic s parametrem. Zde miZeme rozliSovat dva pfipady. Prvnim z nich je
nalezeni hodnoty parametru, pro ktery maji polynomy spolecny korfen. Druhym pak

vyfeSeni klasické soustavy polynomialnich rovnic obohacené o parametr.

Piiklad 3.1.1: Pro které hodnoty parametru p maji polynomy f(x) = x? + px + 2
a g(x) = x3 — px + 2 spole¢ny kofen? [8]
Poznamka: Tento uvodni pfiklad se pokusime cely vyresit bez pouziti pocitace, abychom

nazorné vidéli cely postup reseni a dokazali mu dobre porozumét.

Redeni: Jako prvni krok sestrojime Sylvesterovu matici téchto dvou polynom0 s tim, Ze

budeme chtit eliminovat proménnou x.

1 p 2 0 0
01 p 2 0
Sylf,g)=10 0 1 p 2
10 -p 2 0
01 0 —p 2

Spoctenim determinantu této matice nasledné ziskame jiz samotny rezulant. Jesté predtim
si matici jeSté trochu upravime, abychom méli s determinantem co nejméné prace, a to tak,
Ze prvni fadek vyndsobime Cislem minus jedna a pfi¢teme ho k fadku Ctvrtému. Rezultant

tedy bude ve tvaru

1 p 2 0 0
0 1 p 2 0
res(f,g) =10 0 1 p 2|
0O —p -2-p 2 0
0 1 0 -p 2
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PouZijeme rozvoj podle prvniho sloupce a standardnimi postupy noveé vznikly determinant

nasledné dopocteme.

(1) 7; 2 (2’ 1 p 2 1 p 2

res(f,g) = p =2|-p -2—-p 2[+2]0 1 p| =
P —2-p 2 0 1 0o - —p —2-p 2
! 0 —p 2 p p p

=2Qp+p*+2p+4+p-p)+2Q2Q-p*+2p+2p +p?) =
= —4p3 +4p® + 20p + 12 = 4(—p* + p* + 5p + 3)

Dle véty 2.3.4 (Sylvesterovo kritérium) nyni poloZime rezultant rovny nule. Rovnice —p3 +
+ p% + 5p + 3 = 0 m4 t¥i fedeni, a to p; = p, = —1 a p; = 3. Diky Sylvesterovo kritériu
jiz tedy vime, pro jaké hodnoty parametru p maji tyto dva polynomy spole¢ny kofen. Mohlo
by nds vsak jesté prirozené zajimat, o jaké konkrétni koreny pro jednotlivé parametry se

jednd. Tento problém jiz prenechame pocitaci:

Solve[{x* —x+2==0,x3 +x + 2 == 0}, x]

1 1
{{x - 5(1 - iﬁ)},{x - 5(1 - iﬁ)}}
Solve[{x* +3x+2 ==0,x3 - 3x + 2 == 0}, x]

{tx » -2}

Pfiklad 3.1.2: Reste soustavu
x+y+z=np,
x? +y?+ 22 =9p?
x3 +y3+ 23 =p3, p— parametr. [3]

Redeni: Nebudeme se pokouset Ffesit tuto soustavu pomoci elementarnich metod Feseni,
ale pro resSeni vyuZijeme vyloZzenou teorii o rezultantech. Mohlo by nas na prvni pohled
zarazit, Ze mame soustavu se tfemi proménnymi, pficemz ale rezultant vidy eliminuje jen
ve vypocltech ozna¢me jednotlivé polynomy: f;(x,y,z) =x+y+z—p, fo(x,y,2) =

x2+yi+z2—p?afi(x,y,z) =x3++y3+ 23 —p3.
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Zacneme tim, Ze vypocteme rezultant prvnich dvou polynom( a budeme chtit eliminovat

napfiklad proménnou z.

Pozndmka: Pokud mame takto rovnice ve vice proménnych, sestavujeme Sylvesterovu
matici tak, Ze se zvolenou proménnou (v nasem pfipadé z), kterou chceme eliminovat,

pracujeme jako v prechozich prikladech a zbylé proménné uvazujeme jako konstanty.

1 x+y—-p 0
res(f1,f2,z) = |0 1 x+y—-p | =
1 0 x? +y% —p?
1 x+y-—p

:(x+y_p)2+x2+y2_p2:

_ |x+y—p 0
10 x% 4+ y% —p? 1 X+y—p
= 2x2% 4+ 2y? + 2xy — 2px — 2py

Obdobné nyni spoc¢teme rezultant polynomu f1 a f3:

1 x+y—-p 0 0
o 1 x+y-—p 0 _
res(f1,£3,2) = |, 0 1 x+y—p [~
1 0 0 x*+y° —p’
1 x+y—p 0 x+y—p 0 0
= o 1 x+ty-p [-] 1 S 0 1=
0 0 X3 +y3 —pd 0 1 xX+y—p

Poznamka: Pokud ovladdme linearni algebru, mizeme si opét usetfit ¢as a praci, jelikoz
jednou z vlastnosti determinantu je, Ze pokud mame nad nebo pod hlavni diagonalou samé
nuly, cely determinant se rovna pravé soucinu prvk( na hlavni diagonale.
=x*+y’—pP—(x+y—p)° =
= —3x%y — 3xy? — 3p%x — 3p%y + 3px? + 6pxy + 3py?
Jak jsme ocekavali, jsou oba vyrazy res,(f1,f2) a res,(f1,f3) polynomy jiz jen
v neurcitych x a y. DalSim krokem nyni bude eliminace dalSi proménné, volme treba y.
Toho docilime tak, Ze opét spoCteme rezultant, tentokrdt z nasich dvou polynomu, které

jsme ziskali eliminaci proménné z. Vzhledem ktomu, jak slozity polynom nam vysel

zres(f1, f3), budeme dale pokracovat zcela jisté s pomoci pocitace:
res, = Resultant[res(f1, f2),res(f1,f3),y]

36p2x* — 72px® + 36x°
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MUzZeme vidét, Ze ndm skutecné vysel polynom pouze v jedné proménné x, ¢ehoz jsme

chtéli docilit. Tento polynom nyni opét poloZime roven nule a ziskdme x-ové souradnice

feseni:

Solve|res

y == O’X]

{tx -0}, {x-> 0}, x>0}, {x->p} {x->p}

Program Mathematica ndam ve velice kratké dobé koreny nalezl, a to konkrétné trojnasobny

kofen x = 0 a dvojndsobny kofen x = p.

Poslednim krokem FeSeni bude ,rekonstrukce” y-ovych a z-ovych soufadnic. Mame tedy

dva pfipady A, B, kde A:x = paB:x = 0.

A)

B)

X=p

Zde si musime dat pozor na vSechny tfi rovnice soustavy. Pokud bychom si dosadili
napfiklad pouze do prvni rovnice, dostali bychom: p +y + z = p. Z toho bychom
mohli usuzovat, Ze feSenim by mohlo byt y = —z nebo z = —y. To je vSak falesna
stopa, protoZe tato podminka neplati pro vSechny rovnice soustavy. Dlvodem jsou
»sudé“ mocniny ve druhé rovnici soustavy, diky kterym podminka y = —z nemuze
nikdy nastat, jelikoZz druha mocnina nam vidy ,odstrani“ minus u jedné
z proménnych y, z. Po této Uvaze nam jiz zbyva jedind moznost, a to takova, ze obé

proménné y, z budou nulové.
x=0

Pokud vezmeme v potaz Uvahy provedené v pfedchozim pfipadé, nebude zde pro
nas nalezeni zbylych reseni jiz problém. Pokud je tedy x nulové, mohou evidentné

existovat dvé reSeni,atoy =p Az=0neboy =0 Az =p.

Zjistujeme tedy, Ze dana soustava rovnic mizZe mit v zavislosti na parametru p az tfi feseni,

kterymi jsou: P = {[p, 0,0], [0, p, 0], 0,0, p]}.

Poznamka: Obdobné bychom resili i soustavy tfi rovnic o tfech nelinearnich neznamych bez

parametru, jen s tim rozdilem, Ze bychom ziskali konkrétni feSeni dané soustavy, nezavislé

na parametru.
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3.2 SOUSTAVY O 2 NEBO 3 NEZNAMYCH

Druhym typem soustav polynomidlnich rovnic, na které se podivame, jsou soustavy o dvou
nelinearnich nezndmych. Samoziejmé mulZeme pocitat i soustavy vice rovnic o vice
nezndmych, tento postup je vsak jiz naznacen v predchozi podkapitole. Ukazeme si jak
feSeni ,rucni“, tak i feSeni pomoci moderniho pocitacového programu, ktery nam umozni

vytvofit i pékné nazorné obrdazky.
P¥iklad 3.2.3: Pomoci rezultantu reste v oboru redlnych Cisel soustavu rovnic
x*+y*+x+y=8,
x+y+xy=>5.
VyuZijeme znovu zadani pfikladu 1.1.3, ovSem tentokrat budeme soustavu fesit uzitim
rezultantu. Tento Uvodni priklad se pro ukazku pokusime vyresit bez pomoci pocitace, avsak

program vyuZijeme k nazorné ilustraci prikladu, abychom si dokdzali predstavit, co to

vlastné pocitame. K tomu ndm tentokrat pom(ze program Maple:

> plots[implicitplot]([f, g]l,x = —5..5,y = —5..5, color = [navy", "green"],

legend = [f, g]);

P+ +x+y—8 .\'.1'+.\'+_1'—5|

Obrazek 1: ilustrace prikladu 3.2.3
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Redeni: Jako prvni krok si sestrojime Sylvesterovu matici téchto dvou polynomd, budeme
eliminovat proménnou x. Oznaéme f(x) = x?+y*+x+y—8,9(x) =x+y + xy — 5.
1 1 y*+y-8
Syl(f,g,x)=y+1 y-5 0
0 y+1 y—5

Nyni spocteme jeji determinant a méli bychom obdriet polynom vjiz pouze jedné

proménné:
1 1 y*+y-8
res(f,g)=|y+1 y-5 0 =
0 y+1 y—5
_y-5 0 _. _ |1 yi+y—8|_
_|y+1 y—5 70D Ty s | T

=W-5*-0+DY-5+@G+D*@*+y-8) =
= y*+3y® —5y? — 21y + 22

MUZeme si povSimnout, Ze ndm vysla totoznd rovnice, jako kdyz jsme tento pfiklad pocitali
metodou eliminace, tudiZ rovhou mGZeme psat feSeni: P = {[2; 1], [1; 2]}, coZ si mGZeme

ovérit i na vySe vykresleném obrazku.
Priklad 3.2.4: Pomoci rezultantu reSte soustavu
x3 + 2y = 6x,
y3 + 2x = 6y.[9]
Redeni: Pro ukazku si miZeme opét nechat programem Maple vykreslit graf:
> plots[implicitplot]([x3 + 2y — 6x,y3 + 2x — 6y],x = =5..5,y = —5..5,

color = [navy", "green"], legend = [x3 + 2y — 6x,y3 + 2x — 6]);
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Obrazek 2: ilustrace prikladu 3.2.4

X —6x+2y 13+2_\'—61‘I

Jako prvni krok vytvofime Sylvesterovu matici téchto dvou polynomU a budeme chtit

eliminovat proménnou x:
> f = x3+ 2y — 6x;

f=x34+2y—6x
> g :=1y3+2x — 6y;

g=y>+2x—6y

> Syl := LinearAlgebra|SylvesterMatrix]|(f, g,y);

2 x3—6x 0 0
0 2 x3 — 6x 0
Syl =
YZlo o 2 x3—6x
1 0 —6 2x

Nyni spocteme jeji determinant, ¢imz ziskame rezultant. V tomto pfipadé bychom tedy méli
dostat polynom jedné nezndmé x. Rezultant polozime roven nule a spocitame pfislusné

hodnoty x.
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> Res = LinearAlgebra|[Determinant](f, g,y);
Res := —x° + 18x7 — 105x° + 240x3 — 128x
> factor(Res);
—x(x —2)(x + 2)(x? — 8)(x* — 6x2 + 4)
> Res_koreny = solve(Res, {x});

Res_koreny = {x = 0}, {x = 2}, {x = -2}, {x = 2\/5}, {x = —2\/5},

o B e -2

Jednotlivé hodnoty x budeme postupné dosazovat do puvodnich rovnic soustavy. Tim

dostaneme vzdy dvé rovnice o jedné neznamé, které vyreSime:
1) x=0
> korenl_f = eval(f,Res_koreny[1]); korenl_g = eval(g, Res_koreny[1]);
korenl_f =2y
korenl_g == y3 — 6y
> Reseni_korenl := solve({korenl_f, korenl_g},y);
Reseni_korenl = {y = 0}
> P1 := eval(evallx, y], Reseni_korenl), Res_koreny[1]);
P1:=10,0]
2) x=2
> koren?2_f = eval(f, Res_koreny[2]); koren2_g = eval(g, Res_koreny|2]);
koren2_f =2y —4
koren2_g :=y3 — 6y + 4
> Reseni_koren2 := solve({koren2_f, koren2_g},y);
Reseni_koren2 = {y = 2}
> P2 := eval(evallx, y], Reseni_koren2), Res_koreny[2]);

P2 :=[2,2]
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3) x=-2
> koren3_f = eval(f, Res_koreny[3]); koren3_g = eval(g, Res_koreny|[3]);
koren3_f =2y + 4
koren3_g :=y3 — 6y — 4
> Reseni_koren3 = solve({koren3_f, koren3_g},y);
Reseni_koren3 = {y = =2}
> P3 := eval(evallx, y], Reseni_koren3), Res_koreny[3]);
P3 = [-2,-2]
4) x =22
> koren4_f = eval(f,Res_koreny[4]); koren4_g = eval(g, Res_koreny[4]);
koren4_f = 42 + 2y
korend_g = y3 + 4V2 — 6y
> Reseni_koren4 := solve({koren4_f, koren4d_g},y);
Reseni_koren4 = {y = —2+/2}
> P4 := eval(evallx, y], Reseni_koren4), Res_koreny[4]);
P4 = [2V/2,—2V/2]
5 x =-2V2
> koren5_f = eval(f, Res_koreny[5]); koren5_g = eval(g, Res_koreny|[5]);
koren5_f = —4V2 + 2y
koren5_g == y® — 42 — 6y
> Reseni_koren5 = solve({koren5_f, koren5_g},y);
Reseni_koren5 = {y = 2v/2}

> P5 := eval(eval[x, y], Reseni_koren5), Res_koreny[5]);

PS5 = [-2v/2,2V2]
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6) x=—3—-+5

> koren6_f = eval(f,Res_koreny[6]); koren6_g = eval(g, Res_koreny[6]);

3
koren6_f == —(3 —V5)* + 6 /3 —V5+ 2y
koren6_g = y3 — 2 /3 —/5 -6y

> Reseni_koren6 = solve({koren6_f, koren6_g},y);

3
2

Reseni_koren6 = {y = (3 ) -3 /3 - \/g}

> P6 := eval(eval[x, y], Reseni_koren6), Res_koreny[6]);

3
2

P6:=[-3— \/_(3 V) 3/3—x/§]

7) x =10 _ 2
2 2

> koren7_f = eval(f,Res_koreny[7]); koren7_g = eval(g, Res_koreny[7]);

VIO 2\’
koren7_f == (T — 7) —3V10 +3V2 + 2y

koren7_g = y® + V10 — V2 — 6y
> Reseni_koren7 := solve({koren7_f, koren7_g},y);

V1o V2

Reseni_koren7 = {y = - 7}

> P7 := eval(evallx, y], Reseni_koren7), Res_koreny[7]);

JT0_VZ VT 2

Pr=lm-—72 13

40



8) x=—V3++5

> koren8_f = eval(f,Res_koreny[8]); koren8_g := eval(g, Res_koreny|[8]);

3
koren8_f == —(3+V5)* + 6 ’3 ++5 + 2y

koren8_g = y3 — 2 /3 ++/5 — 6y

> Reseni_koren8 := solve({koren8_f, koren8_g},y);

3
3+V5)* |
Reseni_koren8 := {y = (—) — 3.3+ 5}

2

> P8 := eval(evallx, y], Reseni_koren8), Res_koreny[8]);
3
/ 3+V5)% |
P8 = [— 3+\/§,(T)—3 3+ V5]

o) x =104
2 2

> koren9_f = eval(f, Res_koreny[9]); koren9_g = eval(g, Res_koreny[9]);

VI 2\’
koren9_f = (T + 7) —3V10 - 3V2 + 2y

koren9_g = y® + V10 + V2 — 6y
> Reseni_koren9 := solve({koren9_f, koren9_g},y);

V10 V2
Reseni_koren9 = {y = - - 7}

> P9 := eval(eval[x, y], Reseni_koren9), Res_koreny[9]);

_ 0 V2D

PO=lm+5 53
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> P := {P1, P2, P3, P4, P5, P6, P7, P8, P9};

P = {[0,0],[2,2], [-2,-2], [2V2, —2V2], [-2V2, +2V2],

3 — \/_(3 \/_)E -3 3_\/§’l_“10_£'_“10+£'
2 2 2 2

(3+\/_)% / - V10 V2 V10 V2
3+45~——~~2 3 3+\/§,l7 77—71}

Dana soustava ma tedy celkem devét feseni. Jeji feSeni bylo, i s vyuZitim pocitace, vcelku
zdlouhavé a nabizi se tedy myslenka, proc jsme pfiklad resili takto sloZité. Odpovéd je vsak

vcelku prostd. Zkusme tedy nyni tuto soustavu vyresit pouze pomoci pfikazu solve:
> solve({f, g}, {x,¥});

fx=0,y=0}L{x=2,y=2}{x=-2,y =-2},{x = =2 RootOf (Z? — 2),

y = 2 RootOf (_Z% - 2)},

RootOf (Z* — 6Z% + 4)3
x=— f( 5 ) + 3 RootOf ((Z* — 6Z% + 4)3,

y = RootOf (Z* — 6Z? + 4)}

Vidime, Ze jsme narazili na problém. Nikoliv takovy, Ze by soustava nesla vyresit, ale jedna
se o nedokonalost programu, respektive jeho algoritmu. KdyZz jsme vSak pfipad fesili
postupnymi kroky sami, ke spravnému vysledku jsme bez problému dosli. Nyni bych
odkdazal na odstavec, ktery jsem napsal v zavéru druhé kapitoly: ,,Nékdo by mohl namitat,
Ze v dnesdni dobé, kdy uz za nds vétSinu matematickych problém0( dokdaze velmi rychle
vyresit pocitac, neni tfeba tyto postupy ani algoritmy zndt, protozZe staci zadat pocitadi
jeden pfikaz a ihned dostaneme poZadovany vysledek. Ja jsem vSak toho nazoru, Ze neni
nikdy na skodu védét, jak bychom postupovali bez pocitace nebo jakymi kroky vlasté
pocita¢ k poZzadovanému vysledku dojde.” Tento ptiklad je krasnou ukazkou toho, proc

jsem tuto myslenku zminil.

Pozndmka: Pro srovnani jsem stejny problém zadal programu Mathematica, ktery ho na
rozdil od Maplu bez problém vyresil. Da se tedy usuzovat, Ze oba programy pouZivaji pro

vypocet odlisné algoritmy.
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Pfiklad 3.2.5: Reste soustavu
x+y+z=0,
x? +y?—z2 =20,
x* +y* —z* = 560.[3]
Redeni: Tuto soustavu jiz nebudeme celou postupné a zdlouhavé Fesit jako v prechozim
prikladé. Navod, jak na to, je naznacen na konci kapitoly 3.1. Tento pfiklad jsem vybral

predevsim proto, Ze si na ném mizZeme dobre ilustrovat, jak by takovdto soustava mohla

vypadat z pohledu geometrie:

3D graf soustavy rovnic

Obrazek 3: 3D ilustrace prikladu 3.2.5

Samotné fesSeni pak jiz pfenechdme pocitaci:
> solve({x +y + z,x% + y2 — z2 = 20,x* + y* — z* — 560}, {x, y, z});
{x=-5y=2z=3}L{x=5y=-2,z=-3},{x=-2,y=5,z= -3},

{x=2,y=-52z=3}
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ZAVER

V praci jsme se postupné seznamili s nékolika metodami feSeni soustav polynomialnich
rovnic. Zacali jsme feSenim pouze s vyuzitim elementdrnich metod reSeni znamych jiz ze
stfedni Skoly, doplnénych o tvlrci zapojeni naseho mysleni. Zjistili jsme, Ze metoda
eliminace ani metoda ¢tvercu nemaji univerzalni vyuZziti a u obou dost zavisi na konkrétnich
zadanych ciselnych hodnotach. Tyto metody tedy nejdou obecné vyuzit na priklady, které
k tomu nejsou ,preduréeny” tim, kdo ndm je zadd. Jako nejlepsi ndm vysla metoda
faktorizace, ktera jde, hlavné pro cyklické soustavy, vyuzit témér univerzalné. Navic jsme
z ni vidy dostali maximalné kvadratické rovnice, oproti polynomim velmi vysokych stupna,

které bychom ziskali napfiklad vyuzitim klasické metody eliminace.

Ve druhé ¢asti jsme se seznamili s pojmem rezultant a jeho vyuZitim napfiklad k rozhodnuti,
zda maji dva polynomy spolecny koren. Vétsi ¢ast kapitoly byla pak vénovana metoddm pro
jeho efektivnéjsi vypocet. Predstavili jsme si Bézoutllv determinant, ktery jsme pocitali
s vyuZitim pocitacového programu, a také dalsi algoritmus, ktery jsme pro zménu aplikovali
pro ,,rucni vyuziti, coz se u pocitani determinantd bez vyuziti pocitace velmi hodi. Dospéli
jsme k zavéru, Ze oba algoritmy nam vyrazné zmensi rad determinantu, ktery musime

vypocitat. Jejich efektivita byla demonstrovana na konkrétnim pfikladu.

V posledni ¢asti jsme si ukdazali nékolik prikladd na vypocet soustav algebraickych rovnic, at
uz s parametrem nebo bez néj. Narazili jsme také na nékteré limity pocitacového programu,
ani on neni vSiemohouci a vyplati se ndm znat, jak bychom sami pfi fesSeni takovychto

priklad(l postupovali.

Samoziejmé by se dalo v této bakalarské praci dale pokracovat, a to popsanim dalsiho,

modernéjsiho, zplisobu feseni polynomialnich rovnic, kterym jsou Grobnerovy baze.
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RESUME

In this bachelor's thesis, we gradually became familiar with several methods of solving
systems of polynomial equations. We started with a solution using only the elementary
solution methods known from high school, supplemented by the creative involvement of
our thinking. We have found that neither the method of elimination nor the method of
squares has universal use, and both are quite dependent on the specific numerical values
entered. Therefore, these methods cannot generally be used for examples that are not
"predestined" for this by the person who assigns them to us. We found the factorization
method to be the best, which can be used almost universally, especially for cyclic systems.
In addition, we always obtained at most quadratic equations from it, as opposed to
polynomials of very high degrees, which we would have obtained, for example, using the

classical method of elimination.

In the second part, we got acquainted with the term resultant and its use, for example, to
decide whether two polynomials have a common root. A larger part of the chapter was
then devoted to methods for its more efficient calculation. We imagined the Bézout
determinant, which we calculated using a computer program, and also another algorithm
that we applied for "hand" use instead, which is very useful for calculating determinants
without using a computer. We came to the conclusion that both algorithms will significantly
reduce the order of the determinant that we have to calculate. Their effectiveness was

demonstrated on a concrete example.

In the last part, we showed several examples for calculating systems of algebraic equations,
either with or without a parameter. We also encountered some limits of the computer
program, even it is not omnipotent and it pays to know how we would proceed when

solving such examples ourselves.

Of course, this bachelor's thesis could be continued by describing another, more modern,

way of solving polynomial equations, which are Grébner bases.
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