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SEZNAM ZKRATEK
SS — stfedni ¢kola

ZS — zékladni $kola
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V dnesni dobé je vypocetni technologie nepostradatelnym ndastrojem v mnoha
oblastech lidské cinnosti. V oblasti matematiky a vzdélavani hraje zvlasté dulezitou roli.
Velky rozvoj informacnich technologii, kterého jsme svédky v poslednich desetiletich,
oteviel nové moznosti v oblasti vzdélavani, zejména v matematice. Diky vypocetni
technologii jsou dnes Zaci schopni Iépe porozumét a aplikovat sloZitéjsi matematické
koncepty, vcetné feSeni soustav rovnic. Vypocetni technologie poskytuje Zzak{m
a studentum efektivni a interaktivni prostredi pro zkoumani matematickych problém, coz

vyrazné zlepsuje jejich porozuméni matematickym konceptlim a metodam.

Téma vypocetni technologie je mi velice blizkym, od utlého véku jsem obdivoval
nejnovéjsi moderni technologie té doby. V poslednich pdr letech studia jsem zacal spojovat
svlj zajem o technologii s matematikou, coZz mé privedlo k objevovani matematickych

softwar( a jejich vyutZiti.

Cilem prace je CEtenafe sezndmit stypy soustav rovnic fesené na ZS a SS.
Dalsim cilem je ¢tenarlm predstavit matematické softwary a jejich vyuziti nejen v rdmci

vyuky matematiky.

V Uvodni ¢asti prace jsou predstaveny typy soustav rovnic fe$ené na ZS a SS.
Nasledné se prdce zaméruje na popis matematickych softwar( a jejich vyuZiti ve vyuce.
V ramci této prace byly uvedeny zakladni typy aplikacnich uloh vedouci na reSeni pomoci
soustavy rovnic. Ktémto typlm aplikacnim udloh bylo vytvoreno nékolik prikladd
i s feSenim. Tyto priklady mohou slouzit ucitelim matematiky jako podplrny material
ve vyuce. V zavérecné Casti prace byl vytvoren dotaznik, ktery zjistoval povédomi zaka

na zakladni skole o matematickém softwaru.

Prace by méla také motivovat soucasné pedagogy k zaclenéni matematického

softwaru do své vyuky.
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1 SOUSTAVY ROVNIC

Soustava rovnic predstavuje soubor dvou nebo vice rovnic, které maji spolecna reseni.
Tento matematicky koncept je zdkladnim nastrojem pro modelovani a fesSeni situaci,
ve kterych se vyskytuji vzajemné zavislé proménné. Soustavy rovnic nalezneme v rlznych
oblastech, véetné fyziky, chemie, ekonomie, inZenyrstvi a dalSich pfirodnich a technickych
disciplin.

Obecnou soustavou linearnich rovnic o libovolném poctu rovnic m a libovolném poctu

neznamych n rozumime
A11%; + Q12X + 0+ ApXy = by,

ar1X1 + AyrXy + -+ aann = bz,

Am1X1 + QpaXo + -+ QnXn = by
Koeficienty soustavy jsou dany mnozinou pfislusnych koeficient(
A=(a;)i=1...mj=1..n

a sloupcem pravych stran b = (by, ..., by,). Koeficienty soustavy budou standardné realna
¢isla. ReSenim soustavy s redlnymi koeficienty se nazyvd libovolna n-tice redlnych ¢&isel

x = (x4,...,X,) pro kterou jsou vSechny rovnice soustavy splnény. (Soucek 2011)

V realném svété se soustavy rovnic vyskytuji v mnoha situacich a oborech. Zde jsou

nékteré priklady:

e InZenyrstvi: Pfi ndvrhu a analyze sloZitych systému, jako jsou stavby most(, konstrukce
budov, elektrické obvody, aerodynamika letadel nebo mechanika materiald, se ¢asto

pouzivaji soustavy rovnic.

e FEkonomie: Pfi modelovani ekonomickych situaci, jako jsou investi¢cni portfolia,

optimalizace vyroby, rozhodovani v oblasti marketingu, se vyuzZivaji soustavy rovnic.

e Fyzika: PFfi popisu pohybu téles, elektromagnetickych jev(, tepelnych procesli nebo
kvantové mechaniky jsou Casto pouzivany fyzikdlni zakony vyjadfené pomoci soustav

rovnic.
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e Biologie: Pfi modelovani biologickych procesl, jako je Sifeni nemoci, rist populace,

interakce mezi druhy nebo genetické dédictvi, mohou byt vyuzity soustavy rovnic.

e Chemie: PFi studiu chemickych reakci, rovnovahy latek, kinetiky reakci nebo vypoctu

chemickych rovnovah+ se ¢asto pracuje se soustavami rovnic.

e Finance: Pfi analyze financnich trh(, modelovani chovani akciovych trhi, optimalizaci

portfolia nebo feseni urokovych sazeb mohou byt pouzity soustavy rovnic.

Soustavy rovnic jsou kliCovym ndastrojem pro modelovani a fesSeni riznorodych situaci
v realném svété a maji Siroké uplatnéni v rznych disciplinach.

S prvnimi zminkami o soustavach rovnic se dozvidaji Zaci v 9. ro¢niku zakladni skoly.
Zaci se seznamuji se zakladnimi principy, postupy feseni soustav rovnic a aplikaci soustav

rovnic na slovni ulohy, které zpravidla predstavuji problém z redlného Zivota.

Vramci feSeni soustav rovnic se Casto setkdvdme s pojmem ekvivalentni Upravy.
Ekvivalentni Upravy jsou zakladnim nastrojem pro feseni soustav rovnic na zakladni Skole.
Tyto Upravy umoznuji transformovat rovnice tak, aby se zjednodusily nebo aby se zménily

na rovnice s ekvivalentnimi fesenimi. Mezi zdkladni ekvivalentni Upravy patfi:

e pritteni/odecteni stejného vyrazu,
e ndsobeni/déleni stejnym nenulovym vyrazem,
e vymeéna levé a pravé strany rovnice,

e preformulovani rovnice (rozklad vyraz(, zjednoduseni slozitéjsich vyraza).
1.1 LINEARNI ROVNICE SE DVEMA NEZNAMYMI

Linedrni rovnici se dvéma neznamymi je kazdd rovnice, kterou je mozné prevést

pomoci ekvivalentnich Uprav na tvar
a;1X + a2y = by,

kde a;;,a;, € R—{0}; b; € R ax, y oznaduji nezndmé. Redenim této rovnice je mnozina
uspofadanych dvojic [x;y] (Janeckovad a kol., 2022). Re3eni zapisujeme do hranatych
zavorek. Pocet usporadanych dvojic vyhovujici dané rovnici je nekonec¢né mnoho.

VyfeSenim jedné z usporadanych dvojic docilime zvolenim a dosazenim libovolného
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realného ¢Cisla za jednu z nezndmych a naslednym dopoétenim hodnoty pro druhou

neznamou.
PFiklad linedrni rovnice se dvéma neznamymi:
4x —y = 20,
kde je a=4b=1ac= 20. Redenim jsou napf. uspofddané dvojice
[5;0],[8;12],[3; 8], ....

1.2 SOUSTAVA DVOU LINEARNICH ROVNIC O DVOU NEZNAMYCH

Soustavou dvou linedrnich rovnic o dvou nezndmych rozumime rovnice, které

po ekvivalentnich Upravach mGzeme prevést do tvaru
a;1X + a2y = by,
az1X + azy = by,

kde a;1,a42,051,02, € R—{0}; by, b, € R a x,y jsou nezndmé. Redenim je usporadana

dvojice [x; y], ktera vyhovuje danym rovnicim.
Pfiklad soustavy linearnich rovnic o dvou neznamych:

x+y=28,
2x —y =10,
kde a1 = 1,a12 = 1,b1 = 8,a21 = 2,a22 =-—1a bz = 10.
Redeni soustavy rovnic hleddme pomoci metod. Na zakladni $kole se setkdme
s dosazovaci metodou, s¢itaci metodou a srovnavaci metodou. V nize uvedené kapitole 2.1

jsou tyto metody dikladné popsany. V ramci stfedni Skoly se setkdme s feSenim soustavy

rovnic pomoci grafické metody, této metodé je vénovana kapitola 3.1.
1.3 SOUSTAVA 0,N“NEZNAMYCH A ,M“ LINEARNICH ROVNIC

Tato kapitola pojedndvd o obecném tvaru soustavy rovnic o n neznamych

a m linedrnich rovnic. Ddle se tato kapitola zabyva vztahem mezi ¢isly n a m.
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Obecnou soustavou linearnich rovnic o libovolném poctu rovnic m a libovolném poctu

neznamych n rozumime
A11% + Q12X + o0+ ApXy = by,

A21X1 + Az2X5 + -+ AzpXy = by,

Am1X1 + QaXy + o+ QpnXn = by
Koeficienty soustavy jsou ddny mnozinou pfislusnych koeficient(
A= (al-j); i=1,...mj=1...,n

a sloupcem pravych stran b = (by, ..., by,). Koeficienty soustavy budou standardné redlna
¢isla. Redenim soustavy s redlnymi koeficienty se nazyvd libovolna n-tice redlnych ¢&isel

x = (x4,...,Xy,) pro kterou jsou vSechny rovnice soustavy splnény. (Soucek 2011)

Nyni budeme tesit vzajemny vztah Cisel n (pocet neznamych) a m (pocet rovnic),
pficemZz aby se jednalo o soustavu rovnic o dvou a vice nezndmych musi platit
neN-—-{1},meN —{1}.

UvaZujme, Ze jednotlivé rovnice soustavy nejsou navzajem linedrné zavislé. Ztohoto
dlivodu ndm vypadava moznost m > n.

1. m=n

Jestlize je pocet rovnic roven poctu nezndmych, dostdvame prévé jedno cCiselné feseni.
Regenim je usporadana n-tice [xi) o) X0 ]

2. m<n

Jestlize je pocet rovnic v soustavé mensi, nez pocet nezndmych znamena to, Ze rfeseni
bude zavislé na parametru. Pocet parametrd oznacime p. Ze vztahu p = n — m dostavame
pocet parametr(i. Nejméné muZeme dostat p = 1, nejvice p = n — 2. JelikoZ abychom
mohli hovofit o soustavé, jsou potieba alespon dvé rovnice. Dale se pocet parametr( odviji

od poctu neznamych pravé v téchto dvou rovnicich.
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2 TYPY SOUSTAV ROVNIC RESENYCH NA ZS

Na zakladni Skole se Zaci obvykle setkavaji s jednodussimi typy soustav rovnic, které
obsahuji zpravidla dvé proménné a jsou linearni. Nejcastéji se resi soustavy dvou linedrnich

rovnic o dvou neznadmych. Z4ci se seznamuji se se zakladnimi metodami pro Feseni soustav.

Soustavy rovnic se mohou objevit pfi feseni nékterych slovnich uloh. Slovni tlohy jsou
obvykle formulovany tak, aby Zzakim predstavily konkrétni situaci nebo problém, ktery je
tfeba vyresit. V mnoha pfipadech se tyto ulohy daji prevést do podoby soustavy rovnic, coz
umoziuje matematické feSeni pomoci vhodnych metod. Napf. ulohy o smésich ¢i roztocich
vedou k vytvoreni soustavy rovnic popisujici podil jednotlivych sloZek. Stejné tak uloha
o pohybu dvou téles mlze byt zpracovana pomoci soustavy rovnic. Timto zplsobem lze
slovni Ulohy realizovat do matematickych vyraz(i a efektivné fesit pomoci soustav rovnic,
coZ umoznuje studentim lépe porozumét matematickym konceptlim a jejich aplikacim
vrealném svété. Slovnim, specidlné aplikacnim, uUloham je vénovana kapitola 6.

Nasledujici kapitola se vénuje metodami feseni soustav rovnic.
2.1 METODY RESENI SOUSTAVY ROVNIC

Metody feSeni soustavy rovnic jsou planované postupy, které aplikujeme na dané
priklady v praxi. Mezi tyto metody se fadi dosazovaci metoda, scitaci (popf. odecitaci)
metoda nebo srovndvaci metoda. VSechny tyto metody maji své vyuziti v urcitych situaci.
U kazdé metody je popsan jeji teoreticky postup, je uvedeno, kdy je vhodné danou metodu

vyuzit, a nasledné pomoci této metody je vyresen priklad.
2.1.1 DOSAZOVACI METODA

Dosazovaci metoda je jednou ze zakladnich metod pro feSeni soustavy rovnic.
Princip spociva v tom, Ze se jedna rovnice prevede na tvar, ve kterém je jedna proménna
vyjadfena pomoci druhé proménné. Toto vyjadreni se nasledné dosadi do druhé rovnice
soustavy, ¢imz vznikne jednodussi rovnice s jednou proménnou, kterou lze vyresit pomoci
ekvivalentnich Upravy. Tento postup se ¢asto pouZiva u soustav rovnic, kde lze jednoduse

vyjadrit jednu proménnou pomoci druhé.
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Postup feSeni soustavy rovnic pomoci dosazovaci metody:
1. Zjedné z rovnic si vyjadifime ndmi zvolenou neznamou.
2. Takto vyjddfenou nezndmou dosadime za stejnou nezndmou v druhé rovnici.

3. VyreSime nové ziskanou rovnici o jedné nezndmé pomoci ekvivalentnich Uprav

a tim dostaneme hodnotu této neznamé.

4. Vypoctenou hodnotu dosadime do vyjadfeni z prvniho kroku a tim dostaneme

hodnotu druhé neznamé.

5. Provedeme zkousku, tim Ze dosadime vypocétené hodnoty za nezndmé v plvodnich

rovnicich.

6. ZapiSeme reSeni, kterym je usporadana dvojice.

Ukazkovy priklad:
2x+y=7
5x -3y =1
Z prvni rovnice si vyjadfime y.
y=7-—2x

Takto vyjadfenou nezndmou dosadime do druhé rovnice.
5x—3(7T—-2x)=1
Nyni vyfeSime rovnici pro neznamou x pomoci ekvivalentnich Uprav.
S5x—-21+6x=1
—21+11x =1 /421
11x =22 /:11
x =2
Vypoctenou hodnotu nezndmé x dosadime do vyjadfeni y z prvniho kroku.
y=7-2-2

y=3
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Nyni provedeme zkousku dosazenim x =2 a y =3 do obou plvodnich rovnic.
Jestlize ndmi spoctené hodnoty jsou feSenim soustavy, musi nastat rovnost mezi levou
a pravou stranou, jak v prvni, tak i v druhé rovnici. Pokud si ozna¢ime levou stranu prvni
rovnice jako L1 a pravou jako P1 a stejné pro druhou rovnici L, a P,. Poté musi platit
nasledujici.

L1 = Pl

LZ = PZ

Dosazenim do prvni rovnice x = 2 ay = 3 ziskame:

L1=2'2+3=7

Dosazenim do druhé rovnice x = 2 ay = 3 dostaneme:
L,=5-2-3-3=10-9=1
pP,=1
L, =P,
Ovérili jsme spravnost zkouskou a tim padem reSenim dané soustavy rovnic je usporadana
dvojice [x; y] = [2; 3].

Dosazovaci metoda se nejéastéji vyuzije v pripadé, kdy jeden z koeficientl u nékteré
znezndmych je 1 nebo -1. Vtomto pfipadé se vSe ostatni pfevede na druhou stranu
nez nami vyjadfovand nezndma (popfr. kdyz je koeficient —1, se pouze rovnice ¢islem —1
vynasobi). Pti dosazeni do druhé rovnice se nebudou v rovnici objevovat zlomky a tim je
pocitani mnohem jednodussi.

2.1.2 SCITACI METODA

S¢itaci metoda je dalsi zakladni metodou pro feseni soustav rovnic. Princip spociva
v tom, Ze rovnice se scitaji (Ci odecitaji) tak, aby se jedna nezndma eliminovala a bylo mozné
dale vypocditat hodnotu druhé nezndmé. Tato metoda je efektivni zejména pfi soustavach,
ve kterych lze jednu z proménnych eliminovat pfimym scitanim (Ci odecitanim) rovnic.

V nékterych pripadech je nejdfive potrfeba jednu ¢&i obé rovnice upravit vyndsobenim
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redlnym cislem, poté az mlzeme rovnice séitat (Ci odecitat), abychom vyrusili jednu

neznamou.
Postup feSeni soustavy rovnic pomoci scitaci metody:

1. Rovnice upravime tak, aby koeficienty u jedné neznamé v prvni a ve druhé rovnici
byla opacna disla. Jinak tato metoda nema smysl. Vétsinou tato Uprava probihd

vynasobenim jedné ¢i druhé rovnice Cislem tak, aby koeficienty byly opacna disla.

2. SecCteme obé rovnice a ziskame jednu rovnici o jedné neznamé. Opét oznacime
levou stranu prvni rovnice L1 a pravou P; a stejné pro druhou rovnici L, a P,.

MuzZeme tento krok popsat ndsledovné:
L1+L2 =P1+P2.

3. VyreSime nové ziskanou rovnici o jedné neznamé pomoci ekvivalentnich Uprav a tim

dostaneme hodnotu jedné neznamé.

4. Vypoctenou hodnotu dosadime do libovolné plvodni rovnice a vypocitame

hodnotu druhé neznamé.

5. Provedeme zkouSku spravnosti tim, Ze dosadime obé vypoctené hodnoty

za neznamé v plivodnich rovnicich.
6. ZapiSeme reSeni, kterym je usporadana dvojice.
Ukazkovy priklad:
x—2y=5
3x +4y=-5
Prvni rovnici vyndsobime Cislem 2, aby koeficienty u nezndmé y byly v rovnicich opacné.
x—2y=5/2
2x —4y =10

Nyni mGzZeme selist levé a pravé strany obou rovnic. Nasleduje vyruseni nezndme y, feSime

jednu rovnici pro jednu nezndmou x.
2x —4y =10

3x +4y = -5

11
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2x —4y +3x+ 4y =10+ (-5)
5x=5/:5
x=1

Nyni hodnotu x dosadime do libovolné plvodni rovnice a vyfeSime nové vzniklou rovnici

pro neznamou y.
1-2-y=5/-1
=2y =4/:(-2)
y=-2
Provedeme zkousku dosazenimx = 1; y = —2.

L,=1-2-(-2)=14+4=5

L,=3-14+4-(-2)=3-8=-5
P, = =5
L, =P,
Reenim této soustavy rovnic je uspofadana dvojice [x; y] = [1; —2].

Scitaci metoda se nejcastéji vyuziva, pokud jiz zadané rovnice obsahuji opacné
koeficienty u nékteré z neznamych. Pfi takovéto situaci se nemusi rovnice nijak upravovat

a nasleduje rovnou krok sc¢itani rovnic.

Odecitaci metoda

Odecitaci metoda je obdobna scitaci. Tato metoda se nejlépe vyuZije, pokud
v zadani soustavy rovnic mame stejné koeficienty u stejné neznamé v obou rovnicich.

Metoda by postupovala nasledovné:
Ll_LZ = PI_PZ'

Timto bychom dostali rovnici o jedné neznamé a dale bychom postupovali identicky jako

u scitaci metody.

12
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Ukazkovy pfiklad:
3x+2y=5
—-x+2y=1
Odecteme druhou rovnici od prvni rovnice a dopocitdme vzniklou rovnici pro neznamou x.
3x+2y—(—x+2y)=5-1
3x+2y+x—-2y=4
4x =4 /:4
x=1
Dosazenim x = 1 do libovolné plvodni rovnice vznikne rovnice pro vypocet nezname y.
3:-1+2y=5/-3
2y=5-3/:2
y=1
Nyni ovéfime spravnost pocinani pomoci zkousky.
L;=3-1+2:-1=3+2=5
P, =5
L =P,

Ly=—(1)+2-1=-1+2=1

2.1.3 SROVNAVACi METODA

Srovnavaci metoda je dalSi technikou vedouci k fteSeni soustavy rovnic.
Jeji podstatou je srovnani jedné nezname, kterd je vyjadiena pomoci druhé nezname,
z obou rovnic. Tato metoda je uzite€nd v pripadech, kdy v obou rovnicich mame stejné

koeficienty u stejné nezndme.
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Postup feSeni soustavy rovnic pomoci srovnavaci metody:
1. Zvolime si jednu neznamou a vyjadfime ji z obou rovnic.
2. Tyto vyjadrené vyrazy dame do rovnosti a tim ndm vznikne rovnice o jedné neznamé.

3. VyreSime noveé ziskanou rovnici o jedné nezndmé pomoci ekvivalentnich Uprav a tim

dostaneme hodnotu této neznamé.

4. Vypocitanou hodnotu dosadime do libovolné rovnice a vypocitame hodnotu druhé

nezname.

5. Provedeme zkous$ku spravnosti feseni tim, Ze dosadime obé hodnoty za neznamé

v puvodnich rovnicich.

6. ZapiSeme reSeni, kterym je usporadana dvojice

Ukazkovy priklad:
x—y=5
x+2y=8
Vyjadfime neznamou x z obou rovnic.
x=5+y
x=8-—2y

Vyjadrené vyrazy ddme do rovnosti, provedeme ekvivalentni Upravy a vypoc¢teme hodnotu

pro neznamou y.

54+y=8-2y/+2y

5+y+2y=8/-5

3y=8-5

3y =3/:3

y=1

14
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Vypoctenou hodnotu y dosadime do libovolné rovnice. Zvolime prvni rovnici a dopocteme

hodnotu nezndmé x.

x—1=5/+1
x=5+1
x=6
Provedeme zkousku.
Li=6—-1=5
P, =5
L =P

Zkouska probéhla v poradku, feSenim zadané soustavy rovnic je usporadand dvojice
[x; ¥] = [6; 1].
2.2 RESENI SOUSTAVY LINEARNICH ROVNIC
Pfi feSeni soustavy rovnic mohou nastat tfi pripady.
1. Redenim soustavy rovnic je jedna uspofadana dvojice [x; y].
2. Soustava rovnic nema reseni.

3. Soustava rovnic ma nekone¢né mnoho reseni.

Soustava rovnic ma jedno reseni

Tento pripad nastane, pokud nam pro dvojici x a y vyjdou realna disla.

Tato usporadand dvojice je pravé jednim spravnym feSenim dané soustavy rovnic.
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Rekneme, Ze fedenim soustavy rovnic je uspofadana dvojice [x; y]. Jako ukéazkovy pfiklad

si mlZeme uvést priklad z kapitoly 3.1.2 o scitaci metodé.

x—2y=5
3x+4y=-5
x=1Ly=-2

Re3enim je uspofadana dvojice [x; y] = [1; —2].

Soustava rovnic nema reseni

Tento pfipad nastane, pokud po Upraveé soustavy rovnic na rovnici o jedné nezname

dostaneme neplatnou rovnost. Znamena to, Ze soustava rovnic nema feseni. Po Upravach
vychazi
0x =k, k € R— {0} nebo
0y =k, k € R—{0}.
Ukazkovy priklad:
x+2y=17
2x+4y=5
VyuZijeme scitaci metodu, prvni rovnici vynasobime Cislem -2. Dostaneme nasledujici:
—2x — 4y = —14,
2x +4y =5,
—2x—4y+2x+4y =-14+5,
Ox + 0y = —9.

Tato rovnost nemuize pro zadnou uspotrddanou dvojici [x; y] nikdy nastat, proto o dané

soustave rovnic fekneme, Ze nema reseni.

16



TYPY SOUSTAV ROVNIC RESENYCH NA Z§

Soustava rovnic ma nekonec¢né mnoho reseni

Dostaneme-li po aplikovani metody na soustavu rovnic linedrni rovnici o jedné
nezndme, pfi které rovnost plati (0Ox = 0 nebo Oy = 0), znamena to, Ze soustava rovnic

ma nekone¢né mnoho feseni.
Ukazkovy priklad:
x+3y=5

2x+ 6y =10

Zde mUZeme vyuZit odecitaci metodu, prvni rovnici vynasobime Cislem 2.
2x + 6y =10
2x + 6y =10

Je ztejmé, Ze jedna rovnice je nasobkem druhé.

2x+6y)—(2x+6y)=10—-10
2x+6y—2x—6y=0

Ox+0y=0

Tato rovnost nastane vidy (pro jakoukoliv uspofddanou dvojici [x;y]), proto o dané
soustavé rovnic fekneme, Ze ma nekonecné mnoho feseni. Jednu z nekone¢né mnoha
usporadanych dvojic ziskdme zvolenim libovolného redlného cisla za jednu z neznamych
a nasledné dopocteni druhé neznamé z ptvodni rovnice. V nasem pripadé by mohla byt

feSenim usporadana dvojice napt. [2; 1].

Obecné miZeme uporadanou dvojici vyjadrit pomoci jedné nezndmé. Z rovnice

si vyjadfime jednu z neznamych.

x+3y=5/—x
3y=5-x/:3
_5—x
y=73

o v v v v v vz . .. 5—x vs v
MUzZeme tedy napsat obecné, Ze feSenim je uporadana dvojice [x; T]' V tomto pfipadé

staci jen libovolné zvolit hodnotu za x a nasledné dopocitat hodnotu y.
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Obdobnym zplsobem pfi vyjadieni druhé neznamé.
x+3y=5/-3y
x=5-—3y

Obecny tvar feSeni je [5 — 3y; y]. Zde dosazujeme libovolné rediné ¢islo za y a dopoctenim

dostaneme hodnotu x.
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3 TYPY SOUSTAV ROVNIC RESENYCH NA SS

Na stfednich Skolach se mimo soustav linedrnich rovnic setkdme také s kombinaci
jedné kvadratické a jedné linedrni rovnice, pficemz obé rovnice obsahuji dvé neznamé.
Regenim této soustavy rovnic budou viechny uspofadané dvojice, které vyhovuji zadanym

dvou rovnicim.

Na stfedni Skole se Zaci také setkavaji s grafickou metodou feseni. Tato metoda se da
pouzit jak pti reSeni jednodussich linearnich rovnic, tak i pfi reSeni soustav kvadratické

a linearni rovnice.
3.1 GRAFICKA METODA

Grafickd metoda pfi feSeni soustavy rovnic je jednim z intuitivnich pristupQ
v matematice, ktery vyuziva grafické reprezentace rovnic k nalezeni jejich prasecik(, tedy
spole¢nych feSeni. Tato metoda je vhodna pro jednoduché soustavy a umoziuje vizualni
porozuméni vztahim mezi jednotlivymi rovnicemi. Princip spocliva v pfevodu rovnic
do grafu, kde kazda rovnice predstavuje prfimku nebo kfivku. Je vsak dulezité si uvédomit,

vvvvvv

nepresnych grafickych reprezentaci.

V principu jde o uvaZovani o rovnici jako o predpisu funkce/pfimky y v zavislosti
na proménné x. Pokud predpokladame obecny tvar linedrni rovnice o dvou neznamych
jako

a;1x +ay = by,
poté si miZzeme vyjadfit nezndmou y nasledovné:
a2y = by —ax,

by—ay;x _ by ayy

y:—:

aiz aiz aiz

v, b a Los
Pokud ozna&ime a—1 =gqga —a—“ = k, dostdvame tvar
12 12

y=k-x+q.
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Tento tvar nazyvame smérnicova rovnice primky nebo také obecny predpis linearni funkce,
kde koeficienty k € R — {0} a g € R. Koeficient k se nazyva smérnici pfimky. Pro koeficient

k plati nasleduijici:
k =tg(a),
kde Uhel a je uhel svirajici pfimkou y a osou x. Napf. pro k = 1 je a = 45°.

Pokud budeme fesit soustavu linearnich rovnic pomoci grafické metody, pfemyslime
nad ulohou tak, Ze mame zadané dvé pfimky a feSenim soustavy rovnic je prasecik téchto
pfimek. Grafickou metodu mizZeme provadét na papife nebo pomoci matematického

softwaru.

Grafickda metoda se lze perfektné vizualizovat v programu GeoGebra. GeoGebra je
interaktivni matematicky software, ktery poskytuje uZivateldm mozZnost vizualné
modelovat matematické koncepty, véetné grafické metody feSeni soustav rovnic.
Pomdha znazornit grafickou metodu tim, Ze umoznuje uzivateldm vytvaret grafy funkci
jednoduse a intuitivné. UZivatel mUZe zapsat rovnice soustavy do programu a GeoGebra
automaticky vygeneruje odpovidajici grafy. Detailnéjsi pozornost bude vénovana softwaru

v kapitole 4.
Postup fesSeni soustavy rovnic pomoci grafické metody:
1. Zkazdé rovnice vyjadfime neznamou y.
2. Sestavenim tabulky hodnot zjistime alespon dva body pro kazdou z danych pfimek.
3. Sestrojime grafy jednotlivych funkci.
4. Prusecik ptfimek je reSenim dané soustavy rovnic.
5. Provedeme zkousku sprdvnosti.
6. Reseni zapieme jako uspotfadanou dvojici.

Redeni soustavy linedrnich rovnic v grafické podobé:

Soustava rovnic ma jedno feseni:

Tento pripad nastane, pokud nam pro dvojici rovnic vznikne jejich prisecik pravé

v jednom bodé. Souradnice tohoto bodu jsou hodnoty hledanych neznamych x a y.
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Redenim soustavy rovnic je uspofadand dvojice [x; y] a je pravé jednim spravnym Fedenim

dané soustavy rovnic.

Ukazkovy ptiklad (z kapitoly 2.1.2):
x+4y =2

3x+8y=5

Rovnice si oznacime r; a r, a pfevedeme je do tvaru smérnicové rovnice pfimky.

1 1
rl:yz—zx +§
3 5
iy = —§x+§

Vytvorime tabulku hodnot pro jednotlivé rovnice. Za neznamou x volime libovolné hodnoty
a nasledné dopocteme hodnotu y. Toto provedeme pro obé rovnice dvakrat a tim ziskdme

dva body. Pro rovnici r; dostdvame body A a B. Pro rovnici r, dostdvame body C a D.

Tabulka 1 souradnice boda A, B

r; | soufadnice | bod A | bod B

X -2 2

y 1 0

Tabulka 2 souradnice bodu C, D

1, | soufadnice | bod C | bod D

X -1 3

y 1 -0,5

Body A, B, C a D vyneseme do soustavy souradnic. Pfimka r; je ddna body A a B. Pfimka r;

je ddna body Ca D.
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25

Obrazek 1 GeoGebra: Vyneseni bodl A, B, C, D a sestrojeni piimek r; a r, (zdroj: vlastni)

Prisecikem téchto pfimek je bod P.

Obrazek 2 GeoGebra: Sestrojeni priseciku P (zdroj: vlastni)

Vedenim kolmic v bodé P na osy soustavy soufadnic x a y dostavdme souradnice bodu P

a tim i feSeni soustavy rovnic.
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Obrazek 3 GeoGebra: Sestrojeni kolmic k osam x a y v praseciku P (zdroj: vlastni)

Dostavame soutadnice bodu P = [1; 0,25].

Provedeme zkousku dosazenim x = 1 ay = 0,25 do plvodnich rovnic.

1
=tee(d)=1e1=2

P1:2

L1:P1
1
L2=3-1+8-(Z>=3+2=5

P, =5
LZ = Pz
Redenim dané soustavy rovnic je uspofadana dvojice [x; y] = [1;0,25].

Soustava rovnic nema reseni:

Tento pfipad lze pomoci grafické metody poznat tak, Ze pfimky jsou rovnobézné rizné,

tzn. Ze nemaji spole¢ny bod. O soustavé rovnic prohlasime, Ze nema reseni.
Ukazkovy priklad (z kapitoly 2.2.2):
x+2y=7
2x+4y =10

Z jednotlivych rovnic si vyjadfime nezndmou y.
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N[ xR
+

1‘3:y= —_—

T'4:y= —_

N Ul N

N[ =

Vytvorime tabulku hodnot.

Tabulka 3 souradnice bodu E, F

r3 | soufadnice | bodE | bodF

X -1 1

y 4 3

Tabulka 4 soufadnice bodu G, H

1, | soufadnice | bod G | bod H

X 1 -1

y 2 3

Body E, F, G a H vyneseme do soustavy souradnic. Pfimka 75 je dana body E a F. Pfimka 7, je

ddna body G a H.

Obrazek 4 GeoGebra: Vyneseni bodu E, F, G, H a sestrojeni primek r;a r, (zdroj: vlastni)
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Zde je viditelné Ze soustava rovnic nema reSeni pravé, kdyz jsou jednotlivé pfimky rovnic

rovnobézné.

Soustava rovnic ma nekonec¢né mnoho reseni:

V tomto pripadé se jednd o dvé totozné primky. Prisecik téchto pfimek je pravé tato
pFimka. Re$enim soustavy rovnic je libovolny bod se soufadnicemi [x; y] leZici na dané
pfimce.

Ukazkovy priklad (z kapitoly 2.2.3):
x+3y=5
2x+ 6y =10

Vyjadrenim y dostavame dva totozné predpisy smérnicové rovnice pfimky:

Ty = —=—+

OS] IR
w| wn

Vytvorime tabulku hodnot.

Tabulka 5 souiadnice bodi I, ]

Ts5,Te | soufadnice | bod | | bod)
X -1 2
y 2 1

Body | a J vyneseme do soustavy souradnic. Pfimka 15 i 74 je dana body | a J.
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g“'--..

Obrazek 5 GeoGebra: Vyneseni bodi [, | a sestrojeni primek 75 a rg (zdroj: vlastni)

Redenim je libovolny bod dany soufadnicemi [x, —g + g] ,x €ER.

3.2 SOUSTAVA ROVNIC OBSAHUJICI KVADRATICKOU A LINEARNI ROVNICI

Soustavou, jedné kvadratické a druhé linearni rovnice o dvou neznamych rozumime

rovnice, které po ekvivalentnich Upravach miZeme prevést do obecného tvaru
24 2+ + =b
a1 x a2y A13X T A14Y = Dy,
az1X + a2y = by,

kde alespon jeden z koeficientd a;;,a;, € R se nesmi rovnat nule a alespon jeden

z koeficientl a,, a,, € R se nesmi rovnat nule, a,3, a4, b1, b, € Rax,y jsou nezname.
Postup pfi feseni soustavy kvadratické a linearni rovnice (Cizlerova a kol., 2013):
1. Zlinearni rovnice vyjadiime jednu (libovolnou) neznamou.
2. Ziskany vyraz dosadime do kvadratické rovnice.
3. Touto Upravou ziskdme kvadratickou rovnici o jedné neznamé, kterou vyresime.

4. Ke kazdé nalezené hodnoté prvni neznamé dopocitdme pfislusnou hodnotu druhé

nezname.

5. Provedeme zkousSku dosazenim hodnot obou uspofadanych dvojic do plvodnich

rovnic. Resime tedy zkousku pro obé usporadané dvojice.

6. ZapiSeme reSeni, které je vidy ve tvaru usporadanych dvojic.
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Ukdzkovy ptiklad:
x> +y?=2
x—2y=1
Z linedrni rovnice si vyjadiime x.
x=1+2y

Dosadime za x do prvni rovnice obsahujici kvadratické ¢leny.
(1+42y)2+y2=2

Rovnici pfevedeme do zdkladniho tvaru kvadratické rovnice. Dale budeme resit jednotlivé

koreny rovnice pomoci diskriminantu.
1+4y+4y? +y2 =2
5y +4y+1=2/-2
5 +4y—1=0

Jestlize uvazujeme obecny tvar kvadratické rovnice a-x? + b - x + ¢ = 0, mdZeme poté

zjistit hodnotu diskriminantu D pomoci vzorce
D=b?—-4-a-c.

Nasledné dopocteme korfeny dané rovnice pomoci vzorc(i

—-b+VD -b—/D
V1= 38V2 = —
V nasem pfipadé jsou hodnoty koeficientl nasledujicia = 5,b = 4ac = —1.

D=42-4.5.(-1)

D =16 + 20
D =36
4436 —4+6 2
y1: = :—:0,2
2.5 10 10
_ —4-36 —4-6 -10 .
Y2 =755 T T10 10
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Pro vypocteni hodnot druhé neznamé dosadime y; a y, do vyjadfeni nezname x z prvniho

kroku.
Dosadime y;.

x1=14+2:-02=1+04=1,4
Dosadime y,.

x=1+2-(-1)=1-2=-1

Provedeme zkousku dosazenim hodnot obou uspofadanych dvojic [x;.y4] a [x2.¥,]

do ptvodnich rovnic. Redime tedy zkousku pro obé usporadané dvojice.

Zkouska prox; = 1,4ay; = 0,2:
Ly = (1,4)%+(0,2)2 =1,96 + 0,04 = 2
P, =2
L =P
L, =14-2-02=14-04=1
pP,=1

L, =P,

ZkousSka prox, = —lay, = —1:

Ly=(-D?+(-1)?=1+1=2

Soustava rovnic ma dvé feseni [xy; y,] = [1; 0,2] a [x5; v,] = [—1; —1].
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3.3 RESENI SOUSTAVY ROVNIC OBSAHUJICI KVADRATICKOU A LINEARNI ROVNICI
U soustavy rovnic kvadratické a linedrni rovnice nastavaji tfi mozné feseni.
1. Redenim soustavy rovnic jsou dvé usporadané dvojice.
2. Redenim soustavy rovnic je jedna usporadana dvojice.
3. Soustava rovnic nema feseni.

Redenim soustavy rovnic jsou dvé usporadané dvoijice.

Tato situace muizZe nastat pouze v pripadé, kdy Upravou ziskana kvadratickd rovnice o jedné
neznamé ma dva rlizné koreny neboli diskriminant této kvadratické rovnice musi byt vétsi
nez nula. Pokud je tato podminka splnéna, feSenim soustavy rovnic jsou dvé uspofadané

dvojice [x1; V2] a [x3; ¥, ]. Jako ukazkovy pfiklad (3.3a) miZeme brat nasledujici soustavu:
x>—y=0
x+y=0
Vyjadfenim y z druhé rovnice dostdvame.
y=-x

Dosazenim vyrazu do prvni rovnice dostavame.

x> —(—=x)=0
x2+x=0
Vytknutim x dostavame rovnici.
x(x+1)=0
Leva strana rovnice se rovna nule, pokud x; = 0 nebo x, = —1. Pro vypocteni hodnot

druhé neznamé dosadime x; a x, do druhé, linedrni, rovnice.

0O+y=0
y1=0
-14+y=0/+1
y2=1
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Soustava rovnic ma dvé feseni [xq; y,] = [0; 0], [x5; 2] = [—1; 1].

Grafické znazornéni v GeoGebre:

O rl:x*-y =10 :
O r2:x+y =0 :
Prusecik(rl, r2) :
I/_\I
Ly
= A (1 1)
o B~ (0,0) :
+

-3 -2 -1 0

Obrazek 6 GeoGebra: feSeni prikladu 3.3a (zdroj: vlastni)

Redenim soustavy rovnic je jedna usporadana dvoijice.

ny

Pfipad, Ze feSenim je jen jedna uspordadand dvojice, nastane ve chvili, kdy ziskana

kvadraticka rovnice o jedné nezndmé ma jen jeden dvojndsobny kofen neboli jeji

diskriminant je roven nule. Redeni zapi$eme nésledovné: [x;; y,].
Ukazkovy priklad (3.3b):
x2 +2x+2y=-1
4x+y=4
Z linedrni rovnice si vyjadfime y.
4x+y=4/—-4x

y=4—4x

Dosadime do prvni rovnice a dostaneme kvadratickou rovnici o jedné neznamé.

x24+2x+2(4—4x) = —1
x2+2x+8—-8x=-1
x2—6x+8=-1/+1

x2—6x+9=0

Nasledné vypocteme diskriminant.
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D=(—6)2-4-1-9

D =36—-36
D=0
Nyni dosadime do vzorce x; = — 24_2/5.
6+vV0 6
X1 = ===3
2-1 2

Pro vypocet hodnoty druhé neznamé vyuzijeme vyjadfeny vyraz z prvniho kroku.
y1,=4—4-3=4-12=-8

Provedeme zkousku spravnosti.

Ly=(3)2+23+2-(-8)=9+6—-16=—1

Re3enim je jedna usporadana dvojice [xq; y,] = [3; —8].

Grafické znazornéni v GeoGebre:

. \
O rlox® + 2x + 2y = -1 : g 4 oY 2 4
@) r2:4dx+y =4 : 2
1 r2

Prusecik(rl, r2) : =
I/_\I
Ry

= A (3, —8] -6

A

-- -8

Obrazek 7 GeoGebra: fesSeni prikladu 3.3b (zdroj: vlastni)
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Soustava rovnic nema reseni.

Pfipad, Ze soustava rovnic nema feseni, nastane pravé tehdy, kdyzZ ziskana kvadraticka

rovnice o jedné neznamé nema realny kofen neboli musi platit D < 0.
Ukazkovy priklad (3.3c):
x2+yt=1
xX—y=2
Vyjadfime neznamou x z druhé, linearni, rovnice.
x=2+y

Dosadime vyjadfeny vyraz pro x do kvadratické rovnice a rovnici upravime do zakladniho

tvaru, ze kterého dale budeme Fesit hodnotu diskriminantu.
C+y)+y*=1
4+4y+y*+y*=1/-1
2y2+4y+3=0
D=4*-4-2-3=16—-24=-8

Diskriminant vySel zaporny, znamend to, Ze rovnice nema redlné feSeni a tim padem

soustava rovnic nema reseni.

Grafické znazornéni v GeoGebre:

O kux+y =1 : ~

@) r2:x—y =2 K1 2
Prusecik(k1, r2) : 0 2 3
=A=(77)

+

Obrazek 8 GeoGebra: fesSeni prikladu 3.3c (zdroj: vlastni)
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4 MATEMATICKY SOFTWARE PRO VYPOCET SOUSTAV ROVNIC

Matematicky software je pocitacovy program navrieny k provadéni matematickych
vypoctll, analyz a modelovani. Tento software umoZnuje uZivatelm provadét rlzné
matematické operace, jako jsou vypocty, reSeni rovnic, grafické zobrazeni dat, numerickd
analyza, symbolické vypocty, statistické analyzy a dalsi. V této praci budeme matematicky

software pouzivat k feSeni soustav rovnic.

Vzhledem k tomu, Ze digitalni technologie budou hrat stdle vétsi roli v nasich Zivotech,
je klicové, aby dalsi generace zaka ziskaly potifebné dovednosti a znalosti v této oblasti.
| proto se ¢im dal, tim vic promitaji novodobé technologie do vyuky ve S3kole.
Mezi novodobé technologie miZeme jednoznacné zaradit i matematicky software.
Vyuzivani matematického softwaru na zakladnich a stfednich Skolach ma nékolik ddvodi

a vyhod:

e Vizualizace a interaktivita: Software umoznuje vizualizaci matematickych konceptd,
coz pomaha studentlim lépe porozumét abstraktnim tématlm. Interaktivni funkce pak
umoznuji studentlm zkoumat rizné scénare a experimentovat s rliznymi parametry,

coz podporuje jejich uceni.

e Podpora rychlého vypoctu: Software umoznuje rychlé a presné vypocty, coz ulehéuje
feSeni sloZitych matematickych problémi. To umoZiuje studentim soustredit se

na koncepty a procesy namisto ruénich vypocta.

e Pfiprava na budoucnost: Dnesni svét je stale vice digitalni a matematicky software je
béiné pouzivan v akademickém i profesiondlnim prostiedi. Seznameni student(
se softwarem v ranych fazich jejich vzdélavani je proto klicové pro jejich pfipravu

na budouci studium a kariéru.

e RuUznorodost metod a pristupl: Software nabizi rizné metody a pfristupy k rfeseni
problémd, coZz umoiZnuje studentim objevovat rlizné perspektivy a pfristupy

k matematickym konceptlm.

e Individualizace vyuky: Software umoznuje pfizpUsobit vyuku potifebam jednotlivych
studentll prostrednictvim rdznych urovni obtiznosti, zadani Ukoll nebo poskytnuti

okamZitych zpétnych vazeb.
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Lze fici, Ze vyuZivani matematického softwaru na zakladnich a stfednich Skolach

posiluje matematické dovednosti zakU a zlepsuje jejich digitalni dovednosti.

Pro svoji praci jsem vybral nékolik program, které povazuji za nejvhodnéjsi. Mezi nimi
jsou GeoGebra, WolframAlpha a Wolfram Mathematica. Prvni dva z téchto program( jsou
volné dostupné softwary. Treti program, Wolfram Mathematica, je placeny. Jelikoz jsme
k tomuto programu v ramci studia dostali pfistup, zahrnul jsem jej do trojice zvolenych

program.

Jednotlivé programy budou popsany, uvedeny budou jejich vyhody a v kazdém

z programu bude vypoctena soustava dvou linedrnich rovnic.
4.1 GEOGEBRA

,GeoGebra je dynamicky matematicky software pro vSechny Grovné vzdélavani, ktery
v sobé spojuje geometrii, algebru, tabulky, tvorbu grafl, statistiku a pocitani.”

(GeoGebra c2024)

Pomoci GeoGebry Ize vizualizovat matematické koncepty, zkoumat jejich vlastnosti
a provadét vypocty v redlném case. Tento software umoZfiuje uZivateldm vytvaret
geometrické konstrukce, grafy funkci, animace a interaktivni aplikace, coZ podporuje hlubsi

porozuméni matematickym konceptim.

Pokud jde o feseni soustav rovnic, GeoGebra poskytuje nékolik uzite¢nych ndstroj(

a funkci:

e Grafické zobrazeni soustav rovnic: UZivatelé mohou vytvofit grafy rovnic v GeoGebre

a vizualné urcit pruseciky, které predstavuji feSeni soustavy.
e Numerické feSeni soustav rovnic.

e Dynamické manipulace s proménnymi: UZivatelé mohou v GeoGebre interaktivné
manipulovat s proménnymi a sledovat, jak se méni rfeSeni soustav rovnic v zavislosti

na zménach vstupnich hodnot.

Diky témto funkcim milZe GeoGebra slouZit jako uZiteény ndstroj pro vyuku
a porozumeéni reSeni soustav rovnic, jak pro zacatecéniky, tak i pro pokrocilé uzivatele.

Jeho velky pfinos ve vyuce je grafickd nazornost soustav rovnic pomoci grafli funkci.
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Dalsi vyhodou je dynamicka manipulace s proménnymi skrze funkci Posuvnik, pomoci které

si mlZeme libovolné ménit Cisla v rovnici a nasledné pozorovat, jaky maji vliv na graf dané

rovnice.
a 3 H
O .
-5 o 5 ®
b=-5 .
O .
5 @ 5 ®
c=2 .
O
-5 o 5 ®
O rl: ax+by=c :

Obrazek 9 GeoGebra: ukazka vyuziti funkce Posuvnik (zdroj: vlastni)
Mezi vyhody bych zaradil online dostupnost programu, snadné a intuitivni rozhrani a Siroké
spektrum funkci. Dale GeoGebra obsahuje spousty interaktivnich vyukovych materidld
dostupnych na webové strance. Program GeoGebra Ize vyuzit v on-line verzi na webové
strdnce. Pro off-line vyuZivani programu je potieba aplikace nainstalovat do zafizeni.
Nainstalované aplikace GeoGebry mUlzZeme pouZivat bez pripojeni kinternetu.
Pokud budeme pouzivat on-line verzi, musime byt pfipojeni k internetu. V obou téchto
verzich mUZzeme nami vytvoreny soubor uloZit. Pokud mame vytvoreny ucet a jsme
prihlaseni, mizeme soubor uloZit na cloudové ulozisté. Vytvoreny soubor lze ulozit

i na lokalni disk zarizeni.

Pro nasledujici vypocet soustavy rovnic budu vyuZivat volné dostupnou aplikaci
GeoGebry Graphing Calculator neboli Graficky kalkuldtor. Tato aplikace se zaméfuje

na vykreslovani funkci, vySetfovani jejich kofen(, extrém ci inflexnich bod(.
Postup feseni na ukazkovém prikladu (4.1a):
5x—-3y=2
x+y=2

Pro zadani rovnic do programu vyuzijeme zalozku Algebra. Jednotlivé rovnice zaddvdme
doinputu Vstup. Kazidda zrovnic musi byt zaddna do samostatného tadku.

Software automaticky vykresluje zaddvané prikazy a hodnoty do soustavy souradnic.
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GegGebra Graficky kalkulator

Obrazek 10 GeoGebra: ukazka rozhrani programu (zdroj: vlastni)

r1:5x—3y=2

@ 2:xty=2

Obrézek 11 GeoGebra: vloZeni rovnic v zalozce Algebra (zdroj: vlastni)

Regeni soustavy rovnic v grafické podobé odpovida priseéikd funkci, které jsou dany
jednotlivymi rovnicemi. Pro urleni fteSeni soustavy rovnic mame dvé mozZnosti.
Prvni moznost je definovat dalsi vstup v zaloZce Algebra jako Prusecik(). Funkce Prusecik()
obsahuje dva povinné parametry, kterymi jsou objekty, oddélené c¢arkou. Pro tyto dva
objekty resi jejich prisecik. V nasem pfipadé jsou to jednotlivé rovnice r1l a r2.

Dalsi moznost se nachazi pod zalozkou Ndstroje, kde zvolime nastroj Prisecik.
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Poté jen klikneme na dané dva objekty v grafu (v nasem pripadé primky) a automaticky se

vytvofi bod P v jejich priseciku.

@) rl:5x—3y =2 : == 3
r1

@) r2:x+y =2 : 5

P = Prusecik(r1,r2) :
I/_\I 1
A 4

= (1,1)

2 -1 0 1 2 3
+
/

Obrazek 12 GeoGebra: ukazka funkce Prusecik a feseni prikladu 4.1a (zdroj: vlastni)

Redeni soustavy rovnic dostdvame v podobé soufadnic prisediku v kulatych zavorkach.

Re3enim této soustavy rovnice je uspofadana dvojice [x; y] = [1; 1].
4.2 WOLFRAMALPHA

WolframAlpha je online vypocetni program, ktery umoznuje uzivatelim zaddvat
matematické dotazy, vyrazy, otazky nebo data a ziskavat odpovédi, vysledky a feseni
vredlném case. Tento software kombinuje Sirokou Skdlu matematickych, védeckych
a technickych znalosti s pokrocilym algoritmickym zpracovanim a umélou inteligenci.

WolframAlpha miZeme vyuZit na jakémkoliv zatizeni, které je pfipojené k internetu.

WolframAlpha je jednim zproduktd spolec¢nosti  Wolfram  Research.
Spole¢nost Wolfram Research, kterou zaloZil Stephen Wolfram v roce 1987, je jednou
z nejuznavanéjsich svétovych spolec¢nosti v oblasti pocitacového, webového a cloudového

softwaru a zaroven je hnacim motorem védeckych a technickych inovaci. (Wolfram c2024)

Na webové strance wolframalpha.com najdeme pfikazovy radek/input, do kterého

zaddme nas pozadavek.

FROM THE MAKERS OF WOLFRAM LANGUAGE AND MATHEMATICA

2% Wolfram

vhat you want to calculate or know about 8

m

T - R . _ _
i;a MATH INPU EXTENDED KEYBOARD EXAMPLES UPLOAD RANDOM

Obrazek 13 WolframAlpha: ukazka rozhrani webové stranky (zdroj: vlastni)
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Program dokaze zodpovédét nejriznéjsi otazky, tykajici se predevsim matematiky,

ale odpovi i na otazky tykajici se fyziky, chemie, historie, financi ¢i nutri¢nich hodnot jidla.

WolframAlpha mlzeme vyuZivat ve tfech variantach: bez pfihlaseni, s pfihlasenim
v bezplatné verzi a s pfihlasenim s mési¢nim poplatkem. Verzi bez ptihlaseni a verzi
bezplatnou mezi sebou nerozezname. Pfihlaseni se vyplati jen v pfipadé placené verze,
ktera nabizi funkci Step-by-step neboli Krok za krokem. Tato funkce ukazuje, jak Fesit zadany
pozadavek krok po kroku. Toto je rozdil od bezplatné verze, ktera jen ukaze vysledek/feseni

pozadavku a naznaci jen prvni krok postupu.

Ve vyuce matematiky ma tento program mnoha vyuziti. Jednim z nich mlze byt
potieba rychlého vyreseni zadaného prikladu. Dale vyuziti funkce Step-by-step, ktera mlize
byt pouZita jako napomoc zakiim v podobé ukazani jednoho z krokl nebo ukazani celého

postupu pro kontrolu spravného feseni.

Pro zaddni sloZitéjsSich vyraz(, jako jsou napfiklad zlomky, mocniny ¢i odmocniny

mulzZeme vyuzit funkce Math Input. Tato funkce nabizi vybér vyrazli, do kterych mizeme

doplnit data.

£ NATURAL LANGUAGE Ll v oo () AN qw e

Eodm [ (EER)

Obrazek 14 WolframAlpha: ukazka nabidky Math Input (zdroj: vlastni)
Nevyhodou muzZe byt, Ze se program bez pfipojeni k internetu nedd vyuZivat.

Pronékteré uZivatele muize byt problém, Ze rozhrani programu je jen v anglickém jazyce.

WolframAlpha Ize nainstalovat jako aplikace do telefonu. Tato aplikace mlze byt
velice uziteéna v roli rychlého kapesniho pomocnika. Celkové je aplikace WolframAlpha
skvélym nastrojem pro matematiky, védce, studenty a vSechny ostatni, ktefi potrebuji
rychle provadét vypocty, zobrazovat data nebo ziskavat informace pfimo na svém mobilnim
zafizeni.

Postup reSeni na ukazkovém prikladu (4.2a):

4x -3y =5

2x+y=1

38



MATEMATICKY SOFTWARE PRO VYPOCET SOUSTAV ROVNIC

Zadavani prikladu je velice jednoduché, staci jednotlivé rovnice zadat do fadku pro vstup
a oddélit je ¢arkou. Nami zadany input odesSleme k reSeni kliknutim na oranzové tlacitko
v pravé casti prikazového radku. Béhem par vtefin program na zadany prikaz odpovi.
V kolonce Input mZeme vidét, jak nami zadany pfikaz program WolframAlpha pochopil.
Napf. pokud bychom pfi zadavani nepouzili ¢arku mezi jednotlivymi rovnicemi, zadany
pozadavek by byl jiny a tim i reakce programu. V dalSim radku pod Solution najdeme feseni

. Lo . . y . Y . .. 4 3
zadané soustavy rovnic. Resenim ukazkového prikladu je uspofadana dvojice [E; _E]'
Pod timto rddkem najdeme graf téchto rovnic a jejich prlsecik zvyraznény cervenou

teCkou. Tento graf neni interaktivni a je jen ve formé obrazku.

FROM THE MAKERS OF WOLFRAM LANGUAGE AND MATHEMATICA

% Wolfram

4x-3y=5, 2x+y=1 =]

BF NATURAL LANGUA [fa MATH INPUT Ef EXTENDED KEYBOARD i3i EXAMPLES # UPLOAD 34 RANDOM

Input

[4x-3y=52x+y=1)

Solution Decimal form | | 4 Step-by-step solutior

4
X=—, = -
5 Y 5

Plot of solution set

X -

Obrazek 15 WolframAlpha: feSeni ptikladu 4.2a (zdroj: vlastni)
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4.3 WOLFRAM MATHEMATICA

Wolfram Mathematica je komplexni matematicky software, ktery kombinuje Sirokou
Skalu funkci pro numerické a symbolické vypocty, vizualizace dat, programovani a dalsi
matematické operace do jednoho uzivatelsky privétivého prostfedi. Wolfram Mathematica
je jednim z prednich produktd spolecnosti Wolfram Research a povaZuje se za pocatek
modernich matematickych vypoctd pomoci softwaru. Prvni zminky o tomto softwaru jsou
zroku 1988, kdy vysla prvni verze Mathematica. Nejnovéjsi verze v nynéjsi dobé je
Mathematica 14.0. Wolfram Mathematica mizZeme povaZovat za ,silnéjSiho bratra”

webové stranky WolframAlpha.

Wolfram Mathematica je placeny software. Je zde moznost 15denniho bezplatného

vyzkous$eni tohoto programu, po vyprseni této doby se program znepfistupni.

V této préci se objevi verze 13.3., jelikoZ je tato verze licencovand Zapadoceskou

univerzitou v Plzni.

Za vsemi vypocty v Mathematica stoji vypocetni jaddro s ndzvem Kernel. S timto
jddrem komunikujeme pomoci Wolfram Language, specidlni jazyk a syntaxe vytvorené
pfimo pro Wolfram Mathematica. Velkou pomoci ohledné jazyku, syntaxe a formulovani
prikaz( muze byt oficialni dokumentace Wolframu, ke které se dostaneme stisknuti kldvesy

F1, pokud se nachazime v programu.

Interakce s Wolfram Mathematica

Pfikazy v jazyce Wolfram Language piSeme do fadku v rozhrani. Potvrzeni prikazu
a odeslani k vypoctu je vyvoldna stisknutim kombinaci kladves Shift+Enter. Nas prikaz se

zobrazi v fadce oznacené In, vystupy programu najdeme v fadce Out.
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Untitled-2 * - Wolfram Mathematica - O X

File Edit Insert Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help

WOLFRAM MATHEMATICA leaming Center | Wolfram Community | Help
v f8) v |4 mnsertcell... vim Bl 5 % 9 8 @ e FB Yy [OPEQ
In[2]:= 3+ 5
out[2]= 8

Obrazek 16 Wolfram Mathematica: ukazka rozhrani programu (zdroj: vlastni)
Pro reSeni soustav rovnic si vystac¢ime s jednoduchou syntaxi. Pro oznaceni jednotlivych
rovnic vyuzijeme nasledny pfikaz. Timto pfikazem zaloZime nové proménné rl, r2

a uloZime do nich data, v nasem pfipadé rovnice.
In[12]:= rl=3X+y =8
r2=-x+y=-4
Obrazek 17 Wolfram Mathematica: uloZeni dat (rovnic) do nové zaloZené proménnych (zdroj: vlastni)
Rovnitko mezi levou a pravou stranou rovnice musi byt napsdano dvakrat. Jednd se

o specidlni syntaxi programu. Jedno rovnitko je chdpano jako definovani, zatimco dvé

rovnitka jsou chapany jako srovnavani.

Pro ziskani feSeni budeme vyuzivat funkci Solve[], ktera nam poskytne feSeni zadané
soustavy rovnic. Funkce ma dva povinné parametry oddélené ¢arkou: jednotlivé rovnice
oddélené znaky && a mnoZzinu hledanych nezndmych ve sloZzenych zavorkach. V praktickém

poutziti to vypada nasledovné.
Solve[rl&&r2, {x, v}]
Obrazek 18 Wolfram Mathematica: pouziti prikazu Solve[] (zdroj: vlastni)
V zasadé instruujeme program, aby platily obé rovnice soucasné (&&) a hledame hodnoty
xay.

Vyuziti ve vyuce, specialné pro soustavy rovnic:

e Rychlé feSeni soustavy rovnic i o vice nez dvou neznamych,

e ndazorné grafické zobrazeni 2D i 3D grafli pomoci funkci Plot a Plot3D,

e dynamickd zména proménnych v redlném case pomoci funkce Manipulate a tim
nazorna ukdzka vlivu zmény proménné,
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e vytvoreni unikatnich soustav rovnic pomoci generovani ndhodnych cisel proménnych
skrze funkci Randominteger.

In[2]:= all = RandomInteger[{-10, 10}]
al2 - RandomInteger[{-10, 10}]
bl - RandomInteger|[{-10, 10} ]
a2l - RandomInteger[{-106, 10}]
a22 - RandomInteger[{-10, 10}]
b2 - RandomInteger[{-10, 10}]
allxx +al2xy--bl
a2lx=x +a22 =y -- b2
Solve[allxx +al2x=y--bl& a2lxx + a22xy =-b2, {x, y}]

Obrazek 19 Wolfram Mathematica: input pro nahodou soustavu dvou rovnic se dvéma
neznamymi s fesSenim (zdroj: vlastni)

Out[26]= -1@X + 3y ==
Out[27]= 9Xx -2y ==-3

[ 3
Out[28]= TLX - - ; s Y= -

~J | w

11
I

Obrazek 20 Wolfram Mathematica: output pro nahodou soustavu dvou rovnic se dvéma neznamymi s
feSenim (zdroj: vlastni)

Ukazkovy priklad (4.3a):
3x+y=28
—-Xx+y=-4

Zadané rovnice si oznacime jako r1 a r2 a néasledné pouzijeme funkci Solve(].

In[434]:= rl=3X+y==8
r2 =-x + Y == -4
Solve[rl1&&r2, {x, y}]

Out[434]= 3 X +y == 8
Out[435]= - X +Vy = -4

Out[436]= {{X—>3,vy—> -1}]

Obrazek 21 Wolfram Mathematica: reSeni prikladu 4.3a (zdroj: vlastni)
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Redeni soustavy se objevi ve dvojitych sloZenych zavorkach. Re$enim je usporadana dvojice
[x; ¥] = [3,—1].

Zakladni funkci programu pro tvorbu grafll je pfikaz Plot[], ten zobrazi graf funkce
jedné proménné. Priklad Plot[] md dva povinné parametry ve sloZzenych zavorkach,
oddélené ¢arkou. Prvni parametr obsahuje jednotlivé grafy funkci oddélené c¢arkou.
Funkce musi byt v zavislosti na jedné proménné, tzn. Ze jednotlivé rovnice musime prevést
do tvaru y = P(x), kde do pfikazu vklddame pouze ¢ast P(x). Druhy parametr urcuje,
jakych hodnot nabyva proménna.

rl:3x+y=8->y=8-3x
r2: —x+y=—4->y=x—4

In[2]:= Plot[{8 -3 x, x-4}, {x, -5, 5}]

Out[2]=

-4 -2

Obrazek 22 Wolfram Mathematica: grafické znazornéni feSeni prikladu 4.3a bez bodu (zdroj: vlastni)
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In[442]:- Plot[{8 - 3x, -4 + x}, {X, -5, 5}, Epilog > {PointSize[0.02], Red, Point[{3, -1}]}]

putlasr \
5 -

Obrazek 23 Wolfram Mathematica: grafické znazornéni reseni prikladu 4.3a s bodem (zdroj:
vlastni)

Pro zadani bodu do stejného grafu vyuzijeme dalSiho volitelného parametru Epilog->{}.

V tomto pfikazu volime velikost bodu (PointSize[]), barvu bodu a souradnice bodu

(Point[{}]).

Software Wolfram Mathematica, Siroce obdivovand pro svou technickou zdatnost
i elegantni jednoduchost pouZiti, poskytuje jediny integrovany, neustdle se rozsifujici
systém, ktery pokryva celou $ifi a hloubku technickych vypoctd. (Wolfram c2024)

V Mathematica lze vytvaret a ukladat vytvorené projekty lokdlné na PC. Vytvorené

projekty mohou slouZit jako dopliujici vyukové materidly v hodindch matematiky

a napomahat Zaklm lépe porozumét abstraktnim tématim.

44



RESENI SLOZITEJSICH PRIKLADU POMOCI MATEMATICKYCH PROGRAMU

5 RESENI SLOZITEJSICH PRIKLADO POMOCi MATEMATICKYCH PROGRAMU

V této kapitole vyzkouSime jednotlivé programy pro feseni slozitéjSich soustav rovnic.
Budeme fesit soustavy rovnic o vice nez dvou neznamych, soustavy obsahujici neznamou
jako zdaklad mocniny nezndmo, soustavy obsahujici ndsobek mezi neznamymi, soustavy
obsahujici nezndmou v argumentu logaritmu ¢i nezndmou v exponentu. VSechny typy
rovnic vyzkousime vyresit v jednotlivych programech a zjistime, pokud je ptiklad v daném
softwaru vlbec freSitelny. Nékteré typy zvyCtu lze feSit i pocetné bez pouziti
matematického softwaru. V mnoha pripadech vsak reSeni bez matematického softwaru

nelze najit.
5.1 SOUSTAVA 0 VICE NEZ DVOU NEZNAMYCH

| zde plati to stejné jako u soustavy o dvou neznamych, a to Ze jsme potfebovali stejny
pocet rovnic jako pocet nezndmych, abychom dostali feSeni nezavislé na parametru.
Regeni soustavy, které je zavislé na parametru/parametrech neboli na jedné nezndmé/vice
neznamych dostavame, pokud soustava obsahuje vice riznych nezndmych, nez je pocet
rovnic. Pokud si pofet nezndmych v soustavé oznacime jako n, pocet rovnic obsahujici
soustava jako m a pocet parametrl jako p dostavdme trividlni vztah pro vypocet poctu
parametrll p = n —m. Ztohoto vztahu je jasné pro¢ pro identicky pocet nezndmych
a rovnic neni soustava zavisla na parametru. Naopak pokud rovnice obsahuje napfr. ¢tyfi
neznamé, ale jen tfi rovnice, je jasné Ze rovnice bude zavisla na jednom parametru/jedné

nezname.

Soustava o tfech nezndmych a trech linedrnich rovnicich

V této soustaveé rovnic se jedna o pfipad, kdy rovnice vyjde Ciselné a nebude zavisla
na zadném parametru. Obecnym tvarem soustavy o tfech neznamych a trech linearni

rovnic rozumime
a1 x+apy+aiz-z=by,
Q21X+ Az " Y + Az3°Z = by,

az1X+az; -y +asz-z=b;s
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kde Va;; €R - {0},i =1,2,3;j = 1,2,3; by,b,,b3 ER; x,y,zjsou neznamé.

Redenim této soustavy je upofadana trojice [x; y; z].

O prikladu Ize pfremyslet jako o predpisu tfi rovin a feSenim je prisecik pravé téchto
tfi rovin. Koeficienty a;;,a;,a;3 jsou hodnoty normalového vektoru této roviny

ny = (as1; aiz,; az).

Pokud bychom postupovali pocetné, mame tfi moZnosti. Dosazovaci metodou
bychom vyjadfili jednu neznamou z libovolné rovnice a nasledné dosadili vyjadfeny vyraz
do obou dalSich rovnic, dostali bychom dvé rovnice o dvou nezndmych a dale fesili pomoci
jedné z metod z kapitoly 2.1. Srovndvaci metodou bychom z kazdé rovnici vyjadfili stejnou
nezndmou a dale jednotlivé dva vyrazy dali do rovnosti. Napf. vyraz vyjadieny z prvni
rovnice bychom dali do rovnosti jak s vyrazem z druhé, tak i tfeti rovnice. Opét dostavame
dvé rovnice o dvou neznadmych a postupujeme podle nami zndmych metod pro tento

pfipad. Tfeti mozna metoda feSeni je pomoci Gaussovy eliminace.

V nasem pripadé budeme uvazovat, Ze jednotlivé rovnice soustavy nejsou navzajem

nijak linearné zdavislé neboli nejednd se o identické rovnice.

Ukdazkovy priklad (5.1a):

x+y+z=3
x—y—z=-1
2x—-y+z=28

a) feSeny pomoci GeoGebra

Pro soustavy o tfech neznamych budeme vyuzivat online aplikaci GeoGebry s ndzvem
3D grafy. Pro vyfeSeni pouzijeme funkci Prusecik(), kterd pouze tesi prlisecik dvou objektd.
Program automaticky funkci prepise na PrunickovaCara(), jelikoz se jedna a o prisecik dvou
rovin, kterym je prfimka. Nejdfive zjistime prasecik prvni roviny s druhou a poté prisecik
druhé rovniny s treti. Dostavdme dvé pfimky f a g, pro které opét pouzijeme funkci

Prusecik(). Dostaneme bod P = [1; —2; 4], ktery je feSenim zadané soustavy rovnic.
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rl:x+y+z=3
rR:x—y—z=-1

@ r3:2x—y+z=28

f : PrunikovaCara(rl, r2) . 1
O P =(1,-2 4)
=X=(LL1)+A(0 2-2) e
i
% 1. I
g : PrunikovaCara(r2, r3) . |
O SN2 L
= X = (3.29, 1.43,2.86) + A (-2, | T N B e
I T -
P P = Prusecik(f, g) "':,2 -- LR
= (1,-2,4) X =L
5 \‘\\‘\
A Y %
+ 2 [\

- = — — ¢ —

e

Obrazek 24 GeoGebra: FeSeni ptikladu 5.1a (zdroj: vlastni)

b) reSeny pomoci WolframAlpha

Interakce s WolframAlpha je velice pfimocara, jednotlivé rovnice oddélime carkou

a za nedlouhou dobu dostavame feseni [x; y; z] = [1; —2; 4].

X+y+z=3, x-y-z=-1, 2x-y+z=8 = ‘

Pk NATURAL LANGUAG !fa MATH INPUT FH EXTENDED KEYBOARD iii EXAMPLES # UPLOAD 38 RANDOM

Input

fx+y+2=3,x-y-2=-12x-y+2=_8}

Solution | & St

-Dy-step solution

Obrazek 25 WolframAlpha: feSeni prikladu 5.1a (zdroj: vlastni)

c) feSeny pomoci Wolfram Mathematica

V programu Mathematica budeme vyuzivat funkci Solve[]. Mezi jednotlivé rovnice
napiSeme znaky && a jako druhou proménnou funkce Solve[] piSeme trojici neznamych

jako mnozinu.
In[e4]:= Solve[x+y +Z == 38 & X-y-2==-18&2xX-y+Z2==8, {%X,V, z}]
outfed]= {{x—=>1,y~»>-2, z>4}}

Obrazek 26 Wolfram Mathematica: reSeni prikladu 5.1a (zdroj: vlastni)
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Pri grafickém vyzobrazeni vyuZijeme vice funkci dohromady. Funkce Show(]
zkombinuje vice grafickych zobrazeni na jednom grafu. Pro sestrojeni grafu v trojrozmérné
dimenzi pouzijeme Plot3D]]. V této funkci pouzijeme dal$i moznosti na Upravu vzhledu
grafu (Mesh->, Boxed->, Axes->). Jako posledni vyuZijeme funkci Graphics3D[], pomoci

které vyneseme bod (Point[{}]) na graf a jeho popisek (Text[]).

x+y+z=3->z=3-x-y
x—y—z==-1-z=1+x—y
2Xx—y+z=8->z=8-2x+y

In[1]:= Show[Plot3D[{3-x-vy, 1+x-vy, 8-2x+Vy}, {x, -10, 18}, {y, -10, 10},
Mesh -+ False, Boxed -» False, Axes - True],
Graphics3D[{Black, PointSize[0.03], Point[{1, -2, 4}],
Text[Style["P=[1,-2,4]", 12], {1, -2, 18}]}]]

10

Obrazek 27 Wolfram Mathematica: grafické zobrazeni reSeni ptikladu 5.1a (zdroj: vlastni)

Soustava o tfech neznamych a dvou linearnich rovnicich

Zde se bude objevovat pfipad, kdy feseni soustavy rovnic nebude jedna usporadana trojice,
ale feseni bude zavislé na volbé parametru. JestliZze soustava bude obsahovat dvé rovnice
o tfech neznamych, rfesSeni bude zavislé jen na jednom parametru. Nad feSenim daného
prikladu mGzeme uvaZovat jako nad prisecikem dvou rovin, &im? je piimka. Redenim je

tedy libovolny bod se souradnicemi [x; y; z] leZici pravé na této prlsecikové pfimce.
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Obecnym tvarem soustavy rovnic o tfech neznamych a dvou linearnich rovnicich

rozumime
a1 x+apy+az-z=b,
Az1°X + Ay Y +Ay3°Z = by,
kde Va;; € R — {0},i =1,2;j =1,2,3; by,b, € R; x,y,Z jsou neznamé.

Tento pfipad mulZe i nastat pfi zadani tfech rovnic, z ¢ehoz dvé rovnic by byly

linearné zdavislé neboli totoZzné. Dostavame dvé rovnice o tfech neznamych.
Ukazkovy priklad (5.1b):
x—2y+z=10
—-Xx+y+z=0
a) reSeny pomoci GeoGebra

Opét vyuzijeme program 3D grafy, do kterého zadame jednotlivé roviny. Jelikoz prinikem

dvou rovin je pfimka, nikoliv bod vyuZijeme funkci PrunikovaCara().

() rl: x—2y+3z =10 :

g : PrunikovaCara(rl, r2) :

= X = (0.71,-1.43, 2.14) + A (-5, -4, -1)

Obrazek 28 GeoGebra: feseni prikladu 5.1b (zdroj: vlastni)
Dostavdame predpis pro piimku, s prom&nou A. Re$eni zde neni zavislé na nékteré
z neznamych, ale na obecném parametru A. Re$eni si do uspofddané trojice miizeme
pfepsat jako [x;y; z] = [0,71 — 54; —1,43 — 44;2,14 — A]; A€ R

b) reSeny pomoci WolframAlpha

Zadané rovnice zaddme do inputového rfadku a odesleme k feseni. WolframAlpha bere
jako parametr neznamou x. Software vyjadfi neznamou y a z pomoci neznamé x jako

parametru.
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x-2y+32=10, x+y+2=0 =]

2 NATURAL LANGUA [Fa MATH INPUT FEH EXTENDED KEYBOARD 33 EXAMPLES 4 UPLOAD 33 RANDOM

Input

(x-2y+32=10,-Xx+y+2z=0}

Obrazek 29 WolframAlpha: input pro piiklad 5.1b (zdroj: vlastni)

Real solution
4 x X
y=—-=2, z=-+2
5 5

Obrazek 30 WolframAlpha: feSeni ptikladu 5.1b (zdroj: vlastni)

o Y e 4
Resenim je usporadana trojice ve tvaru [x,?x - 2;% + 2] ,X ER.

c) feSeny pomoci Wolfram Mathematica

V Mathematica pouzijeme funkci Solve[]. Zde mame vyhodu v tom, Ze si m{izeme volbu
parametru nastavit. Udélame to tim, Ze za druhou proménnou funkce Solve[] zvolime
dvojici nezndmych, které nechceme jako parametr. Neboli pokud zvolime dvojici {x, ¥}, je
zfejmé, ze parametr bude neznama z.

a. z jako parametr:

In[24]:= Solve[x -2y +3Z =108& -x+y+2Z =0, {X, y}]

out[24]= {{Xx—=5(-2+2z2),y—=2 (-5+22)}}
Obrazek 31 Wolfram Mathematica: feSeni prikladu 5.1b (z jako parametr) (zdroj: vlastni)

Redenim je  usporddand  trojice [5(=2+ 2);2(=5+ z); z], po  Upravé
[—

10 + 5z;—10+ 4z,z],z € R.
b. y jako parametr:

In[25]:= Solve[x -2y +3Z =108&& -X+y+7Z =0, {X, z}]

rr 5(2+Yy) 10 + vy 55
Qut[25]= {{1X — : yﬁ,Z—) yJLJL
L1 4 4

Obrazek 32 Wolfram Mathematica: feSeni pfikladu 5.1b (y jako parametr) (zdroj: vlastni)

<, . [s(2 0
Reseni soustavy je [%; Vi L :y] ,VY E R.
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c. x jako parametr:

In[26]:= Solve[x -2y +3Z =10&& -X+y +2Z =0, {y, z2}]
10 + X 44

f

Obrazek 33 Wolfram Mathematica: feSenf prikladu 5.1b (x jako parametr) (zdroj: vlastni)

fr 2
Out[26]= \-\-y—>E (-5+2x),z-

10+x
5

Redeni je [x;%(—S + 2x); ],y ER, po lehké Upravé dostavame
4x x
[x,—2+?,2+g],x € R.

Soustava o ¢tyrech neznamych a ¢tyrech linearnich rovnic

Obecnym tvarem soustavy o ctyrfech linedrnich rovnic o ctyfech neznamych

rozumime
ai1x1 + Q12X; + A13X3 + Q14X = by,
Az1X1 + AzpXz + Az3X3 + A24X4 = Dy,
A31X1 + A32X7 + A33X3 + A34X4 = b3,
Ag1X1 F AapXy + Ag3X3 + AgqXg = Dy,
kde Va;; € R—{0},i = (1,2,3,4),j = (1,2,3,4); by, by, b3, b, € R;

X1, X5, X3, X4 jSOU Nezndmé. Redenim této soustavy je upofadand trojice [xq; X,; X3; X4 ).
Pro vétsi prehlednost se zpravidla od ¢tyf neznadmych prechazi na znaceni neznamych
pomoci dolniho indexu. Nejefektivnéjsi pocetni metoda pro tento pfipad by byla Gaussova
eliminace. JelikoZz se nyni pohybujeme ve 4D, nelze pfiklad fesit pomoci grafické metody.
Z tohoto dlivodu nem(iZeme na tento priklad pouzit GeoGebru, ta fesi problémy jen ve 2D

(soustava rovnic o dvou neznamych) a 3D (soustava rovnic o tfech neznamych).

V nasem pfipadé budeme uvazovat, Ze jednotlivé rovnice soustavy nejsou navzajem

nijak linedrné zavislé neboli nejedna se o totozné rovnice.
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Ukazkovy pfiklad (5.1c):
2x1+2x; —3x3+x4,=3
X1+ 2x; +4x3+2x4 =5
—X1+x3—x3+x,=1
X1 — X3 +2x3—2x4=—4

a) feSeny pomoci WolframAlpha

\ 2X1+2X2-3X3+X4=3, X1+2X2+4X3+2X4=5, X 1+x2-X3+x4=1, X1-X2+2x3-2x4=-4 a \

Q MATUR! \ ]E‘a MATH INPUT EE EXTENDED KEYBOARD i} EXAMPLES # UPLOAD 34 RANDOM

Input

[2X1+2X2-3x3+X4 =3,X1+2X2+4X3 +2X4 =5,
~X14+X2-X34+%4=1,X1-X24+2X3-2Xx4 = -4}

Solution | & Step-by-step solution

Xx1=1, x2=-1, x3=0, x4=3
Obrazek 34 WolframAlpha: reseni ptikladu 5.1c (zdroj: vlastni)
Redenim je usporadana &tvefice [xq, x5, X3, x,]. = [1; —1; 0; 3].

JelikoZ v nezndmé nejdou odlisit pomoci dolniho indexu, preznaceni probiha nasledovné

x; = x1 apod...

Pokud bychom v zadani méli jen tfi rovnice o ¢tyfech nezndmych, feSeni soustavy rovnice

bude z3avislé na parametru a program bude jako parametr brat neznamou x1.

b) teSeny pomoci Wolfram Mathematica

V softwaru Mathematica opét vyuzijeme funkci Solve[]. Zde jednotlivé neznamé také

nejdou odliSit pomoci indexu, proto znacime x; = x1 apod...

In[4]:= Solve[2x1 +2x2 -3 %3 + x4 == 388 x1 +2x2 +4x3 + 2 x4 = 58&
XL+ X2 -X3 + X4 == 18E& X1 - X2 +2X3 -2x4 = -4, {x1, X2, X3, x4}]

outl4]= {{x1 -1, x2 > -1, x3 >0, x4 > 3})

Obrazek 35 Wolfram Mathematica: reSeni prikladu 5.1c (zdroj: vlastni)

ReSenim je uspofadana tvefice [xq, x5, X3, x4]. = [1; —1; 0; 3].
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Jestlize by nastal pripad, kdy pocet nezndmych je vetsi, nez je pocet rovnic, mizeme
si zvolit, jaké neznamé oznacime jako parametr, tim Ze je vynechdme z mnoziny neznamych

v druhé proménné funkce Solve[] (viz. kapitola 3.1.2 c)).
5.2 SOUSTAVA ROVNIC OBSAHUJiCi NEZNAMOU JAKO ZAKLAD MOCNINY
V této soustavé rovnic se musi objevit alespon jedna nezndma jako zdklad mocniny.

Obecnym tvarem soustavy dvou rovnic obsahujici nezndmou jako zaklad mocniny

rozumime
a x2 +a 2 +a3x+a =b
11 12Y 13 14Y 1
a x2 +a 2 + a3 x +a =b
21 22Y 23 24Y = Dy,

kde aq1,a12, 13, A14,021, 22,A23,a24,b1,b2 ER a X,y jsou nezname. Alespon jeden

libovolny koeficient z koeficientll a1, a;,, a,1, a,, nesmi byt roven nule.

Soustava rovnic obsahujici kvadratickou a linearni rovnici

Tato situace byla feSena v ramci kapitoly 3.1. Nyni si ukdZzeme feSeni pomoci

vybranych matematickych softward.
Ukazkovy priklad (parabola a pfimka) (5.2a):
x*—y=3
x—y=1
Zde se jednd o predpis kvadratické rovnice (neboli paraboly) a rovnici linedrni rovnice

(neboli pfimky).
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a) resSeny pomoci GeoGebra

Q -y =3 : -
@) rR:x—y=1
Prusecik(r1, r2)
@
= A=1(21)
@ B = (1,-2)
+

Obrazek 36 GeoGebra: FeSeni ptikladu 5.2a (zdroj: vlastni)

b) feSeny pomoci WolframAlpha
Input
(-y=3x-y=1

Plot of solution set

X

Obrazek 38 WolframAlpha: input a graf
ptiklad 5.2a (zdroj: vlastni)

c) rtesSeny pomoci Wolfram Mathematica

Solutions
x=-1, y=-2
x=2, y=1

Obrazek 37 WolframAlpha: feseni prikladu
5.2a (zdroj: vlastni)

| pro feseni soustavy s kvadratickou rovnici mizeme vyuZzit funkci Solve[].

54



RESENI SLOZITEJSICH PRIKLADU POMOCI MATEMATICKYCH PROGRAMU

In[21]:= Solve[x"2 -y == 3& & x -y =1, {X, V}]

out[21]= {{X= -1,y > -2}, {x=2,y—=1}}]
Obrazek 39 Wolfram Mathematica: reSeni piikladu 5.2a (zdroj: vlastni)
Re$enim je mnoZina uspofadanych dvojic {[—1; —2],[2; 1]}
Ukazkovy priklad (5.2b) z kapitoly 3.2:
xt+y2=2
x—2y=1
Tento pfriklad FeSi soustavu rovnic s kvadratickou rovnici, kterd obsahuje obé& nezname
v mocniné a linedrni rovnici. Kvadratickou rovnici s mocninami u obou neznamych

rozumime jako rovnici kruznice. Rovnici (x —m)? + (y — n)? = r2 nazveme stiedovou

rovnici kruZnice se stfedem Svbodé [m,n] a polomérem r. VnaSem pfipadé je

m = 0,n=0,r =+/2. Nad fedenim Ize pfemyslet jako prusecik kruznice a p¥imky.

a) pomoci GeoGebra

O rR:x—2y =1 i

Prusecik(r1, r2)

)
L 4
= A= (14,02 A
'O B=(1-1) 1 2
+

Obrazek 40 GeoGebra: Feseni prikladu 5.2b (zdroj: vlastni)
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b) pomoci WolframAlpha
L Solutions
Pry*=2,x-2y=1)

Plot of solution set 7

1

X=-, Yy =-

5 : 5
0.5 i Obrazek 41

= 00 i WolframAlpha: feSen{
0.5} \ / | pfikladu 5.2b (zdroj:
L0} e vlastni)

Obrazek 42 WolframAlpha: input a graf ptikladu 5.2b (zdroj: vlastni)
¢) pomoci Wolfram Mathematica
In[22]:= Solve[x"2 +y"2 == 28& X -2y =1, {X, V}]

. ) - 7 1
out[22]= \-Lc__x—>—1_, y—-1}, <Lx—> E, y = EH

Obrazek 43 Wolfram Mathematica: reSeni ptikladu 5.2b (zdroj: vlastni)
o, . " , . 7 1
Resenim je mnozina uspofadanych dvojic {[—1; —1], [E; E]}'
Pro grafické zndzornéni kruznice vyuzijeme funkci ParametricPlot[]. Dale ke sloZeni
jednotlivych graf(i vyuzijeme funkci Show(].
In[91]:= kruznice = ParametricPlot[{Sqrt[2] Cos[x], Sqrt[2] Sin[x]}, {x, ©, 2Pi}]

p=Plot[@.5x-@.5, {x, -3, 3}]

A = Graphics[{PointSize[0.02], Point[{-1, -1}]}]

B = Graphics[{PointSize[0.02], Point[{7/5, 1/5}]}]

Show[kruznice, p, A, B]

Obrazek 44 Wolfram Mathematica: input pro grafické zobrazeni reseni piikladu 5.2b (zdroj: vlastni)
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Out[95]= ]

Obrazek 45 Wolfram Mathematica: grafické zobrazeni reSeni ptikladu 5.2b (zdroj: vlastni)

Soustava dvou kvadratickych rovnic

Vsituaci dvou kvadratickych rovnic vsoustavé mohou nastat tfi pripady:

dvé paraboly, parabola a kruznic a dvé kruznice.

1. Dvé paraboly: Ukazkovy priklad (5.2c):
x> +2y=2
x>—y=5

a) reSeny pomoci GeoGebra

rl:x? 4 2y = 2

2:x2-y =5

Prusecik(r1, r2)

= A=(21)

B—(2-1)

+ @ @ @ O

Obrazek 46 GeoGebra: fesSeni prikladu 5.2c (zdroj: vlastni)
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b) Ffeseny pomoci WolframAlpha
Input Solutions
[FP+2y=2x"-y=5)

Plot of solution set
x=2, y=-1
A Obrazek 47
A WolframAlpha: FeSeni

ptikladu 5.2¢ (zdroj:
vlastni)

Obrazek 48 WolframAlpha: input a graf feSeni piikladu 5.2c (zdroj: vlastni)
c) ftesSeny pomoci Wolfram Mathematica
In[96]:= Solve[x"2+2y =28&&Xx"2 -y =5, {X, ¥}]
Out[96]= {{X—=-2,y—=-1}, {x=2, y—=-1}}
Obrazek 49 Wolfram Mathematica: feSeni prikladu 5.2c (zdroj: vlastni)
Grafické znazornéni bude zadané nasledovné.

In[5]:= paraboly =Plot[{(2-x"2) /2, x*2-5}, {X, -5, 5}]
d = Graphics[{PointSize[@.015], Point[{-2, -1}]}]
e = Graphics[{PointSize[©.015], Point[{2, -1}]}]
Show[paraboly, d, e]

Obrazek 50 Wolfram Mathematica: input grafického znazornéni feSeni prikladu 5.2c (zdroj: vlastni)
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Out[8]=

Obrazek 51 Wolfram Mathematica: grafické zndzornéni reSenf piikladu 5.2c (zdroj: vlastni)

ReZenim soustavy rovnic je mnoZina uspofadanych dvojic {[—2; —1], [2; —

2. Parabola a kruznice: Ukazkovy ptiklad (5.2d):

x2+2y=0

X2+ (y+2)?%=4

a) feSeny pomoci GeoGebra

@) rl:x? + 2y =0
O 2l (y+22=4

Prusecik(r1, r2)

© = A= (2 -2)
@ B-(2-2)
@) C=(0,0)

D= (77
+

Obrazek 52 GeoGebra:

feSeni prikladu 5.2d (zdroj: vlastni)
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b) FeSeny pomoci WolframAlpha

Input Solutions
2 2 2
[,\‘ +2y=0,X"+(y+2) :4} x=-2, y=-2
Plot of solution set
x=0, y=0

Obrazek 53
WolframAlpha:
reSeni piikladu

5.2d (zdroj:

vlastni)

Obrazek 54 WolframAlpha: input a graf ptikladu 5.2d (zdroj: vlastni)

c) feSeny pomoci Wolfram Mathematica

In[14]:= Solve[x*2+2y =-0Q&& x"2 + (y+2)"2==4, {x, y}]I

outlal= {{ (Xx=-2), (y=-2)1,1 (x=0), (y=0)}, [ (x=2), (y=-2)1}

Obrazek 55 Wolfram Mathematica: fesSenf prikladu 5.2d (zdroj: vlastni)

In[33]:= kruznicel = ParametricPlot[{2Cos[x], 2Sin[x] - 2}, {x, ©, 2Pi}]
parabolal = Plot[ (-x"2) /2, {%, -5, 5}]
f = Graphics[{PointSize[©.02], Point[{-2, -2}]}]
g = Graphics[{PointSize[©.02], Point[{©, ©}]}]
h = Graphics[{PointSize[@.02], Point[{2, -2}]1}]
Show[kruznicel, parabolal, f, g, h]

Obrazek 56 Wolfram Mathematica: input grafického znazornéni reseni prikladu 5.2d (zdroj: vlastni)
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Out[38]=

Obrazek 57 Wolfram Mathematica: grafické znazornéni reSenf piikladu 5.2d (zdroj: vlastni)

Reenim soustavy rovnic je mnozina uspofadanych dvojic {[—2; —2], [0; 0], [2; 2]}.
3. Dvé kruZnice: Ukdzkovy pfiklad (5.2e):
x> +y2=2
x+3)7+(@+12=4

V nasem pfipadé feSime pruseéik dvou kruznic k; = (Sl =[0;0],r, = \/f)

a kz = (52 = [_3, _1],7"2 = 2)

a) feSeny pomoci GeoGebra

@) kl: (x + 02+ (y + 0)* =2 : e 2
k1
Q Kxx+32+(y+1P2=4 : k2 1
/\B/—
Prusecik(k1, k2) :
0] | 2
= A (,]_' ,]_)
() B~ (-1.4,0.2) :
+

Obrazek 58 GeoGebra: resSeni prikladu 5.2e (zdroj: vlastni)
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b) FeSeny pomoci WolframAlpha

Input Solutions
ey’ =2,x+3%+(y+ 1> =4 7 1
X==-—, y = -
Plot of solution set 5 5
S ! x=-1, y=-1
{ ) | Obrézek 59
: \ g WolframAlpha: fe$eni
- ) T piikladu 5.2e (zdroj:
| vlastni)

Obrazek 60 WolframAlpha: input a graf prikladu 5.2e (zdroj: vlastni)

c) feSeny pomoci Wolfram Mathematica

In[26]:= Solve[x"2+y"*2==28& (Xx+3)"2+ (v+1)"2==4, {X, V}]

Out[26]= [ {

L

7 1] 1 11]
x—>—g,y—>gj, X=-1,y—=- by

Obrazek 61 Wolfram Mathematica: reSeni prikladu 5.2e (zdroj: vlastni)

In[21]:= kruznicel = ParametricPlot[{Sqrt[2] Cos[x], Sqrt[2] Sin[x]}, {x, ©, 2Pi}]
kruznice2 = ParametricPlot[{2Cos[x] - 3, 2Sin[x] -1}, {x, @, 2Pi}]
i - Graphics[{PointSize[©.82], Point[{-1, -1}]}]
j = Graphics[{PointSize[©.02], Point[{-1.4, ©.2}]}]
Show[kruznicel, kruznice2, i, j, PlotRange —» All]

Obrazek 62 Wolfram Mathematica: input grafického znazornéni feSeni prikladu 5.2e (zdroj: vlastni)

Out[25]=

Obrazek 63 Wolfram Mathematica: grafické znazornéni fesenf prikladu 5.2e (zdroj: vlastni)
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Reenim soustavy rovnic je mnozina uspofadanych dvojic {[—1; —1], [—é;%]}.

Dalsi soustavy rovnic s nezndmou jako zdklad mocniny

Priklad 5.2f:

XB-y=-1
x—2y=-2
a) GeoGebra
@ rl:x—y = —1 : ey
O r:x—2y = -2 :
Prusecik(rl, r2) :
)
= A = (0.7071067811865, 1.3535533905933)
@ B~ (0,1) : YD
@ C = (-0.7071067811865, 0.6464466094067 )° -1

Obrazek 64 GeoGebra: Feseni prikladu 5.2f (zdroj: vlastni)

b) WolframAlpha

Input Solutions
(F-y=-1,x-2y=-2 ¥=0, y=1
1 N
At of o an e X==—, y=1=——
Plot of solution set 5 A 2v2
/ 1 1
/ 1 X=——, y=1+
/ A V2 2v2
= - 7 ] Obrazek 65
: 7 | WolframAlpha: feSeni
0| / _ prikladu 5.2f (zdroj:
3 f.f ' vlastni)
b | I 0 2 N I
X
Obrazek 66 WolframAlpha: input a graf prikladu 5.2f (zdroj: vlastni)
c) Wolfram Mathematica
In[4]:= Solve[x"3 -y = -188& x -2y = -2, {x, v}]
outf4l= 1 {(X=08,y—=1}, {(X=>-—,y—> — (4- \E}JL, X2 ——, ¥ - |2+— H
- - \/3 4 - '\."E 2 \ A2

Obrazek 67 Wolfram Mathematica: FeSeni ptikladu 5.2f (zdroj: vlastni)
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Redenim jsou tfi uspofadana dvojice [0; 1], [— %; 1

@ @& @ o ¢

Ptiklad 5.2g:

~5AlF 1t

1

|

X3 -yt —4x=-2
x—y=0
a) GeoGebra
x> —y?—dx = -2 : o
A
r2:x—y =20 : 2
Prusecik(rl, r2) :
= A = (2.3429230827772, 2.3429230827772) ’ - B :
- - 4
B = (0.4706834198712, 0.4706834198712) : /
C
. £
C - (-1.8136065026483, -1.8136065026483 } >
r

Obrazek 68 GeoGebra: Feseni prikladu 5.2g (zdroj: vlastni)

b) WolframAlpha

Input

-y’ -4x=-2,x-y=0}

Plot of solution set

(]

Obrazek 69 WolframAlpha: input a graf prikladu 5.2g (zdroj: vlastni)
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Solutions

X =-181361+0i, y=-181361+0i
x = 0.470683 + 0i, y = 0470683 +0i

X~ 2.34292 - 7.40149% 10" i, y ~ 2.34292 - 7.40149x 10" i

Obrazek 70 WolframAlpha: reSeni piikladu 5.2g (zdroj: vlastni)

c¢) Wolfram Mathematica

Pro zaokrouhleni hodnot feseni vyuzijeme funkci Nf].

In[7]:

= N[Solve[x"3 -y"2-4x==-28&Xx-V =20, {X, y}]]

out[7]= {{x > -1.81361, y > -1.81361}, {x - ©.478683, y - 8.476683}, {x — 2.34292, y > 2.34292)

@ & e ©

Rede
[—

1,

Obrazek 71 Wolfram Mathematica: feSeni prikladu 5.2g (zdroj: vlastni)

nim soustavy jsou tii usporadané trojice

81361; —1,81361],[0,470683; 0,470683], [2,34292; 2,34292].
Priklad 5.2h:

x3—y3—-3y>+5x=—4

x2—y=2
a) GeoGebra
rl:x—y* ~3y" +5x = 4 : Ca¥ 4 /
r2:xt-y =2 :
2
Prusecik(r1, r2) :
= A=(0-2) -4 2 4
r2
B — (2.0241011463746, 2.0969854507551) :
4

Obrazek 72 GeoGebra: fesSeni prikladu 5.2h (zdroj: vlastni)
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b) WolframAlpha

Input Real solutions
3 3 2 2
=y =3y +5x=-4,x"-y=2| x=0, y=-2
Plot of solution set X = 20241, y = 2.09699

Complex solutions
{x = -1.4134 - 0.5364 i, y ~ —0.2899 + 1.5165)
{x = —1.4134 + 0.5364 i, y ~ —0.2899 — 1.5165 )
| {x = 0.40139 - 0.95899i, y ~ —2.7585 - 0.7699 i}
= \ {x = 0.40139 + 0.958991, y ~ —2.7585 + 0.7699 i}

Obrazek 73 WolframAlpha: reSeni
prikladu 5.2h (zdroj: vlastni)

Obrazek 74 WolframAlpha: input a graf ptikladu 5.2h (zdroj: vlastni)

¢) Wolfram Mathematica

In[4]:= N[Solve[x"3-y"3-3y"2+5x==-48&x""2-y =2, {X, v}]]

outf[4]= {{X-=0.,y—>-2.}1, {x—=2.0241, y > 2.089689},
{Xx—--1.41344-0.53644 1, y > -0.289943 + 1.51646 1},
{x—-1.41344 +0.53644 1, y > -0.289943 - 1.51646 1},
{Xx —>0.401394 - ©.958993 1, y » -2.75855-0.769867 1},
{x—>0.401394 +©.958993 1, y » -2.75855 +0©.769867 1} }

Obrazek 75 Wolfram Mathematica: reSeni prikladu 5.2h (zdroj: vlastni)

Ziskdvame reseni, které obsahuje i komplexni fesSeni soustavy rovnic. Pokud chceme pfikaz
omezit pro feSeni redlna, pouZijeme moinost Reals jako jednu z proménnych v ramci
funkce Solve[].

In[9]:= N[Solve[x"3 -y"3 -3y”2+5x == -48&x"2-y =2, {X,Vy}, Reals]]

outlo]= {{X—>0@.,y—>-2.}, {X—>2.0241, y > 2.09699} }

Obrazek 76 Wolfram Mathematica: reSeni prikladu 5.2h (omezené na R) (zdroj: vlastni)
Zde jsme se poprvé setkali s komplexnim feSenim soustavy rovnic. Mlzeme si povSimnou,
Ze GeoGebra komplexni feSeni nenasla, zatimco programy od Wolframu toto feseni

zobrazily.
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Priklad 5.2i:

3x2—y

2 _

2

x> +y*+2x=8

a) GeoGebra

O r2: 3x2 - y2 = 2 : M~ b
O rl:x? + y? + 2x = 8 " A
A D
® Prusecik(rl, r2) 12
= A — (-1.8507810593582, 2.8768336046837)
© B — (1.3507810593582, -1.8638200170848 ) f i
. B
O C = (-1.8507810593582, -2.8768336046837 }
@) D — (1.3507810593582, 1.8638209170848) *
Obrazek 77 GeoGebra: feseni prikladu 5.2i (zdroj: vlastni)
b) WolframAlpha
nput Solutions
2 2. 2. 2 _
Bx -y =2.x"+y +2x=8 ~ -1.85078, Y =~ —2.87683
Plot of solution set
X~ -1.85078, y =~ 2.87683
3 x ~1.35078, y =~ -1.86382
’ X = 1.35078, y =~ 1.86382

2

tn

X

Obrazek 78 WolframAlpha:
feSeni prikladu 5.2i (zdroj:
vlastni)

Obrazek 79 WolframAlpha: input a graf ptrikladu 5.2i (zdroj: vlastni)
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c) Wolfram Mathematica

In[13):= Solve[3 x"2 - y"2 == 28& x"2 +y"2+2x =8, {X, V}, Reals]

(11 [11

rr 1, [l 3 v r 1, =\ 3, 1
outl1zl= §{x—»— (-1-4l),y—» - [— - = (-1-+41) |, ix—>— (-1-+41),y—  [— -—= [-1-+/41) |,
uisl= x> 7 | Val), Y=oy 5 g | )}& 2\ VALY = o3 g | \J}

1 . ‘ 3, — 7 1, — [11 3,

IX=— (-1++41),y—> - |—-—([-1++/41) |, {x—=>— ([-1+~41),y— . |— - — [-1+ /41

Obrazek 80 Wolfram Mathematica: feSeni prikladu 5.2i (zdroj: vlastni)
Zde si mlZeme vSimnou, Ze Mathematica jako jediny program urcil feSeni presné bez

zaokrouhlovani.

P¥iklad 5.2j:

xt—-y=4
x+y3=1
a) GeoGebra
o rl:x?—y =4 : e~
. 2
O r2:x+y =1 : A B
® Prusecik(rl, r2) :
= A = (-0.4525399717058, 0.8829930851136) ? . 2 t
@) B — (0.4380324526152, 1.2117962042591) *
=3
@) C - (1.0346982093308, -3.065944665649) C
r1
- —4

Obrazek 81 GeoGebra: feSeni prikladu 5.2j (zdroj: vlastni)
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b) WolframAlpha

Input

Real solutions
1 i
(5-y=tx+—=1) x =~ -0.45254, y ~0.882993
x? y3
X = 0.438032, y=1.2118
Plot of solution set
[N r———— X = 1.0347, y=-3.0659
- I | Complex solutions
| |‘ I| | [x = —0.52175 - 0.05424 i, y ~ —0.44352 - 0.74755 i)
L1 Y {
[ | |
| | [x = —0.52175 + 0.05424 i, y ~ —0.44352 + 0.74755 i)
I ‘ .
1 | |
=, \ | [x = 0.51947 - 0.083724, ¥ = =0.57091 + 1.13485 |
'| |
N \ | [x = 0.51947 + 0.083724, y = =0.57091 - 1.13485 ]
ol \ (]
".\ f Obrazek 82 WolframAlpha: feSeni ptikladu 5.2j
\ | (zdroj: vlastni)

I|| 500 05 10
Obrazek 83 WolframAlpha: input a graf ptikladu 5.2j (zdroj: vlastni)

c) Wolfram Mathemtica

In[6]:= N[Solve [x"-2-y =48 x+y"-3=1, {x, v}]]

out[e]= {{x —>1.0347, y > -3.06594},
{Xx—> -0.45254, y > 0.882993}, {x >0.438032, y »> 1.2118},
{Xx—>0.519466 + ©.083725 1, y > -0©.570906 - 1.13485 1},
{X—>0.519466 - ©.0837251, y > -0.570906 +1.13485 1},
{X—-0.521749 - 0.0542413 i, y - -0.443517 -0.747548 i },
{x—>-0.521749 + 90.0542413 i, y > -0.443517 + 0.747548 1 } }

Obrazek 84 WolframAlpha: feSeni prikladu 5.2j (zdroj: vlastni)

Redeni soustavy v R jsou tii usporadané dvojice

[—0,45254;0,882993],[0,438032; 1,2118],[1,0347; —3,06594].
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Priklad 5.2k:
x> +y*—z=2
x+y*+2z=14
x2—y—-5z=-5

V GeoGebFe si tento priklad Ize jen graficky znazornit. Redeni soustavy ale program neni

schopen vyresit. Pro tento priklad jsem zvolil jen program Mathematica. Priklad feSime v R.

In[29]:= N[Solve[x"2+y"2-2 == 28&X+Yy"2+22==48&&x"2-y-52= -5,
{X, ¥, 2}, Reals]]
Plot3D[{x*2+y”*2-2, (4-x-y*2) /2, (5+x*2-y)/5},
{x, -4, 4}, {y, -4, 4}, Mesh » None, Boxed -» False]

out[20]= {{X > -1.24223, y - -1.43248, z > 1.59512},
[X—>-0.018945, y > 1.63485, z - 0.673101} }

Out[30]=

Obrazek 85 Wolfram Mathematica: feSeni a grafické zobrazeni feSeni prikladu 5.2k (zdroj: vlastni)

v

enim jsou dvé usporadané trojice

Res
[1,24223;—-1,43248;1,59512],[—0,018945; 163485; 0,673101].
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5.3 SOUSTAVY ROVNIC S NEZNAMOU POD ODMOCNINOU

V této podkapitole se objevi soustavy rovnic obsahujici alespon jednu neznamou

pod odmocninou. Budeme je fesit pomoci vybranych softwarda.

Priklad 5.3a:

Vx—y=2
x+2/y=10
a) GeoGebra
O rl: vx—y =2 : L,
4
r2
O r2:x+2,/y =10 :
2
A
A = Prusecik(rl,r2) :
o 2 0 4 6 8 10
= (8.1507314070592, 0.8549485822093) /
P r1
+
Obrazek 86 GeoGebra: Feseni prikladu 5.3a (zdroj: vlastni)
b) WolframAlpha
Input Solution

(Vx -y=2x+2Vy =10}
X ~ 815073, y =~ 0.854949

Plot of solution set
_ - - Obrazek 87 WolframAlpha:
05| — feSeni prikladu 5.3a (zdroj:
05 — vlastni)

Obrazek 88 WolframAlpha: input a graf prikladu 5.3a (zdroj: vlastni)

c¢) Wolfram Mathematica

In[37]:= N[Solve [Sqrt[x] -y == 2&& x + 2Sqrt[y] == 10, {x, y}]]

out[37]= {{Xx - 8.15073, y — ©.854949} }

Obrazek 89 Wolfram Mathematica: feSeni prikladu 5.3a (zdroj: vlastni)

Re$enim je uspofradand dvojice [8,15073; 0,854949].
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P¥iklad 5.3b:
Vx—-y+z=8
x+2/y+3z=3

VX+y+2Vz=7

Tato soustava rovnic nejde graficky zobrazit pomoci GeoGebry, budeme fesit pouze

v programu Mathematica.

In[51]:= N[Solve[Sqrt[x] -y +Z == 8&& x +2Sqrt[y] +3 2z ==38&Sqrt[x] +y+2Sqrt[z] ==7, {X,V, 2}]]

out[51]= { (X > -13.835-21.4127 i, y > -0.546685 + 1.94748 i, z - 5.83895 + 6.38191 i },
(X > 13.835+21.4127 i,y > ©.546685 1.94748 i, z >5.03895 6.381911}}

Obrazek 90 Wolfram Mathematica: reSeni ptikladu 5.3b (zdroj: vlastni)
Redeni soustavy vychazi jen v komplexnich &islech, pro R nema tato rovnice Fedeni.
Grafické zobrazeni vtomto pfipadé nedava smysl, jelikoZz nedostdvame Zddné redlné
feseni.
5.4 SOUSTAVY ROVNIC OBSAHUJiCI NASOBEK MEZI NEZNAMYMI

V této podkapitole si ukdaZzeme feSeni soustav rovnic obsahujici nasobek alespon mezi

dvéma neznamymi pomoci matematickych softwar(.
Priklad 5.4a:
xy =28

x+y=6
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a) GeoGebra

@) rR:x+y =256 : \r\ 8
O rl:xy =8 :
r2

Prusecik(r1, r2) : B
Q -

= A=(4,2)

A
2

(@) B = (2 4) :
+ i1 0 2 4 E\ 8

Obrazek 91 GeoGebra: Feseni prikladu 5.4a (zdroj: vlastni)

b) WolframAlpha

Input Solutions

Xy =8,x+Yy =6}

Plot of solution set
x=4, y=2
, Obrazek 92
| | WolframAlpha:
| : feSeni prikladu
! 5.4a (zdroj: vlastni)
10 \

Obrazek 93 WolframAlpha: input a graf prikladu 5.4a (zdroj: vlastni)

c¢) Wolfram Mathematica

In[52]:= Solve[x*Vy == 8&& X +Vy == 6, {X, V}]

out[52]= {{X= 2,y =4}, {(X—=>4,y—>2}}

Obrazek 94 Wolfram Mathematica: feSeni prikladu 5.4a (zdroj: vlastni)

Redenim soustavy jsou dvé usporadané dvojice [2; 4], [4; 2].
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Priklad 5.4b:
Xyz =6
xX+y+z=6
2x—y+3z=9
Stimto piikladem si neporadila GeoGebra. Re$eni soustavy budeme hledat pomoci
programu Mathematica.

In[66]:= NSolve[X*y*Z =68 & X +Y +Z ==6882X-y+372 =9, {X,V, 2}]

Outl66]= {{X »9.70156, y > -0.175391, z > -3.52617],
(X 53.29844, y >1.42539, z >1.27617}, (X > 1.,y 52.,253.}}

Obrazek 95 Wolfram Mathematica: reseni prikladu 5.4b (zdroj: vlastni)

In[1]:= Plot3D[{6/ (x*xy), 6-x-Yy, (9-2x+Y) /3}, {x, -10, 10}, {y, -10, 10},
Mesh - None, Boxed - False]

10
20

OUt[”: 10

-10

10

Obrazek 96 Wolfram Mathematica: grafické zndzornéni reseni ptikladu 5.4b (zdroj: vlastni)

5.5 SOUSTAVY ROVNIC S NEZNAMOU V EXPONENTU

V této podkapitole si ukaZzeme feSeni soustavy rovnic obsahujici alespon jednu neznamou

v exponentu. Redime pomoci matematickych softward.
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Priklad 5.5a:
2*+y=5
4x—e¥ =0

a) GeoGebra

© 24y =5 : _\

O rn:4x-€¢ =0 :

A = Prusecik(rl, r2) : 2
|/_\|
A

= (1.6408486003161, 1.8815079083476)

+ 2 o/ 2\ 4

Obrazek 97 GeoGebra: Feseni prikladu 5.5a (zdroj: vlastni)

b) WolframAlpha

V tomto pfipadé zaddni samotnych rovnic programu nestacilo, pouze zobrazil jednotlivé
grafy, ale bez reSeni soustavy. Input byl nadale doplnén o slovo Solve, poté uz program

soustavu vyresil.
Implicit plot

\IIL‘LI', iterpretation

solve

X = 1.64085 ¥ = 1.88151 -

Obrazek 99 WolframAlpha: input a feSeni
ptikladu 5.5a (zdroj: vlastni)

v

Obrazek 98 WolframAlpha: graf ptikladu 5.5a
(zdroj: vlastni)

c¢) Wolfram Mathematica

Pro feSeni soustavy rovnic obsahujici nezndmou v exponentu musime pouZit funkci
FindInstance[], kterd obsahuje dvé proménné: jednotlivé rovnice oddélené znaky &&

a mnoZinu neznamych, pro které soustavu resime.
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In[116]:= N[FindInstance[2"x+Vy == 5&& 4 x - Exp[y] == 0, {X, V}]]

out[116]= [{x > 1.64085, y > 1.88151}}

Obrazek 100 Wolfram Mathematica: feSeni prikladu 5.5a (zdroj: vlastni)
In[122]:= Plot[{5-2"x, Log[4x]}, {%X, @, 3}]

4

Out[122]=

Obrazek 101 Wolfram Mathematica: grafické znazornéni reseni prikladu 5.5a (zdroj: vlastni)
Redenim soustavy je usporadand dvojice [1,64085; 1,88151].
5.6 SOUSTAVY ROVNIC S NEZNAMOU V LOGARITMU

Zde si ukdZzeme rfeSeni soustav rovnic obsahujici alesponi jednu nezndmou v argumentu

logaritmu pomoci softwaru.
Priklad 5.6a:
2x—y=5

Inx+Ilny=4
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a) GeoGebra

r2 : log(x) + log(y) = 4 : - 15

O
O rl:2x—y =25 : o
10
A = Prusecik(r2,r1) : A
O

= (6.6222060062668, 8.2445030025336)

0 / 5 10

Obrazek 102 GeoGebra: feSeni prikladu 5.6a (zdroj: vlastni)

b) WolframAlpha

Input o N
Solution

{log(x) + log(y) =4, 2x -y = 5}
X = 6.6223, y = 8.24459

Obrazek 103 WolframAlpha:
Plot of solution set feSeni prikladu 5.6a (zdroj:

|]\ vlastni)

w

[

Obrazek 104 WolframAlpha: input a graf prikladu 5.6a (zdroj: vlastni)
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c) Wolfram Mathematica

in[10l= Solve[Log[x] + Log[y] = 4&&2x -y =5, {x, v}]

—

M s Lfe. 7\ 1 .' 711
out[10]= 44X = [5+ /25 +8Be” |,y = [-5+ 425 +8e" |
L 4\ / 2 I

—

In[11]:= N[Solve[Log[x] + Log[v] == 4 && 2 x-v =5, {x, v}1]1]

out[11]= {{x - 6.6223, y - 8.24459} }

Obrazek 105 Wolfram Mathematica: reseni prikladu 5.6a (zdroj: vlastni)
Redenim soustavy je usporadand dvojice [6,6223; 8,24459].
5.7 SOUSTAVY ROVNIC OBSAHUJiCi GONIOMETRICKE ROVNICE

V této kapitole se objevi feSeni soustav rovnic obsahujici alespori jednu neznamou

v argumentu goniometrické funkce. Red§ime pomoci matematického softwaru.
Ptiklad 5.7a:
sinx—-y=1
x+3y=-1
a) GeoGebra

r1:sin(x)—y =1 : e~

() r2:x+3y = -1

Prusecik(rl, r2)

o
)
= A = (0.5170489548445, -0.5056829849482)
(O] B — (3.7745179557513, -1.5015059852504)
=3
@) C = (4.9295434538085, -1.9765144846028)

Obrazek 106 GeoGebra: Feseni prikladu 5.7a (zdroj: vlastni)

78



RESENI SLOZITEJSICH PRIKLADU POMOCI MATEMATICKYCH PROGRAMU

b) WolframAlpha

Input interpretation Implicit plot

sin(x)-y=1 1
solve Ola A
X+3y=-1 il '\ 4

Results '

Xx = 0.517049 y = -0.505683

X =3.77452 y ==1.4151 Obrazek 107 WolframAlpha: graf pfikladu 5.7a (zdroj: vlastni)
X = 492954 and y = ~1.97651

Obrazek 108 WolframAlpha: input a feSeni prikladu 5.7a (zdroj: vlastni)
c) Wolfram Mathematica
Zde se setkdvame s problémem, kdy soustava rovnic nejde vyresit pomoci funkce Solve/].

Pokud pouzijeme funkci FindInstance[] musime programu urcit kolik ,instanci“ ,které

vyhovuji prdvé zadané soustavé, hledame.
In[46):= N[FindInstance[Sin[x] -y == 1&&x+3y==-1, {X, v}, Reals, 3]]

out[46]= {{x >0.517049, y > -0.505683],
(X > 3.77452, y > -1.59151}, {x >4.92954, y > -1.97651}}

Obrazek 109 Wolfram Mathematica: FeSeni ptikladu 5.7a (zdroj: vlastni)

In[45]:= Plot[{Sin[x] -1, (-1-x) / 3}, {x, ©, 2Pi}]

| // N I S —
05}
Out[45]= i
1.5}

-2.0

-25}

Obrazek 110 Wolfram Mathematica: grafické znazornéni reSeni prikladu 5.7a (zdroj: vlastni)
enim jsou tri usporadané dvojice

Res
[0,517049; —0,505683], [3,77452; —1,59151], [4,92954, —1,97651].

79



APLIKACN{ ULOHY RESENE SOUSTAVOU ROVNIC

6 APLIKACNI ULOHY RESENE SOUSTAVOU ROVNIC

Slovnimi Ulohami ve Skolské matematice se rozumi vSechny takové ulohy, jejichz
zaddani i polozené otazky nejsou vyjadreny pomoci matematické symboliky, ale jsou

vyjadreny ve slovni formé. (Poldk 2014)

Matematické aplikacni ulohy jsou dlohy, které tvori namét, jimz je pfirozena situace,
jev, déj z béiného Zivota nebo praxe souvisejici s nékterym (jinym neZz matematickym)
védnim oborem. V takové uloze byva formou otazky nebo prikazu vyjaddien problém, ktery
z popsané situace vyplyva a ktery je mozno teSit matematickymi prostredky. (Metodicky

portal c2024)

Aplikaéni uUlohy jsou dulleZitou soucasti vyucovani matematice, nebot pfi jejich
feSeni Zaci poznavaji vyznam matematickych poznatk( ziskavanych pro bézny Zivot, uéi se
chapat matematiku jako zdroj prostfedkd pro resSeni praktickych ukoll, udi se vidét
v okolnim prostiedi takovd fakta a zdkonitosti, kterd mohou byt vyjddirena matematicky.

(Metodicky portal c2024)

Aplika¢ni ulohy rfeSené soustavou rovnic jsou takové ulohy, jejiz zadani lze prevézt
do formy soustavy rovnic, kterd je dale resitelna pomoci metod. V rdmci této prace se budu
zabyvat Ctyfmi typovymi slovnimi ulohami, které vedou na soustavu rovnic. Jednd se
o Ulohy, ve kterych hleddme nezname Ccislo, uUlohy o smésich a roztocich, ulohy
o rovnomérném pohybu a ulohy o spolecné praci. Typové ulohy jsou takové ulohy, které
podle zadani Ize identifikovat a sloucit do jedné kategorie. Pro jednotlivé kategorie pak

existuje obecny postup, ktery vede k feseni.
Pro vSechny typové ulohy je mozné sestavit velice obecny postup reseni:

1. Porozuméni textu: Je velice dilezité abychom spravné chapali zadani slovni tlohy,
potfebujeme védét, ¢eho se uloha tyka, jaké jsou dany podminky reSeni a jaka

otdzka je na nas kladena.

2. Rozbor (obrazek): V tento moment je dllezité spravné urcit neznamé. V nékterych
pfipadech je na misté si Ulohu vizualizovat jednoduchym obrazkem, ktery mize byt

prospésny pro spravné uréeni neznamych a nasledné i sestaveni rovnic soustavy.
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3. Prevedeni ulohy do matematickych vyrazl: V tomto kroku jiz sestavujme rovnice
pomoci zadani ulohy. Tento krok lze také nazvat matematizace redlné situace.
(Stovickova 2012)

4. Re$eni matematické ulohy: Zde probiha Feseni soustavy rovnic pomoci metod.

5. Zkouska: ZkousSku sprdvnosti feSeni dané ulohy je nutné provadét vzhledem
k danému textu ulohy. Nestaci pouze zkouSka napf. sestavené rovnice, protoie
vysledkem matematizované tlohy muizZe byt vice ¢i méné feseni, nez je pocet reseni

celé slovni Ulohy. (Stovitkova 2012)
6. Odpovéd na otdzku: Jako posledni odpoviddme na otdzku tazanou v zadani ulohy.

U&elem aplika&nich tloh ve $kolach je pfiblizeni praktického vyuZiti matematickych
konceptl v redlném Zivoté. Reeni aplika¢nich Uloh vyzaduje analytické a kritické mysleni.
Zaci musi formulovat problém, identifikovat vhodné matematické nastroje a postupné
jejich pouzitim dojit k reSeni. Aplikac¢ni ulohy simuluji situace, které zaci mohou potkat
v kazdodennim Zivoté nebo v budouci kariére.

V aplikacnich ulohach je kladen dliraz na to, aby Zadk dokdazal zaddani ulohy
preformulovat do matematickych konceptd (v nasem pfipadé soustavy rovnic).

V ndsledném vypoctu soustavy rovnic mize byt ndpomocny matematicky software a tim

urychlit FeSeni aplikaéni ulohy.

Jelikoz v téchto Ulohdach nejde az tak o vizualizaci feSeni, budeme pouzivat programy

od Wolframu. Ty nefesi soustavy pomoci grafické metody na rozdil od GeoGebry.
6.1 ULOHY, VE KTERYCH HLEDAME NEZNAME CiSLA

V ulohach, ve kterych hledame nezname cisla, jde o nalezeni pravé takovych Cisel,

kterd vyhovuji zadanym podminkdm. Ulohu si ukdZzeme na konkrétnim p¥ipadu.

Uloha 6.1.1: Najdéte dvé cisla. Pokud K prvnimu cislu pricteme cislo 8 dostaneme
cislo druhé. Druhé cislo je pétkrat vétsi, nez cislo prvni.
Prvni ¢islo oznacime jako x a druhé Cislo jako y. V tento moment je dleZité spravné prevést
slovni zaddni do rovnice. Prvni rovnice je sestavena velice trivialné, pouhym pfepsanim slov

do matematickych vyrazi dostaneme rovnici x+ 8 = y. Druhd rovnice miZe byt

81



APLIKACN{ ULOHY RESENE SOUSTAVOU ROVNIC

pro sestaveni komplikovanéjsi. Pro lepsi pochopeni si mGzeme fict: ,Aby se prvni Cislo
rovnalo druhému musime prvni Cislo vyndsobit péti, jelikoZ druhé Cislo je pétkrat vétsi.”
Druha rovnice bude tedy 5x = y. Dostdvame soustavu dvou rovnic o dvou neznamych.

Pro urychleni nalezeni feSeni budeme vyuzivat matematicky software.

In[1]:= Solve[x +8 ==y && 5x =V, {X, v}]
out[1]= {{x—=2, y—>10}}

Obrazek 111 Wolfram Mathematica: feSeni soustavy rovnic z tilohy 6.1.1 (zdroj: vlastni)
Dostavame reseni x = 2,y = 10. JelikoZz jsme pro nalezeni feSeni vyuZili matematicky
software nemusime provadét zkousku. Pro pocitani bez softwaru se zkouska doporucuje.

Odpovéd na ulohu by znéla ,,Prvni islo je 2, druhé Cislo je 8.“

Uloha 6.1.2: Soucet dvou cisel je 25. Rozdil jejich dvojndsobki je roven 10.
Najdi tyto dve cisla.
Opét si oznalime nezndma ¢isla jako x a y. Z prvni véty dostavdme rovnici x + y = 25.
Druhou vétu muiZeme prevézt do tvaru rovnice ndsledovné: 2x — 2y =10 nebo
2y — 2x = 10. Pro obé tyto rovnice feseni ziskame, je ale dlleZité si jednu z rovnic vybrat
a nasledné s ni az do konce ulohy pocitat. Nejdfive zvolime prvni z uvedené dvojice, mame

tedy dvé rovnice o dvou nezndmych: x + y = 25a2x — 2y = 10.

In[2]:= Solve[x +y == 258 & 2 x -2y == 19, {x, V}]

Oout[2]= {{Xx =15, y— 180} ]

Obrazek 112 Wolfram Mathematica: FeSeni soustavy rovnic z tlohy 6.1.2 (zdroj: vlastni)

Dostavame feseni soustavy x = 15;y = 10. Pokud bychom zvolili druhou z uvedenych

rovnic, reSeni soustavy by bylo nasledujici.

In[3]:= Solve[x+Vy == 258&8& 2y -2x =10, {x, v}]

out[3]= {{x—-18, y —» 15}}

Obrazek 113 Wolfram Mathematica: feSeni soustavy rovnic z ilohy 6.1.2 (zdroj: vlastni)
Toto neznamen3, Ze feSenim Ulohy jsou dvé rfeseni, jelikoZ nehledame usporadanou dvojici.
V tomto pripadé je nam jedno jestli prvni Cislo je 15 a druhé 10 nebo naopak. Nasim ukolem
bylo zjistit dvé Cdisla, kterym vyhovuje zadanda podminka a tim jsou cisla 10 a 15.

Odpoveéd na ulohu zni: ,Hledana dvé cisla jsou 10 a 15.“
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6.2 ULOHY 0 SMESICH A ROZTOCICH

Klasickym druhem slovnich uloh jsou ulohy jsou Ulohy o smésich. V chemii se smési
rozumi latkova soustava slozena z nékolika rGznych chemicky Cistych latek, vyznamnymi
priklady jsou slitiny kov( a roztoky latek v kapaliné. Ve Skolské matematice se fesi slovni
Ulohy o smésich, jez vedou na matematicky model ve tvaru soustavy dvou linearnich rovnic
typu x; + x, = x3,¢1X1 + C;X, = Cc3x3, kde hodnoty Ctyr ze Sesti proménnych jsou zadany

a dvé proménné jsou nezndmé. (Polak 2014)

Ulohy o smésich a roztocich pojednavaji o michani dvou smésich/roztocich s jinymi
vlastnostmi. MUze se jednat o smés roztoku, bonbdn(, typl zvifat atd... Ve vétsiné pripadu
hleddme pocet kust/kilogramud/litrG od jednotlivé smeési/roztoku, ktery vyhovuje

pozadavklm vysledné smichané smési.

Uloha 6.2.1 (smési): Ve stanku se zmrzlinou se prodavaji dvé velikosti zmrzliny,
mensi kopecek stoji 30K¢, vétsi kopecek stoji 40K¢. Kolik kopeckii jednotlivych velikosti se
za den prodalo, jestlize vime, Ze se celkem za den prodalo 141 kopeckii a trzba cinila 4840K¢.
Nejdfive si oznacime pocet kopeckl malé zmrzliny jako x a pocet kopeckil velké zmrzliny
jako y. Nyni mulZeme sestavit jednoduchou rovnici, kterd zachovavd pocet zmrzlin
x +y = 141. Dale jestlize vime, Ze cena za vSechny malé kopecky se odviji od poctu
malych kopecku a cené za kus, a to samé plati pro kopecky velké, mizeme zapsat nasledujici
rovnici 30x + 40x = 4840. Dostavdme soustavu dvou rovnic o dvou neznamych.
Pro zjisténi reSeni vyuzijeme WolframAlpha.

{x+y =141,30x + 40 y = 4840}
Solution

x =280, y=6l

Obrazek 114 WolframAlpha: feSeni soustavy rovnic z tlohy 6.2.1 (zdroj: vlastni)
Z feSeni vyplyva nasledujici odpovéd: ,Malych kopecku se prodalo 80 kust a velkych

kopecki 61 kusd.”
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Uloha 6.2.2 (roztoky): Kolik litrii 68% roztoku a 20% roztoku je potieba na umichdni
4 litru 50% roztoku?

Pocet litrl 68% roztoku si oznalime x a pocet litrG 20% roztoku oznadime y.
Nejdrive sestavime rovnici, ktera vyjadfuje objem roztoku. x + 7y = 4. Procenta si
pfevedeme nadesetinna ¢isla neboli 68% = 0,68, 20% =0,2 a 50% =0,5.
Déle sestavime rovnici, kterd zachovdva koncentraci roztoku: 0,68x + 0,2y = 0,5 - 4.
Soustavu rovnic vyfeSime pomoci softwaru.

[x+y=4,068x+02y =054

Obrazek 115 WolframAlpha: feSeni soustavy rovnic z Glohy 6.2.2 (zdroj: vlastni)
Redeni a odpovéd na otazku k Uloze je nasledujici: ,Je potfeba 2,5 litru 68% roztoku a 1,5

litru 20% roztoku.”
6.3 ULOHY 0 ROVNOMERNEM POHYBU

Rovnomeérny pohyb je pohyb télesa (hmotného bodu), u néhoz velikost rychlosti
v je konstantni (nezdvisld na case). Nejjednodussi je rovnomérny pfimocary pohyb,
pfi kterém ma rychlost i neménny smér. Zacal-li rovhomérny pohyb télesa (hmotného
bodu) ze zvoleného mista v ¢ase t, = 0, pak pro drahu s jim uraZenou v ¢ase t plati vztah

s = vt, kde v je velikost rychlosti (konstanta pfimé iumérnosti mezi s a t). (Polak 2014)

Ulohy o pohybu Fedi problém, pfi kterém se dva objekty pohybuji rovnomérnou

rychlosti a dojde k jejich setkani/srazce.

Ulohy m@Zeme rozdélit na dva typy. Jednim typem je, kdyZ se objekty pohybuji
opacnym smérem tzn. pohybuji se k sobé. V tomto pfipadé vychazime z dvahy, kde soucet
drah jednotlivych objektd musi byt roven celkové vzdalenosti mezi témito objekty
na zaCatku: s = s; + s,, kde s je celkova draha a s; a s, jsou urazené drahy jednotlivych

objekta.

Druhy typ pojedndva o situaci, kdy se objekty pohybuji stejnym smérem. Jeden

z objektl vyrazil dfive nebo ma naskok a druhy, rychlejsi, objekt doZene objekt prvni.
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Ukolem této ulohy je vétsinou vyresit, v jaké vzdalenosti od po¢ateéniho bodu se objekty
setkaji a v jakém case toto nastane. Pro tento pfipad se jednotlivé drahy od pocatecniho

bodu musi rovnat: s; = s,.

Uloha 6.3.1: Dva pratelé Petr a Ondra od sebe bydli 5 km. Reknou si Ze v 10:00 oba
vyrazi a piijdou si naproti. V 10 h vyrazil Petr priimeérnou rychlosti chiize 3 km/h. Ondra se
o trochu zpozdil a vysel o 12 minut pozdéji, ale sel rychlou chiizi priumeérné 5 km/h. V jaky

cas se potkaji a v jaké vzdalenosti od Petrova domu to bude?

V nasem pfipadé budou nezndme jednotlivé Casy neboli doby do setkani. Rychlost Petra
v km km o v,

oznatimev; = 3 - @ rychlost Ondry v, = 5 - Dobu chlize Petra oznacime t; ... x a dobu

chiize Ondry t, ... y. Pro tyto dva Casy/nezndamé plati, Ze Ondra je na cesté o 12 minut méné
.1 . ey 1 - - . ]

neboli o Eh' Poté mizeme napsat y = x — 5 Dalsi rovnici sestavime pomoci vztahu

S = 51 + s,, ddle rozepiSeme s = v, * t; + v, - t,. Nyni dosadime za celkovou vzdalenost

a jednotlivé rychlosti: 5 = 3x + 5y. Dostavdme soustavu rovnic o dvou neznamych.

In[14]:= Solve[y = x - (1/5) && 5 =3 x+5Yy, {X, V}]

3 114,
out[14]= llx_)z’y_)ﬁH

Obrazek 116 Wolfram Mathematica: FeSeni soustavy rovnic z ilohy 6.3.1 (zdroj: vlastni)
Pro t; = x ziskdvame hodnotu %h, tzn. Ze setkani nastalo tfi¢tvrté hodiny po tom, co vysel
Petr. Setkdni nastalo v 10:45. UraZzenou vzdalenost Petra zjistime pomoci vztahu
pro vypocet drahy: s; =v;-t; =3 -% =% km = 2,25 km. Odpovéd na ulohu zni:
»Potkaji se v ¢ase 10:45 a Petr ujde 2,25 km.“

Uloha 6.3.2: Z Plzné smérem na Kolin vyjel autobus jedouci primérnou rychlosti
80 km/h, o pul hodiny déle za nim vyjelo auto jedouci primérnou rychlosti 130 km/h.
Zjisti, zda se autobus a auto minou, jestlize vis Ze mésta Plzen a Kolin jsou vzddlené 160 km.

Pokud ano, na jakém kilometru od Plzné to nastane?

| vtomto pfipadé budou hledané nezndme ¢&asy jizdy jednotlivych vozidel. Cas jizdy

autobusu oznacime t; ...x a €as jizdy auta oznacime t, ... y. MUZeme mezi nimi sestavit
1 , . vy km km ..
vztah x =y -5 Dale rychlosti oznalime v; = 807 av,= 1307. Druhou rovnici

sestavime pomoci vztahu, ktery popisuje fakt, Ze jednotlivé drahy se v momentu setkani
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musi rovnat: s; = s,. Pomoci vzorce pro drahu dosadime jednotlivé rychlosti a casy

V1 - t; = v, - t, neboli 80x = 130y. Pro uréeni feSeni soustavy vyuzijeme software.
In[30):= Solve[y == x-1/288%80x = 130y, {X, y}]

ousr [+ 2, 4]

Obrazek 117 Wolfram Mathematica: feSeni soustavy rovnic z dlohy 6.3.2 (zdroj: vlastni)
Neznamid t; = Eh. at,= %h. Nyni potfebujeme zjistit na jakém kilometru se potkali.
Zjistime to pomoci dosazeni do vzorce drahy pro libovolné vozidlo, jelikoZz se vzdalenosti
rovnaji. s, = v,-t, =130 -% = 104 km. Odpovéd zni: ,Vozidla se potkaji jesté

prfed Kolinem a nastane to na 104 km od Plzné.”

6.4 ULOHY 0 SPOLECNE PRACI

Tyto slovni Ulohy spocivaji v porovnavani prace ¢i jiné cCinnosti urcitych subjekt(
(pracovnik(, zafizeni apod.), jestlize je jimi provddéna jednotlivé a kdyZ ji provedou
spole¢né. Oznacime-li C celkovou préci (resp. jinou cinnost), kterd se ma vykonat,
ty,ty, ..., t, doby prace jednotlivych subjektl a t dobu jejich spole¢né ekvivalentni prace.

pak slovni Uloha tohoto typu vede na rovnici tvaru

Zlomky na levé strané rovnice vyjadruji ¢asti prace C (ptip. C = 1) vykonané jednotlivymi
subjekty za jednotku casu a zlomek na pravé strané rovnice vyjadfuje ekvivalentni praci

vykonanou spolec¢né za jednotku doby. (Polak 2014)

Ulohy o spoleéné praci se zabyvaji situacemi, kdy skupina lidi nebo strojl
spolupracuje na dokonceni urcitého ukolu. Tyto Ulohy ¢asto vyzaduji stanoveni pracovniho
tempa jednotlivych pracovnikd nebo stroju a urceni ¢asu potiebného k dokonceni ukolu,

pokud pracuji spole¢né. Ukazeme si ndzorné na pfrikladu.

Uloha 6.4.1: Tdta a syn maji za vikol vymalovat 3 stejné velké pokoje za jeden den.
Syn zacal v 8 hodin rano a prvni pokoj mu trval vymalovat 6 hodin. Tata mél za kol
vymalovat druhy pokoj, zacal o dve hodiny pozdeji nez syn, ale s praci skoncil ve stejny cas

jako syn. Poté méli spolecné hodinovou pauzu na obéd a domluvili se, Ze na posledni
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mistnosti budou delat spolecné. Vypocitej, jak dlouho jim trvalo vymalovat treti pokoj

a v kolik hodin s praci skoncili?

Zde je tedy dUleZité si nejdfive uvédomit jako dlouho kazdému trvalo vymalovani jednoho
pokoje. Syn pracoval 6 hodin a tdta o 2 hodiny méné, tim padem 4 hodiny.

ZapiSeme v zavislosti na x a y obecné, co zndme:

Tata: 4 hodiny ... 1 pokoj 1 hodina i pokoje x hodin z pokoje
Syn: 6 hodin ... 1 pokoj 1 hodina ...%pokoje y hodin ...%pokoje

V tomto pfipadé budou pracovat na poslednim pokoji stejné dlouho, tim padem x = y.
Druhou rovnici sestavime pomoci myslenky, Ze ¢ast pokoje, co vymaluje tata a cast,
co vymaluje syn musi dohromady dat jeden cely pokoj neboliz + % = 1. Soustavu vyreSime.

In[52]:= Solve[x = y&& X /4 +y /6 =1, {X, ¥}]

o 12 12 44
out[52]= “X_)_’y_’_H
L 5 g /!

Obrazek 118 Wolfram Mathematica: feSen{ soustavy rovnic z tlohy 6.4.1 (zdroj: vlastni)
x , o VY L 12 .
Cas, ktery stravi malovani tretiho pokoje je tedy x = ?h = 2,4h = 144 min.
Nasledné vypoéteme v kolik hodin skondili: 8h (Cas zacatku) + 6h (prace syna) +

1h (pauza) + 2,4h (spoletna prace) = 17.4h —» 17:24. Odpovéd zni: ,Vymalovdni

tretiho pokoje jim trvalo 2 h a 24 min a skonciliv 17:24.“
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7 METODOLOGIE VYZKUMU

7.1 DOTAZNIK JAKO VYZKUMNA METODA

Dotaznik je jednou z nejbéinéjsSich metod sbéru dat v pedagogickém vyzkumu.
Jedna se o strukturovany soubor otdzek, které jsou rozdany respondentlim, aby poskytli
odpovédi na konkrétni otazky. Otazky jsou téZz oznacovany jako polozky.
Dotaznikova metoda umoznuje sbirat kvantitativni data od velkého poctu respondentd, coz
poskytuje Siroky a reprezentativni pohled na dany jev. Pfi navrhovani dotazniku je dalezité

definovat cil vyzkumu a zajistit, aby otazky byly jasné, srozumitelné a presné formulovany.

Podle toho, jakym zplsobem ma respondent v urcité poloZce dotazniku odpovédét,
Ilze rozdélit polozky na oteviené auzaviené (nestrukturované a strukturované).
U otevienych poloZek respondent odpovéd sam vytvari, u poloZzek uzavienych urcitym
zpUsobem manipuluje s odpovédmi jiz navrzenymi (napf. vybira, serazuje apod.).

(Chraska 2016)
Uzaviené polozky lIze rozdélit na dichotomické a polytomické.

Pokud na polozku Ize dat jen dvé vzajemné se vylucujici odpovédi (napf. ano — ne),
hovofime o polozkidch dichotomickych. U polytomickych polozek se predklada vice
odpovédi nez dvé. Tyto polozky je mozno dale rozdélit na vybérové, vyctové a stupnicové.
Ve vybérovych polozkach se respondentliim predklada nékolik odpovédi, z nichz jednu maji
vybrat. Je dulezité, aby kategorie odpovédi (nabidky) byly vycerpavajici, ale ne pfilis
pocetné. (Chraska 2016)

Vybérové polozky jsou takové, kde Ize oznacit jen jednu odpovéd. Zatimco polozky
vyCtové nabizi zaskrtnuti vice odpovédi, nez je jedna.

Abychom se vyhnuli nebezpedi, Ze neuvedeme nékterou moznou odpovéd, mizeme
pouzit i nabidky ,,jind odpovéd™. Tuto nabidku voli respondent v pfipadé, Ze mu nevyhovuje
zadna z nabizenych moznosti. Polozky tohoto typu byvaji oznacovany jako polozky

polouzavrené. (Chraska 2016)
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7.1.1 TVORBA DOTAZNIKU

Vytvoreny dotaznik byl autorem v dubnu 2024 zanesen do zakladni Skoly, kde byl
ve spolupraci s pani magistrou vyplnén zaky 9. roéniku pfi hodiné matematiky. Uvodni ¢ast
dotazniku zahrnuje predstaveni autora dotazniku, vysvétleni smyslu dotaznikového Setfeni
a podékovani za vstficnost a spolupraci. Dotaznik obsahuje dvé oteviené polozky, jednu

uzavienou polootevienou a Ctyfi polouzaviené polozky.
Polozky v dotazniku:
e Jaky obor chcete déle studovat po ukonceni zakladni Skoly? (oteviena polozka)

e Se kterym matematickym softwarem jste se jiz setkali? (vyCtovd polouzaviena

polozka)

o GeoGebra

o WolframAlpha

o Wolfram Mathematica
o Matlab

o Maple

o Jiné (uvedte)
e Kde jste se setkali s matematickym softwarem? (vyctova polouzaviend polozka)

o Ve skole
o V zajmovém krouzku
o Ve volném c¢ase

o lJiné (uvedte)

e Vyuzili jste néktery z programu pro reseni soustavy rovnic? Pokud ano, uvedte ktery.

(otevrena polozka)

e Jaké jsou podle Vas hlavni vyhody pouzivani matematického softwaru pfi reseni

soustavy rovnic? (vyctova polouzaviena polozka)

o Rychlost
o Presnost

o Moznost vizualizace

vvvvvv
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o Lepsi porozuméni postupu reseni

o Jiné (uvedte)

e Myslite si, Ze pouzivani matematického softwaru vdm pomohlo zlepsit Vase

dovednosti v matematice obecné? (vybérova uzaviena polozka)

o Ano, vyrazné
o Ano, trochu

o Zadny rozdil jsem nepocitil/a

e Vramci feSeni slovni ulohy vedouci na soustavu rovnic (Ulohy o smésich, ulohy

o spolecné praci) Vam nejvice déla potize: (vybérova polouzaviena polozka)

o Pochopeni zadani

o Spravné urfeni neznamych
o Sestaveni rovnic

o Vyreseni soustavy rovnic

o Formulovani odpovédi

o Jiné (uvedte)
7.1.2 VYSLEDKY DOTAZNIKU

Matematicky software, se kterym se Zaci nejvice setkavaji je GeoGebra (oznaceno
42 % dotdzanych). Jako dalsSi program, se kterym se Zdaci setkali, ktery nebyl uveden
ve vyctu, byl program Photomath (oznaceno 37 % dotazanych). V otdzce , Kde jste se setkali
s matematickym softwarem?“ se 63 % dotdzanych Zz3k( setkalo s matematickym
softwarem ve Skole. Mezi softwary, které Zaci vyuzili k FeSeni soustavy rovnic se dostal jen
program Photomath (program vyuzilo 37 % dotazanych). MiZeme si vS§imnout, Ze pokud se
zak s programem Photomath setkal jisté ho vyuzil pfi feSeni soustavy rovnic. Ostatni Zaci se
v rdmci feSeni soustavy rovnic s Zadnym softwarem nesetkali. V otdzce hlavnich vyhod
softwaru se nejCastéji objevovala odpovéd Rychlost (oznaceno 68 % dotazanych). Dale se
V ramci otazky na zlepSeni matematickych dovednosti 70 % dotazanych pocituje zlepseni
pravé prostrednictvim matematického softwaru. Z posledni polozky vyplyva, Zze 84 %

dotdzanych maji nejvétsi problém jesté pred samotnym reSenim soustavy rovnic, tj.
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Pochopeni zaddni, Sprdvné urceni nezndmych, Sestaveni soustavy. NejCastéji se objevila

varianta potiZe pfi sestaveni rovnic (32 % dotazanych).

Ze ziskanych vysledkl z dotaznikového Setfeni bylo zjiSténo, Ze vétSina zakl se setkala
s matematickym softwarem ve Skolnim prostfedi, ¢imZ se dokdzalo, Ze matematické
softwary hraji na skolach, ¢im dal, tim vétsi roli. Velky pfinos matematického softwaru
ve vyuce vidim pfi feSeni aplika¢nich uloh, kdy vétSina pozornosti mlze byt vénovdna
zakovo pochopeni zadani a nasledné sestaveni soustavy. Samotné feSeni soustavy muze

byt pfenechdano na matematicky software.
7.2 INTERVIEW JAKO VYZKUMNA METODA

Interview je metoda shromazdovani dat o pedagogické realité, kterda spociva
v bezprostfedni verbalni komunikaci vyzkumného pracovnika a respondenta. Nékdy se
v podobném vyznamu pouZziva také obsahové SirSiho ¢eského terminu ,,rozhovor”. Protoze
vsak ne kazdy rozhovor je interview, je pouzivani pojmu ,interview” presnéjsi a vystiznéjsi.
Anglicky vyraz ,interview” je slozen ze dvou c¢asti, kde inter znamend ,mezi“ a view

znamena ,,nazor” nebo ,pohled”. (Chraska 2016)

Nestrukturované interview se vice pfiblizuje pfirozené komunikaci mezi lidmi.
Vyhodou nestandardizovaného interview je predevsim to, Ze umoziuje snadnéjsi navazani
kontaktu mezi tazatelem arespondentem, coz miZe znamenat jeho bezprostiedné;jsi

a upfimné;jsi projev. (Chraska 2016)
7.2.1 VYSLEDKY VYZKUMU POMOCI INTERVIEW

V ramci vyzkumu vzniklo nestrukturované interview s pani magistrou, ktera vyucuje

matematiku na druhém stupni zakladni skoly.

Pfi rozhovoru pani magistra uvedla, Ze autorem zminované matematické softwary
zna, ale Ze je kvuli ¢asové dotaci hodin matematiky na zakladni Skole nelze plné vyuzit.
Jako dalsi davod, pro¢ zminnované matematické softwary vyuziva jen ¢astecné uvedla, Ze je
pro ni mnohem jednodussi a dostaéujici demonstrovat danou matematickou problematiku
pouhym nacértem na Skolni tabuli. Zminila vSak, Ze vidi vysoky potencidl jejich vyuZziti

na stfednich Skoldch hlavné na matematicky zamérenych studijnich oborech.
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ZAVER

Na zacatku prace byly uvedeny soustavy rovnic fesené na zakladni a stfedni Skole.
Byly popsany metody jejich reseni. Dale se prace zabyvala matematickym softwarem a jeho
vyuZiti pfi FeSeni soustav rovnic. Pro kazdy software byly uvedeny dlvody a vyhody vyuziti
softwaru ve Skoldch. Mezi hlavni vyhody matematickych softwar( patfi mimo jiné i graficka
vizualizace feSeni soustavy rovnic. V prdci se dale objevuje popis interakce s matematickymi
softwary, zejména pfi feSeni soustav rovnic. Nasledné byly jednotlivé matematické
zamérena na aplikacni ulohy vedouci na feSeni pomoci soustavy rovnic. Na zavér byl
vypracovan maly vyzkum na zakladni Skole na téma matematickych softwar(

prostfednictvim dotaznikového Setfeni a interview.

Cilem této prace bylo predstavit nékteré z matematickych softwarl a uvést jejich

vyuziti v rdmci vyuky matematiky.
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RESUME

At the beginning of the work a system of equations taught in primary and secondary
school were introduced. Different methods of their solution were described.
Next, the thesis dealt with mathematical software and its use in solving systems
of equations. For each software were given reasons and advantages of using the software
in school. The main advantages of a mathematical software include graphical visualization
of solutions for system of equations. The paper also includes a description of the interaction
with  mathematical software, especially in solving systems of equations.
Subsequently, different mathematical software were also tested in solving more complex
systems of equations. In the next part, the thesis focused on application problems leading
to solutions using systems of equations. Finally, small research was conducted in a primary

school about mathematical software through a questionnaire survey and interview.

The aim of this thesis was to introduce some of the mathematical software

and to indicate their use in mathematics education.
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