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8 Uvod

1 Uvod

Turbosoustrojim se rozumi mechanické rotacni zaifzeni, které bud zpracovava
energie média se méni expanzi na kinetickou energii, ktera je pak predavana na
lopatky stroje. V ptripadé, ze tok média je rovnobézny s osou rotace stroje, mluvime
o takzvanych axialnich turbosoustrojich. Pokud tok média je kolmy na osu rotace
stroje, jedna se pak o radidlni turbosoustroji . V této praci se budeme zabyvat pouze
problematikou axidlnich turbosoustroji. Mezi turbosoustroji patii napiiklad parni a
spalovaci turbina nebo kompresor. Tyto typy stroju jsou slozeny ze statorovych a
rotacnich celku, jak naznacuje obrézek [I.1]

rozvadeéci lopatky

Rotor/ disk

Obrdzek 1.1: Schématicky obrdzek azidlniho stupné turbiny

Rotacni ¢asti turbosoustroji jsou z pohledu spolehlivosti a bezpecnosti provozu
vystaveny extrémnimu statickému, ale i dynamickému zatizeni. Jednd se hlavné
o obézné lopatky a disky rotoru. Vlastni lopatka se obecné skladéd z listu, nozky
a bandaze. Rozeznavame nékolik typu zavésu jako je T zaveés, vidlickovy zavés a
stromeckovy zaveés. Listy lopatek mohou byt ruzné tvarované, a proto je délime na
prizmatické a zkroucené. Také bandaz muze byt ruzné konstrukéné resena, a tak
rozliSujeme integralni bandaz, ktera je soucasti listu, a dale pak nytovanou bandaz,
ktera je k listu pripevnéna pomoci nytu.

7 pohledu statického zatizeni je lopatka vystavena odstiedivé sile a dale pak
tlakové sile média. Tyto slozky zatizeni jsou relativné jednoduse predikovatelné na
rozdil od dynamickych sil interagujicich s olopatkovanym diskem.
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Hlavnim zdrojem dynamického buzeni lopatek je nerovnomérné tlakové pole,
které je zpusobeno uplavy za jednotlivymi rozvadécimi lopatkami. Taktéz ruzné
nerovnomeérnosti po obvodé proudového pole mohou vykazovat zdroj buzeni ( délici
rovina rozvadécich kol, odbéry péry , parcidlni ostiik atd.). Vibrace rotoru torzni ¢i
pricné mohou byt také zdrojem buzeni.

Pti ndvrhu olopatkovaného disku je kladen hlavni diraz na spolehlivy, bezpecny
a klidny provoz stroje. Z tohoto duvodu je kladen zna¢ny pozadavek na dynamické
odladéni olopatkovaného disku a také na intenzitu dynamickych odezev.

1.1 Dynamika olopatkovanych disku

Problematikou dynamiky olopatkovanych disku se jako prvni zacal zabyvat na
zacatku 20-tych let minulého stoleti Campbell [2]. Snazil se pochopit rezonanéni
stavy u rota¢né periodickych struktur. Pred nim v8ak jiz Stodola [1] sestavil zékladni
kritéria navrhu samotné lopatky z pohledu dynamického chovani. Nasledné se ukézalo,
ze je nutné analyzovat chovéani celého olopatkovaného disku nikoliv jen samotné
lopatky, jak ve svém dile dokazal Campbell [2]. Prohl [4] ve svém dile zavedl pojem
rezonan¢ni faktor, ktery charakterizuje velikost rezonancni odezvy v zavislosti na
poctu lopatek ve svazku a dale na pomeéru poctu rozvadécich a obéznych lopatek.
Jeho prace pak byla déle rozsifena Saitem [5] . V dnesni dobé se vsak od svazkovan{
lopatek upousti a nahrazuje se kontinualni vazbou.

Vypocet modalnich vlastnosti rotujicich disku a lopatek byl nejdiive provadén
na zakladé analytickych vztahu [6], [4]. Ewins [7] na zékladé vypoctu a experi-
mentu ovéril, ze olopatkovany disk vykazuje mnohem vice vlastnich tvaru a frekvenci
nez samotna lopatka a zavedl takzvany interferenc¢ni diagram, kde je provazanost
mezi lopatkou a diskem dobte rozpoznatelna. Zavedl také pojem rodina vlastnich
tvaru, coz je skupina tvaru, které vykazuji stejny charakter kmitani a lisi se pouze
uzlovym prumérem. Ewins jiz provadél vypocty na zékladé metody konecnych prvka
(MKP). Lopatky modeloval nosnikovymi prvky a disk skofepinovymi prvky. Velkou
neznamou byla tuhost upevnéni lopatky v disku. Ta byla zjistovdna na zakladé
meéieni a v MKP vypoctech modelovana jako pruzina. Problém spravného uchyceni
lopatky na disk z pohledu tuhosti spojeni je stéle velkd neznama a to i v piipadé,
kdy lopatky a disk modelujeme pomoci 3D objemovych prvku. To plati zvlasté u
kratkych lopatek vysokotlakych a stredotlakych dili, kde tuhost ulozeni je prak-
ticky totozna s ohybovou tuhosti lopatky. Chyba vypoctu roste s frekvenéné vyssim
tvarem kmitu lopatky. Tuhost uchyceni lopatky je do zna¢né miry nelinearni, jelikoz
se vétsinou jedna o kontaktni tuhost. Vyrobni tolerance lopatky a disku dale také
ovliviiuji tuto vazebni tuhost.

Velké neurcitost v tuhosti vazby lopatka disk vede nékteré vyrobce k tomu, ze
vlastni frekvence kratkych lopatek nepocitaji a spoléhaji se na konstrukéni prove-
denf jejich olopatkovanych disku. Hlavnim principem je vnést do systému pridavné
tlumeni ve formé tieni sousednich lopatek. Toto opatfeni ma umoznit provoz lopatek
1 v rezonanci.
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V piipadé dlouhych lopatek je situace s vypoctem vlastnich frekvenci mnohem
tuhosti ulozeni lopatky. Tyto lopatky maji vlastni frekvence velmi nizké a je za-
potiebi je pfi ndvrhu odladovat viéi nékolika prvnim harmonickym frekvencim.

Ewins [8],[9],[10] se déle zabyval problémem rozladénych disku z pohledu ve-
likosti amplitudy kmitani lopatek. Na zakladé Ewinsovo i jinych praci nelze ucinit
jednoznacny zaveér, zdali vlivem rozladéni dochézi k ponizeni amplitud odezev. Vzdy
to zavisi na konkrétnim piipadu rozladéni a buzeni. V mnoha piipadech se ukazuje,
ze rezonancéni amplitudy kmitani jsou nizsi u rozladénych struktur. V této praci se
problematikou rozladénych diskt nebudeme zabyvat.

1.1.1 Rotac¢né periodicka symetrie olopatkovanych diska

Jelikoz olopatkované disky obsahuji mnohdy velky pocet lopatek (az nékolik set),
vyvstava problém s numerickou naro¢nosti dynamickych analyz. V ptipadeé, kdy jsou
lopatky modelovany pomoci nosnikovych ptipadné skofepinovych prvki je naro¢nost
na vypocetni techniku akceptovatelna. Pokud je vsak olopatkovany disk modelovan
pomoci objemovych prvku, je jiz numerickd naroc¢nost vypoctového modelu natolik
rozsahld, ze je nutné uvazovat o moznosti redukce stupnu volnosti daného problému.
Jednou z moznosti je vyuziti periodicity ndami uvazovaného olopatkovaného disku. Jiz
v roce 1979 piisel Thomas [18] s teorii, jak modelovat pouze jeden segment rotacné
periodické struktury a tim vyznamné snizit vypoctovou naroc¢nost. Thomas zavadi
rotacné periodickou podminku symetrie pomoci niz a modelu jednoho segmentu je
schopen popsat chovani celé rotacné periodické struktury. Svou teorii aplikuje pti
dynamické analyze betonové chladici véze elektrarny. V roce 1981 Wildheim [19]
aplikuje stejnou teorii pri dynamické analyze rotujici struktury s uvazovanim cor-
riolisovych sil. V byvalém Ceskoslovensku jako prvni zmifiovanou metodu aplikoval
v roce 1982 Krasny [11].

Pti ndvrhu koncovych nizkotlakych lopatek parnich turbin je k zjisténi modalnich
vlastnosti olopatkovanych disku vyuzivana rotacné periodickd symetrie. Vypoctem
charakteristik vlastnitho kmitani olopatkovanych diskti parnich turbin s vyuzitim
rotacéni periodicity se zabyva prace Polacha [3], kde zminovanou metodu aplikuje
pri vypoctu modalnich vlastnosti lopatky Skoda 1080mm s ”cik-cak”vazbou. Firma
Mitsubishi v roce 2005 vyvinula koncovou lopatku o délce 1220mm a pro vypocty
modalnich vlastnosti vyuzila periodicity systému [21I]. Podobné i firma Hitachi v
roce 2002 uvetejnila ¢lanek [22], ve kterém prezentuje vyvoj koncovych lopatek a pro
vypocty jejich dynamického chovéani aplikuje podminky rotaéné periodické symetrie.

1.1.2 Buzeni olopatkovanych diskti a vynucené kmitani

Olopatkované disky turbosoustroji jsou vystaveny mnoha typtum budicich u¢inki,
které vznikaji jako dusledek vlastniho provozu téchto stroju. Jedna se o ucinky
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proudiciho média, které obtéka dané lopatkové miize. Dalsim zdrojem buzeni muze
byt rotorové chvéni, které se bézné vyskytuje za provozu. U turbin, které slouzi
k vyrobé elektrické energie pomoci generdtoru, se mohou objevit budici uc¢inky
vznikajici v dusledku neoptimalniho provozu daného generatoru. Vyse uvedené zdroje
buzeni maji za nasledek vznik odezev, které jsou pro dany typ buzeni specifické.

Stanoveni budicich ucinku je znacéné obtizny proces. Pro jejich urceni je mozné
pouziti numerickych metod, které nejsou vzdy pfesné, nebot nemohou postihnout
vsechny aspekty fyzikdlnich déjiu odehravajicich se v lopatkovém kanalu. Jsou vsak
jedinou moznosti, jak predikovat budici u¢inky u nové navrhovanych stroju. Pro
stanoveni dynamického zatizeni obéznych lopatek od nerovnomérného tlakového
pole za rozvadéci miizi davaji tyto CFD ( computation fluid dynamics) vypocty
postacujici vysledky. Jejich ndro¢nost na vypocetni ¢as je vSak znacnd, nebot se
jedna o v ¢ase proménny déj , ktery je nutné tesit iteracnimi metodami. Dalsim
zpusobem jak zjistit budici uc¢inky je experimentalni méreni. Toho se vétsinou vyuziva
v pripadé vyskytu provoznich problému, ale také pri testovani prototypovych zarizeni.
Bohuzel v ptipadé experimentalniho méreni aerodynamického buzeni je obtizné
zmapovat celé proudové pole a i zde se setkame s mnoha omezenimi.

7 vyse uvedenych duvodu se v literature vétsinou setkdme s analyzami vynu-
ceného kmitani pro testovaci rotacné periodické struktury, kde zdrojem buzeni jsou
vétsinou AC elektromagnet ¢i tryskajici vzduch. Prace Severa [30] se zabyva mimo
jiné porovnanim dynamického chovani experimentalniho zjednoduseného olopatko-
vaného kola a jeho numerického modelu a to ve formé amplitudo frekvencnich
charakteristik (jednd se o model olopatkovaného kola s teci vazbou). Ojedinélé
porovnani vysledku vynuceného kmitani impeleru radialnitho kompresoru ziskanych
na zakladé MKP modelu a méfeni na realném dile je prezentovano v publikaci
Dickmanna [31]. Autor nejprve numericky simuloval proudéni v lopatkové miizi a
nasledné ziskané nestacionarni tlakové pole aplikoval na MKP model radidlniho im-
peleru a dale pak provedl harmonickou analyzu vynuceného kmitani ve frekvenéni
oblasti.

Béhem poslednich deseti let se zacala pozornost soustied ovat na vynucené kmitén{
s uvazovanim tieni mezi vazebnimi ¢leny lopatek, coz sebou pfindsi znacné zkomp-
likovani numerickych vypocti, nebot se jedna o nelinedrni chovéni systému. Je pak
nutné fesit soustavu nelinedrnich diferencilnich rovnic. Casto pouzivanou metodou
pro feseni tohoto nelinearniho problému je metoda HBM ( Harmonic balance method),
kterou je mozné pouzit v pripadé, pokud nelinearni systém je buzen periodicky
proménnym zatizenim. Tato metoda byla aplikovana Petrovem [I5],[16] pii analyze
vynuceného kmitani lopatek axidlniho turbokompresoru. Petrov pouzil Galerkinovu
metodu, ktera prevedla nelinearni diferencialni rovnice na soustavu nelinearnich al-
gebraickych rovnic. Ty byly dale feSseny Newton-Raphsonovou metodou. Podobné
fesi Siewert [17] na zdklade HBM odezvu turbinovych lopatek s nelinearni treci
vazbou.
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1.1.3 Vibrace lopatek buzenych torznim momentem generatoru — poru-
chové stavy

S tim jak se vylepsovaly mechanické vlastnosti vysokopevnostnich oceli, rostla
moznost vyvijet delsi a uc¢innéjsi koncové lopatky nizkotlakych dilta. Delsi lopatky
maji vSak obecné nizsi vlastni frekvence, které se nachazeji v oblasti dvojnasobku
frekvence elektrické sité. Pti provozu generdtoru mohou nastat poruchové déje, jez
maji harmonicky ¢i periodicky charakter s periodou déje jednonasobku a dvojnasobku
frekvence sité. Tyto poruchové déje mohou byt zdrojem buzeni koncovych lopatek
a vybudit tzv. destnikovy tvar kmitu olopatkovaného disku. Zacatkem 80. let se ob-
jevily prvni poruchy lopatek v dusledku vysokocyklové inavy, ktera nastala vlivem
rezona¢niho kmitani, kdy doslo k vzajemné interakci lopatek a rotorové soustavy [25].
V dusledku toho se zavadi nova navrhova kritéria pro posuzovani spravného naladéni
lopatek z pohledu vzdjemné interakce lopatka - rotorova soustava [26],[27],[28]. Pro
vypocet modalnich vlastnosti systému lopatky- rotor je pouzivana metoda konecnych
prvku. Rotor je modelovan pomoci 1D nosnikovych prvki, které se bézné pouzivaji
pii torzni analyze rotorové soustavy. Historicky prvni MKP modely lopatek byly
reprezentovany nékolika vzajemné pospojovanymi hmotnymi body, které byly ptes
pruziny spojeny s modelem rotoru. Tyto modely lopatek bylo nutné predem patiicné
kalibrovat, coz nebylo vzdy jednoduché. S rozvojem vypocetni techniky bylo umoznéno
modelovat lopatky pomoci 3D nosnikovych prvku. Tento piistup se bézné pouziva
do dnesni doby, ackoliv mé mnohé nevyhody.

1.1.4 Hodnoceni odezev z pohledu vysokocyklové tinavy

Vérohodné numericky stanovit skutecnou dynamickou odezvu (dynamicka napéti)
obéznych lopatek turbin je velmi obtizné. Napiiklad u dlouhych koncovych NT
lopatek jsme schopni urcit jejich vlastni frekvence relativné pfesné, avSak zdroj
buzeni je velmi tézko predikovatelny. Naopak u kratkych lopatek vysokotlakych
a stfedotlakych stupiiii jsme zdroj buzeni schopni uréit, nebot se jedna vétsinou o
buzeni od uplavi za rozvadécimi lopatkami a na zakladé CFD simulaci je mozné tyto
budici sily stanovit. Na druhou stranu model mechanického chovani lopatek vykazuje
znacné nepfesnosti z pohledu uréeni vlastnich frekvenci, nebot zde hraje velkou roli
tuhost vetknuti lopatky do disku a piipadné kontaktni vazba na bandazi. Zminéné
duvody casto vedou k tomu, ze se voli konzervativni ptistup a urcuji se rezona¢ni
napéti bez ohledu na naladéni systému. Vyberou se potencialné nebezpecné vlastni
frekvence, které jsou v blizkosti frekvence buzeni a pro tyto ptripady se stanovi
rezonacni stavy. Rezonacni napéti jsou pak posuzovana z pohledu vysokocyklové
unavy. Tento piistup byl zvolen v praci [34].

Dalsi moznosti jak urcit dynamické napéti je provedeni méreni za provoznich
podminek. Pro kratkodobé méreni je mozné pouzit Sirokou skalu typu tenzometru,
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bohuzel vsak jejich pouziti je limitovano pracovni teplotou lopatek a agresivnim
prostiedim, coz velmi casto snizuje jejich zivotnost. V posledni dobé se pro provozni
monitorovani dlouhych lopatek NT stupnu vyuziva tzv. metoda Tip-timing, ktera
umoznuje sledovani vSech lopatek daného kola. Na zakladé namétenych amplitud je
pak mozné sestavit numerické modely predpovidajici zbytkovou zivotnost lopatek
(napt. prace Baldy [35]).

Existuje mnoho vypoctovych modela k stanoveni zivotnosti soucésti [36]. At jiz
jsou tyto modely zalozeny na uniaxialnich ¢i multiaxidlnich kritériich, ve vétsiné
pripadu musi byt kalibrovany na ur¢ity stav napjatosti daného kritického mista
soucasti, coz neni vzdy jednoduché af jiz z ¢asovych & finanénich divodu. To
je jeden z hlavnich duvodu, pro¢ je v praxi stdle aplikovan pfistup dimenzovani
na nekone¢nou zivotnost na zakladé Haigova diagramu a pouzivany koeficienty
bezpecnosti zahrnujicich vétsinu neurcitosti.



14 Cil disertacni prace

1.2 Cil diserta¢ni prace

Soucasnym svétovym trendem je zlepSovani tcinnosti turbin diky zvysSovani vs-
tupnich parametri pracovniho média. Velky duraz je také kladen na kompaktni
provedeni, jelikoz nemalo snizuje celkové naklady na vystavbu elektrarny. Toto vede
k pottebé optimalizovat dimenzovani olopatkovanych disku jak z pohledu statického,
tak dynamického. K tomu je vsak zapotiebi vylepsit a zdokonalit stavajici vypoctové
metody.

Hlavnim cilem disertacni prace je vytvoreni metodiky vypoctu vlastnich frekvenci
lopatek s kontaktni vazbou a dale urceni jejich odezev pro riuzné typy buzeni. Tato
metodika bude slouzit pti navrhu novych lopatek, ale zaroven bude moci byt ap-
likovana na lopatky, které jsou jiz v provozu. Tim bude mozno zpétné verifikovat
chovani lopatek, u kterych se vyskytly v minulosti provozni problémy. Metodika
by méla pokryt vsechny typy lopatek od kratkych typu (vysokotlaké a stredotlaké
lopatky- krétké) az po koncové a predposledni stupné nizkotlakych dila parnich
turbin.

V soucasné dobé nenf vyse popsand metodika ve Skodé Power k dispozici a nebo
je pouze v omezené mire, kdy je mozno analyzovat jen vlastni frekvence volnych
lopatek, ptipadné lopatek ve svazcich. Existuji vsak urcité limity na pocet lopatek
ve svazku. Vypocet vlastnich frekvenci lopatek s kontaktni vazbou je velmi omezeny.

Metodika dynamické analyzy olopatkovanych disku bude zalozena na linedarnich
pristupech s vyuzitim metody koneénych prvku. Vyuziti linedrnich modelu ptinese
efektivni pristup k zjistovani vlastnich frekvenci a vynucenych odezev olopatko-
vanych disku. Cilem bude taktéz ovéreni dané metodiky méfenim, které vsak neni
naplni této préace, ale je dulezitou soucasti vyvoje novych vypoctovych postupu.
Prezentované metodiky budou aplikovany na realné olopatkované disky a nikoliv
jen na modelové ptipady.

Nahrazeni stavajicitho bézné pouzivaného pristupu k vypoctu interakce lopatek
a rotorové soustavy novym, ktery pfinese zpiesnéni vypoctu modalnich vlastnosti
takovéto soustavy, je dalsim cilem této préce.

7 pohledu buzeni budou uvazovany vsechny typy zdroju , které se mohou realné
vyskytnout pii provozu axialnich turbosoustroji. Predevsim se jedna o buzeni od
nespojitého pole proudéni média za statorovymi dily jako je napt. rozvadéci kolo,
délici rovina rozvadéciho kola, odbérna potrubi, atd. Torzni buzeni rotorové sous-
tavy od poruchovych déju na elektro-generatoru je dalsim typem zdroje buzeni,
které bude uvazovano pii dynamickych analyzach. Pii tomto typu buzeni dochéazi
k interakci kmitani dlouhych koncovych lopatek s torznim kmitanim rotorové sous-
tavy. Dale budou uvazovany zdroje buzeni , které se pouzivaji pri experimentalnich
testech olopatkovanych disku, jako je naptiklad buzeni elektromagnetickym polem
generovanym AC magnetem ¢i buzeni tryskajicim médiem (olej, voda, vzduch).

Zjisténé dynamické odezvy ve formé amplitud dynamickych napéti je nutné déle
posoudit z pohledu bezpecnosti a pripadné stanovit zivotnost lopatek z pohledu
vysokocyklové tinavy.
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2 Teorie kmitani rotacné symetrickych struktur

Campbell [2] jiz v roce 1924 na zékladé experimentu zjistil, Ze u rotacné a periodicky
symetrickych rotujicich a nerotujicich struktur dochazi k vybuzeni nékolika typu
vynucenych tvaru.

A. Bézici vlnéni — doprednd , zpétna
B. Stojici vlnéni
C. Stojaté vinéni

Vyse uvedené typy vinéni mohou nastat, jak u rotujicich tak nerotujicich disku,
vzdy to zavisi na typu buzeni. Stejny typ odezvy muzeme ziskat pro rotujici disk
a v prostoru nerotujici buzeni, tak pro nerotujici disk a v prostoru rotujici buzeni.
Typ odezvy vzdy zavisi na relativnim pohybu mezi diskem a buzenim.

V této praci budou hlavné zminovany piipady buzeni, které se vyskytuji pti
provozu v turbosoustrojich a ovliviuji chovani olopatkovanych disku. Déale budou
zminéna buzeni, kterd jsou pouzivana pfi experimentalni verifikaci modélnich vlast-
nosti lopatek.

Pochopeni dynamickych vlastnosti olopatkovanych disku, jakozto periodické struk-
tury, je zakladnim predpokladem. Nejdiive se budeme tedy zabyvat odvozenim dy-
namického chovani takovych systému. Odvozeni bude provedeno pro rotaéné sy-
metrickou strukturu, coz je ve skutecnosti zvlastni ptipad periodické struktury, kdy
pocet periodicky opakujicich se substruktur se blizi nekonec¢nu.

2.1 Vlastni frekvence a vlastni tvary rotacné symetrické
struktury

V literature se vétsinou setkdme s odvozenim pohybovych rovnic pro rota¢né symet-
rické desky [13],[14], které jsou popsany jako 2D kontinuum. Tyto rovnice jsou pak
nasledné feseny pomoci Besselovych funkef. Reseni 2D kontinua z pohledu modélnich
vlastnosti a vynuceného kmitani je zbytecné komplikované pro pochopeni chovani
rotacné symetrickych struktur. V. mnoha ptipadech neni ani mozné nalézt analytické
feseni, proto pro dalsi odvozeni zvolime 1D kontinuum, jehoz chovani bude popsano
pouze jednou zobecnénou soutadnici. Toto umozni relativné jednoduché odvozeni a
analytické feseni pohybové rovnice takového systému.

Vlastnosti rotacné periodickych struktur odvodime na zakladé rotacné symet-
rické struktury se spojité rozlozenymi vlastnostmi. Modelem je predepnuta struna
stocend do kruhu viz. obr. 2.1} Z fyzikdlntho pohledu by se takovy model tézko re-
alizoval, ale pro ucely odvozeni chovani rotacni struktury je tento model optimalni
svoji jednoduchosti. Cilem bude sestavit pohybovou rovnici popisujici pticné kmitani
predepnuté struny stocené do kruhu a dale zjistit modalni vlastnosti a odezvy na
ruzné druhy buzeni.
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Zakladni predpoklady

e prumér struny je mnohem mensi nez prumeér struktury

e silové predepnuti struny je po celé délce konstantni, nebo je tak dostatecné
velké, ze zména sily vlivem kmitani struny je zanedbatelnd

e ohybové natocCeni struny je malé, takze plati

. 0z
a = sina = tanow = —— (2.1)
rop
e uvazuje se piicné kmitani struny ve sméru osy symetrie struktury
e uvazuje se konzervativni systém, to je bez tlumeni
’ D<sr et
D z
r de
¢ z+dz
0 X
0 ¢

Obrazek 2.1: Model predepnuté struny stocené do kruhu

Predpokladame, ze na strunu pusobi spojité po obvodé proménna a casové zavisla
sila f(p,t), kterd ma smér rovnobézny s osou symetrie struktury. Struna mé mérnou
hmotnost p. Na zdkladé D’ Alambertova principu sestavime silovou rovnici rovnovahy
pro element o délce r.dy,
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—Tsina + Tsin(a + da) + f (¢, t)rde — dmz(p,t) =0 (2.2)
kde

z(p,t) — deformace struny

f(p,t) — silana jednotku délky struny
o — uhlova soutadnice
i — mérna hmotnost struny na jednotku délky
T — predepinaci sila struny

a — uhlové natoceni struny

Pokud budeme uvazovat malé deformace struny , pak plati pfiblizné nasledujici

vztahy ([2.3)

o= ﬁ da = i
N T rop?

rop
a rovnici (2.2)) upravime do tvaru (2.5)),

822(Q07t) _ 282Z(§0at) 2

2 T
P =1~ = f | kdec= |- (2.5)
u p

kde ¢arkami resp. teckami jsou oznaceny parcialni derivace ptricné vychylky struny
podle thlové souradnice resp. casu.

dp prodyp — 0 ,sin(a + da) = a + da (2.3)

Pohybova rovnice (2.5)) popisuje piitné kmitédni predepnuté struny stocené do
kruhu. Pokud polozime budici silu rovnu nule, pak rovnice (2.5)) ptrejde do tvaru
(2.6)), ktery popisuje vlnovou rovnici, kde ¢ vyjadiuje vinovou rychlost.

c?z’ =%z (2.6)



18 Vlastni frekvence a vlastni tvary rota¢né symetrické struktury

2.1.1 Modalni analyza

Uvazujme vlnovou rovnici (2.6)) a hledejme feseni této rovnice metodou separace
proménnych ve tvaru

z(p,t) = U(p)q(?) (2.7)

Dosazenim vztahu ([2.7) do rovnice (2.6) ziskdme rovnici (2.8)), v které je prava
strana funkci ¢asu a leva strana je funkei hlu ¢. Aby nastala rovnost, je nutné, aby
se obé strany rovnaly konstanté. Rovnice (2.8]) se timto rozpadne na dvé nezavislé
rovnice .

U// TQéj )
U’ =-\U (2.9)
. o,
j= _ﬁ)\ q (2.10)

Reseni diferencidln{ rovnice (2.9) budeme hledat ve tvaru

U(p) = Cysin pp + Cycos pyp (2.11)
Dosazenim vztahu (2.11)) do rovnice (2.9) dostaneme charakteristickou rovnici

Déle budeme aplikovat okrajové podminky pro rota¢né symetrickou izolovanou struk-
turu U(yp) = U(p + 27), coz je podminka spojitosti.

Dosazenim okrajové podminky do vztahu (2.11)) a respektovanim feSeni charak-
teristické rovnice ([2.12]), obdrzime vztah, ze kterého uréime vlnové ¢islo A.

Ul)=U(p+2m) —  Cisinhp + Cycoshp = CysinA(p + 2m) + CocosA(¢ + 27)

01,02 7é0 s )\j :j pro ] = —OO,...—1,0,1,2,3...OO

Vysledné feseni rovnice (2.9) je,

U;(¢) = Cisin jo + Cycos jo pro j = —oo,... —1,0,1,2,3...00 (2.13)

kde vztah (2.13)) vyjadiuje vlastni funkci U(y) reprezentujici vlastni tvar kmiténi.
Pro dalsi vypocty a jednodussi matematické zépisy je tcelné vlastni funkei (2.13)
zapsat v jiném tvaru. Je znamo, ze linearni kombinaci dvou vlastnich funkci opét
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ziskame vlastni funkci. Provedeme tedy soucet a dale rozdil dvou vlastnich funkci
U;(¢),U_;(p) a ziskdme tim nové vyjadieni vlastnich funkei

Ujp) = Cjoin o -
Uj(go) = Cjcos jo

kde j = 0,1,2,3...00. Ze vztahu (2.14) je zFejmé, ze pro jedno vlnové éislo j # 0,
existuji dvé vlastni funkce, které jsou navzajem ortogonalni.

Konstanty C7, Cf se mohou urcit napi. na zékladé normovéni. Pokud plati vztah
(2.15)), pak mluvime o tzv. ortonormalnich vlastnich funkcich.

2
/(U,fo)dw—wpro r=s,c;j=k#0, C7=CF=1

0
27

/(U,fo)dgon proj #k (2.15)
0
27

1
/(UéUé)dwz%, Co = —

s
0

Dosadime-li do rovnice (2.10) za vlnové ¢islo A, tak ziskame

j+wig=0 (2.16)
kde

Rovnice je rovnici harmonického kmiténi a w; je j-tou vlastni frekvenci
struktury. Ndmi feSend struktura ma nekonecné vlastnich funkei U; a vlastnich
frekvenci w;. Nulovd vlastni frekvence wy = 0 piislusi pohybu struny jako tuhého
télesa.

Homogenni teSeni rovnice bude mit tvar , kde konstanty aj a 6;
budou urceny na zakladé pocateénich podminek.

qj = 6;Sin(wjt) + égcos(wjt) (2.17)
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2.2 Vynucené kmitani

Z pohledu provozu axialnich turbosoustroji je dulezité znat, jaké odezvy mohou
nastat pro uré¢ité typy buzeni rotacné symetrickych struktur. Cilem bude zjistit tvary
vynuceného kmitani pro ruzné typy buzeni. Behem provozu axidlnich turbosoustroji
se muzeme setkat pouze s ur¢itym typem buzeni. Pii experimentalnich testech je
vsak ¢asto nemozné nasimulovat stejny typ buzeni jako pti provozu, proto se budeme
zabyvat i takovymi druhy buzeni, které jsou pouzivany béhem experimentalnich
testu.

Nejcastéjsim zdrojem buzeni pii experimentélnich testech olopatkovanych disku
je AC elektromagnet umistény v blizkosti lopatek, ktery generuje stiidavé elek-
tromagnetické pole. (Nutnou podminkou pii tomto zdroji buzeni je , aby buzend
struktura byla vyrobena z feromagnetického materialu.) Déle se jako zdroj buzeni
pouziva tryska respektive soubor trysek rovnomérné rozmisténych po obvodé struk-
tury. Z téchto trysek proudi médium ( vzduch, olej, atd.), které dopada na lopatky
a kazda lopatka je pak periodicky buzena diky zméné hybnosti dopadajiciho média.

Déle budou uvazovany ¢tyti typy buzeni:
e Harmonické buzeni pohybujici se v prostoru a stojici struktura
e Harmonické buzeni nehybné v prostoru

e Harmonické buzeni pohybujici se v prostoru a rotujici struktura

e Buzeni s proménnou amplitudou Diracova impulzu a rotujici struktura

Nehomogenni feseni pohybové rovnice pricného kmitani (2.5)) budeme hledat ve
tvaru (22.18)) jako linedrni kombinaci vlastnich funkei U;

Z U,( => (U t)+ Us(p)gi(t)) (2.18)
Jj=—00 7=0
Dosadime feseni (2.18)) do rovnice (2.5) a tu pak vyndsobime postupné U; ,Uf a
dale integrujeme podle ¢ od 0 do 27. Vzhledem k ortogonalité vlastnich funkei bude
vysledkem soustava nezavislych diferencialnich rovnic (2.21]).

7 [UEY W)+ U 0) e 1 / Ukz (0)+ U5 ()5 (1)dp =

(2.19)

27

7'2
= /(U )ydy  pro U

0
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/Ukz () + US ()5 (0) dsow/UkZ 1)+ US(0)s(6)dgp =

(2.20)
2m
r2 . c
= m /(ka)dgp pro Uy
0
. 2
S S —_ S k‘ g 1’ 2737 ......
T + Wiy 7r,ufk pro >
1
s + wigs = —f,? pro k=1,2,3,.....00 (2.21)
= 27wf0 pro k=0
Silu f¥ pro z = s, ¢ nazyvame modalni silou.
2 27
flf:/(U,ff) dopro x =s,c : fg:/f deo (2.22)
0 0

Poznamka

Jelikoz jsou vlastni funkce Uy a UY ortogonalni a normované dle ({2.15)), pak plat{

2w

S _[mopro j=k#0,r=s,c
/(UkUj)dgo_{Qﬂ, pro j=k=0,x=c

0 (2.23)

2 2

/(U;fo)dcpZOPrOJ#k; /(UEUf)dsoz(l

0 0
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2.2.1 Harmonické buzeni pohybujici se v prostoru a stojici struktura

S timto typem buzeni se v turbinaiské praxi vétsinou nesetkame, ale pro tuplnost
pochopeni problematiky je vhodné se o ném zminit.

Budeme uvazovat buzeni, které je harmonicky proménné v ¢ase a zaroven je
harmonicky proménné v prostoru a je vyjadieno vztahem

flp,t) = fosin(jeps + wpt) (2.24)

kde fyje amplituda sily, wy je budici frekvence, j je libovolné celé nezaporné cislo,
©s je polarni soutadnice definujici pozici na struné v klidovém soufadném systému. V
tomto pripadé je polarni souradny systém struktury ztotoznén s klidovym souradnym
systémem a plati ¢, = . Budeme se zabyvat pouze ustalenou odezvou na dané
buzeni, prechodové stavy nés z praktického pohledu nebudou zajimat.

Grafické zndzornén{ buzen{ je ukdzdno na obrazku [2.2]

£l fO)=f.sinost <D0 F)=f.sin(io+wsd)

AN, W LAY . .2 5. W

Y LY Y N W L W
obvod disku .

¢ 2

Y o T

Obrdzek 2.2: Harmonické buzeni pohybujici se v prostoru a stojici struktura
(pro j=3)

Modalni sily fF pro x = s, ¢ a pro vyse uvedeny typ buzeni vyjadiime ve tvaru

27

fi = /sin ko fosin(jo + wpt)de = .... = wfocos(wpt) proj =k
0
2w

fi= /cos ko fosin(jo + wpt)dp = ... = 7w fosin(wpt) proj =k

0
fi =27 fosin(wyt) prok =0
fi=0 proj#k
(2.25)
Vlastni funkci U} pro z = s, ¢ predpokladame dle .
Budici modalni sila f nabyvéa nenulové hodnoty jen v tom piipadé, pokud plati

j =k . Z toho lze ucinit zavér, ze vlastni tvar muze byt vybuzen pouze tehdy, pokud
tvar budici sily ma stejny pocet uzlovych prumeéru jako dany vlastni tvar.
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Silu f¥ dosadime do rovnic (2.21)) a ustélenou odezvu g budeme hledat ve tvaru
(2-26)

q; = Ajcoswpt , qp = Agsinwyt (2.26)

Dale dosazenim vztahu (2.26]) do rovnic (2.21]) a jejich vytesenim ziskdame neznamé
A7 AS.
L
0
——,pro k=1,2,3,.... 0o, Aj = —% (2.27)
Vyslednéd ustélend odezva na harmonické buzeni prezentované na obrazku je
rovna

z(p,t) = ZAi(sin k coswpt + cos ke sinwyt) = (2.28)
k=0

7_ 2
Wi W

=y1 fo sin(ky + wpt)
k=0"
Diléi zavery

e Rezonance nastane pokud vlastni frekvence struktury je rovna frekvenci buzeni
a zaroven vSak musi platit, ze vybuzeny vlastni tvar kmitu se musi shodovat
s tvarem budici sily, co se uzlovych pruméru tyka. Vynucenym tvarem kmitu
bude bézici vina, jak je schematicky ukazano na obrazku [2.3

e Bézici vlna nastava u nerotujicich disku v pripadé harmonického buzeni po-
hybujiciho se v prostoru. Vynuceny tvar bézici viny ma ¢asové a prostorové
proménné uzly a kmitny. Na obrazku[2.3] je vidét rozvinuty obvod kmitajictho
disku od 0° do 360° s jednim uzlovym prumeérem.

Obrdzek 2.3: Schématicky obrdzek bézici viny
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2.2.2 Harmonické buzeni nehybné v prostoru

S timto typem buzeni se také v turbinarské praxi vétsinou nesetkame, ale pro uplnost
pochopeni problematiky je vhodné se o ném zminit.

Budeme uvazovat harmonické buzeni v ¢ase i po obvodé ve tvaru

f(p,t) = focos(jp)sinwpt (2.29)
kde foje amplituda sily a wy je budici frekvence. Podle (2.23) modalni sily jsou

2m
fi= /sin kp focos(jp)sinwptdp = ... =0 proj =k
0
27
fi= /cos kg focos(jp)sinwptdy = .... = 7 fosin(wyt) proj =k

0
fr = 2w fosin(wyt) prok =0
=0 proj#k
(2.30)
Modélni budici sila f nabyvad nenulové hodnoty jen v tom piipadé pokud plati
j = k. Z toho lze ucinit zavér, ze vlastni tvar muze byt vybuzen pouze tehdy, pokud
tvar budici sily ma stejny pocet uzlovych prumeéru jako dany tvar.
Budici silu f; dosadime do rovnic a ustdlenou odezvu ¢f pro x = s, c budeme

hledat ve tvaru (2.31).

qz = Zcoswbt ,qg = AZsinwbt (2'31)

Déle dosazenim vztahu (2.31]) do rovnic (2.21)) a jejim vyfesenim ziskdme neznamé Aj,
AS.
k

1
s c _fO c fO
Ak = O, Ak: = m,pro k? = 1,2,3, ...... oo, AO = _H,_(,Jg (232)

Vysledna ustélena odezva na harmonické buzeni (2.29) je rovna

z(p,t) = ZAZ cos kpsinw,t = Z;mco&; kpsinwyt (2.33)
k=0 k=0
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Dil¢ei zaveéry

e Rezonance nastane pokud vlastni frekvence struktury wy je rovna frekvenci
buzeni wy a zaroven vsak musi platit, ze vybuzeny vlastni tvar kmitu se musi
shodovat s tvarem budici sily, co se uzlovych priuméru tyka. Vynucenym tvarem
kmitu bude stojaté vlnéni, jak je schematicky ukdzdno na obrazku [2.4]

e Stojaté vinéni nastava u nerotujicich disku v pripadé harmonického buzeni
nehybného v prostoru. Vynuceny tvar stojatého vinéni mé ¢asové a prostorovée
neproménné uzly a kmitny. Béhem stojatého vinéni nastavaji okamziky, kdy
disk resp. stocend struna nevykazuje zédné amplitudy kmitani. Na obrdzku[2.4]
je vidét rozvinuty obvod kmitajiciho disku od 0° do 360° s jednim uzlovym
prumeérem.

Obrazek 2.4: Schématicky obrazek stojatého vineni
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2.2.3 Harmonické buzeni pohybujici se v prostoru a rotujici struktura

Budeme uvazovat buzeni, které je harmonicky proménné v Case a zaroven je har-
monicky proménné v prostoru a je vyjadieno vztahem ([2.34)),

flp,t) = fosin(jos + wpt) = fosin(j(e + Q) + wpt) (2.34)

kde fyje amplituda sily, wy je budici frekvence, 2 je ihlova rychlost struktury , j
je libovolné celé nezaporné ¢islo, ¢ je polarni souradnice urcujici pozici na struné
v klidovém soutadném systému, ¢ je polarni soutadnice urc¢ujici pozici na struné
v rotujicim souradném systému svazaném se strunou. V tomto ptipadé plati o, =
© + Qt.

Uvazujme smér otaceni struny, jak je zndzornéno na obrazku [2.5]

£l fo=f.sinost <20 fO=f.sin(i(o+Qt+wst)
AWML LY. . 9 .. W
0 R  %F N | N et

|
!
]
|
I
I
L
I
1

2
O

obvod disku
() 2n
0 »-|
Obrdzek 2.5: Buzeni harmonické pohybujici se v prostoru a rotujici struktura
(pro j=3)
2m
fi = /sin kp fosin(j(p + Qt) + wpt)dp = .... = 7 focos(kQt + wypt) proj =k
0
2w
fi= /cos kg fosin(j(p + Qt) + wpt)dp = ... = 7 fosin(kQt + wypt) proj =k

0
fr = 2w fosin(kQ2t — wpt) prok =0
=0 proj # k
(2.35)
Budici sila f nabyva nenulové hodnoty jen v tom piipadé, pokud plati j = k. Z
toho lze ucinit zavér, ze vlastni tvar muze byt vybuzen pouze tehdy, pokud tvar
budici sily mé stejny pocet uzlovych pruméru jako dany tvar.
Silu f; dosadime do rovnic a ustalenou odezvu g, budeme hledat ve tvaru
[2-30).

qp = Ajcos((EQ + wp)t) , g = Aisin((kQ + wy)t) (2.36)
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Déle dosazenim vztahu (2.36)) do rovnic(2.21)) a jejich vytesenim ziskame nezndmé A3,
A¢

1
< fo
Al = A¢ = - 2.37
b k wi — (kQ + wb)2 ( )

Vysledné ustalend odezva na harmonické buzeni je rovna
z(p,t) = ZA; [sin kpcos(kQ 4+ w, )t + cos kpsin(kQ + w,)t] = (2.38)

0 1 )
= g — sin (ko + (EQ + w,)t
kzouw,%—(kﬁl+wb)2 (ke +( o))

Do grafu vyneseme pro dané k£ amplitudu Aj v zavislosti na frekvenci otaceni
2 a na frekvenci buzeni wy, pro znamé wy, a ziskame tak graf, ktery je na obrazku [2.6
vpravo nahote a kde cerné cary naznacuji tzv. zdanlivou rezonanci.

Dale vyneseme do Campbellova diagramu jak zdanlivé, tak skutecné rezonacni
frekvence w** tak, jak ukdzano na obrizku Frekvence w, , resp. w_ oznacuje
zdanlivé rezonacni frekvence. Z grafu je patrné, ze vhodnou volbou frekvence otaceni
Q a budici frekvence w, muzeme vybudit libovolnou vlastni frekvenci wy daného
systému.

U rotujicich rotacné periodickych struktur se zavadi pojmy jako dopredu a zpétné
bézici vina. Pokud smér vinéni po obvodu struny je totozny resp. opaény se smérem
otaceni, mluvime o doptedu resp. zpétné bézici viné. Ze vztahu ([2.38|) pro ustalenou
odezvu muZeme zjistit uhlovou rychlost béZici viny, nebot je ddna ¢asovou derivaci
argumentu harmonické funkce sinus pro konstantni ¢ a je rovna k€2 + w;,.

Matematicky muzeme podminku pro dopfedu resp. zpétné bézici vinu zapsat ve
tvaru

sign (2) = sign(k€2 + w,) resp. sign (Q) = —sign(kQ + w,)
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Budici frekvence o [rad’s]
3
3

m;k'm -k.Q i i %-- 100
",—""“r DU 50 100 180 i 200 250 300
mD “‘_”_,—' Frekvence otaceni Q [radis]
g
g
z
s
mD e ———
T efeseltka | T lL _’________-_k --------
0 Frekvence otaceni Q.
Obrdzek 2.6: Campbelliv diagram
Tabulka 2.1: Rozliseni bézZicich vin
wp >0 wp <0
Zpétnd Q € (—wp/k,0) Qe (—00 ,0) A (wp/k ,00)
dopfednd | 2 € (—o0, —wy/k) A (0, 00) Qe (0,wp/k )

Z tabulky je zfejmé, ze vybuzeni zpétné ¢i doptedu bézici viny zavisi na sméru
buzeni wy. Grafické znazornéni je vidét na obrdzku [2.7]

Pro vybrané misto na struné urcené tithlem ¢ vyneseme zavislost pro ruzné
budici frekvence (0, wy;,ws) do grafu, viz. obrazek , kde wi, ws, w3 jsou vlastni
frekvence struny. S takovymto typem odezvy se setkame, pokud budeme mérit napt.
tenzometrem umisténym na rotujici strukture. Navozeni rezonancniho stavu muze

byt docileno pomoci tzv. rozmiténi (sweepovani) budici frekvence w, nebo zménou
frekvence otaceni.
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Poznamka:

V pripadé monitorovani a méfeni casové odezvy rotujici struktury a nasledného
vyhodnoceni pomoci napf. Rychlé Fourierovy transformace (FFT) s cilem ziskat
frekvencni spektrum, se pak vysledné mérené frekvence v zavislosti na otackach
vynési do Campbellova diagramu jako je na obrdzku[2.7, V praxi se vétsinou setkdme
s tim, ze se vSechny namétrené frekvence zobrazuji pouze do prvniho kvadrantu. To
méa za dusledek, ze se pak frekvence ze zbylych tii kvadrantu ozrcadli kolem os
souradného systému do prvniho kvadrantu viz. obréazek 2.8

dopredna
—zpetna
----- dopredna

Obrdzek 2.7: Schématické zobrazeni Campbellova diagramu (vybuditelnost
dopredné resp. zpétné viny)

0 Frekvence otaceni Q [rad/s]

Obrdzek 2.8: 3D waterfall - odezva na harmonické buzeni (pro predepnutou
strunu stocenou do kruhu)
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Odezva v klidovém souradném systému

Zavedeme soutadnici ¢, popisujici obvodovou pozici struny v klidovém souradném
systému. Na zdkladé obrézku [2.9) muzeme stanovit vztah mezi ¢ a p;.

'f b N 7,
,f M ’;’ ‘\‘
\ F) (Y
4 ; N
\ ! uhel
/ \\ 3’ \\
\ ~ ,/ N Yo

Zacatek struny 2(ip. 1) Konec struny

2t = 0) £6.0) = 2(2.0)

Obrdzek 2.9: Schématické zobrazeni bézici viny

s =@ — U pro dopfednou vinu (2.30)
ws =@+t pro zpétnou vlnu '

Dosadime ) do a dostaneme odezvu struny v klidovém souradném

systému.

— fo 1 : y
2(pg, t) = — sin(kyy + wpt + 2kQt) pro dopiednou vinu
(s, 1) ;ka o) (ks + wy ) pro dop
(2.40)
= 1
2(ps, t) = Z@ 5sin(kys + wyt) pro zpétnou vinu (2.41)

— wi — (kQ+ wb)

Budeme-li mérit odezvu snimacem, ktery je umistén v klidovém souradném
systému, pak zmérena frekvence bude rovna wy, + 2k€2 pro doptedné bézici vinu resp.
wyp, pro zpétné bézici vinu. Pokud bude budici frekvence wy rovna nule, pak z pohledu
pozorovatele v nerotujicim (klidovém) soufadném systému se jevi vynuceny tvar
rotujici struktury jako v prostoru nehybny, mluvime pak o stojicim vlnéni.

Pro dokresleni problematiky prezentované v této kapitole je v Ptiloze uveden
priklad feSeni odezvy rotujici struny na harmonické buzeni.
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Dil¢ei zaveéry

e Rezonancni stav nastane, pokud jmenovatel ve vyrazu je roven nule, coz
znamena, ze vlastni frekvence struktury wy, je rovna frekvenci |k£€Q + wp|. Musi
vsak také platit, ze vybuzeny vlastni tvar kmitu se musi shodovat s tvarem
budici sily, co se poc¢tu uzlovych prumeéru tyka. Vynucenym tvarem kmitu
bude bézici vlna, jak je schematicky ukézéno na obrazku [2.3

e 7 pohledu axialnich turbosoustroji je zajimavy piipad, kdy frekvence buzeni wy,
je rovna nule. Jedna se pak o takzvané buzeni statickou silou, kterd je v pros-
toru harmonicky rozlozena. Tento typ buzeni nastava pii provozu turbosous-
troji, kdy rotujici olopatkované kolo je buzeno nerovnomérneé rozlozenym tlakovym
polem za rozvadécimi lopatkami. V tomto ptipadé dochazi k jevu, Ze vlna na
rotujici struktuie se pohybuje v opa¢ném sméru nez je jeji smér otaceni. 7Z
pohledu pozorovatele v nerotujicim souradném systému se jevi vynuceny tvar
rotujici struktury jako v prostoru nehybny. Mluvime pak o stojicim vInéni.
Frekvenci otaceni pfi niz nastava rezonance, nazyvame kritickou frekvenci (na
obrazku v Campbelové diagramu je znacena jako ()¢ ). Stojici vlnéni je z
pohledu klidového souradného systému invariantni v ¢ase, jak ukazuje vztah
(12.42))

(o) = Yo einie,) (2.42)
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2.2.4 Buzeni s proménnou amplitudou Diracova impulzu a rotujici struk-
tura

Pii experimentalnich méfenich se ¢asto k buzeni systému vyuzivd AC magnet ¢i
tryska. Tyto druhy buzeni jsou specifické tim, ze zdroj buzeni je velmi lokalizovan.
Rotaé¢ni ¢i periodicka struktura je buzena béhem jedné otacky pouze po dobu velmi
kratkého casu. Toto buzeni muzeme tedy zjednodusené chapat jako buzeni Dira-
covym impulzem. Jelikoz je uvazovana rotujici struktura, pak muzeme toto buzeni
impulzem také chapat jako buzeni Diracovym hiebenem s periodou 27. Budeme
uvazovat buzeni ve tvaru

flpt) = fgcos(wbt)ZcS(go + Qt — ap — n27) (2.43)

n=0

kde 1hel g urcuje pozici impulzu ve staciondrnim soufadném systému, ¢ je polarni
soufadnice urcujici pozici na struné v rotujicim souradném systému svazaném se
strunou, fyje amplituda sily, wy je budici frekvence, 2 je ihlova rychlost struktury.
Diracuv impulz matematicky modelujeme pomoci § funkce ( Diracova funkce), pro
kterou plati

b
.\ _Joo prop=1ry B |1 provy € (a,b)
oy 7)—{0 pro g £ {5(90 W)d@—{o pro~ ¢ (a, b)

Obréazek schematicky znazornuje buzeni rotujici struktury Diracovym im-
pulzem.

4
£ 1%, n2z - f,cO80st
0 i ! OL=
i obvod disku '
Ot 0 o
0 . ¥
0
—

Obrdazek 2.10: Buzeni Diracovym impulzem a rotujici struktura
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Modalni budici sily f¥ pro x = s, ¢ ziskame tak, ze dosadime vyraz (2.43) do vztahu
pro vypocet modalni sily (2.22)), kterou pak dosadime do rovnic ([2.21)).

2m
fi = /Sin ki focos(wit) Y "0 + Qt — ag — n2m)dp = focoswyt sin(k(—Qt + ag))
0 n=0
27 .
fi = / cos ke focos(wst) D 3(p + Qb — ag — n2m)dp = focoswyt cos(k(—Q + ag))
0 n=0
(2.44)
. 2 s 1 )
g +wiqp = W—focoswbt sin (k(—Qt 4+ ap))
1lu (2.45)
s + wigp = afocoswbt cos (k(—Qt + ))
Pozndamka

Urcity integral soucinu funkce cos(ky) a Diracova hiebene s periodou 27 na
intervalu (0, 27) je roven

2w 00
Jeoskpd d(p+ Qt — ag — n2r) dp =
0 n=0

B i cos k(—Qt + g +n2m) pro (—Qt + ap +n27) € (0,2m) |
I pro (—Qt 4+ ag + n27) ¢ (0,27) [
= cos k(—Qt + ap)

Stejny postup je v pripadé soucinu funkce sin(ky) a Diracova hiebene s periodou
27 na intervalu (0, 27).

K feseni rovnice ([2.45) pouzijeme Laplaceovu transformaci a budeme uvazovat
nulové pocatecni podminky ¢x(0) = 0,¢x(0) = 0, po transformaci dostaneme
Laplacetuv obraz rovnice ([2.45]).

G(s)Q(s) = F(s) (2.46)
kde F(s) je Laplaceuv obraz sily, Q(s) je Laplaceuv obraz odezvy a déle

G(s) = s> +wp} (2.47)
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_ Jo KQ=FPQ? + wp — s)cos kag + s (K*Q* + wi + 5%)sin kayg

Fils) = 2 2 2 2
v ((wp — k)" + 82)((wp + Q)" + s2) (2.48)
Fe(s) fo EQ(+E*Q? — wi + s%)sin kag + s (k2Q? + w} + 52) cos kay '
§) = —
U ((wp — kQ)* + 82)((wp + kQ)* + 52)

Zpétnou Laplaceovou transformaci vztahu ([2.49)) ziskame teseni gx(t). Vztah ([2.50))
je odvozen pro piipad, kdy je ag = 0.

Q(s) = (2.49)

1 sin(w, — Q)¢ N
2 (wp + EQ)? — w2 2(wp — kQ)? — w2
%(—kZQZ + w? + wi)sin(wyt) |

(o + R — ) ((w— KT — )

Gt = Wf_;l F sin(w, + kQ)t

(2.50)
. fo |1 —cos(wy + k)t 1 cos(wy, — kQ)t
%) = 7 [5 (wp + kQ)* — w? 2 (wp — kQ)* — w?
N (K202 + w? — wi)sin(wyt) ]
((ws + k) = wp) ((ws — k) — w})
Vysledna ustalend odezva na vyse uvedené buzeni je rovna
2(,t) = (sin kipgp + cos kpgp) =
h=0 (2.51)
 fo | cos(kQ 4wyt + ko) cos(—kQt + wyt — k)
B 2#;0; w2 — (wp + kQ)? w2 — (wp — kQ)*

Tieti ¢len ve vyrazu (2.50]) reprezentuje prechodovy déj, nebot se harmonicky méni
s vlastni frekvenci wy . Prvni dva ¢leny popisuji vynucené ustalené kmitani.

Rezonancni stav nastane, pokud ve vyrazu (2.51)) je jmenovatel u prvniho ¢
druhého zlomku roven nule. Rezona¢ni podminku pak muzeme zapsat ve tvaru
2.52).

W = Wy + kQ (252)

Vztah se vyuziva pii experimentalnim méreni olopatkovanych disku, pokud
je vyuzivan k buzeni AC magnet s proménou budici frekvenci wy. Tento vztah nam
umoziuje identifikovat uzlové priuméry k -tého tvaru kmiténi, nebot pfi rezonaénim
stavu zndme vlastni frekvenci wy (z méteni), budici frekvenci wy, a frekvenci otaceni

Q.
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Zvlastni pripady

e Pro ptipad kdy struktura nerotuje tj. {2 = 0, muzeme vyraz (2.51)) zjednodusit.
Ustalena odezva je pak vyjadiena vztahem , ktery popisuje stojaté vinéni
nerotujici struktury viz. obrazek 2.4} S timto typem odezvy se muzeme v praxi
casto setkat a to v pripadé, kdy je provadéna experimentalni modalni analyza
rotacni struktury buzené v jednom misté harmonickym signélem.

o t) = ﬁicos(wbt)cos ko (2.53)

2 2
T Wi — w
Hi k b

e Pro pripad kdy je © # 0a frekvence buzeni w, = 0, pak vyraz (2.51)) prejde
do tvaru (2.55)) (pro ustdlenou odezvu).

—sin k2t 4 cos kit
7 (hO)?

qi(t) = S [

T

(2.54)

ot = 7{_0i [—sin kit sin2k;g0 + cos2 kSt cos k(p] :ﬁi cosngt + k;o)
(Ut wi — (k) T wi — (k)
(2.55)
S timto typem odezvy se v praxi setkavame, pokud je rotujici rotacné symet-
ricka struktura buzena médiem z trysky. V tomto ptipadé jsou odezvou bézici
vlny, jejichz thlova frekvence je rovna kSQ2.

k=0

Ze vztahu ([2.55)) vyplyva, ze pfi buzeni rotujici struktury lokalizovanou
statickou silou dochézi k buzeni vSemi nasobky otackové frekvence, mimo jiné
nazyvané jako polyharmonické buzeni.

Diléi zavery

e Pokud je nerotujici (2 = 0) rotaéné symetrickd struktura buzena v jednom
misté harmonicky proménnym impulzem, pak ustalenou odezvou je stojaté
vinéni.

e Pokud je rotujici rotacné symetricka struktura buzena statickym impulzem,

pak ustdlenou odezvou je nekonec¢né mnoho bézicich vin s ihlovymi frekvencemi
k€.

e Vztah wy = wp =+ kQ urcuje rezonaéni podminku a zaroven je v praxi vyuzivan
pro identifikaci po¢tu uzlovych pruméru vybuzenych vlastnich tvaru.
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3 Rotacné periodicka struktura

Rota¢né periodickou strukturou rozumime n identickych substruktur (segmentu),
které tvori uzavieny prstenec. Sousedici segmenty jsou provazany vazebni podminkou
tak, aby se zarucilo pozadované rotacné periodické chovani. Piikladem rotacné sy-
metrické struktury je olopatkovany disk, ozubené kolo, ¢i elektrarenska chladici véz.

3.1 Vypoctovy model

Pro numerickou analyzu olopatkovaného disku je nutné sestavit patti¢ny jeho
matematicky model. V dnesni dobé nejrozsitenéjsi zpusobem k vytvoreni vypoctového
modelu je aplikace metody koneénych prvku (MKP). Tato metoda umoznuje pomoci
diskretizace kontinua popsat systém pomoci matice hmotnosti M, matice tlumeni
B, matice gyroskopickych momenti G a matice tuhosti K.

Cilem této préce neni presentovat postup sestavovani matic M, B, K, G, nebot
existuje mnoho komercnich programu, které velmi efektivné toto provedou a dale
poskytuji moznost exportovat vysSe uvedené matice v binarni ¢i textové formé.
Tato prace mimo jiné chce presentovat vypocetni postupy, které nejsou dostupné v
komercénich programech a je nutné tyto postupy naprogramovat mimo jiz zminované
programy.

Méjme rotacné periodickou strukturu slozenou z n segmentu rotujici thlovou
rychlosti © kolem osy symetrie z, viz. obrézek [3.1]

Segment struktury je ohrani¢en obecnymi plochami, které sviraji tihel ¢, a ktery
je definovan jako podil 27 ku poctu segmentu n, viz. obréazek [3.1]

X Hrahice L

Obrdazek 3.1: Schématické zndazornéni segmentu rotacné periodické struktury

Pismenem L ( z anglického low ) budeme oznacovat hranici segmentu, kterd ma v
pravotocivém souradném systému ihlovou polohu mensi nez druhé hranice, kterou
budeme znagcit pismenem H ( z anglického high).

Pohybova rovnice popisujici chovani jednoho segmentu je ddna rovnici (3.1)).

M + Bg + QG + Kg = f(t) ,kde K =Ko+ Q2(Ky — Mp) (3.1)
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Clen Q>M) reprezentuje matici tzv. snizeni tuhosti vlivem rotace a ¢len 2Ky je
matice vyjadiujici zpevnéni lopatky proti ohybu v dusledku pusobeni odstfedivych
sil. Principialni vysvétleni je uvedeno v Ptiloze . Matice M resp. K popisuje
hmotnost resp. tuhost lopatky za klidu. Clen popisujici gyroskopicky efekt QGq,
nebudeme déle uvazovat, nebot jeho vliv neni vyznamny, jak bylo ukdzano v pub-
likaci [20].

Rotaéni periodicity struktury je mozno vyzit ke snizeni poc¢tu stupnu volnosti a
to tolikrat kolik je substruktur (segmentu). Mdme-li diskrétni matematicky model
substruktury , pak je mozné sestavit také diskrétni matematicky model celé
rotacné periodické struktury s vyuzitim rotacné periodické podminky. Pouziti této
podminky je omezeno na idealné rotacné periodickou strukturu. A to plati jak pro
vlastni geometrii struktury, tak pro aplikované zatizeni. Pro pripad, kdy je rotacné
periodickd struktura zatizena obecné rozlozenym zatizenim ménici se harmonicky v
¢ase, je mozné toto zatizeni popsat pomoci teorie Fourierovych tad.

Siif-li se rotacné periodickou strukturou vlna v obvodovém sméru pak thlové
fazové zpozdéni ) mezi hranicemi segmentu je dano vztahem , kde ND definuje
pocet uzlovych prumeéru. (V literature se ND nékdy nazyvé jako harmonicky index
pripadné vinové éislo). Uhel 1 muze nabyvat hodnot od -w do +.

¥ = NDg (3.2)

Pro piipad, kdy ¥ = =, plati (3.3), coz znamend, ze pocet uzlovych pruméra ND
muze nabyvat maximalni hodnoty, kterd je rovna poloviné poctu segmentu. Pokud
n je liché ¢islo, pak ND muze nabyvat maximalni hodnoty (n — 1)/2.

ND:%ZQZE (3.3)
¥ o 2

Vektor zobecnénych souradnic ¢ muzeme rozdélit na posuvy v misté hranic q;,qg a
na posuvy vnitinich uzlia segmentu ¢;. Ve stejném duchu rozdélime i zobecnéné sily

f, viz. vztah (3.4)).

qL Ir
9= |4 s f=1 1 (3.4)
qg fu

Poznamka:

Z pohledu silového zatizeni segmentu je tieba si uvédomit, ze pokud se aplikuji
vnéjsi silové ucinky fr, fg na obé hranice segmentu L a H, pak tyto musi splinovat
vztah a zaroven jejich amplitudy musi mit poloviéni velikost nez v ptipadé,
kdyz by se aplikovala sila jen na jednu z hranic segmentu. Je to z duvodu rozdéleni
silového zatizeni mezi sousedicimi segmenty:.
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Pomoci posuvi ¢ muzeme vyjadrit posuvy gg na hranici H dle vztahu ({3.5)),
ktery definuje rota¢né periodickou podminku.

g = PP qp, (3.5)

Podminku periodicity (3.5) déle dosadime do vztahu (3.4) tak, abychom vylouéili
posuvy qg.

qr I o

g=|a|=|0 I [‘“} :H{ﬂ — Hg (3.6)
an Te® 0 di di
f I 0

f=lsl=]0 1 [ﬂ:nﬂm _m7 (3.7)
fH Hez‘w 0 fz fz

Transformacni vztahy (3.6) a dosadime do pohybové rovnice (3.1)) a celou
rovnici vynasobime zleva hermitovsky transponovanou matici H?. Timto dojde k
vylouceni zobecnénych soutradnic qg.

Mg + Bg + Kq = HYHf(¢) (3.8)
Matice M = H'MH a K = H” KH jsou Hermitovské matice, nebot plati
(HEMH)" = H'MH , (HYKH)" = HYKH (3.9)

Rovnice (3.8)) popisuje chovéni celého olopatkovaného disku na zédkladé matemat-
ického modelu jednoho segmentu a rotacné periodické podminky.

3.2 Problém vlastnich hodnot - modalni analyza

Modaln{ analyzou se rozumi zjistovani modalnich vlastnosti systému jako jsou vlastni
frekvence a vlastni tvary. Modalni analyza muze byt zaloZzena na zékladé experi-
mentu, pak mluvime o experimentalni modélni analyze, nebo na zakladé vypoctu,
a pak ji nazyvame vypoctova modalni analyza. V této kapitole se budeme zabyvat
vypoctovou modalni analyzou.

Déle budeme uvazovat konzervativni resp. slabé nekonzervativni linedrni systém
(3.8). To znamend, ze B = 0 resp. B nema vyznamny vliv na modalni vlastnosti
systému.

Mg+Kg=0 (3.10)
Reseni rovnice ([3.10) budeme hledat ve tvaru,

g = ve'™ (3.11)
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kde v je vlastni vektor a A je vlastni frekvence.

Dosazenim (3.11]) do rovnice ([3.10]) dostaneme rovnici popisujici problém vlastnich
hodnot.

(K- X*M)v =0 (3.12)

Rovnici muzeme déle rozdélit na ¢ast redlnou a ¢ast imagindrni.

K=K +iK , M=M"+:M (3.13)

(€ 2Dy o

Resgenfm problému vlastnich hodnot linedrni rovnice ([3.14) ziskdme vlastn{ frekvence
A a vlastni vektory v .

V zavislosti na ND ziskame tii typy vlastnich tvart:

1. Pro ptipad ND=0 budou vSechny segmenty kmitat shodné a se stejnou fazi.
Tento tvar kmitu je popsan pouze jednim vlastnim tvarem a jednou vlastni
frekvenci.

2. Pro piipad ND=n/2 budou vSechny segmenty mit shodny tvar, ale sousedni
segmenty budou kmitat v protifazi. Tento tvar kmitu muze nastat pouze v
pripadé, pokud n je sudé. Tento tvar kmitu je popsan pouze jednim vlastnim
tvarem a jednou vlastni frekvenci podobné jako pro piipad ND=0

3. Tvary kmitu pro vSechny ostatni ND se vyskytuji v parech a jsou vuci sobé
ortogondlni, tzn. v’a v# jsou vzdjemné ortogonln.

Rozvineme-li vlastni tvar v zdkladniho segmentu dle vztahu (3.15)) ziskdme vlastni
tvar v, celé rotacné periodické struktury, kde T je transformacni matice.

I
iND¢g
Ve = le : v="Tov (3.15)

HeiNDg.o(n— 1)

Déle zjistime vztah mezi vlastnimi tvary pro piipad kdy v = NDyp a ¢ = —ND.

Podobné jako pro ¥ = ND¢p provedeme odvozeni charakteristické rovnice pro
1 = —NDyp. Plati,

H- =H* (3.16)

kde H™znadi transformaéni matici pro -ND dle vztahu (3.6)) a je komplexné sdruzena
s matici H .
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Charakteristickd rovnice bude pak popsana dle (3.17)),

(® = () () ) =0 (3.17)
kde v~resp. A\~ znadi vlastni vektor resp. vlastni ¢islo pro piipad -ND. A déle plati,
(H)"MH- = (H*)"MH* = (H'MH)" = (M)”
(H-)"KH- = (H")"KH* = (H'KH)" = (K)"
nebot prvky matic M, K jsou redlné. K rovnici najdeme rovnici komplexné
sdruzenou (3.18)).

(B-{()'}'M) (v)" =0 (3.18)
Na zdkladé porovnani rovnic (3.18) a (3.12)) muzeme konstatovat, ze musi platit

A=) u=(v7)" (3.19)
Dale dosadime do vztahu (3.15) jednou pro piipad ND a pak pro piipad -ND a

dostaneme

v, = Tv
v, =Tv = (Tv)" =0}

c

(3.20)

Pro vlastni tvary, které maji stejné uzlové pruméry, lisici se ale znaménkem plati,
Ze tyto tvary jsou vuéi sobé komplexné sdruzené, jak ukazuje (3.20)).

Definovani uzlovych pruméra vyssich nez n/2

Vyjdeme ze vztahu (3.2) (¢ = NDyp, kde ¢ = 27 /n) definujici fazovy posun de-
formaci dvou sousednich segmentu v zavislosti na uzlovém pruméru. Zavedme vice

obecny fazovy posuv ¢ dle ([3.21])

@Z:@Z)—f‘SZﬂ'

~ 3.21
v=—-1Y+82r ,kde s=0,1,2..00 ( )

Po dosazeni do (3.21)) za 1; = ]f\f\ﬁgo resp. ¢ = NDy a podélenim tihlem ¢ dostaneme

ND = sn+ ND (3.22)

kde ]/Vﬁnazyvéme taktéz uzlovym prumérem. Pro dany ND existuje nekonecné
mnoho uzlovych pruméra ND, které jsou svazany vztahem , tzn. vlastni tvar
kmitu definovany uzlovym prumérem ND v sobé zdroven obsahuje i vyssi uzlové
pruméry ND.
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3.3 Vynucené kmitani

3.3.1 Harmonické buzeni silou periodicky rozlozenou v obvodovém sméru

e s

casové harmonicky prubéh a zaroven jsou jejich amplitudy v dany casovy okamzik
po obvodé disku periodicky rozlozeny tak, jak je naznaceno na obrdzku

+
R

2n

-
4

s
e

Obrdzek 3.2: Graf zndzornujici rozloZeni budici sily na polomeéru r v dany
casovy okamzik (schématické zobrazeni pro strukturu s 10 segmenty a s roz-
lozenim sily odpovidajici jednomu uzlovému pruméru)

Graf ukazuje prubéh amplitud sily po obvodé na poloméru 1 v dany casovy okamzik.
Je-li bod A libovolny bod na segmentu IT a bod A™ na segmentu I1T a pokud plati,
ze jsou tyto body vuci sobé pootoceny kolem osy symetrie o tihel ¢ definujici vysec
segmentu, pak silové uéinky pusobici v téchto bodech musi byt svdzany podminkou
rotacné periodické symetrie , kde k je libovolné celé nezaporné cislo definujici
tvarové rozlozeni sil v obvodovém sméru.

fAII = eikgp fAIH (323)

Jinymi slovy to znamend, ze pokud aplikujeme silové zatizeni fo(r, z, @) na zakladni
segment 0, pak na segmentu j bude silové rozlozeni definované vztahem (3.24]). Toto
je nutny pozadavek, aby platily nasledujici vztahy pro vypocet harmonické odezvy.

filr, z,a) = e fo(r, 2, @) (3.24)

Casovy priibéh vyse definovaného silového zatizenf na j-tém segmentu je dén vzta-
hem (3.25)), kde 7, 2, a jsou valcové souradnice popisujici misto na struktute, fo(r, z, )
je amplituda sily, wy je budici frekvence. Uhel o muze nabyvat hodnot z intervalu
(0,27 /n) .

fi(r, 2z, 0,t) = fo(r, 2, a)e!t9ete) (3.25)
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Priklad harmonického ¢asového prubéhu budici sily periodicky se ménici po obvodé
struktury je zobrazen graficky na obrazku [3.3]

Amplituda

Obrdzek 3.3: Casovyj pribéh budici sily periodicky se ménici po obvodé struk-
tury (schématické zobrazeni pro strukturu s 10 segmenty a s rozloZenim sily
odpovidagici jednomu uzlovému pruméru)

Z praktického pohledu néas dale bude zajimat ustalend odezva nikoliv pirechodovy
déj. Budeme predpokladat, ze systém je slabé nekonzervativni. Pro vypocet odezvy
zvolime modalni metodu, tzn. modalni transformaci , kterou dosadime do
rovnice a vynasobime zleva hermitovsky transponovanou modalni matici V.

7= Vu(t) (3.26)

Modalni matice V je normalizovana tak, aby platilo
VEIMV =1 => VBV =D, V¥KV = A

Matice D je diagondlni a prvky na diagonale jsou rovny 2n,w; , kde w; je j-ta
vlastni frekvence a7; je pomérny dtlum j-tého tvaru.

VAMVii(t) + VIBV(t) + VIR Vu(t) = VIHHF (t) (3.27)

Tii(t) + Di(t) + Au(t) = VIH"HF (¢) (3.28)
Pro budici silu f(t) = f,e™** budeme feseni rovnice (3.28)) hledat ve frekvenéni

oblasti ve tvaru u(t) = uge™*!

up = [—Iw? + iwD + A] "'VHHHF, (3.29)

Vysledna casova odezva ma pak tvar (3.30)).

q(t) = V[-Iw? + iw,D + A] 'VIHTHF et (3.30)
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Odezvu j-tého segmentu pak vyjadiime dle (3.31),

I 0] —
g =e"P% | 0 1 [q_L } (3.31)
IeNDe 4;

kde ND reprezentuje pocet uzlovych prumeéru a plati ND = k.

Casové odezva urcend vztahem reprezentuje tzv. bézici vinu, jejiz thlova
rychlost je rovna budici frekvenci wy. Pro odezvu a rezonaé¢ni stav pti vyse uvedeném
typu buzeni plati podobné zaveéry, které byly ucinény v kapitole [2.2.1] (Harmonické
buzeni pohybujici se v prostoru a stojici rotacné symetrickd struktura), tzn. re-
zonacni stav nastane v pripadé, kdy jsou splnény nasledujici dvé podminky:

1. plati rovnost budici a vlastni frekvence wy, = w; ( j-ta vlastni frekvence)

2. existuje tvarova shoda mezi budici silou a vlastnim tvarem ve smyslu poctu
uzlovych pruméru tj. ND = &

Zvlastni pripady

Vyjdéme ze vztahu pro vypocet amplitudy harmonické odezvy a predpokla-
dejme, ze budici sila se bude po obvodeé na jednotlivych segmentech ménit dle vztahu
(3.24]). Zajima nas, jak se bude lisit vysledna odezva pro piipad, kdy tvarové ro-
zlozeni sily bude vykazovat k uzlovych pruméru, a pro pripad, kdy sila bude obsaho-
vat n—k uzlovych prumeéru, kde n je pocet segmentu struktury. Dale predpokladejme,
7e v obou pifpadech bude sila f(r, z) na zdkladnim segmentu identickd. Dosadime
vztah do vztahu pro transformacni matice H s tim, ze jednou budeme
uvazovat ND=k a podruhé ND=n-k, viz. .

I 0 i 0
Ho=| 0 I|,H,,=| 0 I|=H (3.32)
Tk 0 Lei=R)3F

Ve vztahu figuruje mimo jiné soucin HYH, ktery muze ovlivnit vyslednou
odezvu, ostatni ¢leny ve vztahu jsou v nasem pifpadé neménné, nebot z kapitoly
3.2 vime, ze vlastni tvar resp. modaln{ matice V pro dané ND je zéroven vlastnim
tvarem pro sn £+ ND. Pro oba zkoumané ptipady se matice Hj a H,,_j lis{ tim, ze
jsou vuci sobé komplexné sdruzené, ale pro jejich sou¢in HIH,, = HY ,H, 4 plati
rovnost, z ¢ehoz vyplyva, ze v obou ptipadech bude odezva totozna.

Meéjme rotacné periodickou strukturu, ktera rotuje thlovou rychlosti €2 a ptisobi
na ni staticka sila vucéi nepohybujicimu se soufadnicovému systému. Pokud tvar

rozlozeni sily je charakterizovan ND uzlovymi prumeéry, pak je rotujici struktura
buzena frekvenci w, = ND €. Na zakladé zavéru z kapitoly muzeme prohlasit,
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ze pri rezona¢nim stavu dojde k vybuzeni zpétné bézici viny, ktera se bude jevit v
nepohybujicim se souradnicovém systému jako stojici.

Graf na obrazku [3.4] ukazuje grafickou interpretaci zavislosti budici frekvence na
poctu uzlovych pruméru budici sily. Déle je mozné pomoci tohoto grafu identifikovat,
jaké uzlové prumeéry se mohou vybudit, coz naznacuje svislda modra svisla ¢ara.
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& : 1
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Obrdzek 3.4: Graf zavislosti budici frekvence na uzlovych primérech budict sily
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3.3.2 Buzeni obecné rozlozenou statickou silou a rotujici struktura

Budeme predpokladat obecné rozlozenou statickou silu v prostoru, ktera svymi
ucinky pusobi na rotujici rotaéné periodickou strukturu. Statickd budici sila fi(r, z, av)
je popsana pomoci valcovych souradnic r , ag, 2, kde osa z je osou rotace a zaroven
je 1 osou rotacné periodické symetrie struktury. Uhlové rychlost struktury je €. Pro
zvolené soutadnice 7,z je prubéh statické sily v zavislosti na ay dén funkei f(ay),
viz. obrazek [3.5] Tato funkce je funkef periodickou s periodou 2. Pro libovolny tihel
o a jemu odpovidajici budici silu f,(r, z, as) muzeme tuto silu na zékladé konecného
Fourierova rozvoje popsat dle vztahu ,

n/2

fs(r,z,a5) = fo(r,z,a+ jo) = ka(r, z, ) e"Pelkie (3.33)

k=0

kde fi(r, z, ) je koeficient Fourierova rozvoje, ktery je zavisly na soufadnicich r, z, «
a reprezentuje budici silu s k£ uzlovymi prumeéry, ktera pusobi na zakladni segment.
Uhel o mitze nabyvat hodnot z intervalu (0, 27/n) a libovolné a, mizeme vyjadrit
pomoci thlu a a ¢ dle vztahu (3.34)),

as =+ jp (3.34)

kde j muze nabyvat hodnot od 0 do n-1.

L] a . : . |
| | | |

| Q=0 |

1

0 2n

2a/n 2am

Obrdzek 3.5: Schématicky prubéh statické budici sily v obvodovém sméru (pro
zvolené souradnice r ,z)

Jelikoz struktura soucasné rotuje tthlovou rychlosti €2 a je vystavena pusobeni stat-
ické sile fq(r, z, ), je to ve vysledku to samé, jako kdyz je stojici struktura buzena
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rotujici silou fy(r, z, a5) o uhlové rychlosti €. Toto buzeni pak muzeme zapsat ve

tvaru (3.35]).

n/2

fs(r,z, a4, t) = ka(r, z, ) XD ik (3.35)
k=0

Vyraz fi(r, 2z, @) kD ikt reprezentuje periodicky rozlozenou silu po obvodu struk-
tury a zaroven ma tato sila ¢asové harmonicky prubéh s frekvenci k2. Odezva na
tento typ buzeni byla feSena v kapitole [3.3.1, kde vektor odezvy je dan vyrazem

(3-30).

Vysledné odezva rotujici struktury na buzeni statickou silou je ddna souctem

odezev pro jednotlivé budici sily fx(r, z, a) dle vztahu (3.36)).

n/2 n/2

q(t) = > Hg,(t) = S HV[-I (kQ)* +i kQD + A] "'VIH" fre’ ™ (3.36)
k=0 k=0

S timto typem buzeni se v turbindiské praxi setkdme velmi casto, af uz je to
buzeni obéznych lopatek v dusledku uplavu za rozvadécimi lopatkami ¢i v dusledku
nerovnomérného tlakového pole v okoli odbérového potrubi pary a nebo v dusledku
tzv. parcidlniho ostiiku obéznych lopatek u regula¢nich stupnu, viz. obrézek [3.6] U
prvné zminovaného pripadu, tj. u buzeni obéznych lopatek vlivem tuplavu, se vSak
velmi casto toto buzeni nahrazuje pouze prvni harmonickou slozkou z vyrazu .

0 21

Obradazek 3.6: Obecny prubéh sily pusobici na obézné kolo pri parcidlnim ostriku
ziskany na zdkladé CFD vypoctu
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3.3.3 Vybuditelnost vlastniho tvaru - bézici viny

Z praktického pohledu je vzdy dulezité védét, jak moc se dany vlastni tvar kmitu
vybudi pfi zndmém silovém buzeni. V literatute [33] se pro tyto tcely zavadi tzv.
participacni faktor, ktery definuje miru vybuditelnosti vlastniho tvaru pti daném
buzeni.

Budeme predpokladat, ze tlumeni je proporcionalni charakterizované pomérnym
utlumem 7 a vlastni tvary jsou od sebe dostatecné frekvencné vzdaleny, tzn. do
rezonacni odezvy bude dominantné prispivat vzdy ten vlastni tvar, ktery mé vlastni
frekvenci rovnu budici.

| ~ 0, prowy # wy, kdem=123....

W, — W3 +2inwpwm

Pro urcéeni ptispévku m-tého vlastniho tvaru do celkové odezvy pii buzeni frekvenci
wp = Wy, vyjdeme ze vztahu (3.30) a vyjadiime rezonacéni odezvu za vyse uvedeného
predpokladu,

T L P A MR CO M1/ B L

2inw2,
-3 wlf]-[] -1

Déle zavedeme parametr x,,, ktery je dan vztahem (3.38) a definuje miru vybu-
ditelnosti m-tého tvaru kmitu z pohledu afinity vlastniho tvaru kmitu{v}, a budici
sily.

{“H}m?o
{0}l

Parametr y,, muze nabyvat hodnot od 0 do 1. Pokud je x,,=0, pak vlastni tvar
{v},, neni mozno vybudit danou budici silou ( budici sila a vlastni tvar jsou vuci
sobé ortogonalni). Pokud je x,,=1, pak dojde k vybuzeni vlastniho tvaru {v} v
maximalné mozné mirte.

(3.38)

m:

Hodnota parametru x,, v praxi poslouzi k rychlému posouzeni nebezpecnosti
vybuzeni vlastnich tvartu kmittu budici silou vyvolanou aerodynamickymi silami na
lopatku. Praktické pouziti je ukdzano v kapitole
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3.4 Aplikace rota¢né periodické podminky

3.4.1 Ovéreni na jednoduché rotacné periodické strukture

Uvedeny postup (kapitoly , vypoctu modélnich vlastnosti a vynuceného
kmitani s vyuzitim rotacné periodické podminky byl naprogramovan v prostiedi
Matlab. Problém vlastnich hodnot je feSen pomoci vestavéné funkce eigs, ktera je
zalozena na Lanczos metodé hledani vlastnich hodnot.

Spravnost odvozeni a také sestaveni programu bude ovéfena na jednoduché
rotacné periodické strukture, kterd je schématicky zobrazena na obrazku [3.7]

Obrazek 3.7: Rotacné periodickd struktura

Néami analyzovana rotacné periodicka struktura je obecné tvofena n segmenty, kde
kazdy segment je tvoren dvéma hmotnymi body my, ms, které jsou provazany pruzinami
k1, ko, k3. Uvazujeme, ze kazdy hmotny bod ma pouze jeden stupen volnosti a to
v obvodovém sméru. Hmotné body ms struktury jsou harmonicky buzeny silou fs,
ktera je po obvodé harmonicky rozlozena. Takovouto strukturu je mozné chapat jako
zjednoduseny model olopatkovaného disku, kde ko, msoresp. ki, m; representuji
lopatku resp. disk, ks urcuje tuhost mezi diskem a rotorem.

Cilem déle prezentovanych analyz je porovnani dvou pristupu vypoctu dynam-
ického chovani rotacné periodické struktury a ovéreni spravného odvozeni vztaht v

kapitolach [3.2] [3.3]
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1. Dynamické analyza rotacné periodické struktury bez aplikace rotacné period-
ické podminky - uvazovan plny model

2. Dynamicka analyza rotacné periodické struktury s aplikaci rotacné periodické
podminky

Pro ptipad 1 sestavime na zakladé D’ Alembertova principu silovou rovnici rovnovahy
pro kazdy hmotny bod a ziskame tak pohybové rovnice pro celou rotacné periodickou

vvvvv

Pro ptipad 2 uvazujme pouze segment viz. obrazek Predpokladejme, ze
hmotné body segmentu maji jeden stupen volnosti a pohybuji se pouze v obvodovém
sméru tj. posouvaji se pouze po kruznicich se stredem v bodé O. Posuvy 1, x5, x3 jsou
uvazovany v roviné struktury a reprezentuji posuv v obvodovém sméru.

m,X, F,
—_—
- A
Ko(X-X4) 5 - O
2 Kq(X3-X+) X,
— >
mX Ko(Xo-X1)
® - _—

Obradazek 3.8: Segment rotacné periodické struktury

Sestavime rovnice silové rovnovéahy (3.39) pro jednotlivé hmotné body.

mq 0 0 i’l kl + ]fz + kg —]{32 —]{31 T 0
0 mo O To| + —ko ko 0 To| = f2 (339)
0 0 0 Zi‘g —k?l 0 k’l T3 0

Vyuzitim vztahu (3.6)), (3.7), (3.30) a (3.31) muzeme stanovit ustdlenou odezvu celé

periodické struktury na buzeni silou fs.

Pro zvolenou hodnotu n = 10 (pocet segmentu) a pro zvolené hmotnosti a tuhosti
my, k; byly vycisleny hodnoty odezev pro jednotlivé hmotné body a ty byly vyneseny
do grafu 3.9 a to jak pro plny model, tak pro piipad jednoho segmentu s rotaéné
periodickou podminkou.
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Obrdazek 3.9: Odezva rotacné periodické struktury na harmonické buzeni

Z grafu[3.9]je zfejmé, Ze oba pristupy davaji shodné hodnoty odezev, ¢imz se podarilo
ovérit spravnost odvozeni diive uvedenych vztahu a zaroven naprogramovaného
kédu pro feseni dynamického chovani rotacné periodickych struktur. Pro tplnost
je nutné zminit, ze i hodnoty modélnich vlastnosti byly prakticky shodné pro oba
piistupy. Graf na obrazku ukazuje zavislost vlastnich frekvenci na uzlovych
prumérech tzv. interferenéni diagram. Je na ném vidét efekt mirného vyztuzovani
struktury v zavislosti na uzlovych prumeérech a to zejména pro druhou vlastni
frekvenci.

220 T

&
.
&
&

240 [-rmeemmme e frren e boormeennenn e borneens

180

Vlastni frekvence [Hz]

170"
0

Uzlovy prumer

Obrdzek 3.10: Interferenéni diagram pro rotacéné periodickou strukturu ( viz.

obrazek

Na obrazku jsou ukazany piiklady dvou vlastnich tvaru analyzované struktury.
Tvary v horni ¢asti resp. v dolni obrazku obsahuji dva resp. tfi uzlové prumeéry.
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Pro kazdy tvar je zobrazena realnd a imaginarni cast. Tyto Céasti jsou na sebe or-
togondlni, coz je mozné poznat mimo jiné tak, ze uzlové ¢ary (pruméry) u orto-
gondlnich tvaru kmitu jsou vuéi sobé otoc¢eny o tihel 7/2, je podélen poc¢tem uzlovych
pruméru (napf. pro dva uzlové pruméry je natoceni uzlovych pruméru vuéi sobé
7/4). U prvniho tvaru kmitu dominantné kmitaji hmoty msy v porovnani s hmotou
my. Vlastni frekvence prvniho tvaru kmitu se prakticky nemeéni v zavislosti na poc¢tu
uzlovych prumérech, jak je vidét na interferenénim diagramu, viz. obrdzek [3.10] U
druhého tvaru kmitu jiz kmitaji i hmoty m; a vlastni frekvence tohoto 2. tvaru
kmitu se jiz znatelné zvysuje s rostoucim poc¢tem uzlovych pruméru.

1. tvar kmitu  ND=2 1. tvar kmitu  ND=2

®

Ortogenalni viastni tvary

2. w~varkmitu ND=3 /\ 2. tvar kmitu ND=3

Obrdzek 3.11: Ukdzka vlastnich tvari rotacné periodické struktury

Dilci zaveéry

e Podarilo se ovérit spravnost odvozenych vztahu pro vypocet modalnich vlast-
nosti a odezvy za pouziti rotacné periodické podminky a to na zédkladé porovnani
vypoctu odezev dvou modelu jednoduché rota¢né periodické struktury. Prvni
model byl tzv. "plny”bez uvazovani rotacné periodické podminky a druhy
model byl popsan jednim segmentem a rotacné periodickou podminkou.

e Byla ovérena spravnost naprogramovani postupu vypoctu modélnich vlast-
nosti a odezvy.
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3.4.2 Modalni analyza a vynucené kmitani koncové NT lopatky

P1i vyvoji novych koncovych lopatek nizkotlakého stupné (NT) je kladena velka
pozornost na spravné odladéni z pohledu nasobku otackové frekvence. Pro noveé
vyvijenou lopatku s vazebnimi ¢leny bylo zapotiebi stanovit metodiku vypoctu jak
vlastnich frekvenci, tak vypoc¢tu vynuceného kmiténi.

Popis a funkce lopatky LSB48

List lopatky LSB48 je dlouhy 1220mm a mé& po délce proménné profilovani. Lopatka
je osazena vazebnimi ¢leny tj. bandazi v misté jeji Spicky a déle tzv. tie-boss priblizné
v poloviné jeji délky. Za klidu v zamontovaném stavu existuje mezi vazebnimi ¢leny
sousednich lopatek definovana vule, jejiz hodnota se pohybuje v rozmezi 1mm az
1.5mm. Bandaz i tie-boss slouzi jako vyztuzné vazebni ¢leny a zaroven plni funkci
treciho tlumice. Neopomenutelnou vyhodou téchto vazebnich ¢lenu ve fazi navrhu
lopatky je moznost ladéni jejich modalnich vlastnosti na zakladé zmény polohy a
tvaru vazebnich clenu. Lopatka je k disku rotoru pripevnéna pomoci stromeckového
zévésu viz obrézek [3.12] Vlastni lopatka je vyrobena z jednoho kusu materidlu jako
vykovek, ktery je nasledné tiiskové obrabén na CNC obrabécich centrech. Funkéni
kontaktni plochy lopatky (zavés, vazebni ¢leny) vyzaduji zvlastni pozornost pfi
obrabéni z duvodu vysokych pozadavku na jejich rozmérovou a tvarovou presnost.

stav za klidu stav za provozu

Bandaz - G
S

g P

Tie-boss —_— . 5, ’ m

Zavés

Disk

Obradazek 3.12: Model lopatky LSB4S
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V dusledku pusobeni odstiedivé sily a toho, ze stiedy krutu a tézisté jednotlivych
profilt nejsou totozné, dochazi k deplanaci jednotlivych fezu profilu a tim ke vzniku
kroutictho momentu. Tento moment zpusobuje nakroucenti listu lopatky kolem myslené
spojnice stfedu jednotlivych profila. Uhel rozkrutu na §picce listu byva u takto
dlouhych lopatek ( cca 1000mm) bez vazebnich ¢lenu az 6°. Pti zvySovani otdcek
turbiny z 0 1/min na nomindlni otdcky dochézi se zvysujicimi se otdckami k priblizovani
kontaktnich ploch vazebnich clenu a k vymezovani vile. Pii pfedem nadefinovanych
otackach nastane kontakt (zamceni) vazebnich ¢lenu a tim se vytvori po obvodu
kontinudlni vazba. Toto mé za néasledek zvyseni tuhosti olopatkovaného kola, coz
vede k preladéni systému do oblasti vyssich frekvenci. Pfi navrhu lopatky se tohoto
pozitivniho efektu vyuziva, nebot se méné vlastnich frekvenci nachézi v nebezpeéné
nizkofrekvenéni oblasti.

Tabulka 3.1: Mechanické vlastnosti materidlu lopatky a disku pri 20°C

Lopatka | Disk
Mez kluzu [MPa] 1130 850
Mez pevnosti [MPa) 1270 1000
Modul pruznosti [GPa] | 196 205

Zékladni mechanické vlastnosti materidlu lopatky a disku jsou uvedeny v tabulce[3.1]
Lopatka LSB48 je vyrobena z vysokopevnostni martenziticky precipitacné vytvrditelné
oceli.

Modalni analyza

Modalni analyza lopatky LSB48 byla provedena pomoci metody MKP. Nejprve byl
model lopatky diskretizovan pomoci kvadraticky objemovych prvku. Celd diskretizace
modelu lopatky byla provedena v prostiedi komercéniho programu ANSYS. Ukazka
objemové sité je zobrazena na obrazku [3.13] Vystupem diskretizace jsou matice
tuhosti a hmotnosti. Diskretizovany model lopatky LSB48 obsahuje cca 30 tisic uzlua
a tedy cca 90 tisic stupnu volnosti.

Obecné plati, ze modalni vlastnosti lopatek jsou ovliviiovany vlastnim diskem,
ke kterému jsou uchyceny, proto se mluvi o modalnich vlastnostech olopatkovanych
disku. Existuji vSak zvlastni pripady, kdy disk do modéalnich vlastnosti lopatek prak-
ticky nepromlouvé. To je v piipadé, pokud poddajnostni charakteristiky disku jsou
oproti lopatkovym zanedbatelné, coz vétsinou nastava u koncovych NT lopatek.
Pak neni nutné pii vypoctu modalnich vlastnosti olopatkovaného disku uvazovat
vliv disku, coz mé za nasledek nizsi pocet stupnu volnosti diskretizovaného modelu.
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Obrdazek 3.13: MKP model lopatky LSB48

Nedilnou soucésti vypoctu modalnich vlastnosti lopatek je stanoveni okrajovych
podminek, nebot ty vyznamné ovliviiuji korektnost vyslednych vlastnich frekvenci.
K tomu aby mohla byt nalezena optimélni okrajova podminka reprezentujici redlné
uchyceni lopatky v misté zavésu, bylo nutné provést mnoho vypoctovych citlivostnich
analyz nékolika koncovych lopatek. Na zakladé porovnani numericky vypoctenych
a nameérenych vlastnich frekvenci analyzovanych lopatek byla nasledné stanovena
optimalni okrajova podminka. Ukézalo se, ze jako optimalni okrajova podminka je
uchyceni kontaktnich ploch zavésu viz. obrazek kde je vSem uzlim a jejim
prislusejicim stupnum volnosti zabranéno v posuvu.

Obrdazek 3.14: Okrajové podminky na zavésu lopatky LSB4S8

U lopatek s vazebnimi ¢leny nejen okrajova podminka v misté zavésu lopatky ovliviiuje
modalni vlastnosti, ale taktéz reprezentativni nahrazeni kontaktniho spojeni vazebnich
¢lentt vyznamné promlouva do spravného nalezeni modalnich vlastnosti vazanych
lopatek. Kontaktni vazba mezi vazebnimi ¢leny vykazuje obecné nelinearni vlast-
nosti, abychom mohli zjistit modélni vlastnosti lopatky je nutné nejprve nahradit
tuto nelinedrni vazbu vazbou linearni.
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Nejprve bylo na zakladeé statické nelinearni analyzy stanoveno provazani sousednich
lopatek v misté kontaktu vazebnich clenu. Cilem bylo stanovit mapu kontaktnich
tlakii v misté kontaktnich ploch vazebnich ¢lent ptfi provoznim zatizeni lopatek.
Je zde zaveden predpoklad, ze mapa kontaktnich tlaku se nebude vyznamné ménit
z pohledu jejiho tvaru pii ruzném provoznim zatizeni. Tento predpoklad muze byt
splnén v pripadé, ze lopatka a vule mezi vazebnimi Cleny jsou navrzeny tak, aby kon-
taktni tlak byl dostatecné vysoky. Tento predpoklad je pro analyzovanou lopatku
LSB48 splnén, coz bylo ovéfeno na zakladé vypoctu pro ruzné stavy zatizeni (1. stav
- lopatka nezatizend, 2. stav - lopatka zatizena maximéalnim provoznim vykonem).
Vzajemné provazani sousednich lopatek je realizovano pouze v misté skuteéného
dosednuti vazebnich ¢lentu. Uzly kontaktnich ploch, které jsou ve vzajemném dotyku,
jsou provazany pomoci rotacné periodické podminky symetrie . Priklad ro-
zlozen{ kontaktniho tlaku v misté vazebniho ¢lenu je ukdzan na obrézku [3.15] kde
je néasledné také zobrazena sit kontaktni plochy, kterd bude svézdna se sousedni
lopatkou.

Obrdzek 3.15: Mapa kontaktnich tlaki a plocha provdzdni vazebniho ¢lenu

Vypocet modalnich vlastnosti lopatky LSB48 probéhl v prostiedi systému Ansys.
Problém vlastnich hodnot byl fesen pomoci algoritmu Block Lanczos. Vysledkem
jsou vlastni frekvence a tvary, které se nachéazeji v kritickém frekvenénim pasmu 0
az 350Hz. Ty jsou vyneseny do interferen¢niho diagramu viz . obrdzek [3.16] Vlastn{
frekvence v grafu jsou normalizované vuci prvni frekvenci s nultym poc¢tem uzlovych
pruméru. Kritérium pro spravné naladéni lopatek je dano tak, aby se zadnd vlastni
frekvence nenachazela v zakazaném pasmu, které je ohrani¢eno ¢ervenou carkovanou
carou na obréazku |3.16] Toto kritérium tika, ze vlastni frekvence musi byt vzdaleny
minimalné £5% od nasobku otdckové frekvence (pro 1 az 7 nésobek). Pii ndvrhu
lopatky LSB48 bylo provedeno nékolik desitek modifikaci geometrie lopatky, nez
bylo docileno splnéni zminovaného kritéria. Modifikace se zejména tykaly tvarovani
a umisténi tei-bossu, tvaru a tloustky bandaze a ddle zmény tvaru vlastniho listu
lopatky. Finalni konstrukéni provedeni lopatky LSB48 bylo néasledné vyrobeno a
podrobeno testum.
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W vypocet (1. rodina)

3 m vypoiet (2. rodina)

A méfeni

Normalizovana frekvence

0 1 2 3 4 5 6 7
Uzlovy pramér

Obrdzek 3.16: Interferencni diagram pro lopatku LSB48 za rotace ( 3000

1/min)

Experimentalni ovéreni

Testy probihaly na experimentalnim standu, ktery je tvoren vakuovou komorou,
pohonnym zafizenim, budicim systémem a vlastnim olopatkovanym diskem viz.
obrézek Nekolik lopatek bylo osazeno velmi citlivymi piezo-krystalickymi ten-
zometry tak, aby bylo mozné zaznamenat i velmi malé hodnoty vibraci. Tenzometry
byly umistény do referen¢niho mista, které se nachézi cca 50mm nad patnim pro-
filem a cca 25mm od odtokové hrany na hibetni ¢asti lopatky. Budicim systémem
byl AC magnet umistény ve vakuové komote v tésné blizkosti lopatek. Tento AC
magnet slouzil k vybuzeni vlastnich frekvenci olopatkovaného disku. Pomoci tzv.
sweepovani frekvence byly postupné buzeny jednotlivé vlastni frekvence s ruznymi
uzlovymi prumeéry a na zékladé diive odvozeného vztahu byly identifikovany
uzlové prumeéry vlastnich tvaru.

Obrdzek 3.17: Principialni schéma experimentadlniho standu
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Hlavnim cilem experimentalnitho méreni lopatek LSB48 bylo ovéteni vlastnich frekvenci
za rotace pii frekvenci otaceni 50Hz. Vétsinu vlastnich frekvenci v pasmu 0-350Hz se
podafilo vybudit jen kromé ti{ tvaru a to druhého vlastni tvaru s nultym uzlovym
prumérem a obou tvaru s jednim uzlovym prumérem. Porovnani vypoctenych a
namérenych frekvenci je zobrazeno na obrazku [3.16] Experiment potvrdil, Ze exis-
tuje velmi dobra shoda mezi vypoctovym model a skutecnym dilem, coz vypovida

o kvalitni metodice vypoctu modalnich vlastnosti lopatky LSB48.

Obrdazek 3.18: Erperimentalni stand s olopatkovanym diskem

Dil¢ci zavery

e Byla sestavena metodika pro zjisténi modalnich vlastnosti pro dlouhé vazané
lopatky. Tato metodika je do jisté miry limitovana konstrukénim navrhem
lopatky, nebot je zalozena na linedrnim chovani kontaktni vazby béhem provozu.
Vhodnym navrhem vazebnich ¢lent lopatky lze tento predpoklad splnit.

e Porovnanim nameétrenych a vypoctenych vlastnich frekvenci se podatilo ovéfit
jednak korektni naladéni lopatky LSB48 a dale metodiku vypoctu modalnich
vlastnosti vazanych lopatek.Experiment potvrdil, Ze existuje velmi dobréd shoda
mezi vypoctovym modelem a skuteénym dilem, nebot odchylky u naméienych
a vypoctenych vlastnich frekvenci se pohybovaly do 3%.
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3.5 Redukce poctu stupnu volnosti

Geometrie lopatek axidlnich turbin je ve vétsiné piipadech velmi komplexni a
komplikovand. Taktéz uchyceni lopatky k disku ¢i vazba mezi sousednimi lopatkami
vyzaduje presny popis z vypoctového pohledu. Tyto zminované argumenty je nutné
vzit v potaz pfi sestavovani matematického modelu. Jako nejvhodnéjsi se jevi pouziti
diskretizace pomoci objemovych prvku, které umoznuji geometricky popsat i komp-
likované geometrie. Nevyhodou vsak je, ze vysledny matematicky model je vypoctove
velmi naroc¢ny. Z tohoto duvodu je nutné pristoupit k redukci stupnu volnosti daného
problému a to zejména v pripadé vynuceného kmitani, kdy je cilem zjistit napi.
amplitudo frekvencni charakteristiku v Sirokém frekvenénim pasmu a zaroven pro
nékolik typu buzeni z pohledu uzlovych prumeéru.

Z hlediska nebezpecnosti vlastnich tvaru kmitu lopatek nas zejména zajima

e~/

dukci se jevi tzv. staticka redukce - Guyanova. Tato metoda je zalozena na vybéru
tzv. master stupnu volnosti (DOF). Do téchto stupnu volnosti je pak kondenzovana
tuhost ostatnich stupnu volnosti zvanych slave. Predpoklada se, ze setrvacéné ucinky
setrvaénych hmot slave stupnu volnosti nejsou vyznamné. Toto omezeni je nutné
brat v potaz pti vybéru master stupnu volnosti, tzn. prednostné volit master DOF
v mistech, kde je nejvice koncentrovana hmota struktury.

3.5.1 Guyanova metoda

Méjme matematicky popis kmitani definovany pohybovymi rovnicemi a
predpo-kladejme, ze silové ucinky jsou aplikovany jak do master, tak do slave uzlu.
Zobecnéné posuvy master resp. slave DOF oznacime ¢, resp. ¢s. Rovnici po
zanedbani gyroskopickych ucinku pak prepiseme do tvaru (3.40)).

{Msm MSJ M ! {Bsm IB%SJ M ! {Ksm KSJ H - {fs (3.40)
Zanedbanim setrvac¢nych a tlumicich sil ziskdme tzv. rovnici kvazistatické rovnovahy
(3.41]).

Kmm Kms qm _ fm
{Ksm KSJ M - {f] (341
Ze soustavy rovnic (3.41)) vylou¢ime vektor zobecnénych posuvu gs.

(Kinm — KinsK ' Kan ) @, = frn— KunsKS fs (3.43)
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Na zdkladé rovnice (3.42)) muzeme zapsat transformaéni vztah mezi vektory g a ¢y,.

q= Bm} = {—KIIKSJ G + {K? f } =Tqm + fr (3.44)
= {—K“]lem} = {K,? f] (345)

Nyni dosadime substitu¢ni vztah (3.44)) do rovnice ([3.40)) a ziskdme tak redukovanou
soustavu,

~

Mg + B+ Kq = f(t) (3.46)
kde

Kom — Kuns KL Ko

M — K K Mg — M K K+ K K M K Ky
Bum — KnsKL Bem — Bns KL Kem + K K B K

F= o KuwKZ' fo — MuKZ! fo— BuKZ

(3.47)

2 2 =
I

Tato metoda redukce je aplikovatelna pro slabé tlumené soustavy, pokud je splnéna
podminka

[Miss [, [ Mg | << [ Mlznan |

Vyse uvedeny postup statické redukce je rozsiten o moznost aplikovat silové tucinky
i do slave uzlu, coz je velmi praktické v piipadé zatizeni lopatek tlakovym polem od
pracovniho média.

3.5.2 Aplikace statické redukce na lopatku LSB48

Metoda statické redukce byla aplikovana na MKP model lopatky LSB48. Cilem
bylo snizit pocet stupnu volnosti daného modelu tak, aby nasledné dynamické analyzy
probihaly v kratkych casech v fadu nékolika minut nikoliv dnu.

Pokud pouzijeme plny model ( DOF cca 95000 ) a rotaéné periodickou podminku,
pak vypocet odezvy na harmonické buzeni ve frekvenéni oblasti pro vybrany uzlovy
prumér a danou frekvenci trva na vykonném PC cca 1-2min. Vypocet odezvy lopatky
v pasmu 50-400Hz s krokem 1Hz a pro nékolik uzlovych prumeéru napt. 0 az 10 muze
pak trvat az 5 dni. V piipadé, ze pouzijeme paralelni vypoctovou architekturu, pak
se cas vypoctu snizi na nékolik desitek hodin, ale i to je stale nepfijatelné, pokud
vime, ze existuje moznost provedeni vypoctu o nékolik radu rychleji, pii zachovani
akceptovatelné presnosti vypoctu.
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Metoda statické redukece (viz. kapitola byla realizovana v prosttedi AN-
SYS. Jednim z dil¢ich cila bylo dosdéhnout podobnych modalnich vlastnosti plného a
Toho muze byt dosazeno jen za predpokladu spravné volby master uzlu, a proto byla
vénovana jejich vybéru zvysena pozornost.

Na samotném listu lopatky (nikoliv na vazebnich ¢lenech) bylo vybréno 25 mas-
ter uzlu, jak je naznaceno na obrdzku[3.19, U kazdého z téchto uzlu byly uvazovény
tFi stupné volnosti. Ukazalo se, ze pro volnou lopatku bez vazebnich clenu je vybér
75DOFs dostatecny za predpokladu, ze jsou zvoleny priblizné v mistech, jak naznacuje
obrazek[3.19] Porovndni vlastnich frekvenci je v tabulce[3.2)a relativni rozdil pifslusejicich
si frekvenci se pohybuje do 2%.

Tabulka 3.2: Porovndni vlastnich frekvenci samotné lopatky LSB4S

f1[Hz] | f2[Hz| | f3[Hz] | f4[Hz] | {5[Hz] | f6[Hz]
Plny model 84,6 133,3 | 179,6 | 260,0 | 326,5 | 397,2
Redukovany model | 85,2 133,1 | 180,5 | 261,6 | 328,4 | 404,9

Pokud je vsak lopatka osazena vazebnimi ¢leny, které vytvéreji vazbu mezi lopatkami,
pak je nutné tuto vazbu, resp. tuhost vazby relativné presné postihnout. Toho lze
docilit pouze vybérem dalsich master uzlu v mistech, kde je realizovan kontakt
lopatek. V pripadé lopatky LSB48 muselo byt zvoleno dalsich 15 resp. 18 master
uzlu na kazdé strané tie-bossu resp. bandéaze tak, jak je mozno vidét na detailu
obrazku [3.19] Vybér master uzlu na obou strandch kontaktnich ¢lent musel byt
proveden s ohledem na moznou aplikaci rotaéné periodické podminky tzn.
odpovidajici si uzly na Hranici L a na Hranici H museji byt vici sobé posunuty o
thel ¢ (viz. obrézek . Vysledny redukovany model lopatky obsahoval 91master
uzli, coz ve vysledku znamend snizeni poc¢tu stupnu volnosti z puvodnich 95000 u
plného modelu na pouhych 3x91=273 DOF's u redukovaného modelu.
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Obrdazek 3.19: Viybér master uzli na lopatce LSB4S

Jak jiz bylo zminéno v ivodu kapitoly [3.4] byl sestaven v prostiedi MATLAB pro-
gramovy nastroj nazvany PERIO, ktery umoznuje analyzovat modalni vlastnosti
rotacné periodickych struktur s vyuzitim rotacné periodické podminky. Tento pro-
gramovy nastroj byl pouzivan k vypoctu modalnich vlastnosti redukovaného modelu
olopatkovaného kola. K ovéreni korektnosti redukovaného modelu byl zvolen postup,
kdy jsou vzajemné porovnavany interferencni diagramy a to redukovaného modelu
a plného modelu tak, jak je naznaceno na obrazku [3.20, Déle byly pro ilustraci
vykresleny nékteré tvary kmitu a to pomoci modulu, ktery je soucasti programu
PERIO. Na obrézku [3.23] jsou zobrazeny prvni vlastni tvary olopatkovaného kola s
jednim uzlovym prumérem, jeden tvar odpovida realné slozce a druhy imaginarni
slozce vlastniho vektoru. Tyto dva tvary jsou vuci sobé ortogonalni, jak je mozné
vidét ze vzdjemného natoceni uzlovych pruméru obou tvart ( sviraji dhel 7/2).
Tvar kmitu na obrazku [3.24] odpovida prvnimu ohybovému tvaru lopatky, kde
vlastni tvar celého olopatkovaného kola obsahuje tfi uzlové pruméry. Je zajimavé,
ze vlastni tvary kmitani lopatek obsahuji obé slozky posuvu a to jak obvodovou, tak
axialni, coz je zpusobeno nato¢enim hlavnich os odporu v ohybu profilu vuéi roviné
kolmé k ose rotace. Z porovnani velikosti obou slozek posuvu je vidét, ze lopatka
kmita u 1. tvaru kmitu dominantné v axialnim smeéru, coz je dano tim , ze horni
¢ast profilu listu jiz ma deskovy tvar, jehoz minimalni osa odporu v ohybu je témér
paralelni s rovinou kolmou k ose rotace. Podobné jako prvni tvar kmitu tak i druhy
tvar kmitu dominantné kmitd v axidlnim sméru viz. obrazek [3.25] kde jiz je vsak
mozno pozorovat uzlovou kruznici a to v misté tésné pod spickou listu lopatky.
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ANSYS PERIO

—bl Mo dalni analyza I—bl Interferenéni diagram |<-

Piny model
lopatky LSB48

\—bl Staticka redukce I—bl Export matic MK |- ZE

W 5 o

Obrdzek 3.20: Schématicky postup porovndni moddlnich vlastnosti plného a
redukovaného modelu

Porovnani prvnich ¢tyt vlastnich frekvenci ve formé interferencniho diagramu je
zobrazeno na obrézku [3.21] Vlastni frekvence v grafu jsou normalizované vaéi prvni
frekvenci s nultym poc¢tem uzlovych prumeéru. Relativni rozdily sobé odpovidajicich
si vlastnich frekvenci v zavislosti na uzlovych prumeérech jsou zobrazeny na obrazku
[3.22] Tyto relativnf rozdily obou modelt prakticky neptesahuji hodnotu 4% v pasmu
uzlovych prumeért 0 az 7, coz pro dalsf vypoctové analyzy je dostacujici shoda, nebot
nas vice bude zajimat trend dynamického chovani lopatky nez napt. presna hodnota
odezvy.
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Obrdzek 3.21: Porovndni vlastnich frekvenci piného modelu a redukovaného
modelu lopatky LSB48

Déle byla zkouméana citlivost moddlnich vlastnosti redukovaného modelu na volbu
master uzli a to zejména v oblasti kontaktu vazebnich ¢lenu. Ukazalo se, ze pravé
volba téchto master uzlu méa vyznamny vliv na vlastni frekvence celého olopatko-
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vaného kola a tento vliv roste s narustajicim poc¢tem uzlovych pruméru vlastniho
tvaru. Relativni rozdily vlastnich frekvenci plného a redukovaného modelu mohou
dosahovat az nékolik desitek procent, jak bylo zjisténo pro ptipad ne zcela optimalni
volby master uzlu. Na zakladé tohoto zjisténi je tedy vzdy nutné verifikovat korek-
tnost redukovaného modelu.
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Obrdzek 3.22: Relativni rozdil vlastnich frekvenci plného modelu a reduko-
vaného modelu lopatky LSB4S

Program PERIO vyuziva pro vypocet modalnich vlastnosti rotacné periodickych
struktur matice hmotnosti M a tuhosti K, prislusejici jednomu segmentu struktury
(napf. jedné lopatce). Vlastni program neumoznuje sestaveni téchto matic, avsak
tyto matice mohou byt sestaveny napi. v prostiedi ANSYS a dale pak exportovany
do textovych soubort v tzv. Harwell-Boeing (HB) formétu. V ramci programu PE-
RIO bylo vytvoreno rozhrani, jenz umoznuje na¢itani matic Ml a K ve formatu HB.
Pomoci tohoto programu je pak mozné tesit nejen problematiku modalnich vlast-
nosti, ale i vynuceného kmitani rotacné periodickych struktur, jak je prezentovano

v kapitoldch [3.2] a 3.3
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ND=1 Realna cast vlastniho tvaru c.1 (tang. def,) ND=1 Imaginarni cast vlastniho tvaru c.1 (tang. def.)
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Obrdzek 3.23: 1. Vlastni tvar kmitu olopatkovaného kola LSB48 (1 uzlovy
prumeér)

ND=3 Realna cast vlastniho tvaru c.1 (axial. def.) ND=3 Realna cast vlastniho tvaru c.1 (tang. def.)
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Obrdzek 3.24: 1. Viastni tvar kmitu olopatkovaného kola LSB4S8 (3 uzlové
pruméry)

ND=5 Realna cast vlastniho tvaru c.2 (axial. def.) ND=5 Realna cast vlastniho tvaru c.2 (tang. def.)
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Obrdzek 3.25: 2. Viastni tvar kmitu olopatkovaného kola LSB4S8 (5 uzlovych
prumeéri,)
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Diléi zavery

e Byla ovérena moznost pouziti statické redukce za ticelem vyznamného snizeni
poctu stupnu volnosti lopatky s vazebnimi cleny. Je vSak nutnd spravna volba
master uzlu (stupnu volnosti) a to jak v oblasti listu, tak zejména v oblasti
kontaktnich ploch vazebnich ¢lent.

e Nové vyvinuty program PERIO je mozné vyuzivat jako rychly néstroj pro
vypocet modalnich vlastnosti olopatkovanych kol a ty nasledné zobrazit ve
formé interferen¢niho diagramu. Program dale umoznuje grafické znazornéni
vlastnich tvaru kmitu.
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3.6 Harmonicka analyza lopatky LSB48

V tvodni kapitole [I.1.2] bylo zminéno, jak problematické je stanoveni skuteéného
buzeni lopatek, pomineme-li buzeni vyvolané nerovnomeérnosti tlakového pole za
rozvadéci miizi, které je mozno predikovat s dostatecnou mirou pifesnosti pomoci
numerické simulace (CFD). V piipadé dlouhych koncovych NT lopatek neni buzeni
od poctu rozvadécich lopatek nebezpecné. Duvodem je fakt, ze budici frekvence se
nachdzi v oblasti vysokych vlastnich tvaru lopatky a tudiz tyto tvary jsou jiz velmi
tvarové komplikované a tedy Spatné vybuditelné. Pro predstavu u lopatky LSB 48 je
48 rozvadeécich lopatek, ¢emuz odpovidd budici frekvence 2400Hz (frekvence otaceni
50Hz) a pobliz ni se nachazi 34. vlastni tvar viz. obrazek Je vidét, ze u lopatek
kmitaji pouze ¢asti odtokovych hran. Pokud budeme uvazovat, ze amplituda budici
sily F'(r) je po vysce lopatky priblizné konstantni, pak dle vztahu bude tvarovy
parametr Y velmi maly blizici se nule.

] ——
-1 08 06 04 02 0 02 04 06 08 1

Obrdzek 3.26: 3. vlastni tvar kmitu s 18 uzlovymi pruméry a frekvenci 2440Hz
(vyrez olopatkovaného disku s deseti lopatkami LSB48 - axidlni posuv)

cvv s

lopatek jsou nebezpeéné, nebof jsou snadno vybuditelné a to ndsobky otackové
frekvence, proto se vyzaduje dostatecny odstup vlastnich frekvenci od nasobku 1 az
7 (pripadné 8) frekvence otaceni. Duvodem je vyvarovat se synchronnimu kmiténi se
zminovanymi nasobky, coz je dano faktem, ze v pruto¢né ¢asti pred a za lopatkou se
mohou vyskytovat nerovnomérna tlakova pole zpusobend riznymi konstrukénimi
prvky (délici rovina, vystuznd zebra, odbérova potrubi, atd.), kterda mohou byt
potencidlnim zdrojem buzeni. Z praxe jsou vSak znamy piipady, kdy je lopatka
naladéna v tésné blizkosti 5-té harmonické frekvence a presto nevykazuje zvysené
vibrace. Duvod je ten , Ze neni pritomen takovy zdroj buzeni, ktery by danou vlastni
frekvenci vybudil. Tuto zkuSenost vsak nelze zobecnit.
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Byla provedena vypoctova studie, kterda méla za cil zjistit, jaké uzlové prumeéry
a tvary kmitu jsou nejsnaze vybuditelné. Cilem bylo porovnat vuéi sobé rezonacni
amplitudy kmitani pii jednotkovém buzeni lopatky LSB48 rovnomérné rozlozeném
po jeji délce. Pro vypocet dynamickych odezev byl pouzit redukovany MKP model
lopatky LSB48 viz. kapitola [3.5.2] Postupné pro jednotlivé uzlové prameéry 0 az 10
byla analyzovana dynamickd odezva na harmonické buzeni ve frekvenénim pasmu
80 az 440Hz s krokem 0.5Hz. To ve skutecnosti obnasi provedeni cca 8000 har-
monickych analyz. Krokovani frekvence 0.5Hz je velmi hrubé na to, aby vystihlo
rezona¢ni vrcholy amplitudo-frekvencnich charakteristik pro pripad, kdy tlumeni
soustavy bude nizké ( pomérny dtlum cca 0.1%). Pro ucely vypoctové studie bylo
tlumeni umeéle navyseno na hodnotu 1% kritického tlumeni, coz ma za nasledek
snizeni rezona¢nich amplitud odezvy ptiblizné 10x oproti realnému stavu. To s se-
bou prinasi, ze rezonacni vrcholy amplitudo frekvenéni charakteristiky budou vice
ploché a lépe prokresleny (vystizeny vrcholy) pii vétsim krokovéni budici frekvence.
Byla pfiblizné uré¢ena maximalni chyba, jaké se dopustime pii vypoctu rezonacni
amplitudy pfi krokovani 0.5Hz. Nejvétsi nepresnosti pti urceni rezonac¢nich ampli-
tud mohou vzniknout v oblasti spodniho frekven¢niho pasma tj. kolem 80Hz.

Chybu vypoctu vlivem krokovani uréime na zakladé znamého vzorce pro vypocet
odezvy jednohmotového oscilatoru,

= Ustat (348)
V(L= €22+ (2n¢)?

kde £ je pomérna frekvence, 1 je pomérny utlum a wug,; je statickd vychylka. Pokud
predpokladame, ze nejnizsi vlastni frekvence je v okoli 100Hz a krokovani frekvence je
0.5Hz, pak se bude jedna pomérné frekvence £ vzdy nachézet v pasmu (0.9975, 1.0025).
Dosazenim téchto pomérnych frekvenci do vztahu ziskdme odezvy a ty pak
porovname vuéi rezona¢nimu stavu. V tabulce jsou uvedeny dva piipady pro
dva ruzné pomérné dtlumy. Pro pomérny ttlum 1% je maximdlni chyba v urcéent
rezonacni amplitudy 3.2%, coz je pro nase ucely akceptovatelné, ale pro 10 krat nizsi
utlum tj. 0.1% muze chyba doséhnout az 63%.

Tabulka 3.3: Poklesy odezev v zdvislosti na pomérné frekvenci a pomérném

utlumu
= 0.01 1 = 0.001
amplituda u (X ugta) | pokles | amplituda u (X ugg) | pokles
£=1 50 - 500 -
¢ =1.0025 48.39 3.2% 185.5 63%
£ =10.9975 48.63 2.8% 186.0 63%

To, ze byl pomérny titlum uméle snizen, nijak nedegraduje provedenou studii, nebot
ta nemd za cil zjistovat absolutni hodnoty rezona¢nich amplitud, ale je zaméfena
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na relativni poméreni vypoctenych rezonac¢nich amplitud. Tato studie ukazuje jeden
z moznych zpusobi, jak zmapovat miru vybuditelnosti jednotlivych tvarta kmitu
lopatek.

Olopatkované kolo s LSB48 bylo buzeno ve dvou smérech oddélené a to ve sméru
axidlnim (smér osy otaceni) resp. ve sméru obvodovém. Tomu pak odpovidaji odezvy
na obrazku [3.27 resp. [3.28 Pro kazdy smér buzeni jsou zobrazeny odezvy ve sméru
axidlnim (smér z), ve sméru tangencidlnim (smér y) a celkovd odezva ( usum).

U obou sméru buzeni se vyskytuje nejvétsi odezva u prvniho tvaru kmitu s
nultym a jednim uzlovym prumérem. Nulty uzlovy prumeér muze byt v praxi zejména
vybuzen torznim kmitanim rotoru, na toto téma je podrobné zamétena kapitola
. V piipadé prvnfho uzlového pruméru neni tfeba se obdvat, ze bude vybuzen
at jiz za provozu ¢i pii najizdéni turbiny na nomindlni otacky, nebotf hodnota
vlastni frekvence u tohoto tvaru kmitu je kolem 120Hz pii 3000 ot/min. Dale
vime na zdkladé numericky zjisténého Campbellova diagramu (neni prezentovan
v této préci), ze otackova frekvence je vzdy vyznamné nizsi nez vlastni frekvence
tvaru kmitu s jednim uzlovym priumérem, coz je dulezité poznamenat vzhledem k
vyznamnému dynamickému vyztuzeni od odstredivych sil.

P1i buzeni v axidlnim sméru dochazi k dominantnimu kmitani v axialnim smeéru,
coz lze vysvétlit tim , ze je lopatka v tomto sméru nejméné tuha. Naopak pfi
buzeni lopatek v obvodovém sméru lopatky axialné u prvniho tvaru kmitu prak-
ticky nekmitaji, vyjma nékolika prvnich uzlovych prumeéru. Souhrnné lze Fici, ze
se vzrustajicim poctem uzlovych prumeéru amplitudy klesaji a kmitani se projevuje
zejména u prvniho tvaru kmitu (prvni rodiny tvaru kmitu).

Vizualizace odezev na obrazcich [3.27| resp. [3.28| neni zcela korektni, nebot odezvy
jsou zobrazeny jako spojité v zavislosti na poc¢tu uzlovych prumeéru, na druhou stranu
toto zobrazeni se jevi autorovi jako nejvice nazorné. Barevna skala isocar odezev je
odstupnovéana progresivné tak, aby byly znazornény i nizsi hladiny amplitud. Budici
frekvence v grafu jsou normalizované vuéi prvni vlastni frekvenci s nultym poctem

uzlovych prumeéru.
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Obrdzek 3.27: Amplitudy odezvy [mm] lopatky LSB48 na harmonické buzend

silou ve sméru obvodovém (sméry)
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Obrdzek 3.28: Amplitudy odezvy [mm] lopatky LSB48 na harmonické buzeni
silou ve sméru axidlnim (smér z)
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V kapitole byl odvozen vztah (3.38) pro vypocet parametru x (participaéni
faktor), ktery umoznuje posoudit miru vybuditelnosti jednotlivych vlastnich tvaru

v zavislosti na poctu uzlovych prumeéri. Pro dvé ruzné budici sily (lisici se smérem)
aplikované na lopatku LSB48 byl stanoven parametr y. Zavislost tohoto parametru
na vlastnim tvaru kmitu, po¢tu uzlovych prumeéru a sméru budici sily je vynesena do
grafu na obrazku [3.29, Porovndnim grafu na obrazcich a s grafem je
vidét znaénd shoda v mife vybuditelnosti vlastnich tvaru, coz bylo zdmérem tohoto
ovéreni. Z toho plyne moznost do budoucna hodnotit vlastni tvary kmitu z pohledu
jejich vybuditelnosti na zakladé parametru y, coz je vypoctové méné narocné.

[ buzenitang. |~
< Il buzeni axial.

Participacni faktor

Obrdazek 3.29: Participacni faktor v zdvislosti na vlastnim tvaru, poctu
uzlovych pruméri a sméru budici sily pro lopatku LSB48

Diléei zavery

e Pii rovnomérné rozlozeném buzeni po délce lopatky dochazi k dominantnimu
vybuzeni prvni rodiny vlastnich tvaru kmitu a to zejména pii axidlnim smeéru
buzeni. Amplitudy celkové odezvy se mirné snizuji s narustajicim poctem
uzlovych prumeéru.

e Parametr vybuditelnosti x muze byt pouzivan jako vhodny nastroj pro po-
suzovani miry vybuditelnosti vlastniho tvaru kmitu. Vyhodou je jeho nizka
vypocetni narocnost v porovnani s vypoctem celkové odezvy.
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3.7 Zaveéry - Rotacné periodicka struktura

e Byly odvozeny vztahy pro stanoveni modalnich vlastnosti a odezev rotacné pe-
riodickych struktur pti pouziti rotacné periodické podminky. Byly uvazovany
dva typy buzeni: 1. Harmonické buzeni silou periodicky rozlozenou v ob-
vodovém sméru 2. Harmonické buzeni silou obecné rozlozenou.

e Podarilo se ovérit spravnost odvozenych vztaht pro vypocet modalnich vlast-
nosti a odezvy za pouziti rotacné periodické podminky a to na zakladé porovnani
vypoctu odezev dvou modelu jednoduché rotaéné periodické struktury. Prvni
model byl tzv. "plny”bez uvazovani periodické podminky a druhy model byl
popsan jednim segmentem a periodickou podminkou. Dale byla ovérena spravnost
naprogramovani postupu vypoctu modalnich vlastnosti a odezvy.

e Nové vyvinuty program PERIO je mozné vyuzivat jako rychly néstroj pro
vypocet modalnich vlastnosti olopatkovanych kol a ty nasledné zobrazit ve
formé interferencéniho diagramu, dale umoznuje grafické znazornéni vlastnich
tvaru kmitu.

e Byla sestavena metodika vypoctu modalnich vlastnosti pro dlouhé vazané
lopatky. Tato metodika je do jisté miry limitovana konstrukénim navrhem
lopatky, nebot je zaloZena na linedrnim chovani kontaktni vazby béhem provozu.
Z pohledu nominélniho provozu téchto typu lopatek neni vsak nelinearni chovani
zaddouci. Vhodnym navrhem vazebnich ¢lenu lopatky lze tento predpoklad
splnit.

e Porovnanim namétrenych a vypoctenych vlastnich frekvenci se podarilo ovérit
jednak korektni naladéni lopatky LSB48 a dale metodiku vypoctu modalnich
vlastnosti vazanych lopatek. Experiment potvrdil, Ze existuje velmi dobré
shoda mezi vipoctovym modelem a skutecnym dilem, nebot odchylky u namé-
fenych a vypoctenych vlastnich frekvenci se pohybovaly do 3%.

e Byla ovérena moznost pouziti statické redukce za tc¢elem vyznamného snizeni
poctu stupnu volnosti lopatky s vazebnimi ¢leny. Je vsak nutnd spravna volba
master uzlu (stupnu volnosti) a to jak v oblasti listu, tak zejména v oblasti
kontaktnich ploch vazebnich clenti. Redukovany model muze slouzit napt. pro
parametrické studie chovani lopatek.

e Pro posuzovani miry vybuditelnosti vlastniho tvaru kmitu byl zaveden parametr
vybuditelnosti x. Jeho vyhodou je nizka vypocetni ndrocnost v porovnani s
vypoctem celkové odezvy.
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4 Vzajemna interakce lopatek a rotoru z pohledu
torzniho kmitani

4.1 Princip interakce lopatek a rotoru z pohledu torzniho
kmitani

Princip vzajemné interakce lopatek a rotoru bude prezentovan na jednoduchém
modelu, ktery ma ¢tyti stupné volnosti a reprezentuje dvojdisk osazeny lopatkami
viz. obréazek [4.1] Kazdy z diskii mé jeden stupen volnosti, kterym je natoceni disku
kolem osy o. Disk je charakterizovan svym moment setrvacnosti I k ose rotace
0. Oba disky jsou vzajemné propojeny torzni pruzinou o tuhosti k;. Lopatky jsou
reprezentovany hmotnym bodem o hmotnosti m a ohybovou tuhosti k; a to za
predpokladu, ze je uvazovano soufazné kmitani vsech lopatek na disku.

Obradazek 4.1: Zjednoduseny model rotoru s lopatkama

Dynamické chovani vysetfovaného modelu popiseme pomoci pohybovych rovnic,
které sestavime na zékladé Lagrangeovych rovnic druhého druhu,

d (aEk> . aEk aEp fl pro Z: 1’2,3,4 (41)

a adi 3% * 3%‘ -

kde ¢; = [:cl, T, P1, P2 ] r je vektor zobecnénych souradnic a f; je vektor zobecnénych

sil. Sestavime vztahy (4.2]) pro kinetickou a potencialni energii:

1 . 1 o Lo 1.
By = Sm(Rér + i) + Smi(Rs + ) + S19] + 5155 (4.2)
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1 1 1
Ep = 5]{321'% + 51{721‘; + 5]61((,01 — QOQ)Q

Dosazenim vztahu (4.2)) pro kinetickou a potencidlni energii do rovnice (4.1f), ziskdme
pohybovou rovnici (4.3) pro analyzovany mechanicky systém.

0 m 0 mR Ci’g 0 k?g 0 0 To| 0
mR 0 I+mR: 0 sl Tlo 0 ko =kl e ~ o
0 mR 0  I+mR*| |@ 0 0 —ki k| |go 0
(4.3)
Mg+ Kg =0 (4.4)

Rovnice (4.3) resp. (4.4) popisuji volné kmitani dvojdisku s lopatkami.

4.1.1 Modalni vlastnosti dvojdisku s lopatkami

K ziskani modalnich vlastnosti analyzovaného systému budeme ftesit problém
vlastnich hodnot ({4.5))

(K= NM)v =0 (4.5)

Analytickym vytesenim (4.5)) ziskame vlastni frekvence A.

1 1
)\1,2251\/5(774—1 +72)j:§\/(1—72)2 +277+(77)2+27772

/\3251\/77+1

/\4:0

_’ITLR2 _z w . /]{?2 w l ’7_2
n= I ) - 7 - 2 = R2l€2 277

w1 odpovida vlastni frekvenci samotné lopatky a wy vlastni frekvenci samotného
dvojdisku. Znaménko + v (4.6)) je prifazeno vlastni frekvenci \; a znaménko - nizsi
vlastni frekvenci As.

(4.6)

kde

Zvlastni pripady

e Pro limitni piipad n —0 se vazany systém lopatky-rotor rozpadne na tii
nezavislé systémy a to dvakrat ohybové kmity samostatné lopatky na paté
vetknuté a na torzné kmitajici dvojdisk bez lopatek. Tomu odpovidajici vliastni
frekvence dle (4.7)) jsou:
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Al = Wy = W
A2z = W1 (4.7)
)\4 - 0

e V piipadé , ze je rotor jednoproudy tj. osazen jen jednou radou koncovych
lopatek, pak vzajemna interakce lopatek a disku vyusti pouze v jednu vazanou
vlastni frekvenci A3 popsanou vztahem (4.6)).

Déle provedeme parametrickou studii, ktera nam pomuze lépe pochopit vzajemnou
interakci lopatek a rotoru pro rizné parametry n a . Toho pak lze vyuzit pii
navrhu rotoru turbiny a také pii odladovani rotorové soustavy z pohledu torznich
frekvenci. Do parametru 7 a  jsou zahrnuty vSechny lopatky po obvodé disku.
Zavislosti vlastnich frekvenci na parametrech n a ¢ jsme vynesli do grafu
M.2[4.34.4l Rozsah parametru byl volen s ohledem na mozné redlné konfigurace ro-
toru a lopatek. Do uvedenych grafu byl dédle zanesen bod, ktery odpovida priblizné
lopatce LSB48 a nizkotlakému dvouproudému rotoru (vlastni frekvence samotné
lopatky je w; = 101.8Hz a samotného rotoru bez lopatek LSB48 je wy, = 135Hz).
Pro zminovanou konfiguraci je na obrazcich déle schématicky ukazan tvar kmitu
dvojdisku s lopatkami pro kazdou vlastni frekvenci .

Vlastni frekvence lopatky m1=1D1.BHz. Torzni frekvence rotaru?z=135.DHz

Vlastni frekvence
11=144.9Hz

Tuhostni pomer 5={k1r’R2 kz}

RS IR S oo N S T R T
: : o : g \ 7 \?

i I Zh i | | i i |
0.0s 01 015 02 0.25 03 03s 0.4 0.45 0.5 g
Pomer momentu setrvacnosti n=mR2!I Viastni tvar

Obrdzek 4.2: Vv vlastni frekvence \1 v zdvislosti na parametrech n a §
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101.8Hz, Torznifrekvence rotoru m2=135.DH2

Iil1_

Vlastni frekvence lopatky

WVlastni frekvence

(4 ;1" M)=2 Jowod wsouny

Wlastni tvar

Pomer momentu setrvacnosti n=mR2fI

Vliv vlastni frekvence Ao v zdvislosti na parametrech n a 6

.
.

Obrdzek 4.3

2=135.DHZ

101.8Hz, Torznifrekvence rotoru o

Vlastni frekvence lopatky
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Obradazek 4.4
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Poznamka

K stanoveni ekvivalentni tuhosti kex, a hmotnosti lopatky mey, (dle obréazku
se jednd o tuhost ko a hmotnost m) pouzijeme piistup, ktery porovnava kinetickou
energii vlastniho tvaru lopatek a prislusné ekvivalentni hmoty soustredéné do vy-
braného mista na lopatce. Zamérime se pouze na prvni ohybovy tvar kmitu lopatky,
nebot jeho frekvence je ve vétsiné pifpadech nejblize dvojndsobku frekvence sité. Ek-
vivalentni hmotu mey, lopatky umistime na jeji konec, ktery kmita nejvétsi amplitu-
lopatky muzeme vypocitat kinetickou energii vlastniho tvaru kmitu dle nasledujiciho
vztahu,

1 1
E,. = §uTM w , pro hmotny bod — Ej = 5 mekvu%
kde u je vektor rychlosti vychylek popisujici vlastni tvar kmitu lopatky a M je mat-
ice hmotnosti lopatky. Rychlost na konci lopatky wpuré¢ime taktéz z MKP vypoctu.
Porovnanim vyse uvedenych vztahu vypocteme ekvivalentni hmotnost lopatky me. .
Ekvivalentni tuhost ke, pak vypocteme ze vztahu pro vlastni frekvenci 1IDOF os-
cilatoru,

2
kekv = MekvWy,)

kde wy je vlastni frekvence prislusejici danému ohybovému tvaru lopatky.

Podobnym pristupem muzeme urcit i ekvivalentni moment setrvac¢nosti a tuhost
rotoru (dle obrazku se jednd o tuhost k; a moment setrvacnosti /). Takto
stanovené ekvivalentni parametry popisujici vlastnosti dvojdisku s lopatkami nam
poslouzi k tomu, Ze z nich uréime parametry n a ¢ (popisujici redlnou konfiguraci)
a ty vyneseme jako bod do grafu [4.2]4.3|l4.4]

Diléi zavery

e 7 grafické interpretace vlastnich tvaru je patrné , ze vlastni tvar odpovidajici
frekvenci Aije charakterizovan dominantnim kmitanim disku v protifazi, pti
kterém lopatky kmitaji v protifazi s prislusnymi disky ale i vuci sobé. Naproti
tomu u vlastniho tvaru odpovidajiciho frekvenci A3 dominantné kmitaji lopatky
a to vuci disku v protifazi a vici sobé soufazné. U vlastniho tvaru odpovidajiciho
frekvenci \; opét kmitaji dominantné lopatky, ale v tomto ptipadé kmitaji
soufazné s diskem.

e Porovname-li vlastni frekvenci w; s vlastnimi frekvencemi Ay, A3, u kterych
kmitaji dominantné lopatky, je mozné ucinit zavér, ze v pripadé dvojproudého
rotoru dochézi k jevu, kdy se vlastni frekvence samotné lopatky rozstépi na
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dvé frekvence, pro které plati Ay < @< ;. Pro pfipad jednoproudého rotoru
pak bude platit @w; < A,.

Uvedené grafy 4.3} [£.4] je mozné pouzit pro libovolnou redlnou konfiguraci
dvouproudého rotoru a zjistit tak citlivost zmén jednotlivych parametru na
vlastni frekvence. Staci pouze znat hodnoty vlastnich frekvenci wq, Wy a pomér
setrvaénych hmot 7 a ty vynést do uvedenych grafu.

V pripadé lopatky LSB48 je vidét, ze frekvence Az, Ay se nachazi v oblasti ,
kde citlivost na zménu parametri n a ¢ je mald, coz znamena, ze se nemusime
obdvat vyznamného pieladéni pro rizné varianty NT rotori, nebot redlné
modifikace ¢i upravy NT rotoru se budou vétsinou pohybovat v ramci nékolika
desetin vzhledem k 0 a do jedné desetiny vzhledem k 7.

Je-1i vlastni frekvence samotné lopatky tésné kolem dvojnasobku frekvence
elektrické site, pak s velkou pravdépodobnosti nebude dochazet k vyznamnému
kmitén{ lopatek vlivem torzniho buzeni od generdtoru, nebot vlivem vzajemné
interakce lopatek a rotoru dojde k ”preladéni”’lopatky a k posunu vlastni
frekvence dale od budici frekvence.
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4.1.2 Vynucené kmitani dvojdisku s lopatkami

Vyvstava otazka, jak se bude chovat dvojdisk z pohledu torzné vynuceného
kmitani, pokud bude buzen harmonicky proménnym momentem v misté disku. Neb-
ude existovat takova redlna konfigurace rotoru a lopatek, pro niz budou rezonaéni
amplitudy kmitani lopatek minim&lni?

Vzhledem k linedrnimu modelu dvojdisku uvazujme buzeni harmonicky proménnym
torznim momentem v misté disku 1 o jednotkové amplitudé M,. Vektor buzeni bude

mit pak tvar (4.8]).

f(t) = f0€iwbt, fo = [0, 0, ]\407 O]T (48)

Pohybovou rovnici dvojdisku (4.4)) rozsitime o ¢len zahrnujici tlumeni. Predpokladdme,
ze systém je slabé nekonzervativni.

MG +Bg + Kq = f (4.9)

Zaméiime se pouze na ustalenou odezvu nikoliv na prechodovy déj. Pro vypocet
odezvy zvolime modalni metodu, tzn. modalni transformaci . Pro budici silu
(4.8) muzeme Feseni rovnice hledat ve frekvenéni oblasti ve tvaru u(t) = uget,
kde ug je ddno vztahem (4.10)).

uy = [—Iw? + iw,D + A] VT f, (4.10)
Pro D a A plati

VBV =D, VTKV = A

Matice D je diagondlni a prvky na diagondle jsou rovny 2¢;w; , kde w; je j-td
vlastni frekvence a ¢ je pomérny utlum j-tého vlastniho tvaru.

Vektor amplitud ¢q je pak dan vztahem (4.11))

qo = V[—ng + iwb]D) + A] _1VTf0 (411)

Podobné jako v kapitole 4.1.1| provedeme parametrickou studii, kterd nam ukaze v
tomto piipadé vliv parametri 7 a 6 na rezonan¢ni amplitudu kmitani lopatek xia
xo. Ukéazalo se, ze velikosti rezonan¢nich amplitud x; a x5 jsou prakticky totozné ,
proto déle budou prezentovany vysledky jen pro ;. Jelikoz z ptredchozich zaveéru
jiz. vime, Ze nebezpecéné pro kmitani lopatek mohou byt vlastni frekvence Ay, A5 (pii
téchto frekvencich kmitaji dominantné lopatky), proto vyneseme do grafu zavislost
qo dle vztahu na parametrech n , §. V grafech , jsou prezentovany
rezona¢ni amplitudy xja xe [mm] pro zvoleny pomérny utlum ¢ = 0.001. Rozsah
parametru byl volen s ohledem na mozné realné konfigurace rotoru a lopatek. Do
uvedenych grafu byl dale zanesen bod, ktery odpovida priblizné lopatce LSB48 a
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nizkotlakému dvouproudému rotoru ( vlastni frekvence samotné lopatky je w; =
101.8Hz a samotného rotoru bez lopatek LSB48 je w; = 135Hz).

Rezonancni amplituda X,
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Obrdzek 4.5: Zdavislost rezonancéni amplitudy xina parametrech n a 0 pri
frekvenci buzeni rovné A3

Rezonancni amplituda X,

Tuhostni pomer ry=(k1IR2 kz}

i | i i i I I I i
0.0s 01 015 0z 025 0.3 035 04 0.45 05
Pomer momentu setrvacnosti r|=mR2II

Obrdzek 4.6: Zavislost rezonancéni amplitudy x1 na parametrech n a 0 pri
frekvenci buzeni rovné Aq
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Dilei zavery

e Porovndme-li mezi sebou grafy [4.5] z pohledu velikosti amplitud muzeme
ucinit zaver, ze pii rezonanénim kmitani vlastni frekvenci Ay jsou rezonanéni
amplitudy lopatek vyznamné vyssi v porovnani s pripadem, kdy dvojdisk re-
zonuje s vlastni frekvenci A3. Z praktického pohledu to znamena dodrzovat
vétsi odstup frekvence Ay od potencialné nebezpecéné budici frekvence rovné
dvojnéasobku frekvence sité.

e Daile je z grafu patrné, ze zménou "realné konfigurace”rotoru a lopatek v
ramci nékolika desetin z pohledu 0 a jedné desetiny z pohledu 7 nedocilime
vyznamného snizeni amplitud kmitani lopatek. Dokonce se jevi, ze redlna kon-
figurace rotoru je optimalné navrzena z pohledu rezonacni amplitudy kmitani
pri vlastni frekvenci As.
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4.2 Aplikace vzajemné interakce lopatek a rotoru

S tim jak se vylepsuji mechanické vlastnosti vysokopevnostnich oceli, roste moznost
vyvijet delsi a i¢innéjsi koncové lopatky nizkotlakych dilia. Delsi lopatky maji vsak
obecné nizsi vlastni frekvence, které se nachazeji v oblasti dvojnasobku frekvence
elektrické sité. Pti provozu generatoru mohou nastat poruchové déje, jez maji har-
monicky ¢i periodicky charakter s periodou déje jednonasobku a dvojnasobku frekvence
sité. Tyto poruchové déje mohou byt zdrojem buzeni koncovych lopatek a vybudit
tzv. destnikovy tvar kmitu olopatkovaného disku.

Jednim z nejvice nebezpecénych poruchovych jevi z pohledu vysokocyklové inavy
lopatek je tzv. nesoumeérné zatizeni generatoru. Tento jev se projevuje harmonickymi
pulsacemi kroutictho momentu s frekvenci rovnajici se dvojnasobku frekvence sité.
Tento poruchovy déj muze trvat az nékolik hodin, coz je ¢as dostateéné dlouhy na to,
aby mohlo dojit k vysokocyklovému poruseni lopatek. Amplituda budictho momentu
v misté vinuti generatoru muze dosahovat az 10% nominalniho kroutictho momentu.

V pripadé torzniho buzeni rotorové soustavy vlivem poruchy na generatoru dochazi
ke vzniku vazaného kmitani mezi lopatkami a vlastni rotorovou soustavou. Toto je
duvod proc¢ je nutné analyzovat modalni vlastnosti systému lopatky-rotorova sous-
tava a nikoliv jen samotny olopatkovany disk. Neni tfeba se obecné zabyvat vSemi
stupni lopatek, ale pouze témi, jejichz vlastni frekvence jsou pobliz dvojnasobku
frekvence sité. Tuto podminku spliuje ve vétsiné pripadu pouze nizkotlaky koncovy
stupen.

Pro vypocet modalnich vlastnosti systému lopatky-rotor je bézné pouzivéana
metoda kone¢nych prvki. Rotor je modelovan pomoci 1D nosnikovych prvku, které
se pouzivaji pfi torzni analyze rotorové soustavy. Lopatky jsou pak modelovany
pomoci 3D nosnikovych prvku. Tento piistup se bézné pouziva, ackoliv ma urcité
nevyhody.

1. MKP modely lopatek s vyuzitim 3D nosnikovych prvku jsou nepiesné

2. 3D nosnikové modely lopatek je nutno kalibrovat dle presnéjsich MKP modela
lopatek (3D objemové modely)

3. Nutno pracovat s dvéma modely lopatek ( 3D nosnikové a 3D objemové), coz

N

4. U 3D nosnikovych modelu lopatek je obtizné modelovani vazebnich ¢lenu

Tyto nevyhody vysSe zminovaného ptistupu vedly k zamysleni jak vyuzit stan-
dardni 3D objemovy model lopatky pro vypocet modalnich vlastnosti systému lopatky-
rotor. Vyvstavaji dvé otazky, jak propojit 3D model lopatek s 1D modelem ro-
toru a dale jak vyuzit rotacni periodicitu olopatkovaného disku pro snizeni poctu
stupiitt volnosti daného problému. Vyuziti rotacni periodicity je nezbytné, nebot
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parni turbiny mohou mit od jednoho az po osm koncovych nizkotlakych stupnu
(pro ¢tyfi dvouproudé nizkotlaké dily). Pokud bychom modelovali vSechny lopatky
v kole, kterych byva vétsinou kolem 60, na osmi stupnich a uvazovali, Ze model jedné
lopatky obsahuje cca 20 000 stupnu volnosti, pak cely model systému lopatky-rotor
bude obsahovat 10 milionu stupnu volnosti. Takto rozsahly model neni mozné v
dnesni dobé dostupnymi hardwarovymi prostiedky pocitat.

Problém v aplikaci rota¢ni periodicity na olopatkovany disk tkvi v tom, jak zacho-
vat hmotnostni (setrvaéné) a tuhostni poméry mezi vlastnim rotorem a lopatkami,
nebot pii pouziti rotaéni periodicity bude model celého systému obsahovat vzdy jen
jednu lopatku na daném stupni. Toto Ize elegantné vytesit tim, ze se uméle navysi
tuhost a hmotnost lopatky a to tolikrat, kolik je lopatek obsazeno v kole. Tim se
zaruci i zachovani modélnich vlastnosti samotné lopatky. Fyzikalni vysvétleni pro
navyseni tuhostnich a setrvaénych vlastnosti lopatek je zalozeno na faktu, ze jed-
notlivé lopatky jsou paralelné spojeny tj. kmitaji stejnou amplitudou a stejnou fazi
tzn. pravé jedna modelovana lopatka pak reprezentuje vSechny lopatky v kole.

Propojeni 3D modelu lopatky s 1D modelem rotoru je realizovdno pomoci tzv.
vazebnich rovnic. Na obrazku je naznacena situace. Uzel rotoru By reprezentuje
k-té misto, kde jsou lopatky propojeny s rotorem. Uzly lopatky A; reprezentuji mista,
kde je lopatka spojena s diskem. Samotny disk je zahrnut do modelu rotorové sous-
tavy jako pevné v rotoru ulozeny tuhy kotou¢ o daném momentu setrvacnosti. Torzni
tuhost disku je natolik vysokd, ze je mozné disk uvazovat jako tuhy. Pak muzeme
zavést vazebni podminku , ktera popisuje vazbu mezi torznim natoc¢enim ro-
toru ¢, v misté By a obvodovym posuvem ¢; bodu A; lopatky,

Obrazek 4.7: Vazba mezi rotorem a lopatkou

g = Ripx proi=1,2,3..n (4.12)

kde n je pocet uzli, které spojuji disk s lopatkou.

Je nutné zduraznit , ze cilem je analyzovat pouze torzni tvary kmitu rotorové
soustavy a k nim prislusejici tvary kmitu lopatek s nultym uzlovym prumeérem, kdy
vSechny lopatky v kole kmitaji stejnou amplitudou a stejnou fazi.

Uvedeny postup vypoctu vzajemného torzniho kmitéani rotoru a lopatek byl za-
utomatizovan pomoci APDL jazyka v prostiedi ANSYS. To umoznilo vyuziti stan-
dardné pouzivanych vstupnich souboru popisujicich vlastnosti a geometrii rotorové
soustavy a déle prineslo zefektivnéni vypoctovych analyz.
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4.2.1 Aplikace metodiky vypoctu - pokusny rotor s lopatkou LSB48

Zminovany postup v kapitole byl aplikovan pii vypoctu vzajemného torzniho
kmitén{ lopatek LSB48 a pokusného rotoru prezentovaného na obrézcich a[d.g
Cilem bylo zjistit spravnost navrzené metodiky a ovéreni jeji presnosti na zakladé
porovnani s experimentalné zjisténymi daty.

Obrdzek 4.8: CAD model pokusného rotoru

Pokusny rotor je slozen z dvou hiidelovych nastavci, mezi které je vlozen disk
osazeny lopatkami. Pokusny rotor je pohanén AC motorem o vykonu 1.4MW. Motor
muze také fungovat jako budi¢ torzniho kmitani, kdy na ustaleny kroutici moment
je superponovana harmonicka slozka momentu. Frekvence harmonického torzniho
buzeni se muze plynule meénit v rozsahu 80 az 130Hz. Taktéz amplitudu torzniho
budiciho momentu je mozné regulovat v rozsahu 0 az 30% nomindlniho krouticiho
momentu.

Model rotorové soustavy pokusného standu byl diskretizovan na zdkladée MKP
v prosttedi ANSYS s vyuzitim vyvinuté metodiky. Nasledné byla provedena modalni
analyza, jejimz hlavnim vystupem je vlastni frekvence a vlastni tvar vazaného torzniho
kmitani rotor - lopatky. Grafické znéazornéni hledaného vlastniho tvaru je vidét na
obrazku Meéiené a vypoctené vlastni frekvence vazaného kmitani rotor-lopatky
jsou shrnuty v tabulce

Tabulka 4.1: Viastni frekvence vazaného kmitdni rotor-lopatky pokusného ro-
toru

Vypocet Vypocet s Experiment
samotna lopatka | vlivem rotoru

Frekvence [Hz] 101.8 110.1 110.5
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Obradazek 4.9: Vypocteny torzni tvar pokusného rotoru s lopatkou LSB48

Dil¢i zavery

e Na zdkladé vypoctové analyzy vlastnich frekvenci se ukazalo, ze efekt vzajemné
interakce rotoru a lopatky se vyznamneé projevil a to zvysenim vlastni frekvence
lopatek cca o 8.5Hz. Tento vyrazny efekt lze pticist relativné vysokému poméru
setrvacnych hmot lopatek viuci disku tak, jak ukazuje graf a vztah (4.6).

e Provedené méreni ukazalo na velmi dobrou shodu mezi vypoctem a experi-
mentem. Rozdil vlastnich frekvenci lopatek mezi obéma ptistupy ¢inil pouze
0.4Hz.
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4.2.2 Aplikace metodiky vypoctu - rotorova soustava ”Indie” s lopatkou
LSB48

Postup uvedeny v kapitole|4.2| byl dale aplikovan pii vypoc¢tu vzajemného torzniho
kmitani lopatek LSB48 a rotorové soustavy "Indie”. Tato rotorova soustava je
slozena z vysokotlakého dilu- VT, stredotlakého dilu -ST, dvouproudého nizkotlakého
dilu - NT a generatoru - GEN, jak je naznaceno na obrazku Vykon turbiny pii
nomindlnich otdckach 3000 1/min je 660MW, coz odpovidd nomindlnimu prendsenému
krouticimu momentu na spojce generatoru 2100kNm.

Obradazek 4.10: Rotorovad soustava ”"Indie”s lopatkami LSB4S

Diskretizace vlastni rotorové soustavy byla prevzata jiz z existujictho vstupniho
souboru, ktery standardné slouzi k torzni analyze rotorové soustavy. Jako diskrétni
MKP model lopatky LSB 48, byl pouzit ten, ktery slouzi k dynamickym analyzam
samotné lopatky ( k vypoctu interferen¢niho diagramu). Pomoci vytvoreného makra
v prosttedi ANSYS, které je postaveno na metodice popsané v kapitole , byla
provedena modalni analyza vyse uvedeného systému. Vlastni frekvence odpovidajici
dominantnimu ohybovému kmitén{ lopatek jsou shrnuty v tabulce[d.2]a jim pifslusejici
vlastn{ tvary jsou zobrazeny na obrazcich [L.11]4.12]

Tabulka 4.2: Viastni frekvence vizaného kmitdni rotor-lopatky rotorové sous-
tavy Indie

Vypocet - samotnd | Vypocet s vlivem | Vypocet s vlivem
lopatka rotoru - Ao rotoru -Ag

Frekvence [Hz] 101.8 89.7 106.0
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Obrdzek 4.11: Torzni tvar rotorové soustavy “Indie”s lopatkou LSB48
Ao=89.7THz

Obrdazek 4.12: Torzni tvar rotorové soustavy “Indie”s lopatkou LSB4S
A3=106.0Hz

Diléi zavery

e Ukazalo se , Ze navrzena metodika umoznuje velmi rychle a operativné ana-
lyzovat vazané torzni frekvence rotoru a lopatek. Této skutecnosti 1ze vyhodné
vyuzit pro piipadné parametrické studie zjistujici citlivost geometrickych parametri
rotoru na vlastni frekvence lopatek.

e V piipadé rotorové soustavy, ktera je slozena z tii dvouproudych NT dilu a
obsahuje tedy Sest koncovych stupnu lopatek, trva vypoctova modalni analyza
na vykonném PC cca 5-10 minut v zavislosti na poc¢tu hledanych vlastnich
frekvenci.

e Vypoctené vlastn{ frekvence v tabulce [£.2]spliuji pozadavky normy ISO 22266-
1 [29] na odstup od dvojndsobku frekvence sité
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4.2.3 Torzni harmonické buzeni - rotorova soustava ”Indie”s lopatkou
LSB48

Vypoctové analyza odezvy lopatek na harmonické buzeni poskytuje odpoved, jak
vysoka dynamicka napéti budou existovat a v kterych mistech lopatky se uplatni
pii jejim rezona¢nim kmitani. Jiz diive bylo zminéno, ze v pfipadé nesoumérného
zatizeni generatoru dochazi k harmonickym pulsacim krouticiho momentu s frekvenci
rovnajici se dvojnasobku frekvence sité. Amplituda budiciho momentu v misté vinuti
generatoru muze dosahovat az 10% nominélniho krouticiho momentu, coz v piipadé
rotorové soustavy ”Indie”je My =210kNm. Tento harmonicky se ménici kroutici
moment byl rovnomérné rozdélen do uzli v misté vinuti generatoru tak, jak je
naznaceno na obrdzku [£.13] Pro vypocet odezvy byl vyuzit MKP model prezen-
tovany v kapitole [£.2.2] Jelikoz se jednd o harmonické buzeni, je vyhodné hledat
feSeni ve frekvencni oblasti za pomoci harmonické analyzy. Amplitudo frekvenéni
zévislost daného systému budeme zjistovat v okolf vlastnich frekvenci Ay a A3 , které
odpovidaji dominantnimu kmitani lopatek a vyskytuji se v blizkosti dvojnasobku
frekvence sité. Model tlumeni systému byl uvazovan viskézni s hodnotou pomérného
utlumu o velikosti 0.06%, coz odpovidd priblizné hodnoté materidlového tlument,
které bylo experimentalné zjisténo. Tento pifstup je zna¢né konzervativni, nebot
neuvazuje konstrukéni tlumeni v misté vazebnich ¢lent lopatek. Vlastni harmonické
analyza byla provedena v prosttedi ANSYS.

Obrdzek 4.13: Rotorovd soustava “Indie”s lopatkami LSB/8 - harmonické
buzent torznim momentem

Vysledky ve formé amplitudo frekvenénich charakteristik jsou zobrazeny na obrazku
. Jednd se o odezvy na §picce lopatek ve sméru axidlnim (ve sméru osy ro-
toru) a tangencidlnim ( smér obvodovy). Obé fady lopatek LSB48 kmitaji co do ve-
likosti amplitud priblizné stejné. V grafech jsou vyneseny tedy pouze odezvy lopatek
nachazejici se blize ke generatoru. Porovname-li vychylky pfi frekvenci 89.7Hz a pri
frekvenci 106Hz, je patrné, ze lopatka vyznamnéji kmitd v pripadé nizsi frekvence.
Déle je patrné, ze pomér amplitud v tangencidlnim smeéru vuéi axidlnimu sméru
se znatelné lisi pro obé rezonacni frekvence. Tento jev lze pravdépodobné prisoudit
tomu, ze vynuceny tvar pro vyssi frekvenci 106Hz je jiz ovliviiovan druhym tvarem
kmitu lopatky, jak je mozné vidét na interferenénim diagramu samotné lopatky, viz.

obrazek B.16]
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Obrazek 4.14: Odezva na Spicce lopatky LSB4S8 rotorové soustavy ”Indie”pri
harmonickém torznim buzent

Obrazek [1.15]ukazuje deformaci lopatky pii rezonaénim kmiténi pii frekvenci 89.7Hz.
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Obrdzek 4.15: Deformace lopatky pri rezonacnim kmitand frekvenci 89.7THz

Rezonacnim amplituddm kmitani odpovidaji ur¢ité dynamické amplitudy napéti na
povrchu lopatek, jak prezentuji obrazky [4.16] [£.17], [4.18] Tato napéti jsou posuzovéana
z pohledu vysokocyklové uinavy v ptiloze Cilem bude zjistit, zdali lopatka muze
pracovat v rezonanci i v piipadé vadné synchronizace generatoru.
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pretlakova strana podtlakova strana

Obrdzek 4.16: Rozlozeni rezonacniho napéti (HMH v MPa) na lopatce LSB48
pri frekvenci 89.7Hz

Obrdzek 4.17: RozloZeni rezonacniho napéti (HMH v MPa) v zdvésu lopatky
LSB48 pri frekvenci 89.7Hz ( max. 221MPa)

maximalni napéti v misté zavésu 132

Obrdzek 4.18: Rozlozeni rezonacniho napéti (HMH v MPa) kolem tie-bossu
lopatky LSB48 pri frekvenci 89.7Hz ( max. 260MPa)
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Diléi zavery

e Podarilo se ovérit, ze plati zavéry ucinéné v kapitole 4.1.2} tzn. pii rezonacnim
kmitani vlastni frekvenci As jsou rezonanc¢ni amplitudy vyssi v porovnani s
pripadem, kdy je systém buzen vlastni frekvenci As.

e Pomér amplitud v tangencidlnim sméru vuéi axialnimu smeéru se znatelné list
pro obé rezonac¢ni frekvence. Tento jev lze pravdépodobné prisoudit tomu,
ze vynuceny tvar pro vyssi frekvenci 106Hz je jiz ovliviiovan druhym tvarem
kmitu lopatky:.
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4.3

Zavér - vzajemna torzni interakce lopatek a rotoru

V pripadé dvouproudého rotoru dochazi k jevu, kdy se vlastni frekvence ohy-
bovych kmitu samotné lopatky rozstépi na dvé frekvence, pro které plati
A2 S WS A;. Pro piipad jednoproudého rotoru pak bude platit @w; < A,.

Grafy[4.2)[4.3} [4.4)je mozné pouzit pro libovolnou redlnou konfiguraci dvouprou-
dého rotoru a zjistit tak citlivost zmén jednotlivych parametri na vlastni
frekvence. Sta¢i pouze znat hodnoty vlastnich frekvenci wy, ws a pomeér mo-
mentu setrvacnosti n a ty vynést do uvedenych grafu.

Porovname-li mezi sebou grafy z pohledu velikosti amplitud, muzeme
ucinit zaver, ze pri rezonanénim kmitani vlastni frekvenci Ay jsou rezonaéni
amplitudy vyznamné vyssi v porovnani s pripadem, kdy dvojdisk rezonuje s
vlastni frekvenci A\3. Z praktického pohledu to znamend dodrzovat vétsi odstup
frekvence Ay od potencidlné nebezpecéné budici frekvence rovné dvojnasobku
frekvence sité.

Je-li vlastni frekvence samotné lopatky tésné kolem dvojnasobku frekvence
elektrické site, pak s velkou pravdépodobnosti nebude dochazet k vyznamnému
kmitdni lopatek vlivem torzniho buzeni od generdtoru, nebot vlivem vzajemné
interakce lopatek a rotoru dojde k ”preladéni a rozstépeni vlastni frekvence”lo-
patky a k posunu vlastni frekvence dale od budici frekvence.

V pripadé lopatky LSB48 je vidét, ze frekvence A3, Ay se nachézi v oblasti ,
kde citlivost na zménu parametriu n a d je mala. To znamen4d, Ze se nemusime
obavat vyznamného pieladéni pro rizné varianty NT rotori, nebof redlné
modifikace ¢i upravy NT rotort se budou vétsinou pohybovat v ramci nékolika
desetin zmény parametru ¢ a do jedné desetiny zmény parametru 7.

Ukazalo se , Ze navrzena metodika umoznuje velmi rychle a operativné analy-
zovat vazané torzni frekvence rotoru a lopatek. V piipadé rotorové soustavy,
ktera je slozena ze tii dvouproudych NT dilt a obsahuje tedy Sest koncovych
stupnu lopatek, trva vypoctova modalni analyza na vykonném PC cca 5-10
minut v zavislosti na poc¢tu hledanych vlastnich frekvenci.
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5 Shrnuti a zaveér

5.1 Shrnuti a dosazené vysledky

Predlozend prace se zabyva problematikou dynamiky olopatkovanych disku a je
tématicky rozclenéna do tii ucelenych kapitol. Cilem préace je obsahnout vyznamné
oblasti dynamiky olopatkovanych disku, s kterymi se muzeme v praxi nejcastéji
setkat a to zejména u parnich turbin. Prace se snazi mimo jiné rozsitit stavajici
vypocetni metody a postupy, které jsou v souc¢asnosti pouzivany ve SKODA POWER
a to s cilem:

e zptesnéni vysledku vypoctovych analyz, coz pfindsi znac¢né finanéni ispory na
vyrobu prototypovych lopatek, nebot tyto lopatky mohou byt bez dodateénych
uprav pouzity na realném dile. Tomu vsak musi predchézet soubor experi-
mentalnich testu ovérujicich dynamické a statické bezpecnosti.

e zjednoduseni a zkraceni vypoctového ¢asu, coz prinasi moznost provadét para-
metrické studie ve stadiu navrhu napi. novych lopatek.

e na jednoduchych modelech prezentovat a také zobecnovat chovéani slozitych
rotacné periodickych struktur jakymi jsou napt. tvarove slozité koncové lopatky
nizkotlakych dilt, coz méa za cil hloubéji pochopit jejich dynamické chovéani.

Veétsina predlozenych metodik vypoctu je aplikovana na redlnych lopatkach. Pokud
jsou k dispozici namérena data, pak jsou porovnavana s analyzovanymi vysledky za
ucelem kalibrace vypocetni metodiky.

Pochopeni dynamického chovani rotacné periodickych struktur je nejprve ob-
jasnéno na jednoduché 1D rota¢éné symetrické struktute (rotujici stocend struna),
pro niz byla sestavena pohybova rovnice a nasledné byly urceny jeji modalni vlast-
nosti. Déle byla zjistovdna odezva zminované rotacné symetrické struktury na ruzné
typy buzeni a to takové, s kterymi je mozné se setkat, at jiz pii provozu realnych
turbosoustroji, ¢i béhem experimentalnich testu. To pfinasi mimo jiné schopnosti
predpovédét charakter odezvy, coz je velmi uzitecné v pripadé navrhu experimentalniho
zatizeni. Déle je prezentovan detailni rozbor vyslednych odezev pro jednotlivé typy
buzeni véetné zvlastnich pripadu, coz dava uceleny pohled na chovani rotacné peri-
odickych struktur. Podobné rozsdhly a uceleny rozbor neni v bézné dostupné liter-
atufe mozné najit.

Stézejni kapitola této prace je zamérena na dynamickou analyzu rotacné period-
ickych struktur (olopatkovanych diski ) s vyuzitim rotacné periodické podminky,
ktera umoznuje vyznamnym zpusobem zredukovat pocet stupnu volnosti dané tilohy
resp. vypocetni naroky. V teoretické casti jsou odvozeny vztahy pro vypocet modélnich
vlastnosti olopatkovanych disku. Nasledné jsou diskutovany jejich vlastnosti. Déle
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jsou odvozeny vztahy pro vypocet odezvy na harmonické buzeni pro ruzné typy
rozlozeni sil po obvodé kola:

e periodicky se opakujici rozlozeni sil

e obecné rozlozena sila - pomoci Fourierovy fady je rozlozena na jednotlivé har-
monické slozky a pro kazdou z téchto slozek je odezva feSena samostatné.
Vysledna odezva je pak ddna souctem jednotlivych odezev.

Pro zjisténi modalnich vlastnosti a vynuceného kmitani periodickych struktur s
vyuzitim rotacné periodické podminky byl sestaven vypocetni nastroj PERIO v
prostiredi MATLAB. Spravnost odvozené teorie a funkénost programu byla ovérena
na jednoduché rotacné periodické struktute obsahujicich 8 segmentu, kazdy se dvéma
stupni volnosti.

Byla sestavena metodika vypoctu modalnich vlastnosti pro dlouhé vazané lopatky.
Tato metodika je do jisté miry limitovéana konstrukénim ndvrhem lopatky, nebot je
zalozena na linedarnim chovani kontaktni vazby béhem provozu. Z pohledu nominélniho
provozu téchto typu lopatek neni vsak nelinearni chovani zadouci. Vhodnym navrhem
vazebnich ¢lenu lopatky lze tento predpoklad splnit. Zminéna metodika byla ap-
likovéana pti vypoctu modélnich vlastnosti koncové nizkotlaké lopatky LSB48, které
byly nedilnou soucéasti procesu konstrukéniho navrhu. Byla sestavena komplexni
metodika vypoctu modalnich veli¢in pro dlouhé vazané lopatky zejména zahrnujici
spravnou volbu okrajovych podminek. Porovnanim nameétenych a vypoctenych vlastnich
frekvenci se podafrilo ovérit jednak korektni naladéni lopatky LSB48 a déle metodiku
vypoctu modélnich veli¢in vazanych lopatek. Experiment potvrdil, Ze existuje velmi
dobra shoda mezi vypoctovym model a skutecnym dilem, nebot odchylky u naméfenych
a vypoctenych vlastnich frekvenci se pohybovaly do 3%.

Byla ovérena moznost pouziti statické redukce za tcelem vyznamného snizeni
poctu stupnu volnosti lopatky s vazebnimi ¢leny. Je vSak nutnd spravna volba master
uzlu (stupnu volnosti) a to jak v oblasti listu, tak zejména v oblasti kontaktnich ploch
vazebnich clenu. Redukovany model muze slouzit napf. pro parametrické studie
chovani lopatek.

Pro posuzovani miry vybuditelnosti vlastniho tvaru kmitu byl zaveden parametr
vybuditelnosti x a byl odvozen vztah pro jeho stanoveni v piipadé pouziti rotacné
periodické podminky. Vyhodou parametru x je jeho nizkd vypocetni naroc¢nost v
porovnani s vypoc¢tem celkové odezvy. Byl pouzit pii vyhodnocovani miry vybu-
ditelnosti vlastnich tvaru lopatky LSB48.

Problematika vzajemné interakce lopatek a rotoru pii torznim kmitani je dalsi
oblast, kterou se predlozend prace zabyva. Nejprve je na zjednodusSeném mod-
elu dvojdisku s lopatkami prezentovan princip vzajemné interakce lopatek a ro-
toru. Pomoci Lagrangeovych rovnic druhého druhu jsou sestaveny pohybové rovnice
a nasledné jsou TeSeny modalni vlastnosti a vynucené kmitani tohoto systému.
Jednim z hlavnich cilu analyzy zjednoduseného modelu bylo provedeni detailniho
rozboru vlivu jednotlivych parametru (tuhost, hmotnost lopatek a rotoru) na vlastni
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frekvence a na rezonanéni amplitudy kmitani lopatek. Model je mozno svymi parame-
try naladit tak, aby s akceptovatelnou ptesnosti predikoval vzajemnou interakci
skutecné rotorové soustavy s lopatkami. Toho lze vyuzit pii ndvrhu, at jiz samotné
koncové NT lopatky, tak rotoru. Pro urychleni prace a pro lepsi nazornost byly ses-
taveny grafy, pomoci kterych je mozné pro libovolnou realnou konfiguraci dvouprou-
dého rotoru zjistit vliv jednotlivych parametru na vlastni frekvence.

Pro zpfesnéni predikce modélnich vlastnosti systému lopatky-rotor (pfi torznim
kmiténi rotoru) byla sestavena metodika, kterd je zalozena na metodé MKP, kdy je
rotor modelovan pomoci 1D nosnikovych prvku a lopatky pomoci 3D objemovych
prvku s pouzitim podminky cykli¢nosti. Tento postup vypoctu vzajemného torzniho
kmitani rotoru a lopatek byl zautomatizovan pomoci APDL jazyka v prostiedi AN-
SYS. Navrzend metodika umoznuje velmi rychle a operativné analyzovat vazané
torzni frekvence rotoru a lopatek. V pripadé rotorové soustavy, ktera je slozena
ze t11 dvouproudych NT dilu a obsahuje tedy Sest koncovych stupnu lopatek, trva
vypoctova modélni analyza na vykonném PC cca 5-10 minut v zavislosti na poctu
hledanych vlastnich frekvenci.

Korektnost a presnost navrzené metodiky byla ovérena experimentalnim mérenim
na pokusném kole s lopatkou LSB48, kde byla prokazana velmi dobra shoda mezi
vypoctem a experimentem. Rozdil vlastnich frekvenci (pfi interakei lopatka - rotor)
mezi vypoctem a experimentem c¢inil pouze 0.4Hz.

Vétsina vypoctovych metod a postupu prezentovanych v této praci byla jiz zave-
dena a je pouzivdna ve Skoda Power pii dynamickych analyzach olopatkovanych
disku.

5.2 Vyhled dalsi prace

V navaznosti na predlozenou préaci autor predpoklada pokracovani prace v problem-
atice dynamiky olopatkovanych diskt a to zejména v nasledujicich oblastech:

e Aplikace a rozsiteni programu PERIO pro feseni vynuceného kmitani s obecné
rozlozenou silou po obvodé olopatkovaného disku.

e Odvozeni vztaht pro odezvu rotacné symetrické struktury na buzeni obecné
n Diracovymi impulsy nerovnomeérné rozlozenymi po jejim obvodé.

e Vyvoj programového nastroje umoznujiciho predikovat vybuditelnost vlastniho
tvaru kmitu lopatek na zakladé znalosti rozlozeni sily od média na lopatce
(vystup z CFD analyz) a daného vlastniho tvaru kmitu lopatky.
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7 Prilohy

7.1 Priloha 1 - Odezva rotujici struny na harmonické buzeni

Méjme rotujici strunu, kterd rotuje ihlovou frekvenci €2 = 27.10 rad/s (viz. obrazek
a je buzena harmonickou silou o hlové frekvenci wy,. Necht je amplituda buzen{
fo rovna IN/m a popis budici sily je ddn vztahem (12.34). Predpoklddejme mérnou
hmotnost struny g =0.5kg/m, polomér zakiiveni struny r=1m, predepnuti struny
silou T=10000N. Zajim4 nas, jak bude vypadat ustdlena ¢asové rezonancéni odezva
na vyse uvedeny typ buzeni.

Vlastni frekvence struny je dana vztahem ([2.16)).

Pro dva uzlové pruméry (¢tyti uzly na obvodé struny), tj. j=2, je vlastni frekvence
wi = 283rad/s.

Uvazujme, zZe je budici sila predepsana vztahem ([2.34)).

flp,t) = fosin(jps + wpt) = fosin(j(p + Qt) + wit)

Ustédlena casova odezva byla odvozena a je popséna vztahem (2.38]).

(1) = ZfO oSt (e + (B2 + w,)t)

© wk (kQ+wp
Rezonance nastane, pokud plati
WE = |k‘Q —I— wb|

Hodnotu budici uhlové frekvence predpoklddame jako kladné cislo. Znaménko
urcuje smeér buzeni vici sméru otaceni (2. Pokud je hodnota budici uhlové frekvence
wp kladnd, ma buzeni shodny smér jako je smér otaceni.

Rozlisujeme dva piipady

1. wpy = kQ 4+ wy; pro shodny smeér wy, jako je smér otaceni €2, pak plati=>
wpr = wi — kQ =283 —2 x 63 =157rad/s

2. wr = k2 4+ wyy pro opacny smer wyp nez je smeér otaceni (), pak plati=>
Wy = Wi, + k=283 4+ 2 x 63 =409rad/s

Grafické znazornéni casové odezvy je ukazano na nasledujicich obrazcich a
[7.1] Jak jiz bylo zminéno v kapitole rezonacni stav lze vyvolat pro dvé ruzné
hodnoty budici frekvence. Tyto frekvence se lisi kromé velikosti také svym smérem.
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Smér pohybu vInéni je v prvém piipadé opacny nez smér otaceni ( zpétné vinéni) a
v druhém piipadé je totozny jako smér otdceni (dopfedné vinéni).

T i 7
] 0.005 0.01 0.015 0,02 0.025 0.03 0.035 0.04
cas [s]

Obrdzek 7.1: Casovd odexva struny [m] pri budici frekvenci blizké wy
(dopredné vinéni)

Obrdzek 7.2: Casovd odezva struny [m] pri budict frekvenci blizké wyy (2pétné
vlnéni)
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7.2 Priloha 2 - Snizeni tuhosti vlivem rotace

Méjme hmotny bod o hmotnosti m na pruziné o statické tuhosti k. Necht dany
systém rotuje hlovou rychlosti €2 kolem vertikalni osy o, jak je schematicky naznaceno
na obréazku [7.4l

ke ™ mR+nQ’

>

Obrazek 7.4: Rotujici hmota na pruziné

Na zakladé D’Alembertova principu sestavime silovou rovnici rovnovahy pro dany
hmotny bod.

mit 4+ kr — mQ*(R+17) =0
mit + (k — mQ*)r = mQ*R, k= (k —mQ?)

Z posledni rovnice je ziejmé, ze vlivem rotace dochézi ke snizeni tuhosti pruziny
o hodnotu m$?.

Méme-li rotujic{ systém principielné podobny tomu, co je na obrazku [7.4] je
zapotiebi vzit v tivahu vyse popsany efekt a misto statické tuhosti k& uvazovat mod-
ifikovanou tuhost k.
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7.3 Priloha 3 - Sestaveni pohybovych rovnic pro jednoduché
rotacné periodické struktury

Mé¢jme jednoduchou rotacné periodickou strukturu , ktera je zobrazena na obrazku
3.7 Obecné je struktura sestavena z N segmentu, kde kazdy segment je tvoren dvéma
hmotnymi body my, ms, které jsou provazany pruzinami ky, ks, k3. Ptedpokladejme,
ze hmotné body struktury maji jeden stupen volnosti a pohybuji se pouze v ob-
vodovém sméru tj. posouvaji se pouze po kruznicich se stredem v bodé O. Posuvy
x{, xé jsou uvazovany v roviné struktury a reprezentuji posuv v obvodovém smeéru.
Hmotné body m]2 struktury jsou harmonicky buzeny silou f‘27 Kazdy hmotny bod
uvolnime a sestavime rovnice silové rovnovahy dle D’Alembertova principu, jak je
naznaceno na obrazku [T.5l

j ooj ]
m>X; F
—~————— @ 2
—_—
B E—
K, (x,-X ,
2(Xa-X1) | X,
j .ej i §
X4 Ko(X5-x})
- —_— e
~~

J J
j Moy Ke(Xy=x
k3XJ1 Xj k1(XJ1 _XJ1) 1( 1 1)
1

Obradazek 7.5: Silovd rovnoviha uvolnénych hmotnich bodu

Index j oznacuje pifslusnost k j-tému segmentu. Rovnice silové rovnovéahy pro
hmotny bod mj a m} jsou vyjddieny nédsledujicimi vztahy.

mii] — k() — 2]) — ka(a] " — 2]) — k(2] — 2) + ksa] = 0

b + bt} — o) — =0

Soustavu pohybovych rovnic muzeme pak zapsat v konfiguraé¢nim prostoru

T : ,
r=[zi,z} x}, .27, 2% ]" v maticovém tvaru,

Mz + Kz = f(t)

kde matice tuhosti K je symetrickd a ma cirkula¢ni charakter, jak je naznaceno na
obrazku Matice hmotnosti M je diagondlni a pozitivné definitni.
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Obrazek 7.6: Struktura matice tuhosti

Uvazované hodnoty pii vypoctu modélnich vlastnosti a dynamickych odezev jsou
uvedeny v tabulce [7.1] Piiklad odezvy je ukézan na obrézku [3.9

Tabulka 7.1: Vstupni parametry

my | 140 kg]

may | 3 kg]

ki | 1.10° [N /m]

ko | 3.610° | [N/m]

ks | 2.510% | [N/m]

n | 10 pocet segmentu
0.002 | pomérny utlum

E |2 tvar budici sily

fo 100 [N
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7.4 Priloha 4 - Problematika tlumeni

Tlumeni je fenomén, pri kterém dochdazi k disipaci mechanické energie, ktera se
nasledné pretvaii v tepelnou energii. Tlumeni se uplatinuje pti dynamickych jevech
jako je napt. kmitani. Velikost tlumeni ovliviiuje chovani dynamickych systému a
proto je dulezité ho uvazovat jak pti vypocetnich analyzach, tak pii experimentalnich
testech. Tlumeni systému se nejvice uplatiuje pii rezonacnich stavech. Jeho pozitivni
vliv na snizovani velikosti amplitud kmitani systému se hojné vyuziva v inzenyrské
praxi, nebot ¢asto prodluzuje Zivotnost strojnich soucasti a zvysuje komfort je-
jich pouzivéani. Jsou ovSem i piipady, kdy tlumeni (napft. frikéni) je povazovano
za nezadouci napi. valivéa loziska, nebot dochézi k parazitnimu maieni mechanické
energie a tim snizovani ucinnosti systému.

Existuji tfi zdkladni mechanizmy tlumeni

e Vnitin{ tlumeni ( materidlové)
e Konstrukéni tlumeni

e Aerodynamické tlumeni

Materidlové tlumeni je zalozeno na principu disipace mechanické energie v ma-
terialu vlivem mikro a makroskopickych procesu. Pri¢ina materidlového tlument je v
existenci mikroskopickych defekti v materialu jako jsou hranice zrn, necistoty, ¢i po-
hyby dislokaci. Nésledné pak termoelastické efekty zpusobujici lokalni teplotni gra-
dienty zapiicinuji nerovhomérné napétové pole a tvorbu disipacni energie ve formé
tepla.

Existuje mnoho matematickych modelt popisujicich vnitini tlumeni materiala.
Mezi dva zakladni patii viskoelasticky model a hysterézni model ,

£(@) =24 (7.2

kde b, a by, jsou koeficienty tlumeni a w frekvence kmitani.

Konstrukéni tlumeni vznika v dusledku tfeni mezi dvéma souc¢astmi zptusobeného
jejich vzajemnym relativnim pohybem, ¢ v dusledku narazu dvou sty¢nych ploch.
Nalezeni obecného matematického modelu konstrukéniho tlumeni je velmi obtizné
a proto se pouzivaji zjednodusené modely. Nejcastéji se pro popis konstrukéniho
tlumeni pouziva Coulombuv model suchého treni , jehoz hysterézni smycka je
zndzornéna na obrazku [7.7

f(g) = pNsign(q) (7.3)
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Parametry konstituéniho Coulombova modelu jsou zjistovany na zakladé experi-
mentalnich testi. Hlavnimi faktory ovliviujici konstrukéni tlumeni je samotny ma-
terial, kvalita a tvar kontaktnich ploch. Dusledkem vzajemného tfeni kontaktnich
ploch muze byt opotiebeni, kontaktni inava, proto jsou kontaktni plochy specidlné
upraveny ( kaleni, plazmové nastiiky, navary tvrdokovem atd.), aby se zvysila jejich
odolnost proti opotiebeni a tim zachovaly tlumici vlastnosti.

F

¥

Obrdzek 7.7: Coulombiv model suchého treni (treci sila versus posuv)

Aerodynamické tlumeni vznika pii vzajemné interakeci proudiciho média a nehybného
télesa resp. pii jejich vzajemném pohybu. Toto tlumeni ma slozku viskézni zpusobenou
tfecimi ztraty na povrchu télesa a slozku tlakovou, ktera je zpusobena poklesem tlaku
za télesem vlivem uplavu. Tato odporova sila je dana vztahem ,

f(q@) = capg’sign(q) (7.4)

kde ¢4 je aerodynamicky soucinitel odporu télesa, p je hustota média a ¢ je relativni
rychlost média vuci télesu.

Tlumeni u olopatkovanych diski axialnich turbosoustroji

V dynamice axialnich turbosoustroji se setkavame se vSemi tfemi mechanizmy tlu-
meni. Pouzivané vysokopevnostni a creepové odolné materialy pro vyrobu lopatek
vykazuji rozdilné materidlové tlumeni. Je obecné zndmo, ze toto tlumeni je také
vyznamné zavislé na velikosti amplitudy dynamické slozky napéti, jak je vidét na
grafu [7.8] Tyto zdvislosti byly méfeny na vzorcich nosniku obdélnikového prutezu,
které byly na jedné strané vetknuty a vybuzeny pocdteénim vykmitem (odezva na
pocatecni podminku). Podrobny popis experimentalniho zjistovani materidlového
tlument je ve zpravée [32].
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Pomérny atlum [%]
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Obrdzek 7.8: Materidlové tlument vybraniych materidlu lopatek v zdvislosti na
amplitudé dynamického napéti

S konstrukénim tlumenim se zejména setkame v zavésu lopatky. U lopatek s nytovanou
bandéazi dochazi k tlumeni mezi nytem lopatky a bandazi. U modernich typu lopatek

s kontinualni vazbou dochazi ke konstrukénimu tlumeni mezi samotnymi vazebnimi
¢leny ( napt. bandazi, tie-bossem atd.). Tyto vazebni ¢leny jsou konstrukéné navrzeny
tak, aby vykazovaly optimélni konstrukéni tlumeni. Samotny mechanizmus kon-
strukéniho tlumeni vykazuje nelinearni chovani. Tudiz stanoveni velikosti konstrukéniho
tlumenti je obtizné a zavislé na silovych pomeérech ve styénych kontaktnich plochach.

V technické praxi se ¢asto voli konzervativni pristup, kdy pti dynamickych analyzach

je konstrukéni tlumeni nahrazeno energeticky ekvivalentnim viskéznim tlumenim.
Duvodem je mimo jiné zachovani linearniho chovani systému a tim znaéné zjednoduseni
vypoctovych analyz.

Urceni konstrukéniho tlumeni je mozné pomoci experimentélniho méfeni. Toto
meéieni je nejlépe realizovat za provozu, aby se navodily patfiéné silové pomeéry.
Tento zptusob je ale velmi finanéné nakladny a v praxi casto velmi obtizné re-
alizovatelny, proto se voli jednodussi zpusob a to méfeni ve vyvazovacim tunelu.
Nastava vsak problém jak vyvodit dostatecné velké budici sily, které by odpovidaly
provoznimu stavu. Pro tento 1ucel se vétsinou pouziva buzeni elektromagnetickym
polem pomoci AC magnetu. Na principu tzv. sweepovani budici frekvence se stanovi
amplitudo-frekvenéni charakteristika, na zakladé které se urci celkovy utlum mérené
lopatky. Jelikoz je ve vyvazovacim tunelu vysokd hodnota vakua, je zméfeny tutlum
souc¢tem pouze konstrukénfho a materidlového utlumu, nebot aerodynamické tlu-
men{ neni piftomné. Zndme-li velikost materidlového tlumu na zdkladée grafu [7.8]
je jednoduché stanovit velikost konstrukéniho tlumeni.
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Stanoveni aerodynamického tlumeni u olopatkovanych disku obtékanych pra-
covnim médiem obnasi simultanné fesit chovani nestacionarniho proudového pole s
vlastnim kmitanim lopatek. Tento typ tloh je velmi numericky narocny a proto se v
praxi ¢asto oba problémy tesi oddélené, nebot se piedpokladd, Ze proudici medium
nema vyznamny vliv na chovani lopatek. Déle se predpoklada pouze jednosmérna
interakce, coz znamena, ze pouze proudici médium je ovliviiovano pohybem lopatek.

Aerodynamicky tutlum se zejména stanovuje kvili predikci vzniku samobuzeného
kmiténi lopatek (Flutteru). Za provozu mohou nastat takové proudové pomeéry, kdy
hodnota aerodynamického tlumeni je zapornd, coz znamena, ze médium predava
cast své energie lopatkam a tak dochazi k jejich samobuzeni. Je na misté zminit, ze
aerodynamické tlumeni je ovliviiovano tvary kmitu lopatek a uzlovymi pruméry. Na
obrazku|7.9|je ukazan priklad zavislosti aecrodynamického tlumeni na poctu uzlovych
pruméru tvaru kmitu olopatkovaného kola.

08— ; ; ; j 7 ; ;
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o
s
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-40 30 20 -10 0 10 20 30 40
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Obrdzek 7.9: Priklad zavislosti aerodynamického tlument nizkotlakého stupné
parni turbiny na uzlovych prumeérech

V ptipadé, ze aerodynamické tlumeni je zdporné a zaroven soucet konstrukcéniho a
materidlového tlumeni je mensi nez aerodynamické tlumeni, pak dochazi k vyznamnému
kmitani lopatek a to u linedrnich soustav nade vSechny meze.
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7.5 Priloha 5 - Hodnoceni dynamickych napéti z pohledu
vysokocyklové tinavy

V kapitole byla numericky zjisténa rezonancni napéti na lopatce LSB48 pri
torznim buzeni rotorové soustavy v misté generatoru. Nyni se zaméiime na napéti
vV nozce zaveésu, viz. obrazek V radiusu horntho krcku se vyskytuje kombinace
vysokého stredniho statického napéti a amplitudy dynamického napéti. Na obrazku
je zobrazeno rozlozeni dynamického napéti z fezu prochazejicim hornim krékem
zaveésu, tento Tez je kolmy na radidlu lopatky.

Rovinarezu
|

0 44 88 132 176
22 66 110 154 198

Obrdzek 7.10: Rozlozeni dynamického napéti HMH [MPa] v hornim kréku

24VESU

Déle byl zjistén charakter a prubéh dynamického napéti podél cesty A, ktera prochazi
mistem s nejvyssim dynamickym napétim, viz. obrdzek [7.11] Z prubéhu napéti v
kréku zavésu je vidét, ze maji ohybovy charakter, nebot ve stiedu kréku je napéti
skoro nulové.
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Obrdzek 7.11: Prubéeh napéti podél cesty A

Cilem je zjistit, zdali dynamicka napéti v kréku zavésu mohou zpusobit poruseni
lopatky v dusledku vysokocyklové inavy. Pro hodnoceni vysokocyklové inavy zvolime
metodu NSA (Nominal stress analysis). Je to jedna z nejstarsich metod pro hodno-
ceni vysokocyklové inavy, avsak je v technické praxi stale hojné pouzivana. Vyjdeme
z Haighova diagramu pro hladky vzorek, v kterém je mezni inavova cara dana vz-
tahem (|7.5))

OA Om,

L1 (7.5)

Oc¢ of
kde o4 je amplituda napéti, o, znaci stfedni nominalni napéti, o. je mez tinavy
pro stiidavé zatizeni a oy znaci fiktivni napéti. Mez unavy o, ponizime o vliv kon-
centratoru napéti dle vztahu ([7.6]),

x _ FcEullp
o, = 13 7.6
6 p ( )

kde €, je soucinitel velikosti, , znaci soucinitel jakosti povrchu, §, je soucinitel vlivu
prostiedi a # znaé¢i soucinitel vrubu, ktery vyjadiime dle Néemce [37].

8= {1 + (“;;d - 1)77} ¥ (7.7)

Hodnoty pro vg, 1, byly odecteny z grafu publikovanych v [37] a jsou uvedeny v
tabulce Koncentrator redukovanych napéti a,eq stanovime dle (7.8]),

Qred = w (78)
(UA )red

kde (67*) .4 je amplituda spickového redukované napéti a (¢5°™ ) ., znaci ampli-

tudu nominalniho redukovaného napéti. Obé napéti odecteme z grafu [7.11}
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Tabulka 7.2: Hodnoty pro soucinitele vrubu dle Néemce

Vs n 77Z) Qred B
1.1]11].78 171 |50

V tabulce|7.3[jsou ddany mechanické vlastnosti materidlu lopatky véetné meze inavy
pro stiidavy cyklus zatézovani. Jsou uvazovany vlastnosti materialu pti teploté 20°C,
nebot hodnoty pii provozni teploté nejsou k dispozici a rozdil mezi provozni teplotou
a nami uvazovanou je velmi maly.

Tabulka 7.3: Mechanické vlastnosti materidlu lopatky pri 20°C

Mez kluzu R, [MPa] Mez pevnosti Mez tnavy o. [MPa]
R,, [MPa]
1130 1270 510

Dosazenim do vztahu ([7.6)) ziskdme poniZzenou mez tnavy o=59MPa. Pouzité hod-
noty soucinitelu jsou uvedeny v tabulce [7.4

Tabulka 7.4: Hodnoty soucinitelu

v | M | &
1 1072108

K vykresleni mezni inavové c¢ary v Haighové diagramu potiebuje dédle znat fik-
tivni napéti oy, které stanovime pro cyklické zatéZovani v ohybu jako 1.4 ndsobek
meze pevnosti R,,. Dédle vyneseme do diagramu bod reprezentujici rezona¢ni
kmitani pri nominalnich otackach. Statické nominalni napéti v krcku zavésu bylo
urceno na zaklade statické analyzy lopatky vystavené pusobeni odsttedivych sil. Jeho
hodnota je 540MPa. Nomindlni amplituda ohybového napéti byla odectena z grafu
[7.11] Vyslednd bezpecnost vuéi ponizené mezi tinavy vlivem vrubu pfi uvazovani
neménného statického zatizeni lopatky vychazi 1.3. To je hodnota velmi nizka.
Minimalni hodnota bezpecnosti by méla byt vétsi nez 2.5 tak, aby pokryla neurcitosti
a rozptyly hodnot pouzitych pri sestavovani Haighova diagramu a vypoctu rezo-
nanc¢nich napéti. Obdobnym zpusobem jako byla stanovena bezpecnost pro kritické
misto v krcku zavésu, muze byt stanovena bezpec¢nost pro libovolné misto na lopatce

napf. na tiebossu, viz. obrézek [4.18



112 Ptiloha 5 - Hodnoceni dynamickych napéti z pohledu vysokocyklové tinavy

TO--mmmees [ N L H

Amplituda napeti A [MPa]

e

i i i i i i
800 1000 g 1200 1400 1600 o 1800
e

Staticke napeti o [MPa]

Obrdzek 7.12: Haighuv diagram pro napéti v kréku zdvésu lopatky LSB4S

Lopatka LSB48 byla frekven¢né navrzena tak, aby k rezona¢nimu kmitani nedochéazelo
a vySe uvedend metoda hodnoceni rezonacnich napéti je ilustrativni. Zaroven si je
autor védom toho, ze kvalita sité v misté krcku zavésu neni dostatecné jemna tak,
aby presné vystihla spickové napéti v radiusu. Pro tento ticel by musela byt pouzita
metoda submodelingu, jako tomu bylo v praci [34].
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7.6 Priloha 6 - Parametr buzeni obéznych lopatek

V turbinaiské praxi se muzeme cCasto setkat s parametrem buzeni ¢ definujicim miru
buzeni obéznych lopatek. K jeho zavedeni existuje podobny duvod jako pro parametr
vybuditelnosti x . Tento parametr € vSak nerespektuje tvar vlastniho kmitu,
ale jen rozlozeni budici sily po plose lopatky.

Predpokladejme, ze tlakové pole za rozvadéci miizi je po délce lopatky neménné a
je po obvodé harmonicky rozlozeno tak, jak je naznac¢eno na obrazku . Statickou
slozku tlakového pole v tomto ptipadé neuvazujeme. Z pohledu rotujici lopatkové
miize se tlakové pole jevi jako casové harmonicky proménné.

Obézné lopatky

=000~

Obrdzek 7.13: Casovy pribéh tlaku za rozvddéci miizl pusobici na obéiné
lopatky

Tlakové pole matematicky popiseme dle ([7.9)),

p(p,t) = posin(z1 (¢ + ) (7.9)

kde z; je pocet rozvadécich lopatek, €2 je ithlova rychlost pg je amplituda tlaku. Sila
pusobici na jednu obéznou lopatku je ddna integralem,

2m
22

flt) = (r? — r%)/posin(zl(gp +Qt))dep = ..... = focos(z1Q2t + B) (7.10)
0
kde z5 urcuje pocet obéznych lopatek, ( thel fazového posuvu, ktery v tomto pripadé

nema vliv na vyslednou amplitudu buzeni. ra ry definuji Spickovy resp. patni
polomeér lopatky. Amplituda budici sily fy je ddna vztahem (7.11)),

2 .2 2 .2
fo= (ri = r3)po \/2(1 — cos(27ri) = 5—(T1 ra)po (7.11)
21 22 <2
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kde

Z9 21
—./2(1 — 2m— 12
- (1 — cos( WZZ) (7.12)

E =

Zavedeme parametr buzeni ¢ , ktery udava zavislost velikosti amplitud budici sily na
poméru poctu rozvadécich lopatek ku obéznym. Zavislost je zobrazena na obrazku

14
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08 B
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Obrdzek 7.14: Zavislost velikosti budici sily na poméru poctu rozvddécich
lopatek ku poctu obéznijch

Na zakladé grafu [7.14] se jevi jako optimalni volit pocet rozvadécich lopatek jako
celé nasobky poctu obéznych lopatek, pak bude pusobici budici sila na lopatku
minimélni. V praxi se pomér z;/zs pohybuje v rozsahu 0.6 az 1.2, coz je ovlivnéno
pozadavkem na maximalni i¢innost. Tento parametr je spise orientacni a slouzi pti
ndvrhu turbinového stupné k vybéru vhodného pomeéru z;/z; .
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Anotace

Diserta¢ni prace se zabyva problematikou dynamické analyzy olopatkovanych
disku axidlnich turbosoustroji. Uvodni kapitola je zamétfena na pochopeni chovani
rotacné periodické struktury. Pro jednoduché 1D rotacné symetrické kontinuum
(predepnutd stocend struna) je sestavena pohybova rovnice, kterd je nésledné ana-
lyticky TeSena. Jsou nalezeny jeji vlastni frekvence a vlastni funkce. Dalsim krokem
je feSeni vynuceného kmitéani pro nékolik typu buzeni. Typy buzeni jsou vybrany
takové, které se mohou objevit na realnych olopatkovanych discich turbosoustroji
nebo pii experimentalnim méteni. Je ukazano, ze vybuzené kmity maji rizny charak-
ter zavisly na typu buzeni. Existuji dva zakladni druhy kmitani rota¢né symetrickych
struktur: stojaté vinéni, bézici vinéni.

Dalsi kapitola prace je zamérena na dynamickou analyzu rotacné periodickych
struktur (olopatkovanych disku ) s vyuzitim rota¢né periodické podminky, kterd
umoznuje vyznamnym zpusobem zredukovat pocet stupnu volnosti dané tlohy, resp.
vypocetni naroky. V teoretické ¢éasti jsou odvozeny vztahy pro vypocet modalnich
vlastnosti olopatkovanych disku a nasledné jsou diskutovany jejich vlastnosti. Déle
jsou odvozeny vztahy pro vypocet odezvy na harmonické buzeni pro ruzné typy ro-
zlozeni sil po obvodé kola. Pro vypocet modalnich vlastnosti a vynuceného kmitani
periodickych struktur s vyuzitim rota¢né periodické podminky byl sestaven vypocetni
nastroj PERIO v prostiedi MATLAB.

Byla sestavena metodika vypoctu modalnich vlastnosti pro dlouhé vazané lopatky.
Je uvazovano linearni chovani kontaktni vazby béhem provozu lopatek. Navrzend
metodika vypoctu modélnich vlastnosti pro dlouhé vazané lopatky mimo jiné zahrnuje
spravnou volbu okrajovych podminek. Tato metodika byla aplikovana pii vypoctech
modalnich vlastnosti koncové nizkotlaké lopatky LSB48, které byly nedilnou soucasti
procesu konstrukéniho navrhu. Porovnanim namétenych a vypoctenych vlastnich
frekvenci se podarilo ovérit jednak korektni naladéni lopatky LSB48 a dédle metodiku
vypoctu modalnich vlastnosti vazanych lopatek. Experiment potvrdil, Ze existuje
velmi dobrd shoda mezi vypoctovym model a skuteénym dilem, nebot odchylky u
nameérenych a vypoctenych vlastnich frekvenci se pohybovaly do 3%.

Byla ovérena moznost pouziti statické redukce za ucelem vyznamného snizeni
poctu stupnu volnosti lopatky s vazebnimi ¢leny. Je vSak nutnd spravna volba master
uzlu (stupnn volnosti) a to jak v oblasti listu, tak zejména v oblasti kontaktnich ploch
vazebnich ¢lenu.

Pro posuzovani miry vybuditelnosti vlastniho tvaru kmitu byl zaveden parametr
vybuditelnosti x a byl odvozen vztah pro jeho stanoveni v piipadé pouziti rotacné
periodické podminky. Tento vztah byl pouzit pii vyhodnocovani miry vybuditelnosti
vlastnich tvaru lopatky LSB48.

Zavérecna kapitola se zaméfuje na vzajemnou interakci lopatek a rotoru pii
torznim kmitani. Na zjednoduseném modelu dvojdisku s lopatkami je prezentovan
princip vzdjemné interakce lopatek a rotoru. Jednim z hlavnich cilu analyzy zjednodu-
Seného modelu bylo provedeni detailniho rozboru vlivu jednotlivych parametru (tuhost,
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hmotnost lopatek a rotoru) na vlastni frekvence a na rezonanéni amplitudy kmitani
lopatek. Model je mozno svymi parametry naladit tak, aby s akceptovatelnou presnosti
predikoval vzajemnou interakci skuteéné rotorové soustavy s lopatkami.

Pro zptesnéni predikce modélnich vlastnosti systému lopatky-rotor (pfi torznim
kmitani rotoru) byla sestavena metodika, kterd je zalozena na metodée MKP, kdy je
rotor modelovan pomoci 1D nosnikovych prvku a lopatky pomoci 3D objemovych
prvku a déle je pouzita podminka cyklicnosti. Tento postup vypoctu vzajemného
torzniho kmitani rotoru a lopatek byl zautomatizovan pomoci APDL jazyka v prostiedi
ANSYS. Navrzena metodika umoznuje velmi rychle a operativné analyzovat vazané
torzni frekvence rotoru a lopatek. Korektnost a pfesnost navrzené metodiky byla
ovérena experimentalnim meérenim na pokusném kole s lopatkou LSB48.
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Anotation

The thesis focuses on dynamic behavior of bladed disks of axial turbomachin-
ery. The first section is dealing with axisymmetric structure in order to understand
behavior of rotational periodic structures since they exhibit very similar proper-
ties. Equation of motion for simple 1D continuum (preloaded coiled string) was
determined and afterwards analytically solved. Natural frequencies and functions
were found out first and then forced response was analyzed for different kinds of
excitation forces. They were selected as can be met on actual bladed disks of turbo-
machinery during operation or during test rig measurement. It was proven that two
basic responses exist: rotating and fixed wave vibration.

The next chapter is dealing with dynamic analysis of rotational periodic struc-
tures utilizing equation of cyclic symmetry. This approach enables to reduce signifi-
cantly number of degree of freedoms. Within theoretical part the relation for modal
analysis of bladed disk is built up and then bladed disk properties are discussed. Re-
lations for forced response calculation are presented and different types of harmonic
force distribution around the bladed disk are distinguished. The new computation
tool called PERIO was built in MATLAB. It allows determining modal properties
and forced response of the periodic structures using cyclic symmetry equations.

The new methodology using cyclic symmetry was applied on a bladed disk with
long interconnected blades designated as LSB48. The bladed disk system was consid-
ered as linear in terms of modeling contact at interlocking elements. Determination
of appropriate boundary conditions was part of the work in order to obtain the
most relevant model of the bladed disks. The FE model was verified from view of
calculated natural frequencies against the measured data. Full scale measurement
test under rotation confirmed good agreement between the both calculated and
measured frequencies. The relative difference was up to 3%.

Application of static reduction was considered in order to significantly reduce
number of degree of freedoms (dof). It was found that an application of the reduction
is feasible with reasonable amount of accuracy however selection of master dofs is
crucial especially in regions around the interlocking elements.

A shape response factor was derived for the rotational periodic structure in order
to determine how extensively a particular mode shape can be excited in dependence
to excitation force. This shape response factor was evaluated for first four mode

shapes of the blade LSB48.

The final chapter focuses on coupled rotor blade torsional vibration. The sim-
plified model of double disk with blades is considered for revealing basic principle
of torsional interaction between blades and disks. The detailed study was carried
out in order to find relation between natural frequencies and bladed disk parame-
ters ( stiffness and mass of blade and disk). The simplified model is possible to set
up to represent the actual rotor train system with blades however accuracy is just
moderate.
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The unique methodology for prediction of coupled rotor-blade frequencies was
developed in order to get accurate results of modal analysis with reasonable compu-
tation effort. The method is based on FE when a rotor and blades are modeled with
1D beam and 3D solid elements, respectively. Cyclic symmetry equations are con-
sidered for bladed disk behavior. This approach was implemented into ANSYS using
APDL programming language. The good accuracy and correctness of the method-
ology were verified on a test rig using full-scale blades LSB48.
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