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LSB48 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 88
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7.1 Př́ıloha 1 - Odezva rotuj́ıćı struny na harmonické buzeńı . . . . . . . 99
7.2 Př́ıloha 2 - Sńıžeńı tuhosti vlivem rotace . . . . . . . . . . . . . . . . 102
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Seznam hlavńıch značeńı

Označeńı Jednotky Popis

r,ϕ, z - válcový souřadnicový systém

α rad úhlové natočeńı struny

β rad fázový posuv

γ - poměr vlastńıch frekvenćı

δ - Diracova funkce

η - poměrný útlum

ϕ rad úhlová souřadnice, úhel definuj́ıćı segment

λ - vlnové č́ıslo, vlastńı č́ıslo

µ kg m−1 měrná hmotnost

ξ - poměrná frekvence

π - Ludolfovo č́ıslo

σ Pa napět́ı

χ - parametr vybuditelnosti

ψ rad fázový posun

ωb rad s−1 úhlová bud́ıćı frekvence

ωk rad.s−1 k-tá úhlová vlastńı frekvence

Ω rad .s−1 úhlová rychlost otáčeńı

c m s−1 vlnová rychlost

f Nm−1 śıla na jednotkovou délku struny, bud́ıćı śıla

i - imaginárńı jednotka

k Nm−1 tuhost

m kg hmotnost

n - počet segment̊u periodické struktury

q m zobecněná souřadnice, deformace struny

r m poloměr stočené struny

x m deformace struktury

t s čas

u - modálńı souřadnice

v - vlastńı vektor

Ek J kinetická energie

Ep J potenciálńı energie

F N bud́ıćı śıla
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Označeńı Jednotky Popis

I kgm2 moment setrvačnosti

M0 Nm bud́ıćı moment

ND - počet uzlových pr̊uměr̊u

Re Pa mez kluzu

Rm Pa mez pevnosti

T N předeṕınaćı śıla struny

U m vlastńı funkce

Λ - spektrálńı matice

B - matice tlumeńı

D - matice tlumeńı

G - matice gyroskopického momentu

H - transformačńı matice

I - jednotková matice

K - matice tuhosti

K0 - matice tuhosti zahrnuj́ıćı vliv vyztužeńı systému

M - matice hmotnosti

T - transformačńı matice

V - modálńı matice

F - Laplace̊uv obraz śıly

G - Laplace̊uv obraz impulzńı funkce

Q - Laplace̊uv obraz odezvy





8 Úvod

1 Úvod

Turbosoustroj́ım se rozumı́ mechanické rotačńı zař́ızeńı, které bud’ zpracovává
tlakovou energii média a přetvář́ı ji na mechanickou práci nebo naopak. Tlaková
energie média se měńı expanźı na kinetickou energii, která je pak předávána na
lopatky stroje. V př́ıpadě, že tok média je rovnoběžný s osou rotace stroje, mluv́ıme
o takzvaných axiálńıch turbosoustroj́ıch. Pokud tok média je kolmý na osu rotace
stroje, jedná se pak o radiálńı turbosoustroj́ı . V této práci se budeme zabývat pouze
problematikou axiálńıch turbosoustroj́ı. Mezi turbosoustroj́ı patř́ı např́ıklad parńı a
spalovaćı turb́ına nebo kompresor. Tyto typy stroj̊u jsou složeny ze statorových a
rotačńıch celk̊u, jak naznačuje obrázek 1.1.

Obrázek 1.1: Schématický obrázek axiálńıho stupně turbiny

Rotačńı části turbosoustroj́ı jsou z pohledu spolehlivosti a bezpečnosti provozu
vystaveny extrémńımu statickému, ale i dynamickému zat́ıžeńı. Jedná se hlavně
o oběžné lopatky a disky rotor̊u. Vlastńı lopatka se obecně skládá z listu, nožky
a bandáže. Rozeznáváme několik typ̊u závěs̊u jako je T závěs, vidličkový závěs a
stromečkový závěs. Listy lopatek mohou být r̊uzně tvarované, a proto je děĺıme na
prizmatické a zkroucené. Také bandáž může být r̊uzně konstrukčně řešena, a tak
rozlǐsujeme integrálńı bandáž, která je součást́ı listu, a dále pak nýtovanou bandáž,
která je k listu připevněna pomoćı nýt̊u.

Z pohledu statického zat́ıžeńı je lopatka vystavena odstředivé śıle a dále pak
tlakové śıle média. Tyto složky zat́ıžeńı jsou relativně jednoduše predikovatelné na
rozd́ıl od dynamických sil interaguj́ıćıch s olopatkovaným diskem.
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Hlavńım zdrojem dynamického buzeńı lopatek je nerovnoměrné tlakové pole,
které je zp̊usobeno úplavy za jednotlivými rozváděćımi lopatkami. Taktéž r̊uzné
nerovnoměrnosti po obvodě proudového pole mohou vykazovat zdroj buzeńı ( děĺıćı
rovina rozváděćıch kol, odběry páry , parciálńı ostřik atd.). Vibrace rotoru torzńı či
př́ıčné mohou být také zdrojem buzeńı.

Při návrhu olopatkovaného disku je kladen hlavńı d̊uraz na spolehlivý, bezpečný
a klidný provoz stroje. Z tohoto d̊uvodu je kladen značný požadavek na dynamické
odladěńı olopatkovaného disku a také na intenzitu dynamických odezev.

1.1 Dynamika olopatkovaných disk̊u

Problematikou dynamiky olopatkovaných disk̊u se jako prvńı začal zabývat na
začátku 20-tých let minulého stolet́ı Campbell [2]. Snažil se pochopit rezonančńı
stavy u rotačně periodických struktur. Před ńım však již Stodola [1] sestavil základńı
kritéria návrhu samotné lopatky z pohledu dynamického chováńı. Následně se ukázalo,
že je nutné analyzovat chováńı celého olopatkovaného disku nikoliv jen samotné
lopatky, jak ve svém d́ıle dokázal Campbell [2]. Prohl [4] ve svém d́ıle zavedl pojem
rezonančńı faktor, který charakterizuje velikost rezonančńı odezvy v závislosti na
počtu lopatek ve svazku a dále na poměru počt̊u rozváděćıch a oběžných lopatek.
Jeho práce pak byla dále rozš́ı̌rena Saitem [5] . V dnešńı době se však od svazkováńı
lopatek upoušt́ı a nahrazuje se kontinuálńı vazbou.

Výpočet modálńıch vlastnost́ı rotuj́ıćıch disk̊u a lopatek byl nejdř́ıve prováděn
na základě analytických vztah̊u [6], [4]. Ewins [7] na základě výpočt̊u a experi-
mentu ověřil, že olopatkovaný disk vykazuje mnohem v́ıce vlastńıch tvar̊u a frekvenćı
než samotná lopatka a zavedl takzvaný interferenčńı diagram, kde je provázanost
mezi lopatkou a diskem dobře rozpoznatelná. Zavedl také pojem rodina vlastńıch
tvar̊u, což je skupina tvar̊u, které vykazuj́ı stejný charakter kmitáńı a lǐśı se pouze
uzlovým pr̊uměrem. Ewins již prováděl výpočty na základě metody konečných prvk̊u
(MKP). Lopatky modeloval nosńıkovými prvky a disk skořepinovými prvky. Velkou
neznámou byla tuhost upevněńı lopatky v disku. Ta byla zjǐst’ována na základě
měřeńı a v MKP výpočtech modelována jako pružina. Problém správného uchyceńı
lopatky na disk z pohledu tuhosti spojeńı je stále velká neznámá a to i v př́ıpadě,
kdy lopatky a disk modelujeme pomoćı 3D objemových prvk̊u. To plat́ı zvláště u
krátkých lopatek vysokotlakých a středotlakých d́ıl̊u, kde tuhost uložeńı je prak-
ticky totožná s ohybovou tuhost́ı lopatky. Chyba výpočtu roste s frekvenčně vyšš́ım
tvarem kmitu lopatky. Tuhost uchyceńı lopatky je do značné mı́ry nelineárńı, jelikož
se většinou jedná o kontaktńı tuhost. Výrobńı tolerance lopatky a disku dále také
ovlivňuj́ı tuto vazebńı tuhost.

Velká neurčitost v tuhosti vazby lopatka disk vede některé výrobce k tomu, že
vlastńı frekvence krátkých lopatek nepoč́ıtaj́ı a spoléhaj́ı se na konstrukčńı prove-
deńı jejich olopatkovaných disk̊u. Hlavńım principem je vnést do systému př́ıdavné
tlumeńı ve formě třeńı sousedńıch lopatek. Toto opatřeńı má umožnit provoz lopatek
i v rezonanci.
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V př́ıpadě dlouhých lopatek je situace s výpočtem vlastńıch frekvenćı mnohem
př́ıznivěǰśı. Ohybová tuhost dlouhých koncových lopatek je minimálně ovlivňována
tuhost́ı uložeńı lopatky. Tyto lopatky maj́ı vlastńı frekvence velmi ńızké a je za-
potřeb́ı je při návrhu odlad’ovat v̊uči několika prvńım harmonickým frekvenćım.

Ewins [8],[9],[10] se dále zabýval problémem rozladěných disk̊u z pohledu ve-
likosti amplitudy kmitáńı lopatek. Na základě Ewinsovo i jiných praćı nelze učinit
jednoznačný závěr, zdali vlivem rozladěńı docháźı k pońıžeńı amplitud odezev. Vždy
to záviśı na konkrétńım př́ıpadu rozladěńı a buzeńı. V mnoha př́ıpadech se ukazuje,
že rezonančńı amplitudy kmitáńı jsou nižš́ı u rozladěných struktur. V této práci se
problematikou rozladěných disk̊u nebudeme zabývat.

1.1.1 Rotačně periodická symetrie olopatkovaných disk̊u

Jelikož olopatkované disky obsahuji mnohdy velký počet lopatek (až několik set),
vyvstává problém s numerickou náročnost́ı dynamických analýz. V př́ıpadě, kdy jsou
lopatky modelovány pomoćı nosńıkových př́ıpadně skořepinových prvk̊u je náročnost
na výpočetńı techniku akceptovatelná. Pokud je však olopatkovaný disk modelován
pomoćı objemových prvk̊u, je již numerická náročnost výpočtového modelu natolik
rozsáhlá, že je nutné uvažovat o možnosti redukce stupň̊u volnosti daného problému.
Jednou z možnost́ı je využit́ı periodicity námi uvažovaného olopatkovaného disku. Již
v roce 1979 přǐsel Thomas [18] s teoríı, jak modelovat pouze jeden segment rotačně
periodické struktury a t́ım významně sńıžit výpočtovou náročnost. Thomas zavád́ı
rotačně periodickou podmı́nku symetrie pomoćı ńıž a modelu jednoho segmentu je
schopen popsat chováńı celé rotačně periodické struktury. Svou teorii aplikuje při
dynamické analýze betonové chlad́ıćı věže elektrárny. V roce 1981 Wildheim [19]
aplikuje stejnou teorii při dynamické analýze rotuj́ıćı struktury s uvažováńım cor-
riolisových sil. V bývalém Československu jako prvńı zmiňovanou metodu aplikoval
v roce 1982 Krásný [11].

Při návrhu koncových ńızkotlakých lopatek parńıch turbin je k zjǐstěńı modálńıch
vlastnost́ı olopatkovaných disk̊u využ́ıvána rotačně periodická symetrie. Výpočtem
charakteristik vlastńıho kmitáńı olopatkovaných disk̊u parńıch turbin s využit́ım
rotačńı periodicity se zabývá práce Polacha [3], kde zmiňovanou metodu aplikuje
při výpočtu modálńıch vlastnost́ı lopatky Skoda 1080mm s ”cik-cak”vazbou. Firma
Mitsubishi v roce 2005 vyvinula koncovou lopatku o délce 1220mm a pro výpočty
modálńıch vlastnost́ı využila periodicity systému [21]. Podobně i firma Hitachi v
roce 2002 uveřejnila článek [22], ve kterém prezentuje vývoj koncových lopatek a pro
výpočty jejich dynamického chováńı aplikuje podmı́nky rotačně periodické symetrie.

1.1.2 Buzeńı olopatkovaných disk̊u a vynucené kmitáńı

Olopatkované disky turbosoustroj́ı jsou vystaveny mnoha typ̊um bud́ıćıch účink̊u,
které vznikaj́ı jako d̊usledek vlastńıho provozu těchto stroj̊u. Jedná se o účinky
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proud́ıćıho média, které obtéká dané lopatkové mř́ıže. Daľśım zdrojem buzeńı může
být rotorové chvěńı, které se běžně vyskytuje za provozu. U turbin, které slouž́ı
k výrobě elektrické energie pomoćı generátoru, se mohou objevit bud́ıćı účinky
vznikaj́ıćı v d̊usledku neoptimálńıho provozu daného generátoru. Výše uvedené zdroje
buzeńı maj́ı za následek vznik odezev, které jsou pro daný typ buzeńı specifické.

Stanoveńı bud́ıćıch účink̊u je značně obt́ıžný proces. Pro jejich určeńı je možné
použit́ı numerických metod, které nejsou vždy přesné, nebot’ nemohou postihnout
všechny aspekty fyzikálńıch děj̊u odehrávaj́ıćıch se v lopatkovém kanálu. Jsou však
jedinou možnost́ı, jak predikovat bud́ıćı účinky u nově navrhovaných stroj̊u. Pro
stanoveńı dynamického zat́ıžeńı oběžných lopatek od nerovnoměrného tlakového
pole za rozváděćı mř́ıž́ı dávaj́ı tyto CFD ( computation fluid dynamics) výpočty
postačuj́ıćı výsledky. Jejich náročnost na výpočetńı čas je však značná, nebot’ se
jedná o v čase proměnný děj , který je nutné řešit iteračńımi metodami. Daľśım
zp̊usobem jak zjistit bud́ıćı účinky je experimentálńı měřeńı. Toho se většinou využ́ıvá
v př́ıpadě výskytu provozńıch problémů, ale také při testováńı prototypových zař́ızeńı.
Bohužel v př́ıpadě experimentálńıho měřeńı aerodynamického buzeńı je obt́ıžné
zmapovat celé proudové pole a i zde se setkáme s mnoha omezeńımi.

Z výše uvedených d̊uvod̊u se v literatuře většinou setkáme s analýzami vynu-
ceného kmitáńı pro testovaćı rotačně periodické struktury, kde zdrojem buzeńı jsou
většinou AC elektromagnet či tryskaj́ıćı vzduch. Práce Severa [30] se zabývá mimo
jiné porovnáńım dynamického chováńı experimentálńıho zjednodušeného olopatko-
vaného kola a jeho numerického modelu a to ve formě amplitudo frekvenčńıch
charakteristik (jedná se o model olopatkovaného kola s třećı vazbou). Ojedinělé
porovnáńı výsledk̊u vynuceného kmitáńı impeleru radiálńıho kompresoru źıskaných
na základě MKP modelu a měřeńı na reálném d́ıle je prezentováno v publikaci
Dickmanna [31]. Autor nejprve numericky simuloval prouděńı v lopatkové mř́ıži a
následně źıskané nestacionárńı tlakové pole aplikoval na MKP model radiálńıho im-
peleru a dále pak provedl harmonickou analýzu vynuceného kmitáńı ve frekvenčńı
oblasti.

Během posledńıch deseti let se začala pozornost soustřed’ovat na vynucené kmitáńı
s uvažováńım třeńı mezi vazebńımi členy lopatek, což sebou přináš́ı značné zkomp-
likováńı numerických výpočt̊u, nebot’ se jedná o nelineárńı chováńı systému. Je pak
nutné řešit soustavu nelineárńıch diferenciálńıch rovnic. Často použ́ıvanou metodou
pro řešeńı tohoto nelineárńıho problému je metoda HBM ( Harmonic balance method),
kterou je možné použ́ıt v př́ıpadě, pokud nelineárńı systém je buzen periodicky
proměnným zat́ıžeńım. Tato metoda byla aplikována Petrovem [15],[16] při analýze
vynuceného kmitáńı lopatek axiálńıho turbokompresoru. Petrov použil Galerkinovu
metodu, která převedla nelineárńı diferenciálńı rovnice na soustavu nelineárńıch al-
gebraických rovnic. Ty byly dále řešeny Newton-Raphsonovou metodou. Podobně
řeš́ı Siewert [17] na základě HBM odezvu turb́ınových lopatek s nelineárńı třećı
vazbou.
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1.1.3 Vibrace lopatek buzených torzńım momentem generátoru – poru-
chové stavy

S t́ım jak se vylepšovaly mechanické vlastnosti vysokopevnostńıch oceĺı, rostla
možnost vyv́ıjet deľśı a účinněǰśı koncové lopatky ńızkotlakých d́ıl̊u. Deľśı lopatky
maj́ı však obecně nižš́ı vlastńı frekvence, které se nacházej́ı v oblasti dvojnásobku
frekvence elektrické śıtě. Při provozu generátoru mohou nastat poruchové děje, jež
maj́ı harmonický či periodický charakter s periodou děje jednonásobku a dvojnásobku
frekvence śıtě. Tyto poruchové děje mohou být zdrojem buzeńı koncových lopatek
a vybudit tzv. deštńıkový tvar kmitu olopatkovaného disku. Začátkem 80. let se ob-
jevily prvńı poruchy lopatek v d̊usledku vysokocyklové únavy, která nastala vlivem
rezonačńıho kmitáńı, kdy došlo k vzájemné interakci lopatek a rotorové soustavy [25].
V d̊usledku toho se zavád́ı nová návrhová kritéria pro posuzováńı správného naladěńı
lopatek z pohledu vzájemné interakce lopatka - rotorová soustava [26],[27],[28]. Pro
výpočet modálńıch vlastnost́ı systému lopatky- rotor je použ́ıvána metoda konečných
prvk̊u. Rotor je modelován pomoćı 1D nosńıkových prvk̊u, které se běžně použ́ıvaj́ı
při torzńı analýze rotorové soustavy. Historicky prvńı MKP modely lopatek byly
reprezentovány několika vzájemně pospojovanými hmotnými body, které byly přes
pružiny spojeny s modelem rotoru. Tyto modely lopatek bylo nutné předem patřičně
kalibrovat, což nebylo vždy jednoduché. S rozvojem výpočetńı techniky bylo umožněno
modelovat lopatky pomoćı 3D nosńıkových prvk̊u. Tento př́ıstup se běžně použ́ıvá
do dnešńı doby, ačkoliv má mnohé nevýhody.

1.1.4 Hodnoceńı odezev z pohledu vysokocyklové únavy

Věrohodně numericky stanovit skutečnou dynamickou odezvu (dynamická napět́ı)
oběžných lopatek turbin je velmi obt́ıžné. Např́ıklad u dlouhých koncových NT
lopatek jsme schopni určit jejich vlastńı frekvence relativně přesně, avšak zdroj
buzeńı je velmi těžko predikovatelný. Naopak u krátkých lopatek vysokotlakých
a středotlakých stupň̊u jsme zdroj buzeńı schopni určit, nebot’ se jedná většinou o
buzeńı od úplav̊u za rozváděćımi lopatkami a na základě CFD simulaćı je možné tyto
bud́ıćı śıly stanovit. Na druhou stranu model mechanického chováńı lopatek vykazuje
značné nepřesnosti z pohledu určeńı vlastńıch frekvenćı, nebot’ zde hraje velkou roli
tuhost vetknut́ı lopatky do disku a př́ıpadně kontaktńı vazba na bandáži. Zmı́něné
d̊uvody často vedou k tomu, že se voĺı konzervativńı př́ıstup a určuj́ı se rezonačńı
napět́ı bez ohledu na naladěńı systému. Vyberou se potenciálně nebezpečné vlastńı
frekvence, které jsou v bĺızkosti frekvence buzeńı a pro tyto př́ıpady se stanov́ı
rezonačńı stavy. Rezonačńı napět́ı jsou pak posuzována z pohledu vysokocyklové
únavy. Tento př́ıstup byl zvolen v práci [34].

Daľśı možnost́ı jak určit dynamické napět́ı je provedeńı měřeńı za provozńıch
podmı́nek. Pro krátkodobé měřeńı je možné použ́ıt širokou škálu typ̊u tenzometr̊u,
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bohužel však jejich použit́ı je limitováno pracovńı teplotou lopatek a agresivńım
prostřed́ım, což velmi často snižuje jejich životnost. V posledńı době se pro provozńı
monitorováńı dlouhých lopatek NT stupň̊u využ́ıvá tzv. metoda Tip-timing, která
umožňuje sledováńı všech lopatek daného kola. Na základě naměřených amplitud je
pak možné sestavit numerické modely předpov́ıdaj́ıćı zbytkovou životnost lopatek
(např. práce Baldy [35]).

Existuje mnoho výpočtových model̊u k stanoveńı životnosti součást́ı [36]. At’ již
jsou tyto modely založeny na uniaxiálńıch či multiaxiálńıch kritéríıch, ve většině
př́ıpad̊u muśı být kalibrovány na určitý stav napjatosti daného kritického mı́sta
součásti, což neńı vždy jednoduché at’ již z časových či finančńıch d̊uvod̊u. To
je jeden z hlavńıch d̊uvod̊u, proč je v praxi stále aplikován př́ıstup dimenzováńı
na nekonečnou životnost na základě Haigova diagramu a použ́ıvány koeficienty
bezpečnosti zahrnuj́ıćıch většinu neurčitost́ı.
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1.2 Ćıl disertačńı práce

Současným světovým trendem je zlepšováńı účinnosti turb́ın d́ıky zvyšováńı vs-
tupńıch parametr̊u pracovńıho média. Velký d̊uraz je také kladen na kompaktńı
provedeńı, jelikož nemálo snižuje celkové náklady na výstavbu elektrárny. Toto vede
k potřebě optimalizovat dimenzováńı olopatkovaných disk̊u jak z pohledu statického,
tak dynamického. K tomu je však zapotřeb́ı vylepšit a zdokonalit stávaj́ıćı výpočtové
metody.

Hlavńım ćılem disertačńı práce je vytvořeńı metodiky výpočtu vlastńıch frekvenćı
lopatek s kontaktńı vazbou a dále určeńı jejich odezev pro r̊uzné typy buzeńı. Tato
metodika bude sloužit při návrhu nových lopatek, ale zároveň bude moci být ap-
likována na lopatky, které jsou již v provozu. T́ım bude možno zpětně verifikovat
chováńı lopatek, u kterých se vyskytly v minulosti provozńı problémy. Metodika
by měla pokrýt všechny typy lopatek od krátkých typ̊u (vysokotlaké a středotlaké
lopatky- krátké) až po koncové a předposledńı stupně ńızkotlakých d́ıl̊u parńıch
turb́ın.

V současné době neńı výše popsaná metodika ve Škodě Power k dispozici a nebo
je pouze v omezené mı́̌re, kdy je možno analyzovat jen vlastńı frekvence volných
lopatek, př́ıpadně lopatek ve svazćıch. Existuj́ı však určité limity na počet lopatek
ve svazku. Výpočet vlastńıch frekvenćı lopatek s kontaktńı vazbou je velmi omezený.

Metodika dynamické analýzy olopatkovaných disk̊u bude založena na lineárńıch
př́ıstupech s využit́ım metody konečných prvk̊u. Využit́ı lineárńıch model̊u přinese
efektivńı př́ıstup k zjǐst’ováńı vlastńıch frekvenćı a vynucených odezev olopatko-
vaných disk̊u. Ćılem bude taktéž ověřeńı dané metodiky měřeńım, které však neńı
náplńı této práce, ale je d̊uležitou součást́ı vývoje nových výpočtových postup̊u.
Prezentované metodiky budou aplikovány na reálné olopatkované disky a nikoliv
jen na modelové př́ıpady.

Nahrazeńı stávaj́ıćıho běžně použ́ıvaného př́ıstupu k výpočtu interakce lopatek
a rotorové soustavy novým, který přinese zpřesněńı výpočtu modálńıch vlastnost́ı
takovéto soustavy, je daľśım ćılem této práce.

Z pohledu buzeńı budou uvažovány všechny typy zdroj̊u , které se mohou reálně
vyskytnout při provozu axiálńıch turbosoustroj́ı. Předevš́ım se jedná o buzeńı od
nespojitého pole prouděńı média za statorovými d́ıly jako je např. rozváděćı kolo,
děĺıćı rovina rozváděćıho kola, odběrná potrub́ı, atd. Torzńı buzeńı rotorové sous-
tavy od poruchových děj̊u na elektro-generátoru je daľśım typem zdroje buzeńı,
které bude uvažováno při dynamických analýzách. Při tomto typu buzeńı docháźı
k interakci kmitáńı dlouhých koncových lopatek s torzńım kmitáńım rotorové sous-
tavy. Dále budou uvažovány zdroje buzeńı , které se použ́ıvaj́ı při experimentálńıch
testech olopatkovaných disk̊u, jako je např́ıklad buzeńı elektromagnetickým polem
generovaným AC magnetem či buzeńı tryskaj́ıćım médiem (olej, voda, vzduch).

Zjǐstěné dynamické odezvy ve formě amplitud dynamických napět́ı je nutné dále
posoudit z pohledu bezpečnosti a př́ıpadně stanovit životnost lopatek z pohledu
vysokocyklové únavy.
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2 Teorie kmitáńı rotačně symetrických struktur

Campbell [2] již v roce 1924 na základě experiment̊u zjistil, že u rotačně a periodicky
symetrických rotuj́ıćıch a nerotuj́ıćıch struktur docháźı k vybuzeńı několika typ̊u
vynucených tvar̊u.

A. Běž́ıćı vlněńı – dopředná , zpětná

B. Stoj́ıćı vlněńı

C. Stojaté vlněńı

Výše uvedené typy vlněńı mohou nastat, jak u rotuj́ıćıch tak nerotuj́ıćıch disk̊u,
vždy to záviśı na typu buzeńı. Stejný typ odezvy můžeme źıskat pro rotuj́ıćı disk
a v prostoru nerotuj́ıćı buzeńı, tak pro nerotuj́ıćı disk a v prostoru rotuj́ıćı buzeńı.
Typ odezvy vždy záviśı na relativńım pohybu mezi diskem a buzeńım.

V této práci budou hlavně zmiňovány př́ıpady buzeńı, které se vyskytuj́ı při
provozu v turbosoustroj́ıch a ovlivňuj́ı chováńı olopatkovaných disk̊u. Dále budou
zmı́něna buzeńı, která jsou použ́ıvána při experimentálńı verifikaci modálńıch vlast-
nost́ı lopatek.

Pochopeńı dynamických vlastnost́ı olopatkovaných disk̊u, jakožto periodické struk-
tury, je základńım předpokladem. Nejdř́ıve se budeme tedy zabývat odvozeńım dy-
namického chováńı takových systémů. Odvozeńı bude provedeno pro rotačně sy-
metrickou strukturu, což je ve skutečnosti zvláštńı př́ıpad periodické struktury, kdy
počet periodicky opakuj́ıćıch se substruktur se bĺıž́ı nekonečnu.

2.1 Vlastńı frekvence a vlastńı tvary rotačně symetrické
struktury

V literatuře se většinou setkáme s odvozeńım pohybových rovnic pro rotačně symet-
rické desky [13],[14], které jsou popsány jako 2D kontinuum. Tyto rovnice jsou pak
následně řešeny pomoćı Besselových funkćı. Řešeńı 2D kontinua z pohledu modálńıch
vlastnost́ı a vynuceného kmitáńı je zbytečně komplikované pro pochopeńı chováńı
rotačně symetrických struktur. V mnoha př́ıpadech neńı ani možné nalézt analytické
řešeńı, proto pro daľśı odvozeńı zvoĺıme 1D kontinuum, jehož chováńı bude popsáno
pouze jednou zobecněnou souřadnićı. Toto umožńı relativně jednoduché odvozeńı a
analytické řešeńı pohybové rovnice takového systému.

Vlastnosti rotačně periodických struktur odvod́ıme na základě rotačně symet-
rické struktury se spojitě rozloženými vlastnostmi. Modelem je předepnutá struna
stočená do kruhu viz. obr. 2.1. Z fyzikálńıho pohledu by se takový model těžko re-
alizoval, ale pro účely odvozeńı chováńı rotačńı struktury je tento model optimálńı
svoj́ı jednoduchost́ı. Ćılem bude sestavit pohybovou rovnici popisuj́ıćı př́ıčné kmitáńı
předepnuté struny stočené do kruhu a dále zjistit modálńı vlastnosti a odezvy na
r̊uzné druhy buzeńı.
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Základńı předpoklady

• pr̊uměr struny je mnohem menš́ı než pr̊uměr struktury

• silové předepnut́ı struny je po celé délce konstantńı, nebo je tak dostatečně
velké, že změna śıly vlivem kmitáńı struny je zanedbatelná

• ohybové natočeńı struny je malé, takže plat́ı

α = sinα = tanα =
∂z

r∂ϕ
(2.1)

• uvažuje se př́ıčné kmitáńı struny ve směru osy symetrie struktury

• uvažuje se konzervativńı systém, to je bez tlumeńı

Obrázek 2.1: Model předepnuté struny stočené do kruhu

Předpokládáme, že na strunu p̊usob́ı spojitě po obvodě proměnná a časově závislá
śıla f(ϕ, t), která má směr rovnoběžný s osou symetrie struktury. Struna má měrnou
hmotnost µ. Na základě D’Alambertova principu sestav́ıme silovou rovnici rovnováhy
pro element o délce r.dϕ,
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−Tsinα + Tsin(α + dα) + f (ϕ, t)rdϕ− dmz̈(ϕ, t) = 0 (2.2)

kde

z(ϕ, t)− deformace struny

f(ϕ, t)− śıla na jednotku délky struny

ϕ− úhlová souřadnice

µ−měrná hmotnost struny na jednotku délky

T− předepı́nacı́ śıla struny

α− úhlové natočenı́ struny

Pokud budeme uvažovat malé deformace struny , pak plat́ı přibližně následuj́ıćı
vztahy (2.3)

α =
∂z

r∂ϕ
, dα =

∂2z

r∂ϕ2
dϕ pro dϕ→ 0 , sin(α + dα) = α + dα (2.3)

a rovnici (2.2) uprav́ıme do tvaru (2.5),

T
∂2z(ϕ, t)

∂ϕ2
= µr2∂

2z(ϕ, t)

∂t2
− r2f (2.4)

c2z′′ = r2z̈ − r

µ

2

f , kde c =

√
T

µ
(2.5)

kde čárkami resp. tečkami jsou označeny parciálńı derivace př́ıčné výchylky struny
podle úhlové souřadnice resp. času.

Pohybová rovnice (2.5) popisuje př́ıčné kmitáńı předepnuté struny stočené do
kruhu. Pokud polož́ıme bud́ıćı śılu rovnu nule, pak rovnice (2.5) přejde do tvaru
(2.6), který popisuje vlnovou rovnici, kde c vyjadřuje vlnovou rychlost.

c2z′′ = r2z̈ (2.6)
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2.1.1 Modálńı analýza

Uvažujme vlnovou rovnici (2.6) a hledejme řešeńı této rovnice metodou separace
proměnných ve tvaru

z(ϕ, t) = U(ϕ)q(t) (2.7)

Dosazeńım vztahu (2.7) do rovnice (2.6) źıskáme rovnici (2.8), v které je pravá
strana funkćı času a levá strana je funkćı úhlu ϕ. Aby nastala rovnost, je nutné, aby
se obě strany rovnaly konstantě. Rovnice (2.8) se t́ımto rozpadne na dvě nezávislé
rovnice .

U ′′

U
=
r2q̈

c2q
= −λ2 (2.8)

U ′′ = −λ2U (2.9)

q̈ = −c
2

r2
λ2q (2.10)

Řešeńı diferenciálńı rovnice (2.9) budeme hledat ve tvaru

U(ϕ) = C1sin pϕ+ C2cos pϕ (2.11)

Dosazeńım vztahu (2.11) do rovnice (2.9) dostaneme charakteristickou rovnici

−p2 + λ2 = 0 → p = ±λ (2.12)

Dále budeme aplikovat okrajové podmı́nky pro rotačně symetrickou izolovanou struk-
turu U(ϕ) = U(ϕ+ 2π), což je podmı́nka spojitosti.

Dosazeńım okrajové podmı́nky do vztahu (2.11) a respektováńım řešeńı charak-
teristické rovnice (2.12), obdrž́ıme vztah, ze kterého urč́ıme vlnové č́ıslo λ.

U(ϕ) = U(ϕ+ 2π) → C1sinλϕ+ C2cosλϕ = C1sinλ(ϕ+ 2π) + C2cosλ(ϕ+ 2π)

C1, C2 6= 0 , λj = j pro j = −∞, ...− 1, 0, 1, 2, 3...∞

Výsledné řešeńı rovnice (2.9) je,

Uj(ϕ) = C1sin jϕ+ C2cos jϕ pro j = −∞, ...− 1, 0, 1, 2, 3...∞ (2.13)

kde vztah (2.13) vyjadřuje vlastńı funkci U(ϕ) reprezentuj́ıćı vlastńı tvar kmitáńı.
Pro daľśı výpočty a jednodušš́ı matematické zápisy je účelné vlastńı funkci (2.13)
zapsat v jiném tvaru. Je známo, že lineárńı kombinaćı dvou vlastńıch funkćı opět
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źıskáme vlastńı funkci. Provedeme tedy součet a dále rozd́ıl dvou vlastńıch funkćı
Uj(ϕ), U−j(ϕ) a źıskáme t́ım nové vyjádřeńı vlastńıch funkćı

U s
j (ϕ) = Cs

j sin jϕ

U c
j (ϕ) = Cc

j cos jϕ
(2.14)

kde j = 0, 1, 2, 3...∞. Ze vztahu (2.14) je zřejmé, že pro jedno vlnové č́ıslo j 6= 0,
existuj́ı dvě vlastńı funkce, které jsou navzájem ortogonálńı.

Konstanty Cs
j , C

c
j se mohou určit např. na základě normováńı. Pokud plat́ı vztah

(2.15), pak mluv́ıme o tzv. ortonormálńıch vlastńıch funkćıch.

2π̂

0

(Ux
kU

x
j ) dϕ = π pro x = s, c ; j = k 6= 0, Cs

j = Cc
j = 1

2π̂

0

(Ux
kU

x
j ) dϕ = 0 pro j 6= k

2π̂

0

(U c
0U

c
0) dϕ = 2π , Cc

0 =
1

π

(2.15)

Dosad́ıme-li do rovnice (2.10) za vlnové č́ıslo λ, tak źıskáme

q̈ + ω2
j q = 0 (2.16)

kde

ωj = j c
r

= j 1
r

√
T
µ

pro j = 0, 1, 2, 3...∞

Rovnice (2.16) je rovnićı harmonického kmitáńı a ωj je j-tou vlastńı frekvenćı
struktury. Námi řešená struktura má nekonečně vlastńıch funkćı Uj a vlastńıch
frekvenćı ωj. Nulová vlastńı frekvence ω0 = 0 př́ısluš́ı pohybu struny jako tuhého
tělesa.

Homogenńı řešeńı rovnice (2.16) bude mı́t tvar (2.17), kde konstanty C
s

j a C
c

j

budou určeny na základě počátečńıch podmı́nek.

qj = C
s

jsin(ωjt) + C
c

jcos(ωjt) (2.17)
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2.2 Vynucené kmitáńı

Z pohledu provozu axiálńıch turbosoustroj́ı je d̊uležité znát, jaké odezvy mohou
nastat pro určité typy buzeńı rotačně symetrických struktur. Ćılem bude zjistit tvary
vynuceného kmitáńı pro r̊uzné typy buzeńı. Během provozu axiálńıch turbosoustroj́ı
se můžeme setkat pouze s určitým typem buzeńı. Při experimentálńıch testech je
však často nemožné nasimulovat stejný typ buzeńı jako při provozu, proto se budeme
zabývat i takovými druhy buzeńı, které jsou použ́ıvány během experimentálńıch
test̊u.

Nejčastěǰśım zdrojem buzeńı při experimentálńıch testech olopatkovaných disk̊u
je AC elektromagnet umı́stěný v bĺızkosti lopatek, který generuje stř́ıdavé elek-
tromagnetické pole. (Nutnou podmı́nkou při tomto zdroji buzeńı je , aby buzená
struktura byla vyrobena z feromagnetického materiálu.) Dále se jako zdroj buzeńı
použ́ıvá tryska respektive soubor trysek rovnoměrně rozmı́stěných po obvodě struk-
tury. Z těchto trysek proud́ı médium ( vzduch, olej, atd.), které dopadá na lopatky
a každá lopatka je pak periodicky buzena d́ıky změně hybnosti dopadaj́ıćıho média.

Dále budou uvažovány čtyři typy buzeńı:

• Harmonické buzeńı pohybuj́ıćı se v prostoru a stoj́ıćı struktura

• Harmonické buzeńı nehybné v prostoru

• Harmonické buzeńı pohybuj́ıćı se v prostoru a rotuj́ıćı struktura

• Buzeńı s proměnnou amplitudou Diracova impulzu a rotuj́ıćı struktura

Nehomogenńı řešeńı pohybové rovnice př́ıčného kmitáńı (2.5) budeme hledat ve
tvaru (2.18) jako lineárńı kombinaci vlastńıch funkćı Uj

z(ϕ, t) =
∞∑

j=−∞

Uj(ϕ)qj(t) =
∞∑
j=0

( U s
j(ϕ)qsj (t) + U c

j (ϕ)qcj(t) ) (2.18)

Dosad́ıme řešeńı (2.18) do rovnice (2.5) a tu pak vynásob́ıme postupně U s
k ,U c

k a
dále integrujeme podle ϕ od 0 do 2π. Vzhledem k ortogonalitě vlastńıch funkćı bude
výsledkem soustava nezávislých diferenciálńıch rovnic (2.21).

c2j2

2π̂

0

U s
k

∞∑
j=0

(U s
j (ϕ)qsj (t)+U c

j (ϕ)qcj(t))dϕ+ r2

2π̂

0

U s
k

∞∑
j=0

(U s
j(ϕ)q̈sj (t)+U c

j (ϕ)q̈cj(t))dϕ =

(2.19)

=
r

µ

2
2π̂

0

(U s
k f )dϕ pro U s

k
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c2j2

2π̂

0

U c
k

∞∑
j=0

(U s
j(ϕ)qsj (t) +U c

j (ϕ)qcj(t))dϕ+ r2

2π̂

0

U c
k

∞∑
j=0

(U s
j(ϕ)q̈sj (t) +U c

j (ϕ)q̈cj(t))dϕ =

(2.20)

=
r

µ

2
2π̂

0

(U c
kf )dϕ pro U c

k

q̈sk + ω2
kq
s
k =

1

πµ
f sk pro k = 1, 2, 3, ......∞

q̈ck + ω2
kq
c
k =

1

πµ
f ck pro k = 1, 2, 3, ......∞

q̈ck =
1

2πµ
f c0 pro k = 0

(2.21)

Śılu fxk pro x = s, c nazýváme modálńı silou.

fxk =

2π̂

0

(Ux
k f ) dϕ pro x = s, c ; f c0 =

2π̂

0

f dϕ (2.22)

Poznámka

Jelikož jsou vlastńı funkce Ux
k a Ux

j ortogonálńı a normované dle (2.15), pak plat́ı

2π̂

0

(Ux
kU

x
j )dϕ =

{
π, pro j = k 6= 0 , x = s, c

2π, pro j = k = 0 , x = c

2π̂

0

(Ux
kU

x
j )dϕ = 0 pro j 6= k ;

2π̂

0

(U s
kU

c
j )dϕ = 0

(2.23)
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2.2.1 Harmonické buzeńı pohybuj́ıćı se v prostoru a stoj́ıćı struktura

S t́ımto typem buzeńı se v turbinářské praxi většinou nesetkáme, ale pro úplnost
pochopeńı problematiky je vhodné se o něm zmı́nit.

Budeme uvažovat buzeńı, které je harmonicky proměnné v čase a zároveň je
harmonicky proměnné v prostoru a je vyjádřeno vztahem

f(ϕ, t) = f0sin(jϕs + ωbt) (2.24)

kde f0 je amplituda śıly, ωb je bud́ıćı frekvence, j je libovolné celé nezáporné č́ıslo,
ϕs je polárńı souřadnice definuj́ıćı pozici na struně v klidovém souřadném systému. V
tomto př́ıpadě je polárńı souřadný systém struktury ztotožněn s klidovým souřadným
systémem a plat́ı ϕs = ϕ. Budeme se zabývat pouze ustálenou odezvou na dané
buzeńı, přechodové stavy nás z praktického pohledu nebudou zaj́ımat.

Grafické znázorněńı buzeńı je ukázáno na obrázku 2.2.

Obrázek 2.2: Harmonické buzeńı pohybuj́ıćı se v prostoru a stoj́ıćı struktura
(pro j=3)

Modálńı śıly fxk pro x = s, c a pro výše uvedený typ buzeńı vyjádř́ıme ve tvaru

f sk =

2π̂

0

sin kϕf0sin(jϕ+ ωbt)dϕ = .... = πf0cos(ωbt) pro j = k

f ck =

2π̂

0

cos kϕf0sin(jϕ+ ωbt)dϕ = .... = πf0sin(ωbt) pro j = k

f ck = 2πf0sin(ωbt) pro k = 0

f s,ck = 0 pro j 6= k
(2.25)

Vlastńı funkci Ux
k pro x = s, c předpokládáme dle (2.14) .

Bud́ıćı modálńı śıla fxk nabývá nenulové hodnoty jen v tom př́ıpadě, pokud plat́ı
j = k . Z toho lze učinit závěr, že vlastńı tvar může být vybuzen pouze tehdy, pokud
tvar bud́ıćı śıly má stejný počet uzlových pr̊uměr̊u jako daný vlastńı tvar.
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Śılu fxk dosad́ıme do rovnic (2.21) a ustálenou odezvu qk budeme hledat ve tvaru
(2.26)

qsk = Askcosωbt , q
c
k = Acksinωbt (2.26)

Dále dosazeńım vztahu (2.26) do rovnic (2.21) a jejich vyřešeńım źıskáme neznámé
Ask, A

c
k.

Ask = Ack =

1
µ
f0

ω2
k − ω2

b

, pro k = 1, 2, 3, ......∞ , Ac0 = − f0

µω2
b

(2.27)

Výsledná ustálená odezva na harmonické buzeńı prezentované na obrázku 2.2 je
rovna

z(ϕ, t) =
∞∑
k=0

Ask(sin kϕ cosωbt+ cos kϕ sinωbt) = (2.28)

=
∞∑
k=0

1
µ

f0
ω2
k−ω

2
b
sin(kϕ+ ωbt)

Dı́lč́ı závěry

• Rezonance nastane pokud vlastńı frekvence struktury je rovna frekvenci buzeńı
a zároveň však muśı platit, že vybuzený vlastńı tvar kmitu se muśı shodovat
s tvarem bud́ıćı śıly, co se uzlových pr̊uměr̊u týká. Vynuceným tvarem kmitu
bude běž́ıćı vlna, jak je schematicky ukázáno na obrázku 2.3.

• Běž́ıćı vlna nastává u nerotuj́ıćıch disk̊u v př́ıpadě harmonického buzeńı po-
hybuj́ıćıho se v prostoru. Vynucený tvar běž́ıćı vlny má časově a prostorově
proměnné uzly a kmitny. Na obrázku 2.3. je vidět rozvinutý obvod kmitaj́ıćıho
disku od 0◦ do 360◦ s jedńım uzlovým pr̊uměrem.

Obrázek 2.3: Schématický obrázek běž́ıćı vlny
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2.2.2 Harmonické buzeńı nehybné v prostoru

S t́ımto typem buzeńı se také v turbinářské praxi většinou nesetkáme, ale pro úplnost
pochopeńı problematiky je vhodné se o něm zmı́nit.

Budeme uvažovat harmonické buzeńı v čase i po obvodě ve tvaru

f(ϕ, t) = f0cos(jϕ)sinωbt (2.29)

kde f0 je amplituda śıly a ωb je bud́ıćı frekvence. Podle (2.23) modálńı śıly jsou

f sk =

2π̂

0

sin kϕf0cos(jϕ)sinωbtdϕ = .... = 0 pro j = k

f ck =

2π̂

0

cos kϕf0cos(jϕ)sinωbtdϕ = .... = πf0sin(ωbt) pro j = k

f ck = 2πf0sin(ωbt) pro k = 0

f s,ck = 0 pro j 6= k
(2.30)

Modálńı bud́ıćı śıla fxk nabývá nenulové hodnoty jen v tom př́ıpadě pokud plat́ı
j = k. Z toho lze učinit závěr, že vlastńı tvar může být vybuzen pouze tehdy, pokud
tvar bud́ıćı śıly má stejný počet uzlových pr̊uměr̊u jako daný tvar.

Bud́ıćı śılu fxk dosad́ıme do rovnic (2.21) a ustálenou odezvu qxk pro x = s, c budeme
hledat ve tvaru (2.31).

qsk = Askcosωbt , q
c
k = Acksinωbt (2.31)

Dále dosazeńım vztahu (2.31) do rovnic (2.21) a jej́ım vyřešeńım źıskáme neznáméAsk,
Ack.

Ask = 0 , Ack =

1
µ
f0

ω2
k − ω2

b

, pro k = 1, 2, 3, ......∞ , Ac0 = − f0

µω2
b

(2.32)

Výsledná ustálená odezva na harmonické buzeńı (2.29) je rovna

z(ϕ, t) =
∞∑
k=0

Ack cos kϕsinωbt =
∞∑
k=0

1

µ

f0

ω2
k − ω2

b

cos kϕsinωbt (2.33)
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Dı́lč́ı závěry

• Rezonance nastane pokud vlastńı frekvence struktury ωk je rovna frekvenci
buzeńı ωb a zároveň však muśı platit, že vybuzený vlastńı tvar kmitu se muśı
shodovat s tvarem bud́ıćı śıly, co se uzlových pr̊uměr̊u týká. Vynuceným tvarem
kmitu bude stojaté vlněńı, jak je schematicky ukázáno na obrázku 2.4.

• Stojaté vlněńı nastává u nerotuj́ıćıch disk̊u v př́ıpadě harmonického buzeńı
nehybného v prostoru. Vynucený tvar stojatého vlněńı má časově a prostorově
neproměnné uzly a kmitny. Během stojatého vlněńı nastávaj́ı okamžiky, kdy
disk resp. stočená struna nevykazuje žádné amplitudy kmitáńı. Na obrázku 2.4.
je vidět rozvinutý obvod kmitaj́ıćıho disku od 0◦ do 360◦ s jedńım uzlovým
pr̊uměrem.

Obrázek 2.4: Schématický obrázek stojatého vlněńı
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2.2.3 Harmonické buzeńı pohybuj́ıćı se v prostoru a rotuj́ıćı struktura

Budeme uvažovat buzeńı, které je harmonicky proměnné v čase a zároveň je har-
monicky proměnné v prostoru a je vyjádřeno vztahem (2.34),

f(ϕ, t) = f0sin(jϕs + ωbt) = f0sin(j(ϕ+ Ωt) + ωbt) (2.34)

kde f0 je amplituda śıly, ωb je bud́ıćı frekvence, Ω je úhlová rychlost struktury , j
je libovolné celé nezáporné č́ıslo, ϕs je polárńı souřadnice určuj́ıćı pozici na struně
v klidovém souřadném systému, ϕ je polárńı souřadnice určuj́ıćı pozici na struně
v rotuj́ıćım souřadném systému svázaném se strunou. V tomto př́ıpadě plat́ı ϕs =
ϕ+ Ωt.

Uvažujme směr otáčeńı struny, jak je znázorněno na obrázku 2.5.

Obrázek 2.5: Buzeńı harmonické pohybuj́ıćı se v prostoru a rotuj́ıćı struktura
(pro j=3)

f sk =

2π̂

0

sin kϕf0sin(j(ϕ+ Ωt) + ωbt)dϕ = .... = πf0cos(kΩt+ ωbt) pro j = k

f ck =

2π̂

0

cos kϕf0sin(j(ϕ+ Ωt) + ωbt)dϕ = .... = πf0sin(kΩt+ ωbt) pro j = k

f ck = 2πf0sin(kΩt− ωbt) pro k = 0

f s,ck = 0 pro j 6= k
(2.35)

Bud́ıćı śıla fxk nabývá nenulové hodnoty jen v tom př́ıpadě, pokud plat́ı j = k. Z
toho lze učinit závěr, že vlastńı tvar může být vybuzen pouze tehdy, pokud tvar
bud́ıćı śıly má stejný počet uzlových pr̊uměr̊u jako daný tvar.

Śılu fxk dosad́ıme do rovnic (2.21) a ustálenou odezvu qk budeme hledat ve tvaru
(2.36).

qsk = Askcos((kΩ + ωb)t) , q
c
k = Acksin((kΩ + ωb)t) (2.36)



Vynucené kmitáńı 27

Dále dosazeńım vztah̊u (2.36) do rovnic(2.21) a jejich vyřešeńım źıskáme neznáméAsk,
Ack.

Ask = Ack =

1
µ
f0

ω2
k − (kΩ + ωb)

2 (2.37)

Výsledná ustálená odezva na harmonické buzeńı je rovna

z(ϕ, t) =
∞∑
k=0

Ack[sin kϕcos(kΩ + ωb)t+ cos kϕsin(kΩ + ωb)t] = (2.38)

=
∞∑
k=0

f0

µ

1

ω2
k − (kΩ + ωb)

2 sin (kϕ+ (kΩ + ωb)t)

Do grafu vyneseme pro dané k amplitudu Ask v závislosti na frekvenci otáčeńı
Ω a na frekvenci buzeni ωb pro známé ωk a źıskáme tak graf, který je na obrázku 2.6
vpravo nahoře a kde černé čáry naznačuj́ı tzv. zdánlivou rezonanci.

Dále vyneseme do Campbellova diagramu jak zdánlivé, tak skutečné rezonačńı
frekvence ωsk tak, jak ukázáno na obrázku 2.6. Frekvence ω+ , resp. ω− označuje
zdánlivé rezonačńı frekvence. Z grafu je patrné, že vhodnou volbou frekvence otáčeńı
Ω a bud́ıćı frekvence ωb můžeme vybudit libovolnou vlastńı frekvenci ωk daného
systému.

U rotuj́ıćıch rotačně periodických struktur se zavád́ı pojmy jako dopředu a zpětně
běž́ıćı vlna. Pokud směr vlněńı po obvodu struny je totožný resp. opačný se směrem
otáčeńı, mluv́ıme o dopředu resp. zpětně běž́ıćı vlně. Ze vztahu (2.38) pro ustálenou
odezvu můžeme zjistit uhlovou rychlost běž́ıćı vlny, nebot’ je dána časovou derivaćı
argumentu harmonické funkce sinus pro konstantńı ϕ a je rovna kΩ + ωb.

Matematicky můžeme podmı́nku pro dopředu resp. zpětně běž́ıćı vlnu zapsat ve
tvaru

sign (Ω) = sign(kΩ + ωb) resp. sign (Ω) = −sign(kΩ + ωb)



28 Vynucené kmitáńı

Obrázek 2.6: Campbell̊uv diagram

Tabulka 2.1: Rozlǐseńı běž́ıćıch vln

ωb > 0 ωb < 0

zpětná Ω ∈ (−ωb/k, 0) Ω ∈ (−∞ , 0) ∧ (ωb/k ,∞ )

dopředná Ω ∈ (−∞,−ωb/k) ∧ (0,∞) Ω ∈ ( 0,ωb/k )

Z tabulky 2.1 je zřejmé, že vybuzeńı zpětně či dopředu běž́ıćı vlny záviśı na směru
buzeńı ωb. Grafické znázorněńı je vidět na obrázku 2.7.

Pro vybrané mı́sto na struně určené úhlem ϕ vyneseme závislost (2.38) pro r̊uzné
bud́ıćı frekvence ( 0, ωb1, ωb2) do grafu, viz. obrázek 2.8, kde ω1, ω2, ω3 jsou vlastńı
frekvence struny. S takovýmto typem odezvy se setkáme, pokud budeme měřit např.
tenzometrem umı́stěným na rotuj́ıćı struktuře. Navozeńı rezonančńıho stavu může
být doćıleno pomoćı tzv. rozmı́táńı (sweepováńı) bud́ıćı frekvence ωb nebo změnou
frekvence otáčeńı.
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Poznámka:

V př́ıpadě monitorováńı a měřeńı časové odezvy rotuj́ıćı struktury a následného
vyhodnoceńı pomoćı např. Rychlé Fourierovy transformace (FFT) s ćılem źıskat
frekvenčńı spektrum, se pak výsledné měřené frekvence v závislosti na otáčkách
vynáš́ı do Campbellova diagramu jako je na obrázku 2.7. V praxi se většinou setkáme
s t́ım, že se všechny naměřené frekvence zobrazuj́ı pouze do prvńıho kvadrantu. To
má za d̊usledek, že se pak frekvence ze zbylých tř́ı kvadrant̊u ozrcadĺı kolem os
souřadného systému do prvńıho kvadrantu viz. obrázek 2.8.

Obrázek 2.7: Schématické zobrazeńı Campbellova diagramu (vybuditelnost
dopředné resp. zpětné vlny)

Obrázek 2.8: 3D waterfall - odezva na harmonické buzeńı (pro předepnutou
strunu stočenou do kruhu)
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Odezva v klidovém souřadném systému

Zavedeme souřadnici ϕs popisuj́ıćı obvodovou pozici struny v klidovém souřadném
systému. Na základě obrázku 2.9 můžeme stanovit vztah mezi ϕ a ϕs.

Obrázek 2.9: Schématické zobrazeńı běž́ıćı vlny

ϕs = ϕ− Ωt pro dopřednou vlnu

ϕs = ϕ+ Ωt pro zpětnou vlnu
(2.39)

Dosad́ıme (2.39) do (2.38) a dostaneme odezvu struny v klidovém souřadném
systému.

z(ϕs, t) =
∞∑
k=0

f0

µ

1

ω2
k − (kΩ + ωb)

2 sin(kϕs + ωbt+ 2kΩt) pro dopřednou vlnu

(2.40)

z(ϕs, t) =
∞∑
k=0

f0

µ

1

ω2
k − (kΩ + ωb)

2 sin(kϕs + ωbt) pro zpětnou vlnu (2.41)

Budeme-li měřit odezvu sńımačem, který je umı́stěn v klidovém souřadném
systému, pak změřená frekvence bude rovna ωb+2kΩ pro dopředně běž́ıćı vlnu resp.
ωb pro zpětně běž́ıćı vlnu. Pokud bude bud́ıćı frekvence ωb rovna nule, pak z pohledu
pozorovatele v nerotuj́ıćım (klidovém) souřadném systému se jev́ı vynucený tvar
rotuj́ıćı struktury jako v prostoru nehybný, mluv́ıme pak o stoj́ıćım vlněńı.

Pro dokresleńı problematiky prezentované v této kapitole je v Př́ıloze 7.1 uveden
př́ıklad řešeńı odezvy rotuj́ıćı struny na harmonické buzeńı.
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Dı́lč́ı závěry

• Rezonančńı stav nastane, pokud jmenovatel ve výrazu (2.38) je roven nule, což
znamená, že vlastńı frekvence struktury ωk je rovna frekvenci |kΩ + ωb|. Muśı
však také platit, že vybuzený vlastńı tvar kmitu se muśı shodovat s tvarem
bud́ıćı śıly, co se počtu uzlových pr̊uměr̊u týká. Vynuceným tvarem kmitu
bude běž́ıćı vlna, jak je schematicky ukázáno na obrázku 2.3.

• Z pohledu axiálńıch turbosoustroj́ı je zaj́ımavý př́ıpad, kdy frekvence buzeńı ωb
je rovna nule. Jedná se pak o takzvané buzeńı statickou silou, která je v pros-
toru harmonicky rozložená. Tento typ buzeńı nastává při provozu turbosous-
troj́ı, kdy rotuj́ıćı olopatkované kolo je buzeno nerovnoměrně rozloženým tlakovým
polem za rozváděćımi lopatkami. V tomto př́ıpadě docháźı k jevu, že vlna na
rotuj́ıćı struktuře se pohybuje v opačném směru než je jej́ı směr otáčeńı. Z
pohledu pozorovatele v nerotuj́ıćım souřadném systému se jev́ı vynucený tvar
rotuj́ıćı struktury jako v prostoru nehybný. Mluv́ıme pak o stoj́ıćım vlněńı.
Frekvenci otáčeńı při ńıž nastává rezonance, nazýváme kritickou frekvenćı (na
obrázku 2.6 v Campbelově diagramu je značena jako ΩC ). Stoj́ıćı vlněńı je z
pohledu klidového souřadného systému invariantńı v čase, jak ukazuje vztah
(2.42)

z(ϕs) =
∞∑
k=0

1

µ

f0

ω2
k − (kΩ)2

sin(kϕs) (2.42)
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2.2.4 Buzeńı s proměnnou amplitudou Diracova impulzu a rotuj́ıćı struk-
tura

Při experimentálńıch měřeńıch se často k buzeńı systému využ́ıvá AC magnet či
tryska. Tyto druhy buzeńı jsou specifické t́ım, že zdroj buzeńı je velmi lokalizován.
Rotačńı či periodická struktura je buzena během jedné otáčky pouze po dobu velmi
krátkého času. Toto buzeńı můžeme tedy zjednodušeně chápat jako buzeńı Dira-
covým impulzem. Jelikož je uvažována rotuj́ıćı struktura, pak můžeme toto buzeńı
impulzem také chápat jako buzeńı Diracovým hřebenem s periodou 2π. Budeme
uvažovat buzeńı ve tvaru

f(ϕ, t) = f0cos(ωbt)
∞∑
n=0

δ(ϕ+ Ωt− α0 − n2π) (2.43)

kde úhel α0 určuje pozici impulzu ve stacionárńım souřadném systému, ϕ je polárńı
souřadnice určuj́ıćı pozici na struně v rotuj́ıćım souřadném systému svázaném se
strunou, f0 je amplituda śıly, ωb je bud́ıćı frekvence, Ω je úhlová rychlost struktury.
Dirac̊uv impulz matematicky modelujeme pomoćı δ funkce ( Diracova funkce), pro
kterou plat́ı

δ(ϕ− γ) =

{
∞ pro ϕ = γ
0 pro ϕ 6= γ

,
b́

a

δ(ϕ− γ) dϕ =

{
1 pro γ ∈ 〈a, b〉
0 pro γ /∈ 〈a, b〉

Obrázek 2.10 schematicky znázorňuje buzeńı rotuj́ıćı struktury Diracovým im-
pulzem.

Obrázek 2.10: Buzeńı Diracovým impulzem a rotuj́ıćı struktura
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Modálńı bud́ıćı śıly fxk pro x = s, c źıskáme tak, že dosad́ıme výraz (2.43) do vztahu
pro výpočet modálńı śıly (2.22), kterou pak dosad́ıme do rovnic (2.21).

f sk =

2π̂

0

sin kϕf0cos(ωbt)
∞∑
n=0

δ(ϕ+ Ωt− α0 − n2π)dϕ = f0cosωbt sin(k(−Ωt+ α0))

f ck =

2π̂

0

cos kϕf0cos(ωbt)
∞∑
n=0

δ(ϕ+ Ωt− α0 − n2π)dϕ = f0cosωbt cos(k(−Ωt+ α0))

(2.44)

q̈sk + ω2
kq
s
k =

1

πµ
f0cosωbt sin (k(−Ωt+ α0))

q̈ck + ω2
kq
c
k =

1

πµ
f0cosωbt cos (k(−Ωt+ α0))

(2.45)

Poznámka

Určitý integrál součinu funkce cos(kϕ) a Diracova hřebene s periodou 2π na
intervalu 〈0, 2π) je roven

2π́

0

cos kϕ
∞∑
n=0

δ(ϕ+ Ωt− α0 − n2π) dϕ =

=
∞∑
n=0

{
cos k(−Ωt+ α0 + n2π) pro (−Ωt+ α0 + n2π) ∈ 〈0, 2π)
0 pro (−Ωt+ α0 + n2π) /∈ 〈0, 2π)

}
=

= cos k(−Ωt+ α0)

Stejný postup je v př́ıpadě součinu funkce sin(kϕ) a Diracova hřebene s periodou
2π na intervalu 〈0, 2π).

K řešeńı rovnice (2.45) použijeme Laplaceovu transformaci a budeme uvažovat
nulové počátečńı podmı́nky qk(0) = 0 , q̇k(0) = 0 , po transformaci dostaneme
Laplace̊uv obraz rovnice (2.45).

G(s)Q(s) = F(s) (2.46)

kde F(s) je Laplace̊uv obraz śıly, Q(s) je Laplace̊uv obraz odezvy a dále

G(s) = s2 + ω2
k (2.47)
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F s(s) =
f0

πµ

kΩ(−k2Ω2 + ω2
b − s2)cos kα0 + s (k2Ω2 + ω2

b + s2)sin kα0

((ωb − kΩ)2 + s2)((ωb + kΩ)2 + s2)

F c(s) =
f0

πµ

kΩ(+k2Ω2 − ω2
b + s2)sin kα0 + s (k2Ω2 + ω2

b + s2) cos kα0

((ωb − kΩ)2 + s2)((ωb + kΩ)2 + s2)

(2.48)

Zpětnou Laplaceovou transformaćı vztahu (2.49) źıskáme řešeńı qk(t).Vztah (2.50)
je odvozen pro př́ıpad, kdy je α0 = 0.

Q(s) =
F(s)

G(s)
(2.49)

qsk(t) =
f0

πµ

[
1

2

sin(ωb + kΩ)t

(ωb + kΩ)2 − ω2
k

− 1

2

sin(ωb − kΩ)t

(ωb − kΩ)2 − ω2
k

+

+
kΩ
ωk

(−k2Ω2 + ω2
b + ω2

k)sin(ωkt)

((ωb + kΩ)2 − ω2
k) ((ωb − kΩ)2 − ω2

k)
]

qck(t) =
f0

πµ

[
1

2

−cos(ωb + kΩ)t

(ωb + kΩ)2 − ω2
k

− 1

2

cos(ωb − kΩ)t

(ωb − kΩ)2 − ω2
k

+

+
(k2Ω2 + ω2

b − ω2
k)sin(ωkt)

((ωb + kΩ)2 − ω2
k) ((ωb − kΩ)2 − ω2

k)
]

(2.50)

Výsledná ustálená odezva na výše uvedené buzeńı je rovna

z(ϕ, t) =
∞∑
k=0

(sin kϕqsk + cos kϕqck) =

=
f0

2πµ

∞∑
k=0

[
cos(kΩt+ ωbt+ kϕ)

ω2
k − (ωb + kΩ)2 +

cos(−kΩt+ ωbt− kϕ)

ω2
k − (ωb − kΩ)2

] (2.51)

Třet́ı člen ve výrazu (2.50) reprezentuje přechodový děj, nebot’ se harmonicky měńı
s vlastńı frekvenćı ωk . Prvńı dva členy popisuj́ı vynucené ustálené kmitáńı.

Rezonančńı stav nastane, pokud ve výrazu (2.51) je jmenovatel u prvńıho či
druhého zlomku roven nule. Rezonačńı podmı́nku pak můžeme zapsat ve tvaru
(2.52).

ωk = ωb ± kΩ (2.52)

Vztah (2.52) se využ́ıvá při experimentálńım měřeńı olopatkovaných disk̊u, pokud
je využ́ıván k buzeńı AC magnet s proměnou bud́ıćı frekvenćı ωb. Tento vztah nám
umožňuje identifikovat uzlové pr̊uměry k -tého tvaru kmitáńı, nebot’ při rezonačńım
stavu známe vlastńı frekvenci ωk (z měřeńı), bud́ıćı frekvenćı ωb a frekvenci otáčeńı
Ω.
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Zvláštńı př́ıpady

• Pro př́ıpad kdy struktura nerotuje tj. Ω = 0, můžeme výraz (2.51) zjednodušit.
Ustálená odezva je pak vyjádřena vztahem (2.53), který popisuje stojaté vlněńı
nerotuj́ıćı struktury viz. obrázek 2.4. S t́ımto typem odezvy se můžeme v praxi
často setkat a to v př́ıpadě, kdy je prováděna experimentálńı modálńı analýza
rotačńı struktury buzené v jednom mı́stě harmonickým signálem.

z(ϕ, t) =
f0

πµ

∞∑
k=0

cos(ωbt)cos kϕ

ω2
k − ω2

b

(2.53)

• Pro př́ıpad kdy je Ω 6= 0 a frekvence buzeńı ωb = 0, pak výraz (2.51) přejde
do tvaru (2.55) (pro ustálenou odezvu).

qk(t) =
f0

πµ

[
−sin kΩt+ cos kΩt

ω2
k − (kΩ)2

]
(2.54)

z(ϕ, t) =
f0

πµ

∞∑
k=0

[
−sin kΩt sin kϕ+ cos kΩt cos kϕ

ω2
k − (kΩ)2

]
=
f0

πµ

∞∑
k=0

cos(kΩt+ kϕ)

ω2
k − (kΩ)2

(2.55)

S t́ımto typem odezvy se v praxi setkáváme, pokud je rotuj́ıćı rotačně symet-
rická struktura buzena médiem z trysky. V tomto př́ıpadě jsou odezvou běž́ıćı
vlny, jejichž úhlová frekvence je rovna kΩ.

Ze vztahu (2.55) vyplývá, že při buzeńı rotuj́ıćı struktury lokalizovanou
statickou silou docháźı k buzeńı všemi násobky otáčkové frekvence, mimo jiné
nazývané jako polyharmonické buzeńı.

Dı́lč́ı závěry

• Pokud je nerotuj́ıćı (Ω = 0) rotačně symetrická struktura buzena v jednom
mı́stě harmonicky proměnným impulzem, pak ustálenou odezvou je stojaté
vlněńı.

• Pokud je rotuj́ıćı rotačně symetrická struktura buzena statickým impulzem,
pak ustálenou odezvou je nekonečně mnoho běž́ıćıch vln s úhlovými frekvencemi
kΩ.

• Vztah ωk = ωb±kΩ určuje rezonačńı podmı́nku a zároveň je v praxi využ́ıván
pro identifikaci počtu uzlových pr̊uměr̊u vybuzených vlastńıch tvar̊u.
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3 Rotačně periodická struktura

Rotačně periodickou strukturou rozumı́me n identických substruktur (segment̊u),
které tvoř́ı uzavřený prstenec. Soused́ıćı segmenty jsou provázány vazebńı podmı́nkou
tak, aby se zaručilo požadované rotačně periodické chováńı. Př́ıkladem rotačně sy-
metrické struktury je olopatkovaný disk, ozubené kolo, či elektrárenská chlad́ıćı věž.

3.1 Výpočtový model

Pro numerickou analýzu olopatkovaného disku je nutné sestavit patřičný jeho
matematický model. V dnešńı době nejrozš́ı̌reněǰśı zp̊usobem k vytvořeńı výpočtového
modelu je aplikace metody konečných prvk̊u (MKP). Tato metoda umožňuje pomoćı
diskretizace kontinua popsat systém pomoćı matice hmotnosti M, matice tlumeńı
B, matice gyroskopických moment̊u G a matice tuhosti K.

Ćılem této práce neńı presentovat postup sestavováńı matic M, B, K, G, nebot’

existuje mnoho komerčńıch programů, které velmi efektivně toto provedou a dále
poskytuj́ı možnost exportovat výše uvedené matice v binárńı či textové formě.
Tato práce mimo jiné chce presentovat výpočetńı postupy, které nejsou dostupné v
komerčńıch programech a je nutné tyto postupy naprogramovat mimo již zmiňované
programy.

Mějme rotačně periodickou strukturu složenou z n segment̊u rotuj́ıćı úhlovou
rychlost́ı Ω kolem osy symetrie z, viz. obrázek 3.1.

Segment struktury je ohraničen obecnými plochami, které sv́ıraj́ı úhel ϕ, a který
je definován jako pod́ıl 2π ku počtu segment̊u n, viz. obrázek 3.1.

Obrázek 3.1: Schématické znázorněńı segmentu rotačně periodické struktury

Ṕısmenem L ( z anglického low ) budeme označovat hranici segmentu, která má v
pravotočivém souřadném systému úhlovou polohu menš́ı než druhá hranice, kterou
budeme značit ṕısmenem H ( z anglického high).

Pohybová rovnice popisuj́ıćı chováńı jednoho segmentu je dána rovnićı (3.1).

Mq̈ + Bq̇ + ΩGq̇ + Kq = f(t) , kde K = K0 + Ω2(Kst −MD) (3.1)
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Člen Ω2MD reprezentuje matici tzv. sńıžeńı tuhosti vlivem rotace a člen Ω2Kst je
matice vyjadřuj́ıćı zpevněńı lopatky proti ohybu v d̊usledku p̊usobeńı odstředivých
sil. Principiálńı vysvětleńı je uvedeno v Př́ıloze 7.2 . Matice M resp. K popisuje
hmotnost resp. tuhost lopatky za klidu. Člen popisuj́ıćı gyroskopický efekt ΩGq̇,
nebudeme dále uvažovat, nebot’ jeho vliv neńı významný, jak bylo ukázáno v pub-
likaci [20].

Rotačńı periodicity struktury je možno vyž́ıt ke sńıžeńı počtu stupň̊u volnosti a
to tolikrát kolik je substruktur (segment̊u). Máme-li diskrétńı matematický model
substruktury (3.1), pak je možné sestavit také diskrétńı matematický model celé
rotačně periodické struktury s využit́ım rotačně periodické podmı́nky. Použit́ı této
podmı́nky je omezeno na ideálně rotačně periodickou strukturu. A to plat́ı jak pro
vlastńı geometrii struktury, tak pro aplikované zat́ıžeńı. Pro př́ıpad, kdy je rotačně
periodická struktura zat́ıžena obecně rozloženým zat́ıžeńım měńıćı se harmonicky v
čase, je možné toto zat́ıžeńı popsat pomoćı teorie Fourierových řad.

Š́ı̌ŕı-li se rotačně periodickou strukturou vlna v obvodovém směru pak úhlové
fázové zpožděńı ψ mezi hranicemi segmentu je dáno vztahem (3.2), kde ND definuje
počet uzlových pr̊uměr̊u. (V literatuře se ND někdy nazývá jako harmonický index
př́ıpadně vlnové č́ıslo). Úhel ψ může nabývat hodnot od -π do +π.

ψ = NDϕ (3.2)

Pro př́ıpad, kdy ψ = π, plat́ı (3.3), což znamená, že počet uzlových pr̊uměr̊u ND
může nabývat maximálńı hodnoty, která je rovna polovině počtu segment̊u. Pokud
n je liché č́ıslo, pak ND může nabývat maximálńı hodnoty (n− 1)/2.

ND =
ψ

ϕ
=

π
2π
n

=
n

2
(3.3)

Vektor zobecněných souřadnic q můžeme rozdělit na posuvy v mı́stě hranic qL,qH a
na posuvy vnitřńıch uzl̊u segmentu qi. Ve stejném duchu rozděĺıme i zobecněné śıly
f, viz. vztah (3.4).

q =

qLqi
qH

 , f =

fLfi
fH

 (3.4)

Pozn ámka:

Z pohledu silového zat́ıžeńı segmentu je třeba si uvědomit, že pokud se aplikuj́ı
vněǰśı silové účinky fL, fH na obě hranice segmentu L a H, pak tyto muśı splňovat
vztah (3.7) a zároveň jejich amplitudy muśı mı́t polovičńı velikost než v př́ıpadě,
když by se aplikovala śıla jen na jednu z hranic segmentu. Je to z d̊uvodu rozděleńı
silového zat́ıžeńı mezi soused́ıćımi segmenty.
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Pomoćı posuv̊u qL můžeme vyjádřit posuvy qH na hranici H dle vztahu (3.5),
který definuje rotačně periodickou podmı́nku.

qH = eiNDϕ qL (3.5)

Podmı́nku periodicity (3.5) dále dosad́ıme do vztahu (3.4) tak, abychom vyloučili
posuvy qH .

q =

qLqi
qH

 =

 I 0
0 I

Ieiψ 0

[qL
qi

]
= H

[
qL
qi

]
= Hq (3.6)

f =

fLfi
fH

 =

 I 0
0 I

Ieiψ 0

[fL
fi

]
= H

[
fL
fi

]
= Hf (3.7)

Transformačńı vztahy (3.6) a (3.7) dosad́ıme do pohybové rovnice (3.1) a celou
rovnici vynásob́ıme zleva hermitovsky transponovanou matićı HH . T́ımto dojde k
vyloučeńı zobecněných souřadnic qH .

Mq̈ + Bq̇ + Kq = HHHf(t) (3.8)

Matice M = HHMH a K = HHKH jsou Hermitovské matice, nebot’ plat́ı(
HHMH

)H
= HHMH ,

(
HHKH

)H
= HHKH (3.9)

Rovnice (3.8) popisuje chováńı celého olopatkovaného disku na základě matemat-
ického modelu jednoho segmentu a rotačně periodické podmı́nky.

3.2 Problém vlastńıch hodnot - modálńı analýza

Modálńı analýzou se rozumı́ zjǐst’ováńı modálńıch vlastnost́ı systému jako jsou vlastńı
frekvence a vlastńı tvary. Modálńı analýza může být založena na základě experi-
mentu, pak mluv́ıme o experimentálńı modálńı analýze, nebo na základě výpočt̊u,
a pak ji nazýváme výpočtová modálńı analýza. V této kapitole se budeme zabývat
výpočtovou modálńı analýzou.

Dále budeme uvažovat konzervativńı resp. slabě nekonzervativńı lineárńı systém
(3.8). To znamená, že B = 0 resp. B nemá významný vliv na modálńı vlastnosti
systému.

Mq̈ + Kq = 0 (3.10)

Řešeńı rovnice (3.10) budeme hledat ve tvaru,

q = veiλt (3.11)
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kde v je vlastńı vektor a λ je vlastńı frekvence.

Dosazeńım (3.11) do rovnice (3.10) dostaneme rovnici popisuj́ıćı problém vlastńıch
hodnot. (

K− λ2M
)
v = 0 (3.12)

Rovnici můžeme dále rozdělit na část reálnou a část imaginárńı.

K = KR
+ iKI

, M = MR
+ iMI

(3.13)

([
KR −KI

KI KR

]
− λ2

[
MR −MI

MI MR

])[
vR

vI

]
=

[
0
0

]
(3.14)

Řešeńım problému vlastńıch hodnot lineárńı rovnice (3.14) źıskáme vlastńı frekvence
λ a vlastńı vektory v .

V závislosti na ND źıskáme tři typy vlastńıch tvar̊u:

1. Pro př́ıpad ND=0 budou všechny segmenty kmitat shodně a se stejnou fáźı.
Tento tvar kmitu je popsán pouze jedńım vlastńım tvarem a jednou vlastńı
frekvenćı.

2. Pro př́ıpad ND=n/2 budou všechny segmenty mı́t shodný tvar, ale sousedńı
segmenty budou kmitat v protifázi. Tento tvar kmitu může nastat pouze v
př́ıpadě, pokud n je sudé. Tento tvar kmitu je popsán pouze jedńım vlastńım
tvarem a jednou vlastńı frekvenćı podobně jako pro př́ıpad ND=0

3. Tvary kmitu pro všechny ostatńı ND se vyskytuj́ı v párech a jsou v̊uči sobě
ortogonálńı, tzn. vIa vR jsou vzájemně ortogonálńı.

Rozvineme-li vlastńı tvar v základńıho segmentu dle vztahu (3.15) źıskáme vlastńı
tvar vc celé rotačně periodické struktury, kde T je transformačńı matice.

vc =


I

IeiNDϕ

.̇
IeiNDϕ(n−1)

 v = Tv (3.15)

Dále zjist́ıme vztah mezi vlastńımi tvary pro př́ıpad kdy ψ = NDϕ a ψ = −NDϕ.

Podobně jako pro ψ = NDϕ provedeme odvozeńı charakteristické rovnice pro
ψ = −NDϕ. Plat́ı,

H− = H∗ (3.16)

kde H−znač́ı transformačńı matici pro -ND dle vztahu (3.6) a je komplexně sdružená
s matićı H .
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Charakteristická rovnice bude pak popsána dle (3.17),((
K
)∗ − (λ−)2(M)∗)v− = 0 (3.17)

kde v−resp. λ− znač́ı vlastńı vektor resp. vlastńı č́ıslo pro př́ıpad -ND. A dále plat́ı,

(H−)
HMH− = (H∗)HMH∗ =

(
HHMH

)∗
=
(
M
)∗

(H−)
HKH− = (H∗)HKH∗ =

(
HHKH

)∗
=
(
K
)∗

nebot’ prvky matic M, K jsou reálné. K rovnici (3.17) najdeme rovnici komplexně
sdruženou (3.18). (

K−
{(
λ−
)∗}2M

)(
v−
)∗

= 0 (3.18)

Na základě porovnáńı rovnic (3.18) a (3.12) můžeme konstatovat, že muśı platit

λ =
(
λ−
)∗

, v =
(
v−
)∗

(3.19)

Dále dosad́ıme do vztahu (3.15) jednou pro př́ıpad ND a pak pro př́ıpad -ND a
dostaneme

vc = Tv
v−c = T∗v− = (Tv)∗ = v∗c

(3.20)

Pro vlastńı tvary, které maj́ı stejné uzlové pr̊uměry, lǐśıćı se ale znaménkem plat́ı,
že tyto tvary jsou v̊uči sobě komplexně sdružené, jak ukazuje (3.20).

Definováńı uzlových pr̊uměr̊u vyšš́ıch než n/2

Vyjdeme ze vztahu (3.2) ( ψ = NDϕ, kde ϕ = 2π/n) definuj́ıćı fázový posun de-
formaćı dvou sousedńıch segment̊u v závislosti na uzlovém pr̊uměru. Zaved’me v́ıce
obecný fázový posuv ψ̃ dle (3.21)

ψ̃ = ψ + s2π

ψ̃ = −ψ + s2π , kde s = 0, 1, 2...∞
(3.21)

Po dosazeńı do (3.21) za ψ̃ = ÑDϕ resp. ψ = NDϕ a poděleńım úhlem ϕ dostaneme

ÑD = s n± ND (3.22)

kde ÑD nazýváme taktéž uzlovým pr̊uměrem. Pro daný ND existuje nekonečně
mnoho uzlových pr̊uměr̊u ÑD , které jsou svázány vztahem (3.22), tzn. vlastńı tvar
kmitu definovaný uzlovým pr̊uměrem ND v sobě zároveň obsahuje i vyšš́ı uzlové
pr̊uměry ÑD .
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3.3 Vynucené kmitáńı

3.3.1 Harmonické buzeńı silou periodicky rozloženou v obvodovém směru

Budeme předpokládat, že vněǰśı silové účinky na rotačně periodickou strukturu maj́ı
časově harmonický pr̊uběh a zároveň jsou jejich amplitudy v daný časový okamžik
po obvodě disku periodicky rozloženy tak, jak je naznačeno na obrázku 3.2.

Obrázek 3.2: Graf znázorňuj́ıćı rozložeńı bud́ıćı śıly na poloměru r1 v daný
časový okamžik (schématické zobrazeńı pro strukturu s 10 segmenty a s roz-

ložeńım śıly odpov́ıdaj́ıćı jednomu uzlovému pr̊uměru)

Graf ukazuje pr̊uběh amplitud śıly po obvodě na poloměru r1 v daný časový okamžik.
Je-li bod AII libovolný bod na segmentu II a bod AIII na segmentu III a pokud plat́ı,
že jsou tyto body v̊uči sobě pootočeny kolem osy symetrie o úhel ϕ definuj́ıćı výseč
segmentu, pak silové účinky p̊usob́ıćı v těchto bodech muśı být svázány podmı́nkou
rotačně periodické symetrie (3.23), kde k je libovolné celé nezáporné č́ıslo definuj́ıćı
tvarové rozložeńı sil v obvodovém směru.

fAII = eikϕ fAIII (3.23)

Jinými slovy to znamená, že pokud aplikujeme silové zat́ıžeńı f0(r, z, α) na základńı
segment 0, pak na segmentu j bude silové rozložeńı definované vztahem (3.24). Toto
je nutný požadavek, aby platily následuj́ıćı vztahy pro výpočet harmonické odezvy.

fj(r, z, α) = eikjϕf0(r, z, α) (3.24)

Časový pr̊uběh výše definovaného silového zat́ıžeńı na j-tém segmentu je dán vzta-
hem (3.25), kde r, z, α jsou válcové souřadnice popisuj́ıćı mı́sto na struktuře, f0(r, z, α)
je amplituda śıly, ωb je bud́ıćı frekvence. Úhel αmůže nabývat hodnot z intervalu
〈0, 2π/n〉 .

fj(r, z, α, t) = f0(r, z, α)ei(kjϕ+ωbt) (3.25)
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Př́ıklad harmonického časového pr̊uběhu bud́ıćı śıly periodicky se měńıćı po obvodě
struktury je zobrazen graficky na obrázku 3.3.

Obrázek 3.3: Časový pr̊uběh bud́ıćı śıly periodicky se měńıćı po obvodě struk-
tury (schématické zobrazeńı pro strukturu s 10 segmenty a s rozložeńım śıly

odpov́ıdaj́ıćı jednomu uzlovému pr̊uměru)

Z praktického pohledu nás dále bude zaj́ımat ustálená odezva nikoliv přechodový
děj. Budeme předpokládat, že systém je slabě nekonzervativńı. Pro výpočet odezvy
zvoĺıme modálńı metodu, tzn. modálńı transformaci (3.26), kterou dosad́ıme do
rovnice (3.8) a vynásob́ıme zleva hermitovsky transponovanou modálńı matićı VH .

q = Vu(t) (3.26)

Modálńı matice V je normalizovaná tak, aby platilo

VHMV = I => VHBV = D, VHKV = Λ

Matice D je diagonálńı a prvky na diagonále jsou rovny 2ηjωj , kde ωj je j-tá
vlastńı frekvence a ηj je poměrný útlum j-tého tvaru.

VHMVü(t) + VHBVu̇(t) + VHKVu(t) = VHHHHf(t) (3.27)

Iü(t) + Du̇(t) + Λu(t) = VHHHHf(t) (3.28)

Pro bud́ıćı śılu f(t) = f 0e
iωbt budeme řešeńı rovnice (3.28) hledat ve frekvenčńı

oblasti ve tvaru u(t) = u0e
iωbt

u0 = [−Iω2
b + iωbD + Λ] −1VHHHHf 0 (3.29)

Výsledná časová odezva má pak tvar (3.30).

q(t) = V[−Iω2
b + iωbD + Λ] −1VHHHHf 0e

iωbt (3.30)
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Odezvu j-tého segmentu pak vyjádř́ıme dle (3.31),

qj = eiNDϕj

 I 0
0 I

IeiNDϕ 0

[qL
qi

]
(3.31)

kde ND reprezentuje počet uzlových pr̊uměr̊u a plat́ı ND = k.

Časová odezva určená vztahem (3.30) reprezentuje tzv. běž́ıćı vlnu, jej́ıž úhlová
rychlost je rovna bud́ıćı frekvenci ωb. Pro odezvu a rezonačńı stav při výše uvedeném
typu buzeńı plat́ı podobné závěry, které byly učiněny v kapitole 2.2.1 (Harmonické
buzeńı pohybuj́ıćı se v prostoru a stoj́ıćı rotačně symetrická struktura), tzn. re-
zonačńı stav nastane v př́ıpadě, kdy jsou splněny následuj́ıćı dvě podmı́nky:

1. plat́ı rovnost bud́ıćı a vlastńı frekvence ωb = ωj ( j-tá vlastńı frekvence)

2. existuje tvarová shoda mezi bud́ıćı silou a vlastńım tvarem ve smyslu počtu
uzlových pr̊uměr̊u tj. ND = k

Zvláštńı př́ıpady

Vyjděme ze vztahu (3.30) pro výpočet amplitudy harmonické odezvy a předpoklá-
dejme, že bud́ıćı śıla se bude po obvodě na jednotlivých segmentech měnit dle vztahu
(3.24). Zaj́ımá nás, jak se bude lǐsit výsledná odezva pro př́ıpad, kdy tvarové ro-
zložeńı śıly bude vykazovat k uzlových pr̊uměr̊u, a pro př́ıpad, kdy śıla bude obsaho-
vat n−k uzlových pr̊uměr̊u, kde n je počet segment̊u struktury. Dále předpokládejme,
že v obou př́ıpadech bude śıla f 0(r, z) na základńım segmentu identická. Dosad́ıme
vztah (3.2) do vztahu (3.3) pro transformačńı matice H s t́ım, že jednou budeme
uvažovat ND=k a podruhé ND=n-k, viz. (3.32).

Hk =

 I 0
0 I

Ieik 2π
n 0

 , Hn−k =

 I 0
0 I

Iei(n−k) 2π
n 0

 = H∗k (3.32)

Ve vztahu (3.30) figuruje mimo jiné součin HHH, který může ovlivnit výslednou
odezvu, ostatńı členy ve vztahu jsou v našem př́ıpadě neměnné, nebot’ z kapitoly
3.2 v́ıme, že vlastńı tvar resp. modálńı matice V pro dané ND je zároveň vlastńım
tvarem pro s n ± ND . Pro oba zkoumané př́ıpady se matice Hk a Hn−k lǐśı t́ım, že
jsou v̊uči sobě komplexně sdružené, ale pro jejich součin HH

k Hk = HH
n−kHn−k plat́ı

rovnost, z čehož vyplývá, že v obou př́ıpadech bude odezva totožná.

Mějme rotačně periodickou strukturu, která rotuje úhlovou rychlost́ı Ω a p̊usob́ı
na ńı statická śıla v̊uči nepohybuj́ıćımu se souřadnicovému systému. Pokud tvar
rozložeńı śıly je charakterizován ND uzlovými pr̊uměry, pak je rotuj́ıćı struktura
buzena frekvenćı ωb = ND Ω. Na základě závěr̊u z kapitoly 2.2.3 můžeme prohlásit,
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že při rezonačńım stavu dojde k vybuzeńı zpětně běž́ıćı vlny, která se bude jevit v
nepohybuj́ıćım se souřadnicovém systému jako stoj́ıćı.

Graf na obrázku 3.4 ukazuje grafickou interpretaci závislosti bud́ıćı frekvence na
počtu uzlových pr̊uměr̊u bud́ıćı śıly. Dále je možné pomoćı tohoto grafu identifikovat,
jaké uzlové pr̊uměry se mohou vybudit, což naznačuje svislá modrá svislá čára.

Obrázek 3.4: Graf závislosti bud́ıćı frekvence na uzlových pr̊uměrech bud́ıćı śıly
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3.3.2 Buzeńı obecně rozloženou statickou silou a rotuj́ıćı struktura

Budeme předpokládat obecně rozloženou statickou śılu v prostoru, která svými
účinky p̊usob́ı na rotuj́ıćı rotačně periodickou strukturu. Statická bud́ıćı śıla fs(r, z, αs)
je popsána pomoćı válcových souřadnic r , αs, z, kde osa z je osou rotace a zároveň
je i osou rotačně periodické symetrie struktury. Úhlová rychlost struktury je Ω. Pro
zvolené souřadnice r , z je pr̊uběh statické śıly v závislosti na αs dán funkćı f(αs),
viz. obrázek 3.5. Tato funkce je funkćı periodickou s periodou 2π. Pro libovolný úhel
αs a jemu odpov́ıdaj́ıćı bud́ıćı śılu fs(r, z, αs) můžeme tuto śılu na základě konečného
Fourierova rozvoje popsat dle vztahu (3.33),

fs(r, z, αs) = fs(r, z, α + jϕ) =

n/2∑
k=0

fk(r, z, α) eikϕeikjϕ (3.33)

kde fk(r, z, α) je koeficient Fourierova rozvoje, který je závislý na souřadnićıch r, z, α
a reprezentuje bud́ıćı śılu s k uzlovými pr̊uměry, která p̊usob́ı na základńı segment.
Úhel αmůže nabývat hodnot z intervalu 〈0, 2π/n〉 a libovolné αs můžeme vyjádřit
pomoćı úhlu α a ϕ dle vztahu (3.34),

αs = α + jϕ (3.34)

kde j může nabývat hodnot od 0 do n-1.

Obrázek 3.5: Schématický pr̊uběh statické bud́ıćı śıly v obvodovém směru (pro
zvolené souřadnice r , z)

Jelikož struktura současně rotuje úhlovou rychlost́ı Ω a je vystavena p̊usobeńı stat-
ické śıle fs(r, z, αs), je to ve výsledku to samé, jako když je stoj́ıćı struktura buzena
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rotuj́ıćı śılou fs(r, z, αs) o úhlové rychlost́ı Ω. Toto buzeńı pak můžeme zapsat ve
tvaru (3.35).

fs(r, z, αs, t) =

n/2∑
k=0

fk(r, z, α) eik(j+1)ϕeikΩt (3.35)

Výraz fk(r, z, α) eik(j+1)ϕeikΩt reprezentuje periodicky rozloženou śılu po obvodu struk-
tury a zároveň má tato śıla časově harmonický pr̊uběh s frekvenćı kΩ. Odezva na
tento typ buzeńı byla řešena v kapitole 3.3.1, kde vektor odezvy je dán výrazem
(3.30).

Výsledná odezva rotuj́ıćı struktury na buzeńı statickou silou je dána součtem
odezev pro jednotlivé bud́ıćı śıly fk(r, z, α) dle vztahu (3.36).

q(t) =

n/2∑
k=0

Hqk(t) =

n/2∑
k=0

HV[−I (kΩ)2 + i kΩ D + Λ] −1VHHH
fke

i kΩt (3.36)

S t́ımto typem buzeńı se v turbinářské praxi setkáme velmi často, at’ už je to
buzeńı oběžných lopatek v d̊usledku úplav̊u za rozváděćımi lopatkami či v d̊usledku
nerovnoměrného tlakového pole v okoĺı odběrového potrub́ı páry a nebo v d̊usledku
tzv. parciálńıho ostřiku oběžných lopatek u regulačńıch stupň̊u, viz. obrázek 3.6. U
prvně zmiňovaného př́ıpadu, tj. u buzeńı oběžných lopatek vlivem úplav̊u, se však
velmi často toto buzeńı nahrazuje pouze prvńı harmonickou složkou z výrazu (3.33).

Obrázek 3.6: Obecný pr̊uběh śıly p̊usob́ıćı na oběžné kolo při parciálńım ostřiku
źıskaný na základě CFD výpočtu
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3.3.3 Vybuditelnost vlastńıho tvaru - běž́ıćı vlny

Z praktického pohledu je vždy d̊uležité vědět, jak moc se daný vlastńı tvar kmitu
vybud́ı při známém silovém buzeńı. V literatuře [33] se pro tyto účely zavád́ı tzv.
participačńı faktor, který definuje mı́ru vybuditelnosti vlastńıho tvaru při daném
buzeńı.

Budeme předpokládat, že tlumeńı je proporcionálńı charakterizované poměrným
útlumem η a vlastńı tvary jsou od sebe dostatečně frekvenčně vzdáleny, tzn. do
rezonačńı odezvy bude dominantně přisṕıvat vždy ten vlastńı tvar, který má vlastńı
frekvenci rovnu bud́ıćı.∣∣∣ 1

ω2
m−ω2

b +2iηωbωm
| ∼ 0 , pro ωb 6= ωm kde m=1,2,3....

Pro určeńı př́ıspěvku m-tého vlastńıho tvaru do celkové odezvy při buzeńı frekvenćı
ωb = ωm vyjdeme ze vztahu (3.30) a vyjádř́ıme rezonačńı odezvu za výše uvedeného
předpokladu,

{q(t)}m =

[
{vL}m
{vi}m

]
1

2iηmω2
m

[{
vHL
}
m

{
vHi
}
m

]
HHH

[
fL
fi

]
(3.37)

kde HHH =

[
2I 0
0 I

]
, HHH

[
fL
fi

]
=

[
2fL
fi

]
= f̂ = f̂0e

iωbt

Dále zavedeme parametr χm, který je dán vztahem (3.38) a definuje mı́ru vybu-
ditelnosti m-tého tvaru kmitu z pohledu afinity vlastńıho tvaru kmitu{v}m a bud́ıćı
śıly.

χm =

{
vH
}
m
f̂ 0∣∣∣{v}m|∣∣∣f̂0

∣∣∣ (3.38)

Parametr χm může nabývat hodnot od 0 do 1. Pokud je χm=0, pak vlastńı tvar
{v}m neńı možno vybudit danou bud́ıćı silou ( bud́ıćı śıla a vlastńı tvar jsou v̊uči
sobě ortogonálńı). Pokud je χm=1, pak dojde k vybuzeńı vlastńıho tvaru {v}m v
maximálně možné mı́̌re.

Hodnota parametru χm v praxi poslouž́ı k rychlému posouzeńı nebezpečnosti
vybuzeńı vlastńıch tvar̊u kmit̊u bud́ıćı silou vyvolanou aerodynamickými silami na
lopatku. Praktické použit́ı je ukázáno v kapitole 3.6.
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3.4 Aplikace rotačně periodické podmı́nky

3.4.1 Ověřeńı na jednoduché rotačně periodické struktuře

Uvedený postup (kapitoly 3.2, 3.3) výpočtu modálńıch vlastnost́ı a vynuceného
kmitáńı s využit́ım rotačně periodické podmı́nky byl naprogramován v prostřed́ı
Matlab. Problém vlastńıch hodnot je řešen pomoćı vestavěné funkce eigs, která je
založena na Lanczos metodě hledáńı vlastńıch hodnot.

Správnost odvozeńı a také sestaveńı programu bude ověřena na jednoduché
rotačně periodické struktuře, která je schématicky zobrazena na obrázku 3.7.

Obrázek 3.7: Rotačně periodická struktura

Námi analyzovaná rotačně periodická struktura je obecně tvořena n segmenty, kde
každý segment je tvořen dvěma hmotnými bodym1,m2, které jsou provázány pružinami
k1, k2, k3. Uvažujeme, že každý hmotný bod má pouze jeden stupeň volnosti a to
v obvodovém směru. Hmotné body m2 struktury jsou harmonicky buzeny silou f2,
která je po obvodě harmonicky rozložena. Takovouto strukturu je možné chápat jako
zjednodušený model olopatkovaného disku, kde k2, m2 resp. k1, m1 representuj́ı
lopatku resp. disk, k3 určuje tuhost mezi diskem a rotorem.

Ćılem dále prezentovaných analýz je porovnáńı dvou př́ıstup̊u výpočtu dynam-
ického chováńı rotačně periodické struktury a ověřeńı správného odvozeńı vztah̊u v
kapitolách 3.2, 3.3.
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1. Dynamická analýza rotačně periodické struktury bez aplikace rotačně period-
ické podmı́nky - uvažován plný model

2. Dynamická analýza rotačně periodické struktury s aplikaćı rotačně periodické
podmı́nky

Pro př́ıpad 1 sestav́ıme na základě D’ Alembertova principu silovou rovnici rovnováhy
pro každý hmotný bod a źıskáme tak pohybové rovnice pro celou rotačně periodickou
strukturu. Detailněǰśı informace ohledně sestaveńı rovnic jsou uvedeny v Př́ıloze 7.3.

Pro př́ıpad 2 uvažujme pouze segment viz. obrázek 3.8. Předpokládejme, že
hmotné body segmentu maj́ı jeden stupeň volnosti a pohybuj́ı se pouze v obvodovém
směru tj. posouvaj́ı se pouze po kružnićıch se středem v bodě O. Posuvy x1, x2, x3 jsou
uvažovány v rovině struktury a reprezentuj́ı posuv v obvodovém směru.

Obrázek 3.8: Segment rotačně periodické struktury

Sestav́ıme rovnice silové rovnováhy (3.39) pro jednotlivé hmotné body.

m1 0 0
0 m2 0
0 0 0

ẍ1

ẍ2

ẍ3

+

k1 + k2 + k3 −k2 −k1

−k2 k2 0
−k1 0 k1

x1

x2

x3

 =

 0
f2

0

 (3.39)

Využit́ım vztah̊u (3.6), (3.7), (3.30) a (3.31) můžeme stanovit ustálenou odezvu celé
periodické struktury na buzeńı silou f2.

Pro zvolenou hodnotu n = 10 (počet segment̊u) a pro zvolené hmotnosti a tuhosti
mi, ki byly vyč́ısleny hodnoty odezev pro jednotlivé hmotné body a ty byly vyneseny
do graf̊u 3.9 a to jak pro plný model, tak pro př́ıpad jednoho segmentu s rotačně
periodickou podmı́nkou.
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Obrázek 3.9: Odezva rotačně periodické struktury na harmonické buzeńı

Z graf̊u 3.9 je zřejmé, že oba př́ıstupy dávaj́ı shodné hodnoty odezev, č́ımž se podařilo
ověřit správnost odvozeńı dř́ıve uvedených vztah̊u a zároveň naprogramovaného
kódu pro řešeńı dynamického chováńı rotačně periodických struktur. Pro úplnost
je nutné zmı́nit, že i hodnoty modálńıch vlastnost́ı byly prakticky shodné pro oba
př́ıstupy. Graf na obrázku 3.10 ukazuje závislost vlastńıch frekvenćı na uzlových
pr̊uměrech tzv. interferenčńı diagram. Je na něm vidět efekt mı́rného vyztužováńı
struktury v závislosti na uzlových pr̊uměrech a to zejména pro druhou vlastńı
frekvenci.

Obrázek 3.10: Interferenčńı diagram pro rotačně periodickou strukturu ( viz.
obrázek 3.7)

Na obrázku 3.11 jsou ukázány př́ıklady dvou vlastńıch tvar̊u analyzované struktury.
Tvary v horńı části resp. v dolńı obrázku obsahuj́ı dva resp. tři uzlové pr̊uměry.
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Pro každý tvar je zobrazena reálná a imaginárńı část. Tyto části jsou na sebe or-
togonálńı, což je možné poznat mimo jiné tak, že uzlové čáry (pr̊uměry) u orto-
gonálńıch tvar̊u kmitu jsou v̊uči sobě otočeny o úhel π/2, je podělen počtem uzlových
pr̊uměr̊u (např. pro dva uzlové pr̊uměry je natočeńı uzlových pr̊uměr̊u v̊uči sobě
π/4). U prvńıho tvaru kmitu dominantně kmitaj́ı hmoty m2 v porovnáńı s hmotou
m1. Vlastńı frekvence prvńıho tvaru kmitu se prakticky neměńı v závislosti na počtu
uzlových pr̊uměrech, jak je vidět na interferenčńım diagramu, viz. obrázek 3.10. U
druhého tvaru kmitu již kmitaj́ı i hmoty m1 a vlastńı frekvence tohoto 2. tvaru
kmitu se již znatelně zvyšuje s rostoućım počtem uzlových pr̊uměr̊u.

Obrázek 3.11: Ukázka vlastńıch tvar̊u rotačně periodické struktury

Dı́lč́ı závěry

• Podařilo se ověřit správnost odvozených vztah̊u pro výpočet modálńıch vlast-
nost́ı a odezvy za použit́ı rotačně periodické podmı́nky a to na základě porovnáńı
výpočtu odezev dvou model̊u jednoduché rotačně periodické struktury. Prvńı
model byl tzv. ”plný”bez uvažováńı rotačně periodické podmı́nky a druhý
model byl popsán jedńım segmentem a rotačně periodickou podmı́nkou.

• Byla ověřena správnost naprogramováńı postupu výpočtu modálńıch vlast-
nost́ı a odezvy.
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3.4.2 Modálńı analýza a vynucené kmitáńı koncové NT lopatky

Při vývoji nových koncových lopatek ńızkotlakého stupně (NT) je kladena velká
pozornost na správné odladěńı z pohledu násobk̊u otáčkové frekvence. Pro nově
vyv́ıjenou lopatku s vazebńımi členy bylo zapotřeb́ı stanovit metodiku výpočtu jak
vlastńıch frekvenćı, tak výpočtu vynuceného kmitáńı.

Popis a funkce lopatky LSB48

List lopatky LSB48 je dlouhý 1220mm a má po délce proměnné profilováńı. Lopatka
je osazena vazebńımi členy tj. bandáž́ı v mı́stě jej́ı špičky a dále tzv. tie-boss přibližně
v polovině jej́ı délky. Za klidu v zamontovaném stavu existuje mezi vazebńımi členy
sousedńıch lopatek definovaná v̊ule, jej́ıž hodnota se pohybuje v rozmeźı 1mm až
1.5mm. Bandáž i tie–boss slouž́ı jako výztužné vazebńı členy a zároveň plńı funkci
třećıho tlumiče. Neopomenutelnou výhodou těchto vazebńıch člen̊u ve fázi návrhu
lopatky je možnost laděńı jej́ıch modálńıch vlastnost́ı na základě změny polohy a
tvaru vazebńıch člen̊u. Lopatka je k disku rotoru připevněna pomoćı stromečkového
závěsu viz obrázek 3.12. Vlastńı lopatka je vyrobena z jednoho kusu materiálu jako
výkovek, který je následně tř́ıskově obráběn na CNC obráběćıch centrech. Funkčńı
kontaktńı plochy lopatky (závěs, vazebńı členy) vyžaduj́ı zvláštńı pozornost při
obráběńı z d̊uvodu vysokých požadavk̊u na jejich rozměrovou a tvarovou přesnost.

Obrázek 3.12: Model lopatky LSB48
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V d̊usledku p̊usobeńı odstředivé śıly a toho, že středy krutu a těžǐstě jednotlivých
profil̊u nejsou totožné, docháźı k deplanaci jednotlivých řez̊u profilu a t́ım ke vzniku
krout́ıćıho momentu. Tento moment zp̊usobuje nakrouceńı listu lopatky kolem myšlené
spojnice střed̊u jednotlivých profil̊u. Úhel rozkrutu na špičce listu bývá u takto
dlouhých lopatek ( cca 1000mm) bez vazebńıch člen̊u až 6◦. Při zvyšováńı otáček
turbiny z 0 1/min na nominálńı otáčky docháźı se zvyšuj́ıćımi se otáčkami k přibližováńı
kontaktńıch ploch vazebńıch člen̊u a k vymezováńı v̊ule. Při předem nadefinovaných
otáčkách nastane kontakt (zamčeńı) vazebńıch člen̊u a t́ım se vytvoř́ı po obvodu
kontinuálńı vazba. Toto má za následek zvýšeńı tuhosti olopatkovaného kola, což
vede k přeladěńı systému do oblasti vyšš́ıch frekvenćı. Při návrhu lopatky se tohoto
pozitivńıho efektu využ́ıvá, nebot’ se méně vlastńıch frekvenćı nacháźı v nebezpečné
ńızkofrekvenčńı oblasti.

Tabulka 3.1: Mechanické vlastnosti materiálu lopatky a disku při 20◦C

Lopatka Disk

Mez kluzu [MPa] 1130 850

Mez pevnosti [MPa] 1270 1000

Modul pružnosti [GPa] 196 205

Základńı mechanické vlastnosti materiálu lopatky a disku jsou uvedeny v tabulce 3.1.
Lopatka LSB48 je vyrobena z vysokopevnostńı martenziticky precipitačně vytvrditelné
oceli.

Modálńı analýza

Modálńı analýza lopatky LSB48 byla provedena pomoćı metody MKP. Nejprve byl
model lopatky diskretizován pomoćı kvadratický objemových prvk̊u. Celá diskretizace
modelu lopatky byla provedena v prostřed́ı komerčńıho programu ANSYS. Ukázka
objemové śıtě je zobrazena na obrázku 3.13. Výstupem diskretizace jsou matice
tuhosti a hmotnosti. Diskretizovaný model lopatky LSB48 obsahuje cca 30 tiśıc uzl̊u
a tedy cca 90 tiśıc stupň̊u volnosti.

Obecně plat́ı, že modálńı vlastnosti lopatek jsou ovlivňovány vlastńım diskem,
ke kterému jsou uchyceny, proto se mluv́ı o modálńıch vlastnostech olopatkovaných
disk̊u. Existuj́ı však zvláštńı př́ıpady, kdy disk do modálńıch vlastnost́ı lopatek prak-
ticky nepromlouvá. To je v př́ıpadě, pokud poddajnostńı charakteristiky disku jsou
oproti lopatkovým zanedbatelné, což většinou nastává u koncových NT lopatek.
Pak neńı nutné při výpočtu modálńıch vlastnost́ı olopatkovaného disku uvažovat
vliv disku, což má za následek nižš́ı počet stupň̊u volnosti diskretizovaného modelu.
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Obrázek 3.13: MKP model lopatky LSB48

Ned́ılnou součást́ı výpočtu modálńıch vlastnost́ı lopatek je stanoveńı okrajových
podmı́nek, nebot’ ty významně ovlivňuj́ı korektnost výsledných vlastńıch frekvenćı.
K tomu aby mohla být nalezena optimálńı okrajová podmı́nka reprezentuj́ıćı reálné
uchyceńı lopatky v mı́stě závěsu, bylo nutné provést mnoho výpočtových citlivostńıch
analýz několika koncových lopatek. Na základě porovnáńı numericky vypočtených
a naměřených vlastńıch frekvenćı analyzovaných lopatek byla následně stanovena
optimálńı okrajová podmı́nka. Ukázalo se, že jako optimálńı okrajová podmı́nka je
uchyceńı kontaktńıch ploch závěsu viz. obrázek 3.14, kde je všem uzl̊um a jej́ım
př́ıslušej́ıćım stupň̊um volnosti zabráněno v posuvu.

Obrázek 3.14: Okrajové podmı́nky na závěsu lopatky LSB48

U lopatek s vazebńımi členy nejen okrajová podmı́nka v mı́stě závěsu lopatky ovlivňuje
modálńı vlastnosti, ale taktéž reprezentativńı nahrazeńı kontaktńıho spojeńı vazebńıch
člen̊u významně promlouvá do správného nalezeńı modálńıch vlastnost́ı vázaných
lopatek. Kontaktńı vazba mezi vazebńımi členy vykazuje obecně nelineárńı vlast-
nosti, abychom mohli zjistit modálńı vlastnosti lopatky je nutné nejprve nahradit
tuto nelineárńı vazbu vazbou lineárńı.
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Nejprve bylo na základě statické nelineárńı analýzy stanoveno provázáńı sousedńıch
lopatek v mı́stě kontaktu vazebńıch člen̊u. Ćılem bylo stanovit mapu kontaktńıch
tlak̊u v mı́stě kontaktńıch ploch vazebńıch člen̊u při provozńım zat́ıžeńı lopatek.
Je zde zaveden předpoklad, že mapa kontaktńıch tlak̊u se nebude významně měnit
z pohledu jej́ıho tvaru při r̊uzném provozńım zat́ıžeńı. Tento předpoklad může být
splněn v př́ıpadě, že lopatka a v̊ule mezi vazebńımi členy jsou navrženy tak, aby kon-
taktńı tlak byl dostatečně vysoký. Tento předpoklad je pro analyzovanou lopatku
LSB48 splněn, což bylo ověřeno na základě výpočt̊u pro r̊uzné stavy zat́ıžeńı (1. stav
- lopatka nezat́ıžená, 2. stav - lopatka zat́ıžena maximálńım provozńım výkonem).
Vzájemné provázáńı sousedńıch lopatek je realizováno pouze v mı́stě skutečného
dosednut́ı vazebńıch člen̊u. Uzly kontaktńıch ploch, které jsou ve vzájemném dotyku,
jsou provázány pomoćı rotačně periodické podmı́nky symetrie (3.5). Př́ıklad ro-
zložeńı kontaktńıho tlaku v mı́stě vazebńıho členu je ukázán na obrázku 3.15, kde
je následně také zobrazena śıt’ kontaktńı plochy, která bude svázána se sousedńı
lopatkou.

Obrázek 3.15: Mapa kontaktńıch tlak̊u a plocha provázáńı vazebńıho členu

Výpočet modálńıch vlastnost́ı lopatky LSB48 proběhl v prostřed́ı systému Ansys.
Problém vlastńıch hodnot byl řešen pomoćı algoritmu Block Lanczos. Výsledkem
jsou vlastńı frekvence a tvary, které se nacházej́ı v kritickém frekvenčńım pásmu 0
až 350Hz. Ty jsou vyneseny do interferenčńıho diagramu viz . obrázek 3.16. Vlastńı
frekvence v grafu jsou normalizované v̊uči prvńı frekvenci s nultým počtem uzlových
pr̊uměr̊u. Kritérium pro správné naladěńı lopatek je dáno tak, aby se žádná vlastńı
frekvence nenacházela v zakázaném pásmu, které je ohraničeno červenou čárkovanou
čarou na obrázku 3.16. Toto kritérium ř́ıká, že vlastńı frekvence muśı být vzdáleny
minimálně ±5% od násobk̊u otáčkové frekvence (pro 1 až 7 násobek). Při návrhu
lopatky LSB48 bylo provedeno několik deśıtek modifikaćı geometrie lopatky, než
bylo doćıleno splněńı zmiňovaného kritéria. Modifikace se zejména týkaly tvarováńı
a umı́stěńı tei-bossu, tvaru a tloušt’ky bandáže a dále změny tvaru vlastńıho listu
lopatky. Finálńı konstrukčńı provedeńı lopatky LSB48 bylo následně vyrobeno a
podrobeno test̊um.
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Obrázek 3.16: Interferenčńı diagram pro lopatku LSB48 za rotace ( 3000
1/min)

Experimentálńı ověřeńı

Testy prob́ıhaly na experimentálńım standu, který je tvořen vakuovou komorou,
pohonným zař́ızeńım, bud́ıćım systémem a vlastńım olopatkovaným diskem viz.
obrázek 3.17. Několik lopatek bylo osazeno velmi citlivými piezo-krystalickými ten-
zometry tak, aby bylo možné zaznamenat i velmi malé hodnoty vibraćı. Tenzometry
byly umı́stěny do referenčńıho mı́sta, které se nacháźı cca 50mm nad patńım pro-
filem a cca 25mm od odtokové hrany na hřbetńı části lopatky. Bud́ıćım systémem
byl AC magnet umı́stěný ve vakuové komoře v těsné bĺızkosti lopatek. Tento AC
magnet sloužil k vybuzeńı vlastńıch frekvenćı olopatkovaného disku. Pomoćı tzv.
sweepováńı frekvence byly postupně buzeny jednotlivé vlastńı frekvence s r̊uznými
uzlovými pr̊uměry a na základě dř́ıve odvozeného vztahu (2.52) byly identifikovány
uzlové pr̊uměry vlastńıch tvar̊u.

Obrázek 3.17: Principiálńı schéma experimentálńıho standu
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Hlavńım ćılem experimentálńıho měřeńı lopatek LSB48 bylo ověřeńı vlastńıch frekvenćı
za rotace při frekvenci otáčeńı 50Hz. Většinu vlastńıch frekvenćı v pásmu 0-350Hz se
podařilo vybudit jen kromě tř́ı tvar̊u a to druhého vlastńı tvaru s nultým uzlovým
pr̊uměrem a obou tvar̊u s jedńım uzlovým pr̊uměrem. Porovnáńı vypočtených a
naměřených frekvenćı je zobrazeno na obrázku 3.16. Experiment potvrdil, že exis-
tuje velmi dobrá shoda mezi výpočtovým model a skutečným d́ılem, což vypov́ıdá
o kvalitńı metodice výpočtu modálńıch vlastnost́ı lopatky LSB48.

Obrázek 3.18: Experimentálńı stand s olopatkovaným diskem

Dı́lč́ı závěry

• Byla sestavena metodika pro zjǐstěńı modálńıch vlastnost́ı pro dlouhé vázané
lopatky. Tato metodika je do jisté mı́ry limitována konstrukčńım návrhem
lopatky, nebot’ je založena na lineárńım chováńı kontaktńı vazby během provozu.
Vhodným návrhem vazebńıch člen̊u lopatky lze tento předpoklad splnit.

• Porovnáńım naměřených a vypočtených vlastńıch frekvenćı se podařilo ověřit
jednak korektńı naladěńı lopatky LSB48 a dále metodiku výpočtu modálńıch
vlastnost́ı vázaných lopatek.Experiment potvrdil, že existuje velmi dobrá shoda
mezi výpočtovým modelem a skutečným d́ılem, nebot’ odchylky u naměřených
a vypočtených vlastńıch frekvenćı se pohybovaly do 3%.
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3.5 Redukce počtu stupň̊u volnosti

Geometrie lopatek axiálńıch turbin je ve většině př́ıpadech velmi komplexńı a
komplikovaná. Taktéž uchyceńı lopatky k disku či vazba mezi sousedńımi lopatkami
vyžaduje přesný popis z výpočtového pohledu. Tyto zmiňované argumenty je nutné
vźıt v potaz při sestavováńı matematického modelu. Jako nejvhodněǰśı se jev́ı použit́ı
diskretizace pomoćı objemových prvk̊u, které umožňuj́ı geometricky popsat i komp-
likované geometrie. Nevýhodou však je, že výsledný matematický model je výpočtově
velmi náročný. Z tohoto d̊uvodu je nutné přistoupit k redukci stupň̊u volnosti daného
problému a to zejména v př́ıpadě vynuceného kmitáńı, kdy je ćılem zjistit např.
amplitudo frekvenčńı charakteristiku v širokém frekvenčńım pásmu a zároveň pro
několik typ̊u buzeńı z pohledu uzlových pr̊uměr̊u.

Z hlediska nebezpečnosti vlastńıch tvar̊u kmitu lopatek nás zejména zaj́ımá
několik nejnižš́ıch tvar̊u a frekvenćı a proto jako jedna z vhodných metod pro re-
dukci se jev́ı tzv. statická redukce - Guyanova. Tato metoda je založena na výběru
tzv. master stupň̊u volnosti (DOF). Do těchto stupň̊u volnosti je pak kondenzována
tuhost ostatńıch stupň̊u volnosti zvaných slave. Předpokládá se, že setrvačné účinky
setrvačných hmot slave stupň̊u volnosti nejsou významné. Toto omezeńı je nutné
brát v potaz při výběru master stupň̊u volnosti, tzn. přednostně volit master DOF
v mı́stech, kde je nejv́ıce koncentrována hmota struktury.

3.5.1 Guyanova metoda

Mějme matematický popis kmitáńı definovaný pohybovými rovnicemi (3.1) a
předpo-kládejme, že silové účinky jsou aplikovány jak do master, tak do slave uzl̊u.
Zobecněné posuvy master resp. slave DOF označ́ıme qm resp. qs. Rovnici (3.1) po
zanedbáńı gyroskopických účink̊u pak přeṕı̌seme do tvaru (3.40).

[
Mmm Mms

Msm Mss

] [
q̈m
q̈s

]
+

[
Bmm Bms

Bsm Bss

] [
q̇m
q̇s

]
+

[
Kmm Kms

Ksm Kss

] [
qm
qs

]
=

[
fm
fs

]
(3.40)

Zanedbáńım setrvačných a tlumı́ćıch sil źıskáme tzv. rovnici kvazistatické rovnováhy
(3.41). [

Kmm Kms

Ksm Kss

] [
qm
qs

]
=

[
fm
fs

]
(3.41)

Ze soustavy rovnic (3.41) vylouč́ıme vektor zobecněných posuv̊u qs.

qs = K−1
ss ( f s −Ksmqm ) (3.42)

(
Kmm −KmsK−1

ss Ksm

)
q
m

= fm−KmsK−1
ss fs , (3.43)
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Na základě rovnice (3.42) můžeme zapsat transformačńı vztah mezi vektory q a qm.

q =

[
qm
qs

]
=

[
I

−K−1
ss Ksm

]
qm +

[
0

K−1
ss f s

]
= Tqm + fT (3.44)

T =

[
I

−K−1
ss Ksm

]
, fT =

[
0

K−1
ss f s

]
(3.45)

Nyńı dosad́ıme substitučńı vztah (3.44) do rovnice (3.40) a źıskáme tak redukovanou
soustavu,

M̂q̈ + B̂q̇ + K̂q = f̂(t) (3.46)

kde

K̂ = Kmm −KmsK−1
ss Ksm

M̂ = Mmm −KmsK−1
ss Msm −MmsK−1

ss Ksm + KmsK−1
ss MssK−1

ss Ksm

M̂ = Bmm −KmsK−1
ss Bsm − BmsK−1

ss Ksm + KmsK−1
ss BssK−1

ss

f̂ = fm−KmsK−1
ss fs − MmsK−1

ss f̈s− BmsK−1
ss ḟs

(3.47)

Tato metoda redukce je aplikovatelná pro slabě tlumené soustavy, pokud je splněna
podmı́nka

‖Mss‖, ‖Mms‖≪ ‖Mmm‖.

Výše uvedený postup statické redukce je rozš́ı̌ren o možnost aplikovat silové účinky
i do slave uzl̊u, což je velmi praktické v př́ıpadě zat́ıžeńı lopatek tlakovým polem od
pracovńıho média.

3.5.2 Aplikace statické redukce na lopatku LSB48

Metoda statické redukce byla aplikována na MKP model lopatky LSB48. Ćılem
bylo sńıžit počet stupň̊u volnosti daného modelu tak, aby následné dynamické analýzy
prob́ıhaly v krátkých časech v řádu několika minut nikoliv dn̊u.

Pokud použijeme plný model ( DOF cca 95000 ) a rotačně periodickou podmı́nku,
pak výpočet odezvy na harmonické buzeńı ve frekvenčńı oblasti pro vybraný uzlový
pr̊uměr a danou frekvenci trvá na výkonném PC cca 1-2min. Výpočet odezvy lopatky
v pásmu 50-400Hz s krokem 1Hz a pro několik uzlových pr̊uměr̊u např. 0 až 10 může
pak trvat až 5 dńı. V př́ıpadě, že použijeme paralelńı výpočtovou architekturu, pak
se čas výpočtu sńıž́ı na několik deśıtek hodin, ale i to je stále nepřijatelné, pokud
v́ıme, že existuje možnost provedeńı výpočtu o několik řád̊u rychleji, při zachováńı
akceptovatelné přesnosti výpočtu.
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Metoda statické redukce (viz. kapitola 3.5.1) byla realizována v prostřed́ı AN-
SYS. Jedńım z d́ılč́ıch ćıl̊u bylo dosáhnout podobných modálńıch vlastnost́ı plného a
redukovaného modelu lopatky LSB48 v oblasti několika nejnižš́ıch vlastńıch frekvenćı.
Toho může být dosaženo jen za předpokladu správné volby master uzl̊u, a proto byla
věnována jejich výběru zvýšená pozornost.

Na samotném listu lopatky (nikoliv na vazebńıch členech) bylo vybráno 25 mas-
ter uzl̊u, jak je naznačeno na obrázku 3.19. U každého z těchto uzl̊u byly uvažovány
tři stupně volnosti. Ukázalo se, že pro volnou lopatku bez vazebńıch člen̊u je výběr
75DOFs dostatečný za předpokladu, že jsou zvoleny přibližně v mı́stech, jak naznačuje
obrázek 3.19. Porovnáńı vlastńıch frekvenćı je v tabulce 3.2 a relativńı rozd́ıl př́ıslušej́ıćıch
si frekvenćı se pohybuje do 2%.

Tabulka 3.2: Porovnáńı vlastńıch frekvenćı samotné lopatky LSB48

f1[Hz] f2[Hz] f3[Hz] f4[Hz] f5[Hz] f6[Hz]

Plný model 84,6 133,3 179,6 260,0 326,5 397,2

Redukovaný model 85,2 133,1 180,5 261,6 328,4 404,9

Pokud je však lopatka osazena vazebńımi členy, které vytvářej́ı vazbu mezi lopatkami,
pak je nutné tuto vazbu, resp. tuhost vazby relativně přesně postihnout. Toho lze
doćılit pouze výběrem daľśıch master uzl̊u v mı́stech, kde je realizován kontakt
lopatek. V př́ıpadě lopatky LSB48 muselo být zvoleno daľśıch 15 resp. 18 master
uzl̊u na každé straně tie-bossu resp. bandáže tak, jak je možno vidět na detailu
obrázku 3.19. Výběr master uzl̊u na obou stranách kontaktńıch člen̊u musel být
proveden s ohledem na možnou aplikaci rotačně periodické podmı́nky (3.5) tzn.
odpov́ıdaj́ıćı si uzly na Hranici L a na Hranici H musej́ı být v̊uči sobě posunuty o
úhel ϕ (viz. obrázek 3.1). Výsledný redukovaný model lopatky obsahoval 91master
uzl̊u, což ve výsledku znamená sńıžeńı počtu stupň̊u volnosti z p̊uvodńıch 95000 u
plného modelu na pouhých 3x91=273 DOFs u redukovaného modelu.
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Obrázek 3.19: Výběr master uzl̊u na lopatce LSB48

Jak již bylo zmı́něno v úvodu kapitoly 3.4, byl sestaven v prostřed́ı MATLAB pro-
gramový nástroj nazvaný PERIO, který umožňuje analyzovat modálńı vlastnosti
rotačně periodických struktur s využit́ım rotačně periodické podmı́nky. Tento pro-
gramový nástroj byl použ́ıván k výpočtu modálńıch vlastnost́ı redukovaného modelu
olopatkovaného kola. K ověřeńı korektnosti redukovaného modelu byl zvolen postup,
kdy jsou vzájemně porovnávány interferenčńı diagramy a to redukovaného modelu
a plného modelu tak, jak je naznačeno na obrázku 3.20. Dále byly pro ilustraci
vykresleny některé tvary kmitu a to pomoćı modulu, který je součást́ı programu
PERIO. Na obrázku 3.23 jsou zobrazeny prvńı vlastńı tvary olopatkovaného kola s
jedńım uzlovým pr̊uměrem, jeden tvar odpov́ıdá reálné složce a druhý imaginárńı
složce vlastńıho vektoru. Tyto dva tvary jsou v̊uči sobě ortogonálńı, jak je možné
vidět ze vzájemného natočeńı uzlových pr̊uměr̊u obou tvar̊u ( sv́ıraj́ı úhel π/2).
Tvar kmitu na obrázku 3.24 odpov́ıdá prvńımu ohybovému tvaru lopatky, kde

vlastńı tvar celého olopatkovaného kola obsahuje tři uzlové pr̊uměry. Je zaj́ımavé,
že vlastńı tvary kmitáńı lopatek obsahuj́ı obě složky posuv̊u a to jak obvodovou, tak
axiálńı, což je zp̊usobeno natočeńım hlavńıch os odporu v ohybu profil̊u v̊uči rovině
kolmé k ose rotace. Z porovnáńı velikost́ı obou složek posuv̊u je vidět, že lopatka
kmitá u 1. tvaru kmitu dominantně v axiálńım směru, což je dáno t́ım , že horńı
část profil̊u listu již má deskový tvar, jehož minimálńı osa odporu v ohybu je téměř
paralelńı s rovinou kolmou k ose rotace. Podobně jako prvńı tvar kmitu tak i druhý
tvar kmitu dominantně kmitá v axiálńım směru viz. obrázek 3.25, kde již je však
možno pozorovat uzlovou kružnici a to v mı́stě těsně pod špičkou listu lopatky.
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Obrázek 3.20: Schématický postup porovnáńı modálńıch vlastnost́ı plného a
redukovaného modelu

Porovnáńı prvńıch čtyř vlastńıch frekvenćı ve formě interferenčńıho diagramu je
zobrazeno na obrázku 3.21. Vlastńı frekvence v grafu jsou normalizované v̊uči prvńı
frekvenci s nultým počtem uzlových pr̊uměr̊u. Relativńı rozd́ıly sobě odpov́ıdaj́ıćıch
si vlastńıch frekvenćı v závislosti na uzlových pr̊uměrech jsou zobrazeny na obrázku
3.22. Tyto relativńı rozd́ıly obou model̊u prakticky nepřesahuj́ı hodnotu 4% v pásmu
uzlových pr̊uměr̊u 0 až 7, což pro daľśı výpočtové analýzy je dostačuj́ıćı shoda, nebot’

nás v́ıce bude zaj́ımat trend dynamického chováńı lopatky než např. přesná hodnota
odezvy.

Obrázek 3.21: Porovnáńı vlastńıch frekvenćı plného modelu a redukovaného
modelu lopatky LSB48

Dále byla zkoumána citlivost modálńıch vlastnost́ı redukovaného modelu na volbu
master uzl̊u a to zejména v oblasti kontaktu vazebńıch člen̊u. Ukázalo se, že právě
volba těchto master uzl̊u má významný vliv na vlastńı frekvence celého olopatko-
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vaného kola a tento vliv roste s nar̊ustaj́ıćım počtem uzlových pr̊uměr̊u vlastńıho
tvaru. Relativńı rozd́ıly vlastńıch frekvenćı plného a redukovaného modelu mohou
dosahovat až několik deśıtek procent, jak bylo zjǐstěno pro př́ıpad ne zcela optimálńı
volby master uzl̊u. Na základě tohoto zjǐstěńı je tedy vždy nutné verifikovat korek-
tnost redukovaného modelu.

Obrázek 3.22: Relativńı rozd́ıl vlastńıch frekvenćı plného modelu a reduko-
vaného modelu lopatky LSB48

Program PERIO využ́ıvá pro výpočet modálńıch vlastnost́ı rotačně periodických
struktur matice hmotnosti M a tuhosti K , př́ıslušej́ıćı jednomu segmentu struktury
(např. jedné lopatce). Vlastńı program neumožňuje sestaveńı těchto matic, avšak
tyto matice mohou být sestaveny např. v prostřed́ı ANSYS a dále pak exportovány
do textových soubor̊u v tzv. Harwell-Boeing (HB) formátu. V rámci programu PE-
RIO bylo vytvořeno rozhrańı, jenž umožňuje nač́ıtáńı matic M a K ve formátu HB.
Pomoćı tohoto programu je pak možné řešit nejen problematiku modálńıch vlast-
nost́ı, ale i vynuceného kmitáńı rotačně periodických struktur, jak je prezentováno
v kapitolách 3.2 a 3.3.
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Obrázek 3.23: 1. Vlastńı tvar kmitu olopatkovaného kola LSB48 (1 uzlový
pr̊uměr)

Obrázek 3.24: 1. Vlastńı tvar kmitu olopatkovaného kola LSB48 (3 uzlové
pr̊uměry)

Obrázek 3.25: 2. Vlastńı tvar kmitu olopatkovaného kola LSB48 (5 uzlových
pr̊uměr̊u)
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Dı́lč́ı závěry

• Byla ověřena možnost použit́ı statické redukce za účelem významného sńıžeńı
počtu stupň̊u volnosti lopatky s vazebńımi členy. Je však nutná správná volba
master uzl̊u (stupň̊u volnosti) a to jak v oblasti listu, tak zejména v oblasti
kontaktńıch ploch vazebńıch člen̊u.

• Nově vyvinutý program PERIO je možné využ́ıvat jako rychlý nástroj pro
výpočet modálńıch vlastnost́ı olopatkovaných kol a ty následně zobrazit ve
formě interferenčńıho diagramu. Program dále umožňuje grafické znázorněńı
vlastńıch tvar̊u kmitu.
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3.6 Harmonická analýza lopatky LSB48

V úvodńı kapitole 1.1.2 bylo zmı́něno, jak problematické je stanoveńı skutečného
buzeńı lopatek, pomineme-li buzeńı vyvolané nerovnoměrnost́ı tlakového pole za
rozváděćı mř́ıž́ı, které je možno predikovat s dostatečnou mı́rou přesnosti pomoćı
numerické simulace (CFD). V př́ıpadě dlouhých koncových NT lopatek neńı buzeńı
od počtu rozváděćıch lopatek nebezpečné. Důvodem je fakt, že bud́ıćı frekvence se
nacháźı v oblasti vysokých vlastńıch tvar̊u lopatky a tud́ıž tyto tvary jsou již velmi
tvarově komplikované a tedy špatně vybuditelné. Pro představu u lopatky LSB 48 je
48 rozváděćıch lopatek, čemuž odpov́ıdá bud́ıćı frekvence 2400Hz (frekvence otáčeńı
50Hz) a pobĺıž ńı se nacháźı 34. vlastńı tvar viz. obrázek 3.26. Je vidět, že u lopatek
kmitaj́ı pouze části odtokových hran. Pokud budeme uvažovat, že amplituda bud́ıćı
śıly F (r) je po výšce lopatky přibližně konstantńı, pak dle vztahu (3.38) bude tvarový
parametr χk velmi malý bĺıž́ıćı se nule.

Obrázek 3.26: 34. vlastńı tvar kmitu s 18 uzlovými pr̊uměry a frekvenćı 2440Hz
(výřez olopatkovaného disku s deseti lopatkami LSB48 - axiálńı posuv)

Z provozńı praxe je však naopak známo, že nejnižš́ı vlastńı tvary kmitu dlouhých
lopatek jsou nebezpečné, nebot’ jsou snadno vybuditelné a to násobky otáčkové
frekvence, proto se vyžaduje dostatečný odstup vlastńıch frekvenćı od násobk̊u 1 až
7 (př́ıpadně 8) frekvence otáčeńı. Důvodem je vyvarovat se synchronńımu kmitáńı se
zmiňovanými násobky, což je dáno faktem, že v pr̊utočné části před a za lopatkou se
mohou vyskytovat nerovnoměrná tlaková pole zp̊usobená r̊uznými konstrukčńımi
prvky (děĺıćı rovina, výstužná žebra, odběrová potrub́ı, atd.), která mohou být
potenciálńım zdrojem buzeńı. Z praxe jsou však známy př́ıpady, kdy je lopatka
naladěná v těsné bĺızkosti 5-té harmonické frekvence a přesto nevykazuje zvýšené
vibrace. Důvod je ten , že neńı př́ıtomen takový zdroj buzeńı, který by danou vlastńı
frekvenci vybudil. Tuto zkušenost však nelze zobecnit.
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Byla provedena výpočtová studie, která měla za ćıl zjistit, jaké uzlové pr̊uměry
a tvary kmitu jsou nejsnáze vybuditelné. Ćılem bylo porovnat v̊uči sobě rezonačńı
amplitudy kmitáńı při jednotkovém buzeńı lopatky LSB48 rovnoměrně rozloženém
po jej́ı délce. Pro výpočet dynamických odezev byl použit redukovaný MKP model
lopatky LSB48 viz. kapitola 3.5.2. Postupně pro jednotlivé uzlové pr̊uměry 0 až 10
byla analyzována dynamická odezva na harmonické buzeńı ve frekvenčńım pásmu
80 až 440Hz s krokem 0.5Hz. To ve skutečnosti obnáš́ı provedeńı cca 8000 har-
monických analýz. Krokováńı frekvence 0.5Hz je velmi hrubé na to, aby vystihlo
rezonačńı vrcholy amplitudo-frekvenčńıch charakteristik pro př́ıpad, kdy tlumeńı
soustavy bude ńızké ( poměrný útlum cca 0.1%). Pro účely výpočtové studie bylo
tlumeńı uměle navýšeno na hodnotu 1% kritického tlumeńı, což má za následek
sńıžeńı rezonačńıch amplitud odezvy přibližně 10x oproti reálnému stavu. To s se-
bou přináš́ı, že rezonačńı vrcholy amplitudo frekvenčńı charakteristiky budou v́ıce
ploché a lépe prokresleny (vystiženy vrcholy) při větš́ım krokováńı bud́ıćı frekvence.
Byla přibližně určena maximálńı chyba, jaké se dopust́ıme při výpočtu rezonačńı
amplitudy při krokováńı 0.5Hz. Největš́ı nepřesnosti při určeńı rezonačńıch ampli-
tud mohou vzniknout v oblasti spodńıho frekvenčńıho pásma tj. kolem 80Hz.

Chybu výpočtu vlivem krokováńı urč́ıme na základě známého vzorce pro výpočet
odezvy jednohmotového oscilátoru,

u =
ustat√

(1− ξ2)2 + (2ηξ)2
(3.48)

kde ξ je poměrná frekvence, η je poměrný útlum a ustat je statická výchylka. Pokud
předpokládáme, že nejnižš́ı vlastńı frekvence je v okoĺı 100Hz a krokováńı frekvence je
0.5Hz, pak se bude jedna poměrná frekvence ξ vždy nacházet v pásmu 〈0.9975, 1.0025〉.
Dosazeńım těchto poměrných frekvenćı do vztahu (3.48) źıskáme odezvy a ty pak
porovnáme v̊uči rezonačńımu stavu. V tabulce 3.3 jsou uvedeny dva př́ıpady pro
dva r̊uzné poměrné útlumy. Pro poměrný útlum 1% je maximálńı chyba v určeńı
rezonačńı amplitudy 3.2%, což je pro naše účely akceptovatelné, ale pro 10 krát nižš́ı
útlum tj. 0.1% může chyba dosáhnout až 63%.

Tabulka 3.3: Poklesy odezev v závislosti na poměrné frekvenci a poměrném
útlumu

η = 0.01 η = 0.001

amplituda u (x ustat) pokles amplituda u (x ustat) pokles

ξ = 1 50 - 500 -

ξ = 1.0025 48.39 3.2% 185.5 63%

ξ = 0.9975 48.63 2.8% 186.0 63%

To, že byl poměrný útlum uměle sńıžen, nijak nedegraduje provedenou studii, nebot’

ta nemá za ćıl zjǐst’ovat absolutńı hodnoty rezonačńıch amplitud, ale je zaměřena
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na relativńı poměřeńı vypočtených rezonačńıch amplitud. Tato studie ukazuje jeden
z možných zp̊usob̊u, jak zmapovat mı́ru vybuditelnosti jednotlivých tvar̊u kmitu
lopatek.

Olopatkované kolo s LSB48 bylo buzeno ve dvou směrech odděleně a to ve směru
axiálńım (směr osy otáčeńı) resp. ve směru obvodovém. Tomu pak odpov́ıdaj́ı odezvy
na obrázku 3.27 resp. 3.28. Pro každý směr buzeńı jsou zobrazeny odezvy ve směru
axiálńım (směr z), ve směru tangenciálńım (směr y) a celková odezva ( usum).

U obou směr̊u buzeńı se vyskytuje největš́ı odezva u prvńıho tvaru kmitu s
nultým a jedńım uzlovým pr̊uměrem. Nultý uzlový pr̊uměr může být v praxi zejména
vybuzen torzńım kmitáńım rotoru, na toto téma je podrobně zaměřena kapitola
4. V př́ıpadě prvńıho uzlového pr̊uměru neńı třeba se obávat, že bude vybuzen
at’ již za provozu či při naj́ıžděńı turbiny na nominálńı otáčky, nebot’ hodnota
vlastńı frekvence u tohoto tvaru kmitu je kolem 120Hz při 3000 ot/min. Dále
v́ıme na základě numericky zjǐstěného Campbellova diagramu (neńı prezentován
v této práci), že otáčková frekvence je vždy významně nižš́ı než vlastńı frekvence
tvaru kmitu s jedńım uzlovým pr̊uměrem, což je d̊uležité poznamenat vzhledem k
významnému dynamickému vyztužeńı od odstředivých sil.

Při buzeńı v axiálńım směru docháźı k dominantńımu kmitáńı v axiálńım směru,
což lze vysvětlit t́ım , že je lopatka v tomto směru nejméně tuhá. Naopak při
buzeńı lopatek v obvodovém směru lopatky axiálně u prvńıho tvaru kmitu prak-
ticky nekmitaj́ı, vyjma několika prvńıch uzlových pr̊uměr̊u. Souhrnně lze ř́ıci, že
se vzr̊ustaj́ıćım počtem uzlových pr̊uměr̊u amplitudy klesaj́ı a kmitáńı se projevuje
zejména u prvńıho tvaru kmitu (prvńı rodiny tvar̊u kmitu).

Vizualizace odezev na obrázćıch 3.27 resp. 3.28 neńı zcela korektńı, nebot’ odezvy
jsou zobrazeny jako spojité v závislosti na počtu uzlových pr̊uměr̊u, na druhou stranu
toto zobrazeńı se jev́ı autorovi jako nejv́ıce názorné. Barevná škála isočar odezev je
odstupňována progresivně tak, aby byly znázorněny i nižš́ı hladiny amplitud. Bud́ıćı
frekvence v grafu jsou normalizované v̊uči prvńı vlastńı frekvenci s nultým počtem
uzlových pr̊uměr̊u.



Harmonická analýza lopatky LSB48 69

Obrázek 3.27: Amplitudy odezvy [mm] lopatky LSB48 na harmonické buzeńı
silou ve směru obvodovém (směr y)
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Obrázek 3.28: Amplitudy odezvy [mm] lopatky LSB48 na harmonické buzeńı
silou ve směru axiálńım (směr z )
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V kapitole 3.3.3 byl odvozen vztah (3.38) pro výpočet parametru χ (participačńı
faktor), který umožňuje posoudit mı́ru vybuditelnosti jednotlivých vlastńıch tvar̊u
v závislosti na počtu uzlových pr̊uměr̊u. Pro dvě r̊uzné bud́ıćı śıly (lǐśıćı se směrem)
aplikované na lopatku LSB48 byl stanoven parametr χ. Závislost tohoto parametru
na vlastńım tvaru kmitu, počtu uzlových pr̊uměr̊u a směru bud́ıćı śıly je vynesena do
grafu na obrázku 3.29. Porovnáńım graf̊u na obrázćıch 3.27 a 3.28 s grafem 3.29 je
vidět značná shoda v mı́̌re vybuditelnosti vlastńıch tvar̊u, což bylo záměrem tohoto
ověřeńı. Z toho plyne možnost do budoucna hodnotit vlastńı tvary kmitu z pohledu
jejich vybuditelnosti na základě parametru χ, což je výpočtově méně náročné.

Obrázek 3.29: Participačńı faktor v závislosti na vlastńım tvaru, počtu
uzlových pr̊uměr̊u a směru bud́ıćı śıly pro lopatku LSB48

Dı́lč́ı závěry

• Při rovnoměrně rozloženém buzeńı po délce lopatky docháźı k dominantńımu
vybuzeńı prvńı rodiny vlastńıch tvar̊u kmitu a to zejména při axiálńım směru
buzeńı. Amplitudy celkové odezvy se mı́rně snižuj́ı s nar̊ustaj́ıćım počtem
uzlových pr̊uměr̊u.

• Parametr vybuditelnosti χ může být použ́ıván jako vhodný nástroj pro po-
suzováńı mı́ry vybuditelnosti vlastńıho tvaru kmitu. Výhodou je jeho ńızká
výpočetńı náročnost v porovnáńı s výpočtem celkové odezvy.
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3.7 Závěry - Rotačně periodická struktura

• Byly odvozeny vztahy pro stanoveńı modálńıch vlastnost́ı a odezev rotačně pe-
riodických struktur při použit́ı rotačně periodické podmı́nky. Byly uvažovány
dva typy buzeńı: 1. Harmonické buzeńı silou periodicky rozloženou v ob-
vodovém směru 2. Harmonické buzeńı silou obecně rozloženou.

• Podařilo se ověřit správnost odvozených vztah̊u pro výpočet modálńıch vlast-
nost́ı a odezvy za použit́ı rotačně periodické podmı́nky a to na základě porovnáńı
výpočtu odezev dvou model̊u jednoduché rotačně periodické struktury. Prvńı
model byl tzv. ”plný”bez uvažováńı periodické podmı́nky a druhý model byl
popsán jedńım segmentem a periodickou podmı́nkou. Dále byla ověřena správnost
naprogramováńı postupu výpočtu modálńıch vlastnost́ı a odezvy.

• Nově vyvinutý program PERIO je možné využ́ıvat jako rychlý nástroj pro
výpočet modálńıch vlastnost́ı olopatkovaných kol a ty následně zobrazit ve
formě interferenčńıho diagramu, dále umožňuje grafické znázorněńı vlastńıch
tvar̊u kmitu.

• Byla sestavena metodika výpočtu modálńıch vlastnost́ı pro dlouhé vázané
lopatky. Tato metodika je do jisté mı́ry limitována konstrukčńım návrhem
lopatky, nebot’ je založena na lineárńım chováńı kontaktńı vazby během provozu.
Z pohledu nominálńıho provozu těchto typ̊u lopatek neńı však nelineárńı chováńı
žádoućı. Vhodným návrhem vazebńıch člen̊u lopatky lze tento předpoklad
splnit.

• Porovnáńım naměřených a vypočtených vlastńıch frekvenćı se podařilo ověřit
jednak korektńı naladěńı lopatky LSB48 a dále metodiku výpočtu modálńıch
vlastnost́ı vázaných lopatek. Experiment potvrdil, že existuje velmi dobrá
shoda mezi výpočtovým modelem a skutečným d́ılem, nebot’ odchylky u namě-
řených a vypočtených vlastńıch frekvenćı se pohybovaly do 3%.

• Byla ověřena možnost použit́ı statické redukce za účelem významného sńıžeńı
počtu stupň̊u volnosti lopatky s vazebńımi členy. Je však nutná správná volba
master uzl̊u (stupň̊u volnosti) a to jak v oblasti listu, tak zejména v oblasti
kontaktńıch ploch vazebńıch člen̊u. Redukovaný model může sloužit např. pro
parametrické studie chováńı lopatek.

• Pro posuzováńı mı́ry vybuditelnosti vlastńıho tvaru kmitu byl zaveden parametr
vybuditelnosti χ. Jeho výhodou je ńızká výpočetńı náročnost v porovnáńı s
výpočtem celkové odezvy.
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4 Vzájemná interakce lopatek a rotoru z pohledu

torzńıho kmitáńı

4.1 Princip interakce lopatek a rotoru z pohledu torzńıho
kmitáńı

Princip vzájemné interakce lopatek a rotoru bude prezentován na jednoduchém
modelu, který má čtyři stupně volnosti a reprezentuje dvojdisk osazený lopatkami
viz. obrázek 4.1. Každý z disk̊u má jeden stupeň volnosti, kterým je natočeńı disku
kolem osy o. Disk je charakterizován svým moment setrvačnosti I k ose rotace
o. Oba disky jsou vzájemně propojeny torzńı pružinou o tuhosti k1. Lopatky jsou
reprezentovány hmotným bodem o hmotnosti m a ohybovou tuhost́ı k2 a to za
předpokladu, že je uvažováno soufázné kmitáńı všech lopatek na disku.

Obrázek 4.1: Zjednodušený model rotoru s lopatkami

Dynamické chováńı vyšetřovaného modelu poṕı̌seme pomoćı pohybových rovnic,
které sestav́ıme na základě Lagrangeových rovnic druhého druhu,

d

dt

(
∂Ek
∂q̇i

)
− ∂Ek

∂qi
+
∂Ep
∂qi

= fi pro i = 1, 2, 3, 4 (4.1)

kde qi =
[
x1, x2, ϕ1, ϕ2 ]T je vektor zobecněných souřadnic a fi je vektor zobecněných

sil. Sestav́ıme vztahy (4.2) pro kinetickou a potenciálńı energii:

Ek =
1

2
m(Rϕ̇1 + ẋ1)2 +

1

2
m(Rϕ̇2 + ẋ2)2 +

1

2
Iϕ̇2

1 +
1

2
Iϕ̇2

2 (4.2)
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Ep =
1

2
k2x

2
1 +

1

2
k2x

2
2 +

1

2
k1(ϕ1 − ϕ2)2

Dosazeńım vztah̊u (4.2) pro kinetickou a potenciálńı energii do rovnice (4.1), źıskáme
pohybovou rovnici (4.3) pro analyzovaný mechanický systém.


m 0 mR 0
0 m 0 mR

mR 0 I +mR2 0
0 mR 0 I +mR2



ẍ1

ẍ2

ϕ̈1

ϕ̈2

+


k2 0 0 0
0 k2 0 0
0 0 k1 −k1

0 0 −k1 k1



x1

x2

ϕ1

ϕ2

 =


0
0
0
0


(4.3)

Mq̈ + Kq = 0 (4.4)

Rovnice (4.3) resp. (4.4) popisuj́ı volné kmitáńı dvojdisku s lopatkami.

4.1.1 Modálńı vlastnosti dvojdisku s lopatkami

K źıskáńı modálńıch vlastnost́ı analyzovaného systému budeme řešit problém
vlastńıch hodnot (4.5) (

K− λ2M
)
v = 0 (4.5)

Analytickým vyřešeńım (4.5) źıskáme vlastńı frekvence λ.

λ1,2 = ω1

√
1

2
(η + 1 + γ2)± 1

2

√(
1− γ2 )2 + 2η + (η )2 + 2ηγ2

λ3 = ω1

√
η + 1

λ4 = 0

(4.6)

kde

η =
mR2

I
, γ =

ω2

ω1

, ω1 =

√
k2

m
, ω2 =

√
2k1

I
, δ =

k1

R2k2

=
γ2

2η

ω1 odpov́ıdá vlastńı frekvenci samotné lopatky a ω2 vlastńı frekvenci samotného
dvojdisku. Znaménko + v (4.6) je přǐrazeno vlastńı frekvenci λ1 a znaménko - nižš́ı
vlastńı frekvenci λ2.

Zvláštńı př́ıpady

• Pro limitńı př́ıpad η →0 se vázaný systém lopatky-rotor rozpadne na tři
nezávislé systémy a to dvakrát ohybové kmity samostatné lopatky na patě
vetknuté a na torzně kmitaj́ıćı dvojdisk bez lopatek. Tomu odpov́ıdaj́ıćı vlastńı
frekvence dle (4.7) jsou:
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λ1 = ω1γ = ω2

λ2,3 = ω1

λ4 = 0

(4.7)

• V př́ıpadě , že je rotor jednoproudý tj. osazen jen jednou řadou koncových
lopatek, pak vzájemná interakce lopatek a disku vyúst́ı pouze v jednu vázanou
vlastńı frekvenci λ3 popsanou vztahem (4.6).

Dále provedeme parametrickou studii, která nám pomůže lépe pochopit vzájemnou
interakci lopatek a rotoru pro r̊uzné parametry η a δ. Toho pak lze využ́ıt při
návrhu rotoru turbiny a také při odlad’ováńı rotorové soustavy z pohledu torzńıch
frekvenćı. Do parametr̊u η a δ jsou zahrnuty všechny lopatky po obvodě disku.
Závislosti vlastńıch frekvenćı (4.6) na parametrech η a δ jsme vynesli do graf̊u
4.2,4.3,4.4. Rozsah parametr̊u byl volen s ohledem na možné reálné konfigurace ro-
toru a lopatek. Do uvedených graf̊u byl dále zanesen bod, který odpov́ıdá přibližně
lopatce LSB48 a ńızkotlakému dvouproudému rotoru (vlastńı frekvence samotné
lopatky je ω1 = 101.8Hz a samotného rotoru bez lopatek LSB48 je ω2 = 135Hz).
Pro zmiňovanou konfiguraci je na obrázćıch dále schématicky ukázán tvar kmitu
dvojdisku s lopatkami pro každou vlastńı frekvenci λ.

Obrázek 4.2: Vliv vlastńı frekvence λ1 v závislosti na parametrech η a δ
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Obrázek 4.3: Vliv vlastńı frekvence λ2 v závislosti na parametrech η a δ

Obrázek 4.4: Vliv vlastńı frekvence λ3 v závislosti na parametrech η a δ
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Poznámka

K stanoveńı ekvivalentńı tuhosti kekv a hmotnosti lopatky mekv (dle obrázku 4.1
se jedná o tuhost k2 a hmotnost m) použijeme př́ıstup, který porovnává kinetickou
energii vlastńıho tvaru lopatek a př́ıslušné ekvivalentńı hmoty soustředěné do vy-
braného mı́sta na lopatce. Zaměř́ıme se pouze na prvńı ohybový tvar kmitu lopatky,
nebot’ jeho frekvence je ve většině př́ıpadech nejbĺıže dvojnásobku frekvence śıtě. Ek-
vivalentńı hmotu mekv lopatky umı́st́ıme na jej́ı konec, který kmitá největš́ı amplitu-
dou uL. Na základě MKP výpočtu frekvenčně nejnižš́ıho ohybového vlastńıho tvaru
lopatky můžeme vypoč́ıtat kinetickou energii vlastńıho tvaru kmitu dle následuj́ıćıho
vztahu,

Ek =
1

2
u̇TM u̇ , pro hmotný bod −→ Ek =

1

2
mekvu̇

2
L

kde u̇ je vektor rychlost́ı výchylek popisuj́ıćı vlastńı tvar kmitu lopatky a M je mat-
ice hmotnosti lopatky. Rychlost na konci lopatky u̇Lurč́ıme taktéž z MKP výpočtu.
Porovnáńım výše uvedených vztah̊u vypočteme ekvivalentńı hmotnost lopatky mekv.
Ekvivalentńı tuhost kekv pak vypočteme ze vztahu pro vlastńı frekvenci 1DOF os-
cilátoru,

kekv = mekvω
2
vl

kde ωvl je vlastńı frekvence př́ıslušej́ıćı danému ohybovému tvaru lopatky.

Podobným př́ıstupem můžeme určit i ekvivalentńı moment setrvačnosti a tuhost
rotoru (dle obrázku 4.1 se jedná o tuhost k1 a moment setrvačnosti I ). Takto
stanovené ekvivalentńı parametry popisuj́ıćı vlastnosti dvojdisku s lopatkami nám
poslouž́ı k tomu, že z nich urč́ıme parametry η a δ (popisuj́ıćı reálnou konfiguraci)
a ty vyneseme jako bod do graf̊u 4.2,4.3,4.4.

Dı́lč́ı závěry

• Z grafické interpretace vlastńıch tvar̊u je patrné , že vlastńı tvar odpov́ıdaj́ıćı
frekvenci λ1je charakterizován dominantńım kmitáńım disk̊u v protifázi, při
kterém lopatky kmitaj́ı v protifázi s př́ıslušnými disky ale i v̊uči sobě. Naproti
tomu u vlastńıho tvaru odpov́ıdaj́ıćıho frekvenci λ3 dominantně kmitaj́ı lopatky
a to v̊uči disku v protifázi a v̊uči sobě soufázně. U vlastńıho tvaru odpov́ıdaj́ıćıho
frekvenci λ2 opět kmitaj́ı dominantně lopatky, ale v tomto př́ıpadě kmitaj́ı
soufázně s diskem.

• Porovnáme-li vlastńı frekvenci ω1 s vlastńımi frekvencemi λ2, λ3, u kterých
kmitaj́ı dominantně lopatky, je možné učinit závěr, že v př́ıpadě dvojproudého
rotoru docháźı k jevu, kdy se vlastńı frekvence samotné lopatky rozštěṕı na
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dvě frekvence, pro které plat́ı λ2 5 ω15 λ3. Pro př́ıpad jednoproudého rotoru
pak bude platit ω15 λ3.

• Uvedené grafy 4.2, 4.3, 4.4 je možné použ́ıt pro libovolnou reálnou konfiguraci
dvouproudého rotoru a zjistit tak citlivost změn jednotlivých parametr̊u na
vlastńı frekvence. Stač́ı pouze znát hodnoty vlastńıch frekvenćı ω1, ω2 a poměr
setrvačných hmot η a ty vynést do uvedených graf̊u.

• V př́ıpadě lopatky LSB48 je vidět, že frekvence λ3, λ2 se nacháźı v oblasti ,
kde citlivost na změnu parametr̊u η a δ je malá, což znamená, že se nemuśıme
obávat významného přeladěńı pro r̊uzné varianty NT rotor̊u, nebot’ reálné
modifikace či úpravy NT rotor̊u se budou většinou pohybovat v rámci několika
desetin vzhledem k δ a do jedné desetiny vzhledem k η.

• Je-li vlastńı frekvence samotné lopatky těsně kolem dvojnásobku frekvence
elektrické śıtě, pak s velkou pravděpodobnost́ı nebude docházet k významnému
kmitáńı lopatek vlivem torzńıho buzeńı od generátoru, nebot’ vlivem vzájemné
interakce lopatek a rotoru dojde k ”přeladěńı”lopatky a k posunu vlastńı
frekvence dále od bud́ıćı frekvence.
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4.1.2 Vynucené kmitáńı dvojdisku s lopatkami

Vyvstává otázka, jak se bude chovat dvojdisk z pohledu torzně vynuceného
kmitáńı, pokud bude buzen harmonicky proměnným momentem v mı́stě disku. Neb-
ude existovat taková reálná konfigurace rotoru a lopatek, pro ńıž budou rezonačńı
amplitudy kmitáńı lopatek minimálńı?

Vzhledem k lineárńımu modelu dvojdisku uvažujme buzeńı harmonicky proměnným
torzńım momentem v mı́stě disku 1 o jednotkové amplitudě M0. Vektor buzeńı bude
mı́t pak tvar (4.8).

f(t) = f0e
iωbt, f0 = [0, 0,M0, 0]T (4.8)

Pohybovou rovnici dvojdisku (4.4) rozš́ı̌ŕıme o člen zahrnuj́ıćı tlumeńı. Předpokládáme,
že systém je slabě nekonzervativńı.

Mq̈ + Bq̇ + Kq = f (4.9)

Zaměř́ıme se pouze na ustálenou odezvu nikoliv na přechodový děj. Pro výpočet
odezvy zvoĺıme modálńı metodu, tzn. modálńı transformaci (3.26). Pro bud́ıćı śılu
(4.8) můžeme řešeńı rovnice (4.9) hledat ve frekvenčńı oblasti ve tvaru u(t) = u0e

iωbt,
kde u0 je dáno vztahem (4.10).

u0 = [−Iω2
b + iωbD + Λ] −1VTf0 (4.10)

Pro D a Λ plat́ı

VTBV = D, VTKV = Λ

Matice D je diagonálńı a prvky na diagonále jsou rovny 2ζjωj , kde ωj je j-tá
vlastńı frekvence a ζ je poměrný útlum j-tého vlastńıho tvaru.

Vektor amplitud q0 je pak dán vztahem (4.11)

q0 = V[−Iω2
b + iωbD + Λ] −1VTf0 (4.11)

Podobně jako v kapitole 4.1.1 provedeme parametrickou studii, která nám ukáže v
tomto př́ıpadě vliv parametr̊u η a δ na rezonančńı amplitudu kmitáńı lopatek x1a
x2. Ukázalo se, že velikosti rezonančńıch amplitud x1 a x2 jsou prakticky totožné ,
proto dále budou prezentovány výsledky jen pro x1. Jelikož z předchoźıch závěr̊u
již v́ıme, že nebezpečné pro kmitáńı lopatek mohou být vlastńı frekvence λ2, λ3 (při
těchto frekvenćıch kmitaj́ı dominantně lopatky), proto vyneseme do graf̊u závislost
q0 dle vztahu (4.11) na parametrech η , δ. V grafech 4.5, 4.6 jsou prezentovány
rezonačńı amplitudy x1a x2 [mm] pro zvolený poměrný útlum ζ = 0.001. Rozsah
parametr̊u byl volen s ohledem na možné reálné konfigurace rotoru a lopatek. Do
uvedených graf̊u byl dále zanesen bod, který odpov́ıdá přibližně lopatce LSB48 a
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ńızkotlakému dvouproudému rotoru ( vlastńı frekvence samotné lopatky je ω1 =
101.8Hz a samotného rotoru bez lopatek LSB48 je ω1 = 135Hz).

Obrázek 4.5: Závislost rezonančńı amplitudy x1na parametrech η a δ při
frekvenci buzeńı rovné λ3

Obrázek 4.6: Závislost rezonančńı amplitudy x1 na parametrech η a δ při
frekvenci buzeńı rovné λ2
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Dı́lč́ı závěry

• Porovnáme-li mezi sebou grafy 4.5, 4.6 z pohledu velikosti amplitud můžeme
učinit závěr, že při rezonančńım kmitáńı vlastńı frekvenćı λ2 jsou rezonančńı
amplitudy lopatek významně vyšš́ı v porovnáńı s př́ıpadem, kdy dvojdisk re-
zonuje s vlastńı frekvenćı λ3. Z praktického pohledu to znamená dodržovat
větš́ı odstup frekvence λ2 od potenciálně nebezpečné bud́ıćı frekvence rovné
dvojnásobku frekvence śıtě.

• Dále je z graf̊u patrné, že změnou ”reálné konfigurace”rotoru a lopatek v
rámci několika desetin z pohledu δ a jedné desetiny z pohledu η nedoćıĺıme
významného sńıžeńı amplitud kmitáńı lopatek. Dokonce se jev́ı, že reálná kon-
figurace rotoru je optimálně navržena z pohledu rezonačńı amplitudy kmitáńı
při vlastńı frekvenci λ2.
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4.2 Aplikace vzájemné interakce lopatek a rotoru

S t́ım jak se vylepšuj́ı mechanické vlastnosti vysokopevnostńıch oceĺı, roste možnost
vyv́ıjet deľśı a účinněǰśı koncové lopatky ńızkotlakých d́ıl̊u. Deľśı lopatky maj́ı však
obecně nižš́ı vlastńı frekvence, které se nacházej́ı v oblasti dvojnásobku frekvence
elektrické śıtě. Při provozu generátoru mohou nastat poruchové děje, jež maj́ı har-
monický či periodický charakter s periodou děje jednonásobku a dvojnásobku frekvence
śıtě. Tyto poruchové děje mohou být zdrojem buzeńı koncových lopatek a vybudit
tzv. deštńıkový tvar kmitu olopatkovaného disku.

Jedńım z nejv́ıce nebezpečných poruchových jev̊u z pohledu vysokocyklové únavy
lopatek je tzv. nesouměrné zat́ıžeńı generátoru. Tento jev se projevuje harmonickými
pulsacemi krout́ıćıho momentu s frekvenćı rovnaj́ıćı se dvojnásobku frekvence śıtě.
Tento poruchový děj může trvat až několik hodin, což je čas dostatečně dlouhý na to,
aby mohlo doj́ıt k vysokocyklovému porušeńı lopatek. Amplituda bud́ıćıho momentu
v mı́stě vinut́ı generátoru může dosahovat až 10% nominálńıho krout́ıćıho momentu.

V př́ıpadě torzńıho buzeńı rotorové soustavy vlivem poruchy na generátoru docháźı
ke vzniku vázaného kmitáńı mezi lopatkami a vlastńı rotorovou soustavou. Toto je
d̊uvod proč je nutné analyzovat modálńı vlastnosti systému lopatky-rotorová sous-
tava a nikoliv jen samotný olopatkovaný disk. Neńı třeba se obecně zabývat všemi
stupni lopatek, ale pouze těmi, jejichž vlastńı frekvence jsou pobĺıž dvojnásobku
frekvence śıtě. Tuto podmı́nku splňuje ve většině př́ıpad̊u pouze ńızkotlaký koncový
stupeň.

Pro výpočet modálńıch vlastnost́ı systému lopatky-rotor je běžně použ́ıvána
metoda konečných prvk̊u. Rotor je modelován pomoćı 1D nosńıkových prvk̊u, které
se použ́ıvaj́ı při torzńı analýze rotorové soustavy. Lopatky jsou pak modelovány
pomoćı 3D nosńıkových prvk̊u. Tento př́ıstup se běžně použ́ıvá, ačkoliv má určité
nevýhody.

1. MKP modely lopatek s využit́ım 3D nosńıkových prvk̊u jsou nepřesné

2. 3D nosńıkové modely lopatek je nutno kalibrovat dle přesněǰśıch MKP model̊u
lopatek ( 3D objemové modely)

3. Nutno pracovat s dvěma modely lopatek ( 3D nosńıkové a 3D objemové), což
je časově náročněǰśı

4. U 3D nosńıkových model̊u lopatek je obt́ıžné modelováńı vazebńıch člen̊u

Tyto nevýhody výše zmiňovaného př́ıstupu vedly k zamyšleńı jak využ́ıt stan-
dardńı 3D objemový model lopatky pro výpočet modálńıch vlastnost́ı systému lopatky-
rotor. Vyvstávaj́ı dvě otázky, jak propojit 3D model lopatek s 1D modelem ro-
toru a dále jak využ́ıt rotačńı periodicitu olopatkovaného disku pro sńıžeńı počtu
stupň̊u volnosti daného problému. Využit́ı rotačńı periodicity je nezbytné, nebot’
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parńı turbiny mohou mı́t od jednoho až po osm koncových ńızkotlakých stupň̊u
(pro čtyři dvouproudé ńızkotlaké d́ıly). Pokud bychom modelovali všechny lopatky
v kole, kterých bývá většinou kolem 60, na osmi stupńıch a uvažovali, že model jedné
lopatky obsahuje cca 20 000 stupň̊u volnosti, pak celý model systému lopatky-rotor
bude obsahovat 10 milion̊u stupň̊u volnosti. Takto rozsáhlý model neńı možné v
dnešńı době dostupnými hardwarovými prostředky poč́ıtat.

Problém v aplikaci rotačńı periodicity na olopatkovaný disk tkv́ı v tom, jak zacho-
vat hmotnostńı (setrvačné) a tuhostńı poměry mezi vlastńım rotorem a lopatkami,
nebot’ při použit́ı rotačńı periodicity bude model celého systému obsahovat vždy jen
jednu lopatku na daném stupni. Toto lze elegantně vyřešit t́ım, že se uměle navýš́ı
tuhost a hmotnost lopatky a to tolikrát, kolik je lopatek obsaženo v kole. T́ım se
zaruč́ı i zachováńı modálńıch vlastnost́ı samotné lopatky. Fyzikálńı vysvětleńı pro
navýšeńı tuhostńıch a setrvačných vlastnost́ı lopatek je založeno na faktu, že jed-
notlivé lopatky jsou paralelně spojeny tj. kmitaj́ı stejnou amplitudou a stejnou fáźı
tzn. právě jedna modelovaná lopatka pak reprezentuje všechny lopatky v kole.

Propojeńı 3D modelu lopatky s 1D modelem rotoru je realizováno pomoćı tzv.
vazebńıch rovnic. Na obrázku 4.7 je naznačena situace. Uzel rotoru Bk reprezentuje
k-té mı́sto, kde jsou lopatky propojeny s rotorem. Uzly lopatky Ai reprezentuj́ı mı́sta,
kde je lopatka spojena s diskem. Samotný disk je zahrnut do modelu rotorové sous-
tavy jako pevně v rotoru uložený tuhý kotouč o daném momentu setrvačnosti. Torzńı
tuhost disku je natolik vysoká, že je možné disk uvažovat jako tuhý. Pak můžeme
zavést vazebńı podmı́nku (4.12), která popisuje vazbu mezi torzńım natočeńım ro-
toru ϕk v mı́stě Bk a obvodovým posuvem qi bod̊u Ai lopatky,

Obrázek 4.7: Vazba mezi rotorem a lopatkou

qi = Riϕk pro i = 1, 2, 3...n (4.12)

kde n je počet uzl̊u, které spojuj́ı disk s lopatkou.

Je nutné zd̊uraznit , že ćılem je analyzovat pouze torzńı tvary kmitu rotorové
soustavy a k nim př́ıslušej́ıćı tvary kmitu lopatek s nultým uzlovým pr̊uměrem, kdy
všechny lopatky v kole kmitaj́ı stejnou amplitudou a stejnou fáźı.

Uvedený postup výpočtu vzájemného torzńıho kmitáńı rotoru a lopatek byl za-
utomatizován pomoćı APDL jazyka v prostřed́ı ANSYS. To umožnilo využit́ı stan-
dardně použ́ıvaných vstupńıch soubor̊u popisuj́ıćıch vlastnosti a geometrii rotorové
soustavy a dále přineslo zefektivněńı výpočtových analýz.
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4.2.1 Aplikace metodiky výpočtu - pokusný rotor s lopatkou LSB48

Zmiňovaný postup v kapitole 4.2 byl aplikován při výpočtu vzájemného torzńıho
kmitáńı lopatek LSB48 a pokusného rotoru prezentovaného na obrázćıch 3.18 a 4.8.
Ćılem bylo zjistit správnost navržené metodiky a ověřeńı jej́ı přesnosti na základě
porovnáńı s experimentálně zjǐstěnými daty.

Obrázek 4.8: CAD model pokusného rotoru

Pokusný rotor je složen z dvou hř́ıdelových nástavc̊u, mezi které je vložen disk
osazený lopatkami. Pokusný rotor je poháněn AC motorem o výkonu 1.4MW. Motor
může také fungovat jako budič torzńıho kmitáńı, kdy na ustálený krout́ıćı moment
je superponována harmonická složka momentu. Frekvence harmonického torzńıho
buzeńı se může plynule měnit v rozsahu 80 až 130Hz. Taktéž amplitudu torzńıho
bud́ıćıho momentu je možné regulovat v rozsahu 0 až 30% nominálńıho krout́ıćıho
momentu.

Model rotorové soustavy pokusného standu byl diskretizován na základě MKP
v prostřed́ı ANSYS s využit́ım vyvinuté metodiky. Následně byla provedena modálńı
analýza, jej́ımž hlavńım výstupem je vlastńı frekvence a vlastńı tvar vázaného torzńıho
kmitáńı rotor - lopatky. Grafické znázorněńı hledaného vlastńıho tvaru je vidět na
obrázku 4.9. Měřené a vypočtené vlastńı frekvence vázaného kmitáńı rotor-lopatky
jsou shrnuty v tabulce 4.1.

Tabulka 4.1: Vlastńı frekvence vázaného kmitáńı rotor-lopatky pokusného ro-
toru

Vypočet
samotná lopatka

Výpočet s
vlivem rotoru

Experiment

Frekvence [Hz] 101.8 110.1 110.5
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Obrázek 4.9: Vypočtený torzńı tvar pokusného rotoru s lopatkou LSB48

Dı́lč́ı závěry

• Na základě výpočtové analýzy vlastńıch frekvenćı se ukázalo, že efekt vzájemné
interakce rotoru a lopatky se významně projevil a to zvýšeńım vlastńı frekvence
lopatek cca o 8.5Hz. Tento výrazný efekt lze přič́ıst relativně vysokému poměru
setrvačných hmot lopatek v̊uči disku tak, jak ukazuje graf 4.4 a vztah (4.6).

• Provedené měřeńı ukázalo na velmi dobrou shodu mezi výpočtem a experi-
mentem. Rozd́ıl vlastńıch frekvenćı lopatek mezi oběma př́ıstupy činil pouze
0.4Hz.
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4.2.2 Aplikace metodiky výpočtu - rotorová soustava ”Indie”s lopatkou
LSB48

Postup uvedený v kapitole 4.2 byl dále aplikován při výpočtu vzájemného torzńıho
kmitáńı lopatek LSB48 a rotorové soustavy ”Indie”. Tato rotorová soustava je
složena z vysokotlakého d́ılu- VT, středotlakého d́ılu -ST, dvouproudého ńızkotlakého
d́ılu - NT a generátoru - GEN, jak je naznačeno na obrázku 4.10. Výkon turbiny při
nominálńıch otáčkách 3000 1/min je 660MW, což odpov́ıdá nominálńımu přenášenému
krout́ıćımu momentu na spojce generátoru 2100kNm.

Obrázek 4.10: Rotorová soustava ”Indie”s lopatkami LSB48

Diskretizace vlastńı rotorové soustavy byla převzata již z existuj́ıćıho vstupńıho
souboru, který standardně slouž́ı k torzńı analýze rotorové soustavy. Jako diskrétńı
MKP model lopatky LSB 48, byl použit ten, který slouž́ı k dynamickým analýzám
samotné lopatky ( k výpočtu interferenčńıho diagramu). Pomoćı vytvořeného makra
v prostřed́ı ANSYS, které je postaveno na metodice popsané v kapitole 4.2 , byla
provedena modálńı analýza výše uvedeného systému. Vlastńı frekvence odpov́ıdaj́ıćı
dominantńımu ohybovému kmitáńı lopatek jsou shrnuty v tabulce 4.2 a jim př́ıslušej́ıćı
vlastńı tvary jsou zobrazeny na obrázćıch 4.11,4.12.

Tabulka 4.2: Vlastńı frekvence vázaného kmitáńı rotor-lopatky rotorové sous-
tavy Indie

Vypočet - samotná
lopatka

Výpočet s vlivem
rotoru - λ2

Výpočet s vlivem
rotoru -λ3

Frekvence [Hz] 101.8 89.7 106.0
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Obrázek 4.11: Torzńı tvar rotorové soustavy ”Indie”s lopatkou LSB48
λ2=89.7Hz

Obrázek 4.12: Torzńı tvar rotorové soustavy ”Indie”s lopatkou LSB48
λ3=106.0Hz

Dı́lč́ı závěry

• Ukázalo se , že navržená metodika umožňuje velmi rychle a operativně ana-
lyzovat vázané torzńı frekvence rotoru a lopatek. Této skutečnosti lze výhodně
využ́ıt pro př́ıpadné parametrické studie zjǐst’uj́ıćı citlivost geometrických parametr̊u
rotoru na vlastńı frekvence lopatek.

• V př́ıpadě rotorové soustavy, která je složena z tř́ı dvouproudých NT d́ıl̊u a
obsahuje tedy šest koncových stupň̊u lopatek, trvá výpočtová modálńı analýza
na výkonném PC cca 5-10 minut v závislosti na počtu hledaných vlastńıch
frekvenćı.

• Vypočtené vlastńı frekvence v tabulce 4.2 splňuj́ı požadavky normy ISO 22266-
1 [29] na odstup od dvojnásobku frekvence śıtě
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4.2.3 Torzńı harmonické buzeńı - rotorová soustava ”Indie”s lopatkou
LSB48

Výpočtová analýza odezvy lopatek na harmonické buzeńı poskytuje odpověd’, jak
vysoká dynamická napět́ı budou existovat a v kterých mı́stech lopatky se uplatńı
při jej́ım rezonačńım kmitáńı. Již dř́ıve bylo zmı́něno, že v př́ıpadě nesouměrného
zat́ıžeńı generátoru docháźı k harmonickým pulsaćım krout́ıćıho momentu s frekvenćı
rovnaj́ıćı se dvojnásobku frekvence śıtě. Amplituda bud́ıćıho momentu v mı́stě vinut́ı
generátoru může dosahovat až 10% nominálńıho krout́ıćıho momentu, což v př́ıpadě
rotorové soustavy ”Indie”je MA =210kNm. Tento harmonicky se měńıćı krout́ıćı
moment byl rovnoměrně rozdělen do uzl̊u v mı́stě vinut́ı generátoru tak, jak je
naznačeno na obrázku 4.13. Pro výpočet odezvy byl využit MKP model prezen-
tovaný v kapitole 4.2.2. Jelikož se jedná o harmonické buzeńı, je výhodné hledat
řešeńı ve frekvenčńı oblasti za pomoci harmonické analýzy. Amplitudo frekvenčńı
závislost daného systému budeme zjǐst’ovat v okoĺı vlastńıch frekvenćı λ2 a λ3 , které
odpov́ıdaj́ı dominantńımu kmitáńı lopatek a vyskytuj́ı se v bĺızkosti dvojnásobku
frekvence śıtě. Model tlumeńı systému byl uvažován viskózńı s hodnotou poměrného
útlumu o velikosti 0.06%, což odpov́ıdá přibližně hodnotě materiálového tlumeńı,
které bylo experimentálně zjǐstěno. Tento př́ıstup je značně konzervativńı, nebot’

neuvažuje konstrukčńı tlumeńı v mı́stě vazebńıch člen̊u lopatek. Vlastńı harmonická
analýza byla provedena v prostřed́ı ANSYS.

Obrázek 4.13: Rotorová soustava ”Indie”s lopatkami LSB48 - harmonické
buzeńı torzńım momentem

Výsledky ve formě amplitudo frekvenčńıch charakteristik jsou zobrazeny na obrázku
4.14. Jedná se o odezvy na špičce lopatek ve směru axiálńım (ve směru osy ro-
toru) a tangenciálńım ( směr obvodový). Obě řady lopatek LSB48 kmitaj́ı co do ve-
likosti amplitud přibližně stejně. V grafech jsou vyneseny tedy pouze odezvy lopatek
nacházej́ıćı se bĺıže ke generátoru. Porovnáme-li výchylky při frekvenci 89.7Hz a při
frekvenci 106Hz, je patrné, že lopatka významněji kmitá v př́ıpadě nižš́ı frekvence.
Dále je patrné, že poměr amplitud v tangenciálńım směru v̊uči axiálńımu směru
se znatelně lǐśı pro obě rezonačńı frekvence. Tento jev lze pravděpodobně přisoudit
tomu, že vynucený tvar pro vyšš́ı frekvenci 106Hz je již ovlivňován druhým tvarem
kmitu lopatky, jak je možné vidět na interferenčńım diagramu samotné lopatky, viz.
obrázek 3.16.
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Obrázek 4.14: Odezva na špičce lopatky LSB48 rotorové soustavy ”Indie”při
harmonickém torzńım buzeńı

Obrázek 4.15 ukazuje deformaci lopatky při rezonačńım kmitáńı při frekvenci 89.7Hz.

Obrázek 4.15: Deformace lopatky při rezonačńım kmitáńı frekvenćı 89.7Hz

Rezonačńım amplitudám kmitáńı odpov́ıdaj́ı určité dynamické amplitudy napět́ı na
povrchu lopatek, jak prezentuj́ı obrázky 4.16, 4.17, 4.18. Tato napět́ı jsou posuzována
z pohledu vysokocyklové únavy v př́ıloze 7.5. Ćılem bude zjistit, zdali lopatka může
pracovat v rezonanci i v př́ıpadě vadné synchronizace generátoru.
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Obrázek 4.16: Rozložeńı rezonačńıho napět́ı (HMH v MPa) na lopatce LSB48
při frekvenci 89.7Hz

Obrázek 4.17: Rozložeńı rezonačńıho napět́ı (HMH v MPa) v závěsu lopatky
LSB48 při frekvenci 89.7Hz ( max. 221MPa)

Obrázek 4.18: Rozložeńı rezonačńıho napět́ı (HMH v MPa) kolem tie-bossu
lopatky LSB48 při frekvenci 89.7Hz ( max. 260MPa)



Aplikace vzájemné interakce lopatek a rotoru 91

Dı́lč́ı závěry

• Podařilo se ověřit, že plat́ı závěry učiněné v kapitole 4.1.2, tzn. při rezonačńım
kmitáńı vlastńı frekvenćı λ2 jsou rezonančńı amplitudy vyšš́ı v porovnáńı s
př́ıpadem, kdy je systém buzen vlastńı frekvenćı λ3.

• Poměr amplitud v tangenciálńım směru v̊uči axiálńımu směru se znatelně lǐśı
pro obě rezonačńı frekvence. Tento jev lze pravděpodobně přisoudit tomu,
že vynucený tvar pro vyšš́ı frekvenci 106Hz je již ovlivňován druhým tvarem
kmitu lopatky.
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4.3 Závěr - vzájemná torzńı interakce lopatek a rotoru

• V př́ıpadě dvouproudého rotoru docháźı k jevu, kdy se vlastńı frekvence ohy-
bových kmit̊u samotné lopatky rozštěṕı na dvě frekvence, pro které plat́ı
λ2 5 ω15 λ3. Pro př́ıpad jednoproudého rotoru pak bude platit ω15 λ3.

• Grafy 4.2, 4.3, 4.4 je možné použ́ıt pro libovolnou reálnou konfiguraci dvouprou-
dého rotoru a zjistit tak citlivost změn jednotlivých parametr̊u na vlastńı
frekvence. Stač́ı pouze znát hodnoty vlastńıch frekvenćı ω1, ω2 a poměr mo-
ment̊u setrvačnosti η a ty vynést do uvedených graf̊u.

• Porovnáme-li mezi sebou grafy 4.5, 4.6 z pohledu velikosti amplitud, můžeme
učinit závěr, že při rezonančńım kmitáńı vlastńı frekvenćı λ2 jsou rezonačńı
amplitudy významně vyšš́ı v porovnáńı s př́ıpadem, kdy dvojdisk rezonuje s
vlastńı frekvenćı λ3. Z praktického pohledu to znamená dodržovat větš́ı odstup
frekvence λ2 od potenciálně nebezpečné bud́ıćı frekvence rovné dvojnásobku
frekvence śıtě.

• Je-li vlastńı frekvence samotné lopatky těsně kolem dvojnásobku frekvence
elektrické śıtě, pak s velkou pravděpodobnost́ı nebude docházet k významnému
kmitáńı lopatek vlivem torzńıho buzeńı od generátoru, nebot’ vlivem vzájemné
interakce lopatek a rotoru dojde k ”přeladěńı a rozštěpeńı vlastńı frekvence”lo-
patky a k posunu vlastńı frekvence dále od bud́ıćı frekvence.

• V př́ıpadě lopatky LSB48 je vidět, že frekvence λ3, λ2 se nacháźı v oblasti ,
kde citlivost na změnu parametr̊u η a δ je malá. To znamená, že se nemuśıme
obávat významného přeladěńı pro r̊uzné varianty NT rotor̊u, nebot’ reálné
modifikace či úpravy NT rotor̊u se budou většinou pohybovat v rámci několika
desetin změny parametru δ a do jedné desetiny změny parametru η.

• Ukázalo se , že navržená metodika umožňuje velmi rychle a operativně analy-
zovat vázané torzńı frekvence rotoru a lopatek. V př́ıpadě rotorové soustavy,
která je složena ze tř́ı dvouproudých NT d́ıl̊u a obsahuje tedy šest koncových
stupň̊u lopatek, trvá výpočtová modálńı analýza na výkonném PC cca 5-10
minut v závislosti na počtu hledaných vlastńıch frekvenćı.
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5 Shrnut́ı a závěr

5.1 Shrnut́ı a dosažené výsledky

Předložená práce se zabývá problematikou dynamiky olopatkovaných disk̊u a je
tématicky rozčleněna do tř́ı ucelených kapitol. Ćılem práce je obsáhnout významné
oblasti dynamiky olopatkovaných disk̊u, s kterými se můžeme v praxi nejčastěji
setkat a to zejména u parńıch turb́ın. Práce se snaž́ı mimo jiné rozš́ı̌rit stávaj́ıćı
výpočetńı metody a postupy, které jsou v současnosti použ́ıvány ve ŠKODA POWER
a to s ćılem:

• zpřesněńı výsledk̊u výpočtových analýz, což přináš́ı značné finančńı úspory na
výrobu prototypových lopatek, nebot’ tyto lopatky mohou být bez dodatečných
úprav použity na reálném d́ıle. Tomu však muśı předcházet soubor experi-
mentálńıch test̊u ověřuj́ıćıch dynamické a statické bezpečnosti.

• zjednodušeńı a zkráceńı výpočtového času, což přináš́ı možnost provádět para-
metrické studie ve stádiu návrhu např. nových lopatek.

• na jednoduchých modelech prezentovat a také zobecňovat chováńı složitých
rotačně periodických struktur jakými jsou např. tvarově složité koncové lopatky
ńızkotlakých d́ıl̊u, což má za ćıl hlouběji pochopit jejich dynamické chováńı.

Většina předložených metodik výpočt̊u je aplikována na reálných lopatkách. Pokud
jsou k dispozici naměřená data, pak jsou porovnávána s analyzovanými výsledky za
účelem kalibrace výpočetńı metodiky.

Pochopeńı dynamického chováńı rotačně periodických struktur je nejprve ob-
jasněno na jednoduché 1D rotačně symetrické struktuře (rotuj́ıćı stočená struna),
pro ńıž byla sestavena pohybová rovnice a následně byly určeny jej́ı modálńı vlast-
nosti. Dále byla zjǐst’ována odezva zmiňované rotačně symetrické struktury na r̊uzné
typy buzeńı a to takové, s kterými je možné se setkat, at’ již při provozu reálných
turbosoustroj́ı, či během experimentálńıch test̊u. To přináš́ı mimo jiné schopnosti
předpovědět charakter odezvy, což je velmi užitečné v př́ıpadě návrhu experimentálńıho
zař́ızeńı. Dále je prezentován detailńı rozbor výsledných odezev pro jednotlivé typy
buzeńı včetně zvláštńıch př́ıpad̊u, což dává ucelený pohled na chováńı rotačně peri-
odických struktur. Podobně rozsáhlý a ucelený rozbor neńı v běžně dostupné liter-
atuře možné naj́ıt.

Stěžejńı kapitola této práce je zaměřena na dynamickou analýzu rotačně period-
ických struktur (olopatkovaných disk̊u ) s využit́ım rotačně periodické podmı́nky,
která umožňuje významným zp̊usobem zredukovat počet stupň̊u volnosti dané úlohy
resp. výpočetńı nároky. V teoretické části jsou odvozeny vztahy pro výpočet modálńıch
vlastnost́ı olopatkovaných disk̊u. Následně jsou diskutovány jejich vlastnosti. Dále
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jsou odvozeny vztahy pro výpočet odezvy na harmonické buzeńı pro r̊uzné typy
rozložeńı sil po obvodě kola:

• periodicky se opakuj́ıćı rozložeńı sil

• obecně rozložená śıla - pomoćı Fourierovy řady je rozložena na jednotlivé har-
monické složky a pro každou z těchto složek je odezva řešena samostatně.
Výsledná odezva je pak dána součtem jednotlivých odezev.

Pro zjǐstěńı modálńıch vlastnost́ı a vynuceného kmitáńı periodických struktur s
využit́ım rotačně periodické podmı́nky byl sestaven výpočetńı nástroj PERIO v
prostřed́ı MATLAB. Správnost odvozené teorie a funkčnost programu byla ověřena
na jednoduché rotačně periodické struktuře obsahuj́ıćıch 8 segment̊u, každý se dvěma
stupni volnosti.

Byla sestavena metodika výpočtu modálńıch vlastnost́ı pro dlouhé vázané lopatky.
Tato metodika je do jisté mı́ry limitována konstrukčńım návrhem lopatky, nebot’ je
založena na lineárńım chováńı kontaktńı vazby během provozu. Z pohledu nominálńıho
provozu těchto typ̊u lopatek neńı však nelineárńı chováńı žádoućı. Vhodným návrhem
vazebńıch člen̊u lopatky lze tento předpoklad splnit. Zmı́něná metodika byla ap-
likována při výpočtu modálńıch vlastnost́ı koncové ńızkotlaké lopatky LSB48, které
byly ned́ılnou součást́ı procesu konstrukčńıho návrhu. Byla sestavena komplexńı
metodika výpočtu modálńıch veličin pro dlouhé vázané lopatky zejména zahrnuj́ıćı
správnou volbu okrajových podmı́nek. Porovnáńım naměřených a vypočtených vlastńıch
frekvenćı se podařilo ověřit jednak korektńı naladěńı lopatky LSB48 a dále metodiku
výpočtu modálńıch veličin vázaných lopatek. Experiment potvrdil, že existuje velmi
dobrá shoda mezi výpočtovým model a skutečným d́ılem, nebot’ odchylky u naměřených
a vypočtených vlastńıch frekvenćı se pohybovaly do 3%.

Byla ověřena možnost použit́ı statické redukce za účelem významného sńıžeńı
počtu stupň̊u volnosti lopatky s vazebńımi členy. Je však nutná správná volba master
uzl̊u (stupň̊u volnosti) a to jak v oblasti listu, tak zejména v oblasti kontaktńıch ploch
vazebńıch člen̊u. Redukovaný model může sloužit např. pro parametrické studie
chováńı lopatek.

Pro posuzováńı mı́ry vybuditelnosti vlastńıho tvaru kmitu byl zaveden parametr
vybuditelnosti χ a byl odvozen vztah pro jeho stanoveńı v př́ıpadě použit́ı rotačně
periodické podmı́nky. Výhodou parametru χ je jeho ńızká výpočetńı náročnost v
porovnáńı s výpočtem celkové odezvy. Byl použit při vyhodnocováńı mı́ry vybu-
ditelnosti vlastńıch tvar̊u lopatky LSB48.

Problematika vzájemné interakce lopatek a rotoru při torzńım kmitáńı je daľśı
oblast, kterou se předložená práce zabývá. Nejprve je na zjednodušeném mod-
elu dvojdisku s lopatkami prezentován princip vzájemné interakce lopatek a ro-
toru. Pomoćı Lagrangeových rovnic druhého druhu jsou sestaveny pohybové rovnice
a následně jsou řešeny modálńı vlastnosti a vynucené kmitáńı tohoto systému.
Jedńım z hlavńıch ćıl̊u analýzy zjednodušeného modelu bylo provedeńı detailńıho
rozboru vlivu jednotlivých parametr̊u (tuhost, hmotnost lopatek a rotoru) na vlastńı
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frekvence a na rezonančńı amplitudy kmitáńı lopatek. Model je možno svými parame-
try naladit tak, aby s akceptovatelnou přesnost́ı predikoval vzájemnou interakci
skutečné rotorové soustavy s lopatkami. Toho lze využ́ıt při návrhu, at’ již samotné
koncové NT lopatky, tak rotoru. Pro urychleńı práce a pro lepš́ı názornost byly ses-
taveny grafy, pomoćı kterých je možné pro libovolnou reálnou konfiguraci dvouprou-
dého rotoru zjistit vliv jednotlivých parametr̊u na vlastńı frekvence.

Pro zpřesněńı predikce modálńıch vlastnost́ı systému lopatky-rotor (při torzńım
kmitáńı rotoru) byla sestavena metodika, která je založena na metodě MKP, kdy je
rotor modelován pomoćı 1D nosńıkových prvk̊u a lopatky pomoćı 3D objemových
prvk̊u s použit́ım podmı́nky cykličnosti. Tento postup výpočtu vzájemného torzńıho
kmitáńı rotoru a lopatek byl zautomatizován pomoćı APDL jazyka v prostřed́ı AN-
SYS. Navržená metodika umožňuje velmi rychle a operativně analyzovat vázané
torzńı frekvence rotoru a lopatek. V př́ıpadě rotorové soustavy, která je složena
ze tř́ı dvouproudých NT d́ıl̊u a obsahuje tedy šest koncových stupň̊u lopatek, trvá
výpočtová modálńı analýza na výkonném PC cca 5-10 minut v závislosti na počtu
hledaných vlastńıch frekvenćı.

Korektnost a přesnost navržené metodiky byla ověřena experimentálńım měřeńım
na pokusném kole s lopatkou LSB48, kde byla prokázána velmi dobrá shoda mezi
výpočtem a experimentem. Rozd́ıl vlastńıch frekvenćı (při interakci lopatka - rotor)
mezi výpočtem a experimentem činil pouze 0.4Hz.

Většina výpočtových metod a postup̊u prezentovaných v této práci byla již zave-
dena a je použ́ıvána ve Škoda Power při dynamických analýzách olopatkovaných
disk̊u.

5.2 Výhled daľśı práce

V návaznosti na předloženou práci autor předpokládá pokračováńı práce v problem-
atice dynamiky olopatkovaných disk̊u a to zejména v následuj́ıćıch oblastech:

• Aplikace a rozš́ı̌reńı programu PERIO pro řešeńı vynuceného kmitáńı s obecně
rozloženou silou po obvodě olopatkovaného disku.

• Odvozeńı vztah̊u pro odezvu rotačně symetrické struktury na buzeńı obecně
n Diracovými impulsy nerovnoměrně rozloženými po jej́ım obvodě.

• Vývoj programového nástroje umožňuj́ıćıho predikovat vybuditelnost vlastńıho
tvaru kmitu lopatek na základě znalosti rozložeńı śıly od média na lopatce
(výstup z CFD analýz) a daného vlastńıho tvaru kmitu lopatky.
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7 Př́ılohy

7.1 Př́ıloha 1 - Odezva rotuj́ıćı struny na harmonické buzeńı

Mějme rotuj́ıćı strunu, která rotuje úhlovou frekvenćı Ω = 2π.10 rad/s (viz. obrázek
2.1) a je buzena harmonickou silou o úhlové frekvenci ωb. Necht’ je amplituda buzeńı
f0 rovna 1N/m a popis bud́ıćı śıly je dán vztahem (2.34). Předpokládejme měrnou
hmotnost struny µ =0.5kg/m, poloměr zakřiveńı struny r=1m, předepnut́ı struny
silou T=10000N. Zaj́ımá nás, jak bude vypadat ustálená časová rezonančńı odezva
na výše uvedený typ buzeńı.

Vlastńı frekvence struny je dána vztahem (2.16).

ωj = j c
r

= j 1
r

√
T
µ

pro j = 1, 2, 3...∞

Pro dva uzlové pr̊uměry (čtyři uzly na obvodě struny), tj. j=2, je vlastńı frekvence
ωk = 283rad/s.

Uvažujme, že je bud́ıćı śıla předepsána vztahem (2.34).

f(ϕ, t) = f0sin(jϕs + ωbt) = f0sin(j(ϕ+ Ωt) + ωbt)

Ustálená časová odezva byla odvozena a je popsána vztahem (2.38).

z(ϕ, t) =
∞∑
k=0

f0
µ

1
ω2
k−(kΩ+ωb)

2 sin (kϕ+ (kΩ + ωb)t)

Rezonance nastane, pokud plat́ı

ωk = |kΩ + ωb|

Hodnotu bud́ıćı uhlové frekvence předpokládáme jako kladné č́ıslo. Znaménko
určuje směr buzeńı v̊uči směru otáčeńı Ω. Pokud je hodnota bud́ıćı uhlové frekvence
ωb kladná, má buzeńı shodný směr jako je směr otáčeńı.

Rozlǐsujeme dva př́ıpady

1. ωk = kΩ + ωb1 pro shodný směr ωb2 jako je směr otáčeńı Ω, pak plat́ı=>
ωb1 = ωk − kΩ = 283− 2× 63 = 157 rad/s

2. ωk = kΩ + ωb2 pro opačný směr ωb2 než je směr otáčeńı Ω, pak plat́ı=>
ωb2 = ωk + kΩ = 283 + 2× 63 = 409 rad/s

Grafické znázorněńı časové odezvy je ukázáno na následuj́ıćıch obrázćıch 7.2 a
7.1. Jak již bylo zmı́něno v kapitole 2.2 rezonačńı stav lze vyvolat pro dvě r̊uzné
hodnoty bud́ıćı frekvence. Tyto frekvence se lǐśı kromě velikosti také svým směrem.
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Směr pohybu vlněńı je v prvém př́ıpadě opačný než směr otáčeńı ( zpětné vlněńı) a
v druhém př́ıpadě je totožný jako směr otáčeńı (dopředné vlněńı).

Obrázek 7.1: Časová odezva struny [m] při bud́ıćı frekvenci bĺızké ωb1
(dopředné vlněńı)

Obrázek 7.2: Časová odezva struny [m] při bud́ıćı frekvenci bĺızké ωb2 (zpětné
vlněńı)
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Poznámka 1

Pokud budeme rotuj́ıćı strunu budit zároveň dvěma r̊uznými frekvencemi ωb1 a
ωb2 , pak dojde k sečteńı obou odezev a vznikne tzv. stojaté vlněńı viz. následuj́ıćı
obrázek 7.3.

Obrázek 7.3: Časová odezva struny [m] při bud́ıćı frekvencemi bĺızkými
ωb1 a ωb2 (stojaté vlněńı)
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7.2 Př́ıloha 2 - Sńıžeńı tuhosti vlivem rotace

Mějme hmotný bod o hmotnosti m na pružině o statické tuhosti k. Necht’ daný
systém rotuje úhlovou rychlost́ı Ω kolem vertikálńı osy o, jak je schematicky naznačeno
na obrázku 7.4.

Obrázek 7.4: Rotuj́ıćı hmota na pružině

Na základě D’Alembertova principu sestav́ıme silovou rovnici rovnováhy pro daný
hmotný bod.

mr̈ + kr−mΩ2(R + r) = 0

mr̈ + (k −mΩ2)r = mΩ2R , k̃ = (k −mΩ2)

Z posledńı rovnice je zřejmé, že vlivem rotace docháźı ke sńıžeńı tuhosti pružiny
o hodnotu mΩ2.

Máme-li rotuj́ıćı systém principielně podobný tomu, co je na obrázku 7.4, je
zapotřeb́ı vźıt v úvahu výše popsaný efekt a mı́sto statické tuhosti k uvažovat mod-
ifikovanou tuhost k̃.
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7.3 Př́ıloha 3 - Sestaveńı pohybových rovnic pro jednoduché
rotačně periodické struktury

Mějme jednoduchou rotačně periodickou strukturu , která je zobrazena na obrázku
3.7. Obecně je struktura sestavena z N segment̊u, kde každý segment je tvořen dvěma
hmotnými body m1,m2, které jsou provázány pružinami k1, k2, k3. Předpokládejme,
že hmotné body struktury maj́ı jeden stupeň volnosti a pohybuj́ı se pouze v ob-
vodovém směru tj. posouvaj́ı se pouze po kružnićıch se středem v bodě O. Posuvy
xj1, x

j
2 jsou uvažovány v rovině struktury a reprezentuj́ı posuv v obvodovém směru.

Hmotné body mj
2 struktury jsou harmonicky buzeny silouf j2 . Každý hmotný bod

uvolńıme a sestav́ıme rovnice silové rovnováhy dle D’Alembertova principu, jak je
naznačeno na obrázku 7.5.

Obrázek 7.5: Silová rovnováha uvolněných hmotných bod̊u

Index j označuje př́ıslušnost k j -tému segmentu. Rovnice silové rovnováhy pro
hmotný bod mj

1 a mj
2 jsou vyjádřeny následuj́ıćımi vztahy.

mj
1ẍ

j
1 − k2(xj2 − x

j
1)− k1(xj−1

1 − xj1)− k1(xj+1
1 − xj1) + k3x

j
1 = 0

mj
2ẍ

j
2 + k2(xj2 − x

j
1)− f j2 = 0

Soustavu pohybových rovnic můžeme pak zapsat v konfiguračńım prostoru
x= [x1

1, x
1
2, x

1
2, ...x

n
1 , x

n
2 ]T v maticovém tvaru,

Mẍ+ Kx = f(t)

kde matice tuhosti K je symetrická a má cirkulačńı charakter, jak je naznačeno na
obrázku 7.6. Matice hmotnosti M je diagonálńı a pozitivně definitńı.
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struktury

Obrázek 7.6: Struktura matice tuhosti

Uvažované hodnoty při výpočtu modálńıch vlastnost́ı a dynamických odezev jsou
uvedeny v tabulce 7.1. Př́ıklad odezvy je ukázán na obrázku 3.9.

Tabulka 7.1: Vstupńı parametry

m1 140 [kg]

m2 3 [kg]

k1 1.106 [N/m]

k2 3.6 106 [N/m]

k3 2.5 108 [N/m]

n 10 počet segment̊u

η 0.002 poměrný útlum

k 2 tvar bud́ıćı śıly

f0 100 [N]
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7.4 Př́ıloha 4 - Problematika tlumeńı

Tlumeńı je fenomén, při kterém docháźı k disipaci mechanické energie, která se
následně přetvář́ı v tepelnou energii. Tlumeńı se uplatňuje při dynamických jevech
jako je např. kmitáńı. Velikost tlumeńı ovlivňuje chováńı dynamických systémů a
proto je d̊uležité ho uvažovat jak při výpočetńıch analýzách, tak při experimentálńıch
testech. Tlumeńı systému se nejv́ıce uplatňuje při rezonačńıch stavech. Jeho pozitivńı
vliv na snižováńı velikosti amplitud kmitáńı systémů se hojně využ́ıvá v inženýrské
praxi, nebot’ často prodlužuje životnost strojńıch součast́ı a zvyšuje komfort je-
jich použ́ıváńı. Jsou ovšem i př́ıpady, kdy tlumeńı (např. frikčńı) je považováno
za nežádoućı např. valivá ložiska, nebot’ docháźı k parazitńımu mařeńı mechanické
energie a t́ım snižováńı účinnosti systému.

Existuj́ı tři základńı mechanizmy tlumeńı

• Vnitřńı tlumeńı ( materiálové)

• Konstrukčńı tlumeńı

• Aerodynamické tlumeńı

Materiálové tlumeńı je založeno na principu disipace mechanické energie v ma-
teriálu vlivem mikro a makroskopických proces̊u. Př́ıčina materiálového tlumeńı je v
existenci mikroskopických defekt̊u v materiálu jako jsou hranice zrn, nečistoty, či po-
hyby dislokaćı. Následně pak termoelastické efekty zp̊usobuj́ıćı lokálńı teplotńı gra-
dienty zapř́ıčiňuj́ı nerovnoměrné napět’ové pole a tvorbu disipačńı energie ve formě
tepla.

Existuje mnoho matematických model̊u popisuj́ıćıch vnitřńı tlumeńı materiál̊u.
Mezi dva základńı patř́ı viskoelastický model (7.1)a hysterézńı model (7.2),

f(q̇) = bv q̇ (7.1)

f(q̇) =
bh
ω
q̇ (7.2)

kde bv a bh jsou koeficienty tlumeńı a ω frekvence kmitáńı.

Konstrukčńı tlumeńı vzniká v d̊usledku třeńı mezi dvěma součástmi zp̊usobeného
jejich vzájemným relativńım pohybem, či v d̊usledku náraz̊u dvou styčných ploch.
Nalezeńı obecného matematického modelu konstrukčńıho tlumeńı je velmi obt́ıžné
a proto se použ́ıvaj́ı zjednodušené modely. Nejčastěji se pro popis konstrukčńıho
tlumeńı použ́ıvá Coulomb̊uv model suchého třeńı (7.3), jehož hysterézńı smyčka je
znázorněna na obrázku 7.7.

f(q̇) = µNsign(q̇) (7.3)
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Parametry konstitučńıho Coulombova modelu jsou zjǐst’ovány na základě experi-
mentálńıch test̊u. Hlavńımi faktory ovlivňuj́ıćı konstrukčńı tlumeńı je samotný ma-
teriál, kvalita a tvar kontaktńıch ploch. Důsledkem vzájemného třeńı kontaktńıch
ploch může být opotřebeńı, kontaktńı únava, proto jsou kontaktńı plochy speciálně
upraveny ( kaleńı, plazmové nástřiky, návary tvrdokovem atd.), aby se zvýšila jejich
odolnost proti opotřebeńı a t́ım zachovaly tlumı́ćı vlastnosti.

Obrázek 7.7: Coulomb̊uv model suchého třeńı (třećı śıla versus posuv)

Aerodynamické tlumeńı vzniká při vzájemné interakci proud́ıćıho média a nehybného
tělesa resp. při jejich vzájemném pohybu. Toto tlumeńı má složku viskózńı zp̊usobenou
třećımi ztráty na povrchu tělesa a složku tlakovou, která je zp̊usobená poklesem tlaku
za tělesem vlivem úplavu. Tato odporová śıla je dána vztahem (7.4),

f(q̇) = cdρq̇
2sign(q̇) (7.4)

kde cd je aerodynamický součinitel odporu tělesa, ρ je hustota média a q̇ je relativńı
rychlost média v̊uči tělesu.

Tlumeńı u olopatkovaných disk̊u axiálńıch turbosoustroj́ı

V dynamice axiálńıch turbosoustroj́ı se setkáváme se všemi třemi mechanizmy tlu-
meńı. Použ́ıvané vysokopevnostńı a creepově odolné materiály pro výrobu lopatek
vykazuj́ı rozd́ılné materiálové tlumeńı. Je obecně známo, že toto tlumeńı je také
významně závislé na velikosti amplitudy dynamické složky napět́ı, jak je vidět na
grafu 7.8. Tyto závislosti byly měřeny na vzorćıch nosńık̊u obdélńıkového pr̊uřezu,
které byly na jedné straně vetknuty a vybuzeny počátečńım výkmitem (odezva na
počátečńı podmı́nku). Podrobný popis experimentálńıho zjǐst’ováńı materiálového
tlumeńı je ve zprávě [32].
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Obrázek 7.8: Materiálové tlumeńı vybraných materiál̊u lopatek v závislosti na
amplitudě dynamického napět́ı

S konstrukčńım tlumeńım se zejména setkáme v závěsu lopatky. U lopatek s nýtovanou
bandáž́ı docháźı k tlumeńı mezi nýtem lopatky a bandáž́ı. U moderńıch typ̊u lopatek
s kontinuálńı vazbou docháźı ke konstrukčńımu tlumeńı mezi samotnými vazebńımi
členy ( např. bandáž́ı, tie-bossem atd.). Tyto vazebńı členy jsou konstrukčně navrženy
tak, aby vykazovaly optimálńı konstrukčńı tlumeńı. Samotný mechanizmus kon-
strukčńıho tlumeńı vykazuje nelineárńı chováńı. Tud́ıž stanoveńı velikosti konstrukčńıho
tlumeńı je obt́ıžné a závislé na silových poměrech ve styčných kontaktńıch plochách.
V technické praxi se často voĺı konzervativńı př́ıstup, kdy při dynamických analýzách
je konstrukčńı tlumeńı nahrazeno energeticky ekvivalentńım viskózńım tlumeńım.
Důvodem je mimo jiné zachováńı lineárńıho chováńı systému a t́ım značné zjednodušeńı
výpočtových analýz.

Určeńı konstrukčńıho tlumeńı je možné pomoćı experimentálńıho měřeńı. Toto
měřeńı je nejlépe realizovat za provozu, aby se navodily patřičné silové poměry.
Tento zp̊usob je ale velmi finančně nákladný a v praxi často velmi obt́ıžně re-
alizovatelný, proto se voĺı jednodušš́ı zp̊usob a to měřeńı ve vyvažovaćım tunelu.
Nastává však problém jak vyvodit dostatečně velké bud́ıćı śıly, které by odpov́ıdaly
provozńımu stavu. Pro tento účel se většinou použ́ıvá buzeńı elektromagnetickým
polem pomoćı AC magnetu. Na principu tzv. sweepováńı bud́ıćı frekvence se stanov́ı
amplitudo-frekvenčńı charakteristika, na základě které se urč́ı celkový útlum měřené
lopatky. Jelikož je ve vyvažovaćım tunelu vysoká hodnota vakua, je změřený útlum
součtem pouze konstrukčńıho a materiálového útlumu, nebot’ aerodynamické tlu-
meńı neńı př́ıtomné. Známe-li velikost materiálového útlumu na základě grafu 7.8,
je jednoduché stanovit velikost konstrukčńıho tlumeńı.
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Stanoveńı aerodynamického tlumeńı u olopatkovaných disk̊u obtékaných pra-
covńım médiem obnáš́ı simultánně řešit chováńı nestacionárńıho proudového pole s
vlastńım kmitáńım lopatek. Tento typ úloh je velmi numericky náročný a proto se v
praxi často oba problémy řeš́ı odděleně, nebot’ se předpokládá, že proud́ıćı medium
nemá významný vliv na chováńı lopatek. Dále se předpokládá pouze jednosměrná
interakce, což znamená, že pouze proud́ıćı médium je ovlivňováno pohybem lopatek.

Aerodynamický útlum se zejména stanovuje kv̊uli predikci vzniku samobuzeného
kmitáńı lopatek (Flutteru). Za provozu mohou nastat takové proudové poměry, kdy
hodnota aerodynamického tlumeńı je záporná, což znamená, že médium předává
část své energie lopatkám a tak docháźı k jejich samobuzeńı. Je na mı́stě zmı́nit, že
aerodynamické tlumeńı je ovlivňováno tvary kmitu lopatek a uzlovými pr̊uměry. Na
obrázku 7.9 je ukázán př́ıklad závislosti aerodynamického tlumeńı na počtu uzlových
pr̊uměr̊u tvaru kmitu olopatkovaného kola.

Obrázek 7.9: Př́ıklad závislosti aerodynamického tlumeńı ńızkotlakého stupně
parńı turbiny na uzlových pr̊uměrech

V př́ıpadě, že aerodynamické tlumeńı je záporné a zároveň součet konstrukčńıho a
materiálového tlumeńı je menš́ı než aerodynamické tlumeńı, pak docháźı k významnému
kmitáńı lopatek a to u lineárńıch soustav nade všechny meze.
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7.5 Př́ıloha 5 - Hodnoceńı dynamických napět́ı z pohledu
vysokocyklové únavy

V kapitole 4.2.3 byla numericky zjǐstěna rezonančńı napět́ı na lopatce LSB48 při
torzńım buzeńı rotorové soustavy v mı́stě generátoru. Nyńı se zaměř́ıme na napět́ı
v nožce závěsu, viz. obrázek 4.17. V rádiusu horńıho krčku se vyskytuje kombinace
vysokého středńıho statického napět́ı a amplitudy dynamického napět́ı. Na obrázku
7.10 je zobrazeno rozložeńı dynamického napět́ı z řezu procházej́ıćım horńım krčkem
závěsu, tento řez je kolmý na radiálu lopatky.

Obrázek 7.10: Rozložeńı dynamického napět́ı HMH [MPa] v horńım krčku
závěsu

Dále byl zjǐstěn charakter a pr̊uběh dynamického napět́ı podél cesty A, která procháźı
mı́stem s nejvyšš́ım dynamickým napět́ım, viz. obrázek 7.11. Z pr̊uběhu napět́ı v
krčku závěsu je vidět, že maj́ı ohybový charakter, nebot’ ve středu krčku je napět́ı
skoro nulové.
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Obrázek 7.11: Pr̊uběh napět́ı podél cesty A

Ćılem je zjistit, zdali dynamická napět́ı v krčku závěsu mohou zp̊usobit porušeńı
lopatky v d̊usledku vysokocyklové únavy. Pro hodnoceńı vysokocyklové únavy zvoĺıme
metodu NSA (Nominal stress analysis). Je to jedna z nejstarš́ıch metod pro hodno-
ceńı vysokocyklové únavy, avšak je v technické praxi stále hojně použ́ıvána. Vyjdeme
z Haighova diagramu pro hladký vzorek, v kterém je mezńı únavová čára dána vz-
tahem (7.5)

σA
σc

= 1− σm
σf

(7.5)

kde σA je amplituda napět́ı, σm znač́ı středńı nominálńı napět́ı, σc je mez únavy
pro stř́ıdavé zat́ıžeńı a σf znač́ı fiktivńı napět́ı. Mez únavy σc pońıž́ıme o vliv kon-
centrátoru napět́ı dle vztahu (7.6),

σ×c =
σcεvηp
β

ξp (7.6)

kde εv je součinitel velikosti, ηp znač́ı součinitel jakosti povrchu, ξp je součinitel vlivu
prostřed́ı a β znač́ı součinitel vrubu, který vyjádř́ıme dle Němce [37].

β =

[
1 + (

αred

νβ
− 1)η

]
ψ (7.7)

Hodnoty pro νβ, η, ψ byly odečteny z graf̊u publikovaných v [37] a jsou uvedeny v
tabulce 7.2. Koncentrátor redukovaných napět́ı αred stanov́ıme dle (7.8),

αred =
(σmax

A ) red

(σnom
A ) red

(7.8)

kde (σmax
A ) red je amplituda špičkového redukované napět́ı a (σnom

A ) red znač́ı ampli-
tudu nominálńıho redukovaného napět́ı. Obě napět́ı odečteme z grafu 7.11.
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Tabulka 7.2: Hodnoty pro součinitele vrubu dle Němce

νβ η ψ αred β

1.1 1 .78 7.1 5.0

V tabulce 7.3 jsou dány mechanické vlastnosti materiálu lopatky včetně meze únavy
pro stř́ıdavý cyklus zatěžováńı. Jsou uvažovány vlastnosti materiálu při teplotě 20◦C,
nebot’ hodnoty při provozńı teplotě nejsou k dispozici a rozd́ıl mezi provozńı teplotou
a nami uvažovanou je velmi malý.

Tabulka 7.3: Mechanické vlastnosti materiálu lopatky při 20◦C

Mez kluzu Re [MPa] Mez pevnosti
Rm [MPa]

Mez únavy σc [MPa]

1130 1270 510

Dosazeńım do vztahu (7.6) źıskáme pońıženou mez únavy σ×c =59MPa. Použité hod-
noty součinitel̊u jsou uvedeny v tabulce 7.4.

Tabulka 7.4: Hodnoty součinitel̊u

εv ηp ξp

1 0.72 0.8

K vykresleńı mezńı únavové čáry v Haighově diagramu potřebuje dále znát fik-
tivńı napět́ı σf , které stanov́ıme pro cyklické zatěžováńı v ohybu jako 1.4 násobek
meze pevnosti Rm. Dále vyneseme do diagramu 7.12 bod reprezentuj́ıćı rezonačńı
kmitáńı při nominálńıch otáčkách. Statické nominálńı napět́ı v krčku závěsu bylo
určeno na základě statické analýzy lopatky vystavené p̊usobeńı odstředivých sil. Jeho
hodnota je 540MPa. Nominálńı amplituda ohybového napět́ı byla odečtena z grafu
7.11. Výsledná bezpečnost v̊uči pońıžené mezi únavy vlivem vrubu při uvažováńı
neměnného statického zat́ıžeńı lopatky vycháźı 1.3. To je hodnota velmi ńızká.
Minimálńı hodnota bezpečnosti by měla být větš́ı než 2.5 tak, aby pokryla neurčitosti
a rozptyly hodnot použitých při sestavováńı Haighova diagramu a výpočtu rezo-
nančńıch napět́ı. Obdobným zp̊usobem jako byla stanovena bezpečnost pro kritické
mı́sto v krčku závěsu, může být stanovena bezpečnost pro libovolné mı́sto na lopatce
např. na tiebossu, viz. obrázek 4.18.
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Obrázek 7.12: Haigh̊uv diagram pro napět́ı v krčku závěsu lopatky LSB48

Lopatka LSB48 byla frekvenčně navržena tak, aby k rezonačńımu kmitáńı nedocházelo
a výše uvedená metoda hodnoceńı rezonačńıch napět́ı je ilustrativńı. Zároveň si je
autor vědom toho, že kvalita śıtě v mı́stě krčku závěsu neńı dostatečně jemná tak,
aby přesně vystihla špičkové napět́ı v rádiusu. Pro tento účel by musela být použita
metoda submodelingu, jako tomu bylo v práci [34].
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7.6 Př́ıloha 6 - Parametr buzeńı oběžných lopatek

V turbinářské praxi se můžeme často setkat s parametrem buzeńı ε definuj́ıćım mı́ru
buzeńı oběžných lopatek. K jeho zavedeńı existuje podobný d̊uvod jako pro parametr
vybuditelnosti χ (3.38). Tento parametr ε však nerespektuje tvar vlastńıho kmitu,
ale jen rozložeńı bud́ıćı śıly po ploše lopatky.

Předpokládejme, že tlakové pole za rozváděćı mř́ıž́ı je po délce lopatky neměnné a
je po obvodě harmonicky rozloženo tak, jak je naznačeno na obrázku 7.13 . Statickou
složku tlakového pole v tomto př́ıpadě neuvažujeme. Z pohledu rotuj́ıćı lopatkové
mř́ıže se tlakové pole jev́ı jako časově harmonicky proměnné.

Obrázek 7.13: Časový pr̊uběh tlaku za rozváděćı mř́ı̌źı p̊usob́ıćı na oběžné
lopatky

Tlakové pole matematicky poṕı̌seme dle (7.9),

p(ϕ, t) = p0sin(z1(ϕ+ Ωt)) (7.9)

kde z1 je počet rozváděćıch lopatek, Ω je úhlová rychlost p0 je amplituda tlaku. Śıla
p̊usob́ıćı na jednu oběžnou lopatku je dána integrálem,

f(t) = (r2
1 − r2

2)

2π
z2̂

0

p0sin(z1(ϕ+ Ωt))dϕ = ..... = f0cos(z1Ωt+ β) (7.10)

kde z2 určuje počet oběžných lopatek, β úhel fázového posuvu, který v tomto př́ıpadě
nemá vliv na výslednou amplitudu buzeńı. r1a r2 definuj́ı špičkový resp. patńı
poloměr lopatky. Amplituda bud́ıćı śıly f0 je dána vztahem (7.11),

f0 =
(r2

1 − r2
2)p0

z1

√
2(1− cos(2π

z1

z2

) = ε
(r2

1 − r2
2)p0

z2

(7.11)
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kde

ε =
z2

z1

√
2(1− cos(2π

z1

z2

) (7.12)

Zavedeme parametr buzeńı ε , který udává závislost velikosti amplitud bud́ıćı śıly na
poměru počtu rozváděćıch lopatek ku oběžným. Závislost je zobrazena na obrázku
7.14.

Obrázek 7.14: Závislost velikosti bud́ıćı śıly na poměru počtu rozváděćıch
lopatek ku počtu oběžných

Na základě grafu 7.14 se jev́ı jako optimálńı volit počet rozváděćıch lopatek jako
celé násobky počt̊u oběžných lopatek, pak bude p̊usob́ıćı bud́ıćı śıla na lopatku
minimálńı. V praxi se poměr z1/z2 pohybuje v rozsahu 0.6 až 1.2, což je ovlivněno
požadavkem na maximálńı účinnost. Tento parametr je sṕı̌se orientačńı a slouž́ı při
návrhu turbinového stupně k výběru vhodného poměru z1/z2 .
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modelu lopatky LSB48 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 63
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2.1 Rozlǐseńı běž́ıćıch vln . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 28
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7.1 Vstupńı parametry . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 104
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Anotace

Disertačńı práce se zabývá problematikou dynamické analýzy olopatkovaných
disk̊u axiálńıch turbosoustroj́ı. Úvodńı kapitola je zaměřena na pochopeńı chováńı
rotačně periodické struktury. Pro jednoduché 1D rotačně symetrické kontinuum
(předepnutá stočená struna) je sestavena pohybová rovnice, která je následně ana-
lyticky řešena. Jsou nalezeny jej́ı vlastńı frekvence a vlastńı funkce. Daľśım krokem
je řešeńı vynuceného kmitáńı pro několik typ̊u buzeńı. Typy buzeńı jsou vybrány
takové, které se mohou objevit na reálných olopatkovaných disćıch turbosoustroj́ı
nebo při experimentálńım měřeńı. Je ukázáno, že vybuzené kmity maj́ı r̊uzný charak-
ter závislý na typu buzeńı. Existuj́ı dva základńı druhy kmitáńı rotačně symetrických
struktur: stojaté vlněńı, běž́ıćı vlněńı.

Daľśı kapitola práce je zaměřena na dynamickou analýzu rotačně periodických
struktur (olopatkovaných disk̊u ) s využit́ım rotačně periodické podmı́nky, která
umožňuje významným zp̊usobem zredukovat počet stupň̊u volnosti dané úlohy, resp.
výpočetńı nároky. V teoretické části jsou odvozeny vztahy pro výpočet modálńıch
vlastnost́ı olopatkovaných disk̊u a následně jsou diskutovány jejich vlastnosti. Dále
jsou odvozeny vztahy pro výpočet odezvy na harmonické buzeńı pro r̊uzné typy ro-
zložeńı sil po obvodě kola. Pro výpočet modálńıch vlastnost́ı a vynuceného kmitáńı
periodických struktur s využit́ım rotačně periodické podmı́nky byl sestaven výpočetńı
nástroj PERIO v prostřed́ı MATLAB.

Byla sestavena metodika výpočtu modálńıch vlastnost́ı pro dlouhé vázané lopatky.
Je uvažováno lineárńı chováńı kontaktńı vazby během provozu lopatek. Navržená
metodika výpočtu modálńıch vlastnost́ı pro dlouhé vázané lopatky mimo jiné zahrnuje
správnou volbu okrajových podmı́nek. Tato metodika byla aplikována při výpočtech
modálńıch vlastnost́ı koncové ńızkotlaké lopatky LSB48, které byly ned́ılnou součást́ı
procesu konstrukčńıho návrhu. Porovnáńım naměřených a vypočtených vlastńıch
frekvenćı se podařilo ověřit jednak korektńı naladěńı lopatky LSB48 a dále metodiku
výpočtu modálńıch vlastnost́ı vázaných lopatek. Experiment potvrdil, že existuje
velmi dobrá shoda mezi výpočtovým model a skutečným d́ılem, nebot’ odchylky u
naměřených a vypočtených vlastńıch frekvenćı se pohybovaly do 3%.

Byla ověřena možnost použit́ı statické redukce za účelem významného sńıžeńı
počtu stupň̊u volnosti lopatky s vazebńımi členy. Je však nutná správná volba master
uzl̊u (stupň̊u volnosti) a to jak v oblasti listu, tak zejména v oblasti kontaktńıch ploch
vazebńıch člen̊u.

Pro posuzováńı mı́ry vybuditelnosti vlastńıho tvaru kmitu byl zaveden parametr
vybuditelnosti χ a byl odvozen vztah pro jeho stanoveńı v př́ıpadě použit́ı rotačně
periodické podmı́nky. Tento vztah byl použit při vyhodnocováńı mı́ry vybuditelnosti
vlastńıch tvar̊u lopatky LSB48.

Závěrečná kapitola se zaměřuje na vzájemnou interakci lopatek a rotoru při
torzńım kmitáńı. Na zjednodušeném modelu dvojdisku s lopatkami je prezentován
princip vzájemné interakce lopatek a rotoru. Jedńım z hlavńıch ćıl̊u analýzy zjednodu-
šeného modelu bylo provedeńı detailńıho rozboru vlivu jednotlivých parametr̊u (tuhost,
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hmotnost lopatek a rotoru) na vlastńı frekvence a na rezonančńı amplitudy kmitáńı
lopatek. Model je možno svými parametry naladit tak, aby s akceptovatelnou přesnost́ı
predikoval vzájemnou interakci skutečné rotorové soustavy s lopatkami.

Pro zpřesněńı predikce modálńıch vlastnost́ı systému lopatky-rotor (při torzńım
kmitáńı rotoru) byla sestavena metodika, která je založena na metodě MKP, kdy je
rotor modelován pomoćı 1D nosńıkových prvk̊u a lopatky pomoćı 3D objemových
prvk̊u a dále je použita podmı́nka cykličnosti. Tento postup výpočtu vzájemného
torzńıho kmitáńı rotoru a lopatek byl zautomatizován pomoćı APDL jazyka v prostřed́ı
ANSYS. Navržená metodika umožňuje velmi rychle a operativně analyzovat vázané
torzńı frekvence rotoru a lopatek. Korektnost a přesnost navržené metodiky byla
ověřena experimentálńım měřeńım na pokusném kole s lopatkou LSB48.



122

Anotation

The thesis focuses on dynamic behavior of bladed disks of axial turbomachin-
ery. The first section is dealing with axisymmetric structure in order to understand
behavior of rotational periodic structures since they exhibit very similar proper-
ties. Equation of motion for simple 1D continuum (preloaded coiled string) was
determined and afterwards analytically solved. Natural frequencies and functions
were found out first and then forced response was analyzed for different kinds of
excitation forces. They were selected as can be met on actual bladed disks of turbo-
machinery during operation or during test rig measurement. It was proven that two
basic responses exist: rotating and fixed wave vibration.

The next chapter is dealing with dynamic analysis of rotational periodic struc-
tures utilizing equation of cyclic symmetry. This approach enables to reduce signifi-
cantly number of degree of freedoms. Within theoretical part the relation for modal
analysis of bladed disk is built up and then bladed disk properties are discussed. Re-
lations for forced response calculation are presented and different types of harmonic
force distribution around the bladed disk are distinguished. The new computation
tool called PERIO was built in MATLAB. It allows determining modal properties
and forced response of the periodic structures using cyclic symmetry equations.

The new methodology using cyclic symmetry was applied on a bladed disk with
long interconnected blades designated as LSB48. The bladed disk system was consid-
ered as linear in terms of modeling contact at interlocking elements. Determination
of appropriate boundary conditions was part of the work in order to obtain the
most relevant model of the bladed disks. The FE model was verified from view of
calculated natural frequencies against the measured data. Full scale measurement
test under rotation confirmed good agreement between the both calculated and
measured frequencies. The relative difference was up to 3%.

Application of static reduction was considered in order to significantly reduce
number of degree of freedoms (dof). It was found that an application of the reduction
is feasible with reasonable amount of accuracy however selection of master dofs is
crucial especially in regions around the interlocking elements.

A shape response factor was derived for the rotational periodic structure in order
to determine how extensively a particular mode shape can be excited in dependence
to excitation force. This shape response factor was evaluated for first four mode
shapes of the blade LSB48.

The final chapter focuses on coupled rotor blade torsional vibration. The sim-
plified model of double disk with blades is considered for revealing basic principle
of torsional interaction between blades and disks. The detailed study was carried
out in order to find relation between natural frequencies and bladed disk parame-
ters ( stiffness and mass of blade and disk). The simplified model is possible to set
up to represent the actual rotor train system with blades however accuracy is just
moderate.
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The unique methodology for prediction of coupled rotor-blade frequencies was
developed in order to get accurate results of modal analysis with reasonable compu-
tation effort. The method is based on FE when a rotor and blades are modeled with
1D beam and 3D solid elements, respectively. Cyclic symmetry equations are con-
sidered for bladed disk behavior. This approach was implemented into ANSYS using
APDL programming language. The good accuracy and correctness of the method-
ology were verified on a test rig using full-scale blades LSB48.
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