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geometrického ndazoru

Abstract
In the article we have mentioned questions, which are connected with the notion of “parallel
straight lines” and with Euclid’s postulate about them. These problems arise in ancient ge-
ometrical world, which contains only those objects, which are placed in front of geometer’s
horizon. Vopénka's Alternative set theory (or namely its application to the geometrical world,
introduced in Calculus infinitesimalis pars prima®) is suitable for modeling of this ancient geo-
metrical approach. There the properties “to be finite” or “to be finitely far” are mathematically
exactly defined.

Many attempts to solve the problem of parallel straight lines had been failing since
Euclid until Gauss. This history is briefly mentioned in the second section.

The solution of the problem of parallel straight lines came with Riemann’s lecture
Uber die Hypothesen, welche der Geometrie zu Grunde liegen, where the context, showing the
existence of non-Euclidean geometry in an obvious way, was introduced. This context consists
in the notion of the multiply extended manifoldness, which contains not only the Euclidean but
also the curved one. And the curved one is similarly obvious like the geometry on the sphere.

Finally, thanks to Vopénka's conception of “horizon”, in the last section here is
also shown, which relation may have the Riemann’s curved space and the classical euclidean
one.

Problém Eukleidova postulatu o rovnobézkach

Klasicka, takzvana eukleidovskd geometrie se zrodila a vyvijela davno v antice v hlavach riz-
nych uéenct (Pythagoras, Thales, a jini). Jeji zdkladni pojmy, postupy a vysledky uzraly béhem
nékolika staleti do podoby, kterou ve 4. stoleti pred Kristem sepsal (a pravdépodobné podstatné
dotvofil) Eukleides z Alexandrie ve vé&hlasném spisu Stoicheia (¢esky Zdklady).?

1) VOPENKA, Petr, 2010.
2) EUKLEIDES, 2008.
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Byly tak ustaveny 1) zdkladni pojmy, jejichZ definice slouZi pouze k nizornému
poukazu, na to, co si lze pod pouZivanymi pojmy predstavit, a ddvaji tak kazdému tvrzeni
konkrétni geometricky vyznam; k samotnému dokazovani tvrzeni vSak nejsou vilbec pouZity,
z &isté logického hlediska je tedy lze odmyslet (i zde se najde vyjimka — napfiklad a pfedevsim
definice rovnobé&zek — viz nésledujici odstavec); 2) postuldty, neboli tlohy prvotné, tedy pokyny
k elementarnim konstrukénim dkonim, které v dikazech slouzi jako prostfedky pro privedeni
pravdivosti tvrzeni k bezprostfednimu geometrickému nazoru (opét nikoli bezvyhradné — viz
nize); 3) axiomy, neboli pokyny k evidencim, které v dikazech reprezentuji to, co je zfejmé
(ndzorné) platné, evidentni, nebo to, co stoji za to, aby bylo evidovano.

Vyse zminénd vyjimka z definic a z postulati se tyka rovnobézek.

Jednak na definici rovnobézek se nékteré dikazy odvoldvaji (to ovSem neni nic
zvldstniho s ohledem na to, Ze ta tvrzeni se k rovnobézkdm vztahuji). Definice rovnobézek ma
viak jeden (z pohledu antického geometra) zasadni nedostatek. Predstava rovnobézek totiz
neni bezprostfedné nazorna — ani s ohledem na definici pouzitou v Eukleidovych Zdkladech:
. Rovnobézky jsou takové usecky, které lezi v téZe roviné a jejichZ jakakoliv prodlouZeni se
neprotinaji."*® Snadno Ize pfivést k evidenci dvé tsecky, jejich? prodlouzeni se neprotnou v pre-
dem dané, pred nasim obzorem lezici oblasti. O tom, zda se tyto Gsecky protnou nékde mimo
tuto oblast, jiz nd$ ndzor mnohdy nemuze presvédcivé vypovidat.

Také postuldt o rovnobézkdch je vyjimecny tim, ze jeho pravdivost nelze snadno
evidovat:

. Necht dsecka u protina usecky p,q tak, Ze na jedné strané isecky u je soucet
vnitfnich Ghli «, B, které sviraji tisecky p, q s tseCkou w, mensi nez dva pravé tihly (viz obréazek).

Potom na této strané jest tisecky p, q prodlouZit tak, aby se tato jejich prodlouZeni protla.**

Obrazek 1. Postulat o rovnobézkach nas vyzyva, abychom tsecky p a g prodlouzili natolik, aby se jejich

prodlouzeni protla.

Tento postulat je pro antického geometra, ktery je zvykly pracovat pouze v ome-
zenych oblastech, problematicky z toho divodu, Ze v kazdé omezené oblasti najdeme dvé
Usecky, které spliuji podminku pozadovanou postuldtem o rovnobézkach a jejichz prodlouzeni
se v dané oblasti neprotnou. Proto uskuteénéni postulatu o rovnobézkach (v takovych pfipa-
dech) vyZzaduje prekrolit pfedem dané meze. Za t&mi se ale (pro antického geometra) mize
stat vielicos.®

V predem dané oblasti — na obrazku 2 néjakd oblast uvnitf oblasti zndzornéné
kruhem — muze anticky geometr evidovat, ze je néjakad &ara v této oblasti skuteéné pfima

3) Tamtéz, 44.
4) Tamtéz, 66.
5) Vice o antické geometrii viz VOPENKA, Petr, 2004, 19-312.
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(tedy Ze je tato &ira useckou). Diky schopnostem Diovym evidovat pfimost Gselek delsich
a delsich,® je pak mozno tuto oblast stale vice rozdifovat. Oviem o tom, zda existuje n&jaka
oblast — na obrazku znazornéna jako vnéjSek kruhu — kde jiz pfimost dané ¢ary neni principidlné
evidovatelnd ani pro Dia, se mizeme pouze dohadovat. Pokud takovd oblast existuje, pak
je otazkou, jak v ni bude ,vypadat” pfima cara. Jelikoz vlastnost , pfimost ¢ary" neni jinak
ovéfitelna, nez bezprostiedni evidenci (at jiz antickym geometrem, nebo Diem), nemame jediny
argument, pro¢ by pfima ¢ara vné kruhu (tam, kde ani Zeus neni schopen ovéfit pfimost)
nemohla ,vypadat"” napfiklad jednim ze dvou zpusob, ukdzanych na obrazku 2.

Obrazek 2. Uvnit¥ oblasti Diem prehlédnutelné (na obrazku zndzornéna kruhem) mame zarucenu (diky
Diovym schopnostem) pfimost ¢ar. Mimo tuto oblast jiz neni mozno situaci evidovat, a to, jak zde

wvypadd" prodlouzeni Gsecky, je tedy &irou spekulaci (na obrazku ¢arkovana prodlouzeni).

Pozoruhodna je ta skutecnost, Ze vlastnost , pfimost Cary" nelze v Eukleidové ge-
ometrii ovéfit jinak nez bezprostredni evidenci této vlastnosti. V Zakladech neni totiz uveden,
ani skryté predpokladan jiny prostfedek, nez geometricky nazor, ktery by rozhodoval o tom,
zda je, ¢i neni néjaka Cara prfima.

Dale je dulezité zminit, Ze v zadném dikazu jakéhokoli tvrzeni o Gseckach v Euk-
leidovych Zakladech neni odkazovano na vlastnost ,,pfimost ¢ary". Ackoli v dobé Eukleidové
asi nebylo myslitelné si pod pojmem ,isecka"” predstavit néco jiného nez pfimou ¢aru, jsou
tato tvrzeni platnd (z &isté logického hlediska), i pokud si pod pojmem ,lse¢ka" predsta-
vime jakékoli jiné objekty, pro néz plati poZzadované axiomy a postulaty. Toho bylo pozdéji
vyuzito pfi modelovani neeukleidovskych geometrii. Tyto modely spodivaji v tom, ze si pod
pojmem ,useka" predstavime &aru zak¥ivenou (napfiklad k¥ivky hyperbolické). Takto modelo-
vané neeukleidovské geometrie ale postradaji onen anticky ideal pfimosti, a zdaji se proto jaksi
»pokrivené”. Ackoli vétsinu tvah o useckach neeukleidovskych geometrii, které byly a budou
v tomto ¢élanku provedeny, by bylo mozno takto zobecnit i pro ,podivné zakfivené Gsecky",
nebudeme pro zachovani dobré geometrické nazornosti v antickém slova smyslu tento vyklad

6) Tamtéz.
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pouzivat. Jinymi slovy, budeme pracovat s pfimymi &arami v idealni rovin&.” Pokud na néja-
kém obrazku né&jakou p¥imou &aru ,,zakfivime", u&inime tak bud pro diikaz sporem, nebo bude
,zakfiveni lezet az v oblasti, ve které jiz ani Zeus neni schopen evidovat pfimost dané cary; za
predpokladu, Ze takova oblast existuje. O takovém zakFiveni ale nebudeme nikdy uvaZovat jako
o jediném nutném, ale pouze jako o jednom z vice moznych, neboli vZidy budeme pfipoustét,
Ze predlozeny obrazek mize v oblasti, kde jiz Zeus neeviduje pfimost, vypadat i jinak (pokud
nepovede ke sporu s axiomy).

Pojdme nyni postuldt o rovnobé&zkach prozkoumat pomoci novéjsich matematickych
prostfedk(l — posloupnosti. Ukaze se ndm tak souvislost s otdzkami o struktufe nekoneénych
¢isel. Podivejme se na obrazek 3. Pismeno R bude nadale znacit pravy thel.

B B3 B

Obréazek 3. Posloupnost bodti B; na prodlouzené Gseéce p a posloupnost usecek g;, které protinaji p
v bodech B;.

Na prodlouZené useéce p mé&jme posloupnost bodt {Bi, Ba, ...} takovou, Ze By —
By = Bi+1 — B pro libovolné i. Kazda z asecek ¢;, spojujici bod A s libovolnym bodem B;,
se s prodlouzenou useckou p tedy protne v bodé B;. Prislusnd posloupnost thli oy, aa, ... je
ziejmé rostouci (viz 3. axiom: ,celek je vétsi neZ dil"®).

Nyni dokaZzeme, Ze a; < R. Pro dikaz sporem si pfedstavme (na obrazku 4),
Ze nékteré «; je vétsi nebo rovno R (pravému (hlu) a pfislusnd Gse¢ka g; protind koneéné

7) Je treba jesté zdiraznit, Zze pfimosti rozumime vlastnost, kterou vidime toliko nasim
intuitivnim geometrickym zrakem a nemame Zddny jiny formalni prostredek, jak ji ové-
fit. Podobné chapeme idealni rovinu. Ackoli by nékdo mohl namitnout, Ze idedlni rovinu
pozname tak, Ze v ni plati postuldt o rovnobézkdch, neboli Ze Ize sestrojit Ctverec, je
tato ndmitka lichd, jelikoZ platnost postuldtu o rovnobézkdch neumime ovéfit (nevidime
nekoneéné daleko viz vyse), stejné jako nelze ovéfit, Ze &tverec je skuteéné Etvercem (ne-
vidime nekonecné ,hluboko", a nemizeme tedy ovérit, Ze domnély pravy thel je pravym
thlem apod.). Pod pojmem rovina si tedy budeme spise pfedstavovat rovnou plochu, kte-
rou jiz néjak ,a priori* vidime onim intuitivnim geometrickym zrakem. Platnost postuldtu
o rovnobézkdch predpoklddat nebudeme.

8) EUKLEIDES, 2008, 45.
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prodlouzeni GseCky p. Pak ale vzhledem k symetrii Glohy také prodlouzeni Gsecky ¢; musi na
druhé strané (nalevo) protnout prodlouZeni Gse¢ky p. A dva body (pravy i levy prisedik) lze
spojit dvéma tsekami (prodlouzenimi tsecek p a ¢;), coz je spor s 10. axiomem: ,, Dvé samotné

iisecky #4dné misto neohranicuji."®
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Obrézek 4. Ditkaz sporem. Zadné kone&né prodlouzeni Gsecky ¢; nemiize na vpravo protnout prodlou-

Zeni Usecky p.

Takto je tedy zfejmé, Ze kazdému bodu B; pfislusi Ghel a; < R, pfi¢emz posloup-
nost {«;} je rostouci. OvSem to, zda neexistuje R* < R takové, Ze pro kazdé i plati o; < R™,
Jjiz na zakladé ostatnich Eukleidovych axiom rozhodnout nemiZeme, podobné jako v Canto-

rové teorii mnozin nemuizZeme rozhodnout, zda existuje mohutnost vyssi nez spocetna a nizsi
nez mohutnost kontinua.'®

Nyni ale opustme posloupnosti a vratme se ke geometrii a k postuldtu o rovnobéz-
kach. Dal$imu zkoumani podrobime jeho ekvivalentni formulaci: K dané idsecce p Ize danym
bodem A, neleZicim na Zadném jejim prodlouZeni, vést pravé jednu rovnobézku q.'!

Tato formulace, jak vidno, pozbyla charakter postulatu, tedy prvotné konstrukéni
tlohy (jak tomu bylo v predchazejici formulaci, kdy jsme méli prodlouzit dvé asecky, aby se
prodlouzeni protla) a vzala na sebe spiSe podobu axiomu, tedy vyzvy k evidenci. Tato evidence
ale neni tak samozfejma, jako evidence axiom0 ostatnich — vzdyt abychom ovéf¥ili, ze ta jedina
rovnobézka ¢ je skutecné jedinou rovnobézkou, museli bychom ji vidét prodlouzenou az do
nekoneéna, a teprve potom bychom evidovali, ze se s pfimkou p skute¢né neprotina. Navic

%) Tamtés.

10) Cels analogie v teorii mnoZin Ize shrnout takto. Méjme rostouci posloupnost spocet-
nych ordinalnich Cisel (analogie s {B;}). Kazdému z nich pfislusi &islo kardindlni (analogie
s« ), nizsi neZ je mohutnost kontinua (analogie s R). O tom, zda neexistuje kardindlni
Cislo vyssi nez spocetné a nizsi neZ mohutnost kontinua, nelze na zakladé ostatnich axi-
omU teorie mnoZin rozhodnout — jak dokdzal Gédel (1940 relativni bezespornost hypotézy
kontinua — HK) a Cohen (1963 relativni bezespornost negace HK). Vice o problému HK
viz BALCAR, Bohuslav a Petr STEPANEK, 2001, nebo VOPENKA, Petr, 2004.

11) Viz komentaF Petra Vopénky v knize EUKLEIDES, 2008, 68; ,K danému bodu, jenz

nelezi na dané pfimce, existuje toliko jedina pfimka, kterd danou pfimku neprotind. “.
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bychom museli vidét vSechny ostatni Gsecky ¢; prochazejici bodem A a jejich protnuti pfimky
p, coz nam lidem, ktefi mohou za evidentni povazovat jen to, co lezi pred jejich obzorem
(kone&na mnozstvi a kone&né vzdalenosti), neni déno.

Zda se, ze problém tkvi v neschopnosti nasi kone¢né mysli privést k nazoru neko-
necné délky a nekoneénd mnozstvi.

Problematika chapédni nekoneéna kone¢nym pozorovatelem je dikladné zpracovana
v knihdch Petra Vopénky: Calculus infinitesimalis pars prima'® a Pojednéni o jevech povsts-
vajicich na mnozstvich.® Toto pojeti ndm umoziiuje matematicky popsat to, co bylo v antice
mysleno slovy: ,,Rovnobézky jsou takové dsecky, (...) jejichZ jakakoliv prodlouZeni se ne-
protinaji.*** \ antice bylo zvykem (jak jiz bylo zminéno) pracovat s objekty, nachazejicimi
se pred obzorem, které jsou ve Vopénkové pojeti dobrfe popsatelné jakozto ,objekty konecné

vzdélené”.

Diky tomu muzeme definici rovnobézek tak, jak byla chdpana v antice, matematicky
precizné formulovat takto: RovnobéZky jsou takové dsecky, (...) jejichZ jakdkoliv koneénd
prodlouZeni se neprotinaji.

Na zékladé Vopénkova &tvrtého zdkona expanze®® pak existuje nekonecné velka
vzdélenost, ve které se rovnobézky neprotnou. Existuje ale nekoneéna vzdalenost, kde se rov-
nobézky protnou? Odpovéd na tuto otdzku nelze jednoznaéné uréit, nebot za horizontem je
mozné vselicos a principialné nelze déni za horizontem predvidat. V zdsadé jsou mozné dva

pfipady.
1) Existuje nekoneénd vzdélenost, v niz se pfedem dané rovnobézky protnou.
2) Pro kazdou nekone&nou vzdélenost plati, ze se v ni rovnob&zky neprotnou.

Nejdrive rozeberme prvni moznost. Necht existuje nekoneéna vzdalenost, v niz se
rovnobézky protnou. Pak ale kazda pfimka prochazejici bodem A a protinajici pfimku p v libo-
volné vétsi nekonecné vzdélenosti je rovnobézkou. Zda se tedy, Ze existuje nekoneéné mnoho
rovnobéZzek (a mame hyperbolickou geometrii). JenZe to, zda tyto rovnobézky jsou riizné, je
patrné az za obzorem (nekone¢né daleko). Otazkou je, zda jsou nutné riizné i pred obzorem.
Pokud ne, jsou pfed obzorem viechny tyto rovnobéZzky rovnobézkou jedinou (pak bychom méli
pred obzorem klasickou geometrii eukleidovskou). Viz obrazek 5.

12) VOPENKA, Petr, 2010.

13) VOPENKA, Petr, 2009.

%) EUKLEIDES, 2008, 44.

15) Takzvany &tvrty zakon expanze zatim nebyl publikovan, ale jiz je zformulovadn v pri-
pravované knize P. Vopénky Calculus infinitesimalis pars secunda. Tento zdkon expanze ma
také obdobu ve Vopénkové alternativni teorii mnoZin — axiom prodlouzeni, viz VOPENKA,
Petr, 2009, 59. Mezi dilezité disledky ctvrtého zakona expanze patfi tvrzeni, ze pokud
maji vechna kone&né velks &isla (nebo vzdalenosti) né&jakou ostfe vymezenou vlastnost, pak
existuje nekone&né velké &islo (nebo vzdalenost), které tuto vlastnost ma téz. V alternativni
teorii mnoZin md toto tvrzeni také obdobu viz VOPENKA, Petr, 2009, 61.
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q1 q2

Obrazek 5. To, Ze q1,q2 jsou rizné, je patrné za obzorem. To, zda jsou riizné i pfed obzorem, jiz
jednoznaéné ziejmé neni.

Nyni se vratme k moznosti druhé; viz 2). Necht se zddné rovnobézky v zidné

nekoneéné vzddlenosti neprotnou. Existuji pak vibec néjaké dvé rovnobézky? Nejvhodné;si
»adeptkou” na rovnobézku tsecky p je Gsecka g zobrazena na obrazku 6.

7

an

Obrazek 6. Takto zkonstruované dvé secky p, g se jisté neprotnou v zadné konecné vzdalenosti. Vzhle-
dem k tomu, Ze jsme (viz 2)) pfijali definici rovnobéZek jakoZzto Useéek, jejichz 24dnd, ani nekonecénd,

prodlouzeni se neprotinaji, neni jisté, zda p, g jsou rovnobézky.

Ta nemize v konecné vzdalenosti prodlouzeni Gsecky p protnout, nebot pak by
musela protnout v kone¢né vzdalenosti (vzhledem k symetrii Glohy) i prodlouzeni na druhé
strané a dva rGizné body by byly spojeny dvéma use¢kami (Gvahy o tom, Ze by oba body
mohly byt bodem tymZ nechme stranou). V zasadé jsou tedy opét dvé moznosti, jak se neko-
ne¢nd prodlouzeni obou dsecek budou ,chovat” — nebo jak si definujeme, Ze se budou chovat.
Prodlouzeni Gseéek p, q z obrazku 6 se:

a) protnou v néjaké nekone¢né vzdalenosti;

b) neprotnou v Zddné nekone¢né vzdalenosti.

Nejdfive prozkoumdme prvni moznost; viz a). Pokud se prodlouZeni useéek p,q
protnou v nekonecné vzdalenosti, pak se protnou i v nekone¢né vzdélenosti na druhé strané.
Avsak to, zda dva nekonecné vzdalené body je mozno spojit pouze jednou usekou neni
evidentni (oproti pfipadu dvou kone&né vzdalenych bodl, o némz vypovidd 10. Eukleidiv
axiom). Necht se tedy prodlouZeni p,q z obrazku 6 protnou v nekone&né vzdalenosti. Pak
nejsou tyto Usecky rovnobézné, nebot jsme pfijali definici rovnobézek 2). (A mame obdobu
eliptické geometrie.)
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Nyni predpokladejme, ze prodlouzeni tseéek p, g, zkonstruovanych podle obrazku 6,
se neprotnou ani v zadné nekone¢né vzdalenosti; viz b). Pak jde o rovnobézky; viz 2). Exis-
tuje tedy alespon jedna rovnobézka, pfimka gq. O tom, za jich neexistuje vic opét nemiizeme
rozhodnout. To, Ze existuje pravé jedna, je tedy mozné, nikoliv nutné.

Odpovéd na otdzku, kolik v daném bodé existuje rovnobéZek k dané dsecce, leZi
tedy vZdy za nasim obzorem. Rozhoduje o ni struktura nekonecna,*® kterou se rozhodneme
prijmout, popfipadé to, jak si na této strukture definujeme zakladni pojmy.

Struéna historie objevovani neeukleidovskych geometrii

VySe uvedené vahy ovéem pouZivaji celkem moderni terminologii a postupy (mnozinové),
které v dobach od Eukleida aZz po Bolzana (polovina 19. stoleti) nebyly rozvinuty. Procitdni
do neeukleidovskych geometrii tehdy tedy probihalo zcela jinym zpisobem — pomalu, nejisté
a s rizikem, Ze neeukleidovské Gvahy vedou ke sporu, ackoli bezespornost eukleidovské geo-
metrie nebyla dokdzana (byla totiz povaZovdna za samozfejmou), a $lo tedy spide o to najit
odvahu vydat se nekonvenénim smérem, ktery tehdejsi védeckd spoleénost neuzndvala. Neni
proto asi nahodou, Ze k rozvinuti neeukleidovskych geometrii doslo na periferiich evropské védy
(Lobagevskij v ruské Kazani a Bolyai v Uhersku).

Jak jiz bylo feCeno jiz od antiky byl postuldt o rovnobézkach povazovan za nedo-
state¢né& nizorné& ospravedlnitelny, a byly proto &inény pokusy bud o jeho dokdzéni z ostatnich
axiom0 a postuldtd, nebo alespon o jeho nahrazeni néjakym jinym nazorem ospravedInitelnym
axiomem, &i postulatem.

Jednou cestou, jak dokazat platnost postulatu o rovnobézkich je dikaz sporem.
To znamena predpoklddat negaci postuldatu o rovnobézkach a mezi disledky jejimi a ostat-
nich axiomi hledat spor s témito predpoklady, nebo alespon spor s geometrickym nazorem,
nepredpokladajicim platnost postuldtu o rovnobézkach.

Asi nejdale se v téchto Uvahach dostal mnich G. Saccheri (1667-1733), ktery z3-
mérné rozvijel ditkaz sporem v presvédceni, ze spor musi chté nechté ¢asem prijit. Neodradily
jej proto nelspéchy hned v zacdatcich a disledky negace postuldtu o rovnobézkach rozvedl do
dikladné Sife. Spor vsak nenalezl, respektive nakonec prohlasil jeden dasledek za spor s ge-
ometrickym nazorem. To, Ze jde o nazor, ktery je disledkem podvédomého pFijeti postulatu
o rovnobézkach, jiz nenahlédl. Nicméné takto jako prvni rozvedl zdkladni dulezité poznatky
neeukleidovskych geometrii — le¢ nevédomé.

Zda byl prvnim matematikem, védomé prfipoustéjicim a rozvijejicim neeukleidovské
geometrie, Gauss, Bolyai, nebo Lobacevskij, nechme stranou. Faktem je, Ze tyto Gvahy jako
prvni publikoval N. I. Lobacevskij (1829),"" jako druhy Jénos Bolyai (1832),'® zatimco Gauss
(1777-1855) nikdy nic na toto téma nezvefejnil (nicméné na zdkladé nékterych Gaussovych
vyrokil a &indl Ize usuzovat, Ze mozna pravé on pronikl do neeukleidovského svéta jako prvni).

Téma ,,0bjevovani neeukleidovskych geometrii” (jak z matematického, tak z histo-

rického hlediska) je diisledné zpracovano v knize: Uhelny kdmen evropské vzdélanosti a moci.'®

16) Strukturou nekoneéna rozumime definované vlastnosti a uspofddani nekonecnych
Cisel a vzdalenosti.

17) LOBACEVSKIJ, Nikolaj Ivanovi¢, 1829.

18) BOLYAI, Jdnos, 1832.

19) VOPENKA, Petr, 2003, 829-905.
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Podrobné je také vyvoj problému rovnobézek v dobach od Eukleida po Gausse popsan v knize

Die theorie der parallellinien von Euklid bis auf Gauss.?

Riemannovo pojeti prostoru

Za definitivni uzavfeni otazky, zda je mozna jina, nez Eukleidova geometrie, ve které neplati
postulat o rovnobézkich, je povazovdna Riemannova habilitaéni pfednaska, prednesena v Got-
tingen roku 1854, nazvana Uber die Hypothesen, welche der Geometrie zu Grunde liegen.?*

Riemannovo prevratné uchopeni prostoru spocivé v jeho ztotoznéni s vicendsobné
rozprostrenou veli¢inou, neboli varietou, na niz zavadi proces ,,méreni*:

,Méreni spocivd v poloZeni srovndvanych prostorii na sebe, k méreni je tedy zapo-
trebi prostredku, ktery nese velikost jako méritko pro ostatni. Jestlize tento prostredek chybi,
pak Ize dva prostory srovndvat pouze tehdy, pokud je jeden casti druhého, a také potom lze
rozhodnout jenom, je-li prostoru yvice', & ,méné’, nikoliv kolik*.“??

Zde muizeme najit asi hlavni diivod toho, pro¢ Riemanniv koncept prostoru je obec-
néjsi nez koncept prostoru chdpaného v duchu klasické eukleidovské geometrie. Riemann zde
tvrdi (a nedokladd), Ze pro uréeni ,kolik" je prostoru (pro uréeni velikosti libovolné jeho &asti,
napfiklad tse¢ky) ndm nestaéi prostor sam o sobé, ale je pro to tfeba méfitka, které neni pro-
storem samotnym uréeno. MéFitko tedy prichazi zvendi prostoru — nezavisle na ném. Naproti
tomu v Eukleidové geometrii bylo méfitko pevné urceno samotnym prostorem predpokladaji-
cim platnost postuldtu o rovnobé&zkdch (Pythagorova véta). Kdyz budeme predpoklidat, Ze
o platnosti postulatu o rovnob&zkach (a tedy i o méFitku prostoru) nerozhoduje prostor sam?3
(coz pFipustili Bolyai, Lobaevskij a moznad Gauss), otevieme tak cestu legitimnim Gvaham
o neeukleidovskych geometriich. Ve vySe uvedeném Gryvku toto Riemann bez zdivodnéni uci-
nil. VZdyt kdyby méfitko (neboli ,kolik" je prostoru) bylo uréeno samotnym prostorem, bylo
by mozné pomérovat jakékoli dva riizné prostory, a nikoli jen ty dva, z nichz jeden je &asti
druhého, coz by byl spor s vySe uvedenym Riemannovym tvrzenim. Uspé§nost Riemannova
objasnéni moznosti neeukleidovskych geometrii tedy netkvi v tom, ze by dokazal jejich be-
zespornost. Tkvi v tom, ze Riemann predlozil jejich srozumitelnou a nazornou interpretaci —
vicendsobné rozprostrenou veli¢inu, kterou si je mozno predstavit zakfivenou — napriklad jako
povrch koule.

Déle budeme predpokladat, ze kazdy bod variety je jednozna¢né uréen pomoci n
veli¢in, které mizeme oznalit z1,...,z, (fikime, Ze je tato varieta m-rozmérnd). Libovolna
Cara v této varieté je pak urcena také témito veli¢inami, které jsou funkci jedné proménné:
x1(t),...,zn(t). S takto pojatym ,prostorem" jakozto n-rozmérnou varietou se pak Riemann
pousti do matematizace jejich metrickych vztahi:

(... ) a tkol pak spocivd v tom pro kaZdy bod sestavit obecny vyraz pro element

&iry ds, ktery timto bodem prochazi, pfi¢em# tento vyraz bude obsahovat veliciny x a da.“**

20) STACKEL, Paul a Friedrich ENGEL, 1895.

21) RIEMANN, Bernhard, 1999.

2) Tamté, 5.

2) Vyse jsme ukazali, Ze pijeti, & odmitnuti postuldtu o rovnob&skich Ize pfirovnat
k vybéru struktury nekonecna. Ta je vsak z principu nepoznatelna. Ani v klasické teorii

mnoZin neni mozZné rozhodnout, jakou strukturu nekone¢no ma.

24) Tamtés, 8.
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Tento Riemannem hledany vyraz zapiSeme symbolicky:

ds = f(z1...,2n,dz1,. .., dzy).

Pokud se nam podafi uréit funkci f, budeme moci v kazdém bodé z1 ..., x, ja-
kékoliv &ary (i usecky) uréit prirastek jeji velikosti ds mezi body z1...,2n, @ T1...,Zn +
dzy...,dz,.%® Takto tedy kardou &ru mizeme zméfit, kdy? ji ,posklddadme" z nekone&né

malych prirGstk(, které secteme.

Jelikoz Riemann pro své Gvahy pouzival ,rutinné” infinitesimalni kalkulus obje-
veny Leibnizem a Newtonem, ktery byl pozdéji matematiky 20. stoleti zavrzen a upadal tak
v zapomnéni, zdaji se dalsi Riemannovy Gvahy nesrozumitelnymi a ponékud nepresnymi. Diky
rehabilitaci infinitesimalniho kalkulu, ke které doslo se vznikem Robinsonovy nestandardni ana-
lyzy?® v 60. letech 20. stoleti a pozd&jiho Vopénkova infinitesimalniho kalkulu® je mozné
k témto ivaham pfistoupit jakozto k matematicky plnohodnotnym. Presné tlumoceni Rieman-
nova textu do matematického jazyka infinitesimalniho kalkulu v8ak nechdme na jindy (jelikoz
se k problematice, jiz vénujeme tento &lanek, pfilis nevztahuje) a rovnou pfevezmeme zavér
téchto ,,infinitesimalnich Gvah".

.(- .. ) a je tedy ds rovno druhé odmocniné ze vzdy kladné polynomické homogenni

funkce druhého stupné velicin dzx, jejiz koeficienty jsou spojité funkce velicin z.“?®
Neboli
ds = ZZgi,j(ml,.‘.,zn)d:ridxj, (1)
i=1j=1
kde gi j(z1,...,Tn) jsou spojité funkce takové, ze g; j(x1,...,xy,) je pro kazdé (z1,...,zn)

pozitivné definitni.
Nasnadé je, Ze pro eukleidovsky prostor existuje g;,; takové, Ze plati rovnice (1):
,Pro prostor plati, vyjadrime-li polohu bodu pomoci pravoihlych souradnic, ds =

\/ S (dx)2; prostor je tedy obsaZen v tomto nejjednodussim pripads.

Pokud zavedeme n(n + 1)/2 funkci i j(z1,...,2), kde ¢ < j pomoci pFedpisu:
Gi,j = Gij + gj,i pro i < j a Gi,i = gi,i, mizeme rovnici (1) zapsat:

ds = ZZﬁi,j(m,...,mn)dxidxj. )

i=1 j=i

, Takovy vyraz miZeme transformovat do néjakého jiného podobného, pri¢emz za
n nezavislych proménnych dosadime funkce n novych nezavislych proménnych. Timto zpiso-
bem ale nemiZeme kazdy vyraz transformovat do kazdého, nebot vyraz obsahuje n(n + 1)/2

25) Tato &ira prochazi bodem x a bodem x1 ..., zp +dx1 ...,dz,. Jaky je ale v tomto

useku prirastek jeji délky ds neni jednoznacné — v Eukleidové geometrii je ds = \/Zl x?,
ale podle Riemanna neni pro obecnou varietu tento vztah nutny. Hledime tedy obecny
tvar funkce f.

26) ROBINSON, Abraham, 1979.

27) VOPENKA, Petr, 2010.

28) RIEMANN, Bernhard, 1999, 8.

2) Tamtéz.
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koeficienti, kter€ jsou libovolnymi funkcemi nezavislych proménnych. Na zavedeni novych pro-
ménnych bude stacit ale jen n vztahd, a tedy miZeme porovnat pouze n koeficient danych
veli¢in. Ostatni n(n — 1)/2 koeficienty jsou povahou vysSetfovanych variet jiz dplné uréeny
a k uréeni vztahii miry v téchto varietdch je tedy zapotfebi n(n — 1)/2 funkci mista. Variety,
ve kterych miiZeme, jako v roviné& a v prostoru, element Edry prevést na tvar ds = v/da?, tvol
potom pouze zvldstni pfipad zde zkoumanych variet.“*°

Jinymi slovy, pfipadnd transformace veli¢in v dané n-rozmérné varieté je jedno-
znaéné uréena pomoci n funkci x1 = fi(zh,...,2,),..., Tn = fo(zl,...,2;,). Na dru-
hou stranu metricky vztah (2) dané variety pro dané veli¢iny je jednoznaéné uréen pomoci
n(n + 1)/2 nezavislych funkei i j(z1,...,zn), kde ¢ < j. Transformaci veli¢in v dané vari-
eté mlZeme tak v obecném pfipadé zménit pouze n z téchto n(n + 1)/2 funkci g. Zbylych
n(n — 1)/2 funkci g je tedy uréeno samotnou varietou.

Takto tedy Riemann dochazi k zavéru, Ze eukleidovsky prostor je pouze jednou
z moznych variet, tedy Ze existuji i variety jiné, s metrickymi vztahy, které neni mozno zadnou
transformaci veli¢in x prevést na metrické vztahy eukleidovského prostoru.

Napfriklad geometricky prostor, v némz neexistuje k zadné pfimce zadna rovnobézka
(a ve kterém neplati 10. Eukleidiiv axiom) je téZ varietou, jejiz metrické vztahy jsou uréeny
formuli (1), & (2).

Nebo geometricky prostor, v némz k dané pfimce existuje vice rovnobézek procha-
zejicich tymZ bodem je opét varietou, jejiz metrické vztahy jsou uréeny formuli (1), & (2),
v nichz ale g;,; neni pozitivné definitni.

Dale jiz nebudeme Riemanntv vyklad sledovat. To podstatné, tykajici se Rieman-
nova feSeni problému postuldtu o rovnobézkach, jiz bylo vySe uvedeno. Presto jsou dalsi
Riemannovy (vahy pozoruhodné a bylo by zajisté pfinosné rozebrat i je. To je ovSsem nad
moznostmi tohoto ¢lanku.

Eukleidovsky prostor ukryty uvniti zakfiveného prostoru Riemannova

Jednim z ddlezitych Riemannovych predpokladi (které sice v nasem &lanku nebyly uvedeny,
ani podrobnéji rozvedeny) je tvrzeni, Ze v nekoneéné malém okoli libovolného bodu je metrika
uréena vztahem ds = \/m kde gi,; je pozitivné definitni, coz je ekvivalentni tvr-
zeni, Ze dand varieta je v lokdlnim okoli kazdého bodu eukleidovska (veli¢iny Ize transformovat
tak, ze ds = /> (dz7)?).

Zde se nabizi rozvést podobnost s nasimi tvahami o rovnobézkach z prvniho oddilu
naseho &lanku. V souladu s Vop&nkovym pojetim horizontu, oddélujiciho dva riizné svéty®
si pfedstavme tyto dva svéty, z nichz jeden je schovan hluboko uvnitf toho druhého. Tento
vnitini svét obsahuje vSechny nekone¢né malé geometrické vzddlenosti. Za horizontem tohoto
,Ssvéta nekoneéné malych” vzdalenosti pak povstava ,svét vSech koneéné velkych*. Pro snadné
predvedeni nasledujici Gvahy jesté dopliime tyto dva svéty o dva pozorovatele, z nichz ten prvni
obyva svét nekonecné malych a ten druhy svét konecné velkych. Jejich role bude spocivat
v tom, ze budou reprezentovat moznost pohlédnout do tohoto ,dvojsvéti” ze dvou riiznych
perspektiv, které odrazeji dvé dosti rozdilné vidéni tamnich objektd i jejich vlastnosti.

Jak jiz bylo uvedeno, Riemann predpoklada, Ze kazda varieta je lokalné eukleidovska
(eukleidovska pro pozorovatele ve svété nekoneéné malych). Jak ukazal Riemann, pro pozoro-

30) Tamtéz, 8-9.
31) Viz VOPENKA Petr, 2009 nebo VOPENKA Petr, 2010.
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vatele ve svété konecné velkych vzdalenosti ale tato varieta nutné eukleidovskou neni, ackoli
hluboko pod horizontem jeho kone¢ného pohledu — ve svété nekonecné malych — eukleidovskou
je. Jeji potencidlni , globalni* neeukleidovské vlastnosti povstavaji az ve svété konecné velkych
vzdalenosti.

Pro pozorovatele, ktery se pohybuje ve svété nekoneéné malych vzdélenosti, je tedy
Riemannova varieta eukleidovska — v jeho svété existuje pravé jedna rovnobézka danym bodem.
Za jeho horizontem smérem ke konecné velkému pak jiz tato varieta eukleidovska nutné neni
— za jeho horizontem mohou rovnobézky ,vypadat"” rizné; mohou se protinat, nebo se mohou
,rozvétvit" do mnoha riznych rovnobé&zek.3?

Dulezitym rozdilem v této analogii ale z(istava to, Ze pozorovatel ve svété nekonecné
malych pracuje s iseckami, které jsou pfimé, a zachovava si tak pivodni anticky geometricky
nazor. Zato pozorovatel ve svété konec¢né velkych jiz musi za Gsecky prohlasovat &ary, které
jsou kfivé, coz ma od antickych nazornych predstav Gsecek dosti daleko.

Jinymi slovy, pro pozorovatele ve svété nekonecné malych je geometricky nazorné
(v antickém slova smyslu) to, co leZi pfed jeho obzorem, a to, co je za nim, jiz nizorné byt
nemusi, ani nemuze, vzhledem k tomu, ze to, co lezi za horizontem, principidlné nazfit nelze;
naproti tomu druhému pozorovateli (ve svété koneéné velkych) se geometricky nazorny svét
propad| pod obzor (do nekone¢né malého), zatimco pred obzorem zistal jakysi ,pokfiveny*
Svét.

Shrnuti

V ¢lanku jsme nejdfive ukazali, jaké otazky otevira pojem ,rovnobézek" a postulat o nich
pro antického geometra, ktery pracuje pouze s objekty lezicimi pred obzorem. Tento obzor Ize
priléhavé modelovat pomoci horizontu, ktery je formalné matematicky zaveden v Alternativni
teorii mnozin®® Petra Vopénky, respektive v jeji aplikaci na geometricky svét, kterd je pred-
stavena v knize Calculus infinitesimalis pars prima.3* Zde je matematicky korektné& definovéna
vlastnost , byti kone¢nym" nebo , byti konecné vzdalenym*". Antickd geometrie se pak zaobird
pouze geometrickymi objekty, které tuto vlastnost maji. Postuldt o rovnobézkach vyzaduje
prekradovani jakychkoli kone&nych mezi, a je zde (v antické geometrii) proto cizorodym (byt
nezastupitelné dileZitym) prvkem, jehoZ potvrzeni, & vyvriceni leZi za horizontem koneéné
vzdaleného.

Ovsem to, ze se za timto horizontem rovnobézky (respektive Gsecky, jejichz pro-
dlouZeni se v zddné koneéné vzdalenosti neprotnou) mohou ,chovat” lecjak, nebylo po dlouha
staleti odhaleno a tehdejsi pfipadné pripusténi takové moznosti vyzadovalo velmi origindlni,
nekonvenéni mysleni a také odvahu vystavit se kritice hlavniho proudu. O objevitelich neeuk-
leidovskych geometrii jsme se stru¢né zminili ve 2. oddilu.

Prelom ve vyvoji neeukleidovskych geometrii pfiSel az s prevratnou Riemannovou
habilita¢ni ptednaskou Uber die Hypothesen, welche der Geometrie zu Grunde liegen.®® Ta sice
nedokazala bezespornost neeukleidovskych geometrii, nasla ale kontext, ve kterém je jejich

32) Pfipad, Ze se rovnob&sky za horizontem ,rozvétvi“ je v Riemannové pojeti ponékud
komplikovany, jelikoZ prislusna hyperbolickda Riemannova varieta neni lokalné eukleidovska
(94,5 neni pozitivné definitni). Tato problematika ale prekracuje rozsah naseho &lanku.

33) VOPENKA, Petr, 2009, nebo VOPENKA, Petr, 1989, nebo VOPENKA, Petr, 1979.

34) VOPENKA, Petr, 2010.

35) RIEMANN, Bernhard, 1999.
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existence zjevna — kontext vicendsobné rozprostrené veliciny, ktery snadno pfivede k evidenci
zakfivenou varietu, v niz neplati eukleidovské metrické vztahy — napriklad geometrie na povrchu
koule. Riemann takto predstavil eukleidovsky prostor, jakoZto pouhou jednu z mnoha moznych
variet.

Ve 4. oddilu jsme nakonec pomoci Vopénkova pojeti ,,horizontu” nacrtli, v jakém
vztahu muize byt Riemanniv zakfiveny prostor k prostoru klasickému, eukleidovskému. A zde
se dostadvame k nasemu hlavnimu sdéleni. Riemannovo nazorné ospravedInéni neeukledovskych
geometrii, které pouziva predstavy zakrivenych Gselek a prostorl, mize byt zastoupeno, diky
Vopénkovu pojeti horizontu, predstavou usecek a prostori idediné primych pred obzorem;
pfipadné neeukleidovské vlastnosti tohoto prostoru pak povstavaji az za timto horizontem. Diky
tomu si mizeme, jsouce v neeukleidovském geometrickém svété, zachovat plvodni anticky
geometricky nazor, podle néjZ jsou Usecky pred obzorem pFimé.
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